
Alg�ebre I { Et�e 2001 (apr�es-midi)

COMPL�EMENT A { ESPACES HERMITIENS

Pierre de la Harpe

Comparer ce chapitre avec les xx 15, 16, 21, 25, 26 du semestre d'hiver, sur les espaces
euclidiens et le th�eor�eme spectral pour les matrices r�eelles sym�etriques.

Formes lin�eaires et antilin�eaires, formes hermitiennes

1. Rappel sur le dual. Soit V un espace vectoriel sur un corps K (par exemple C ). Le
dual de V est l'espace vectoriel des formes lin�eaires sur V , ici not�e �V . Si V;W sont deux
espaces vectoriels sur K et f : V �! W une application lin�eaire (on �ecrit \K-lin�eaire" si
on tient �a pr�eciser), la transpos�ee �f : �W 3 � 7�! �f 2 �V est une application lin�eaire (o�u
�f d�esigne, �evidemment, la composition de f : V �!W et � :W �! K).

2. Rappel d'un r�esultat du x 7. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. On suppose
V de dimension �nie, et on consid�ere une base B = fb1; : : : ; bmg de V . Soit W un espace
vectoriel sur K et fw1; : : : ; wmg une suite quelconque de vecteurs de W . Alors il existe une
unique application lin�eaire f : V �!W telle que f(bj ) = wj pour tout j 2 f1; : : : ;mg.

3. Cons�equence. Si V et W sont de dimensions �nies, respectivement m et n, alors
l'espace L(V;W ) des applications lin�eaires de V dans W est de dimension mn. En parti-
culier, �V est de dimension m, c'est-�a-dire dim( �V ) = dim(V ).

On suppose d�esormais dans ce chapitre que le corps de base est le corps C des nombres
complexes. On laisse au lecteur de soin d'adapter la discussion aux espaces euclidiens, sur
le corps des r�eels.

4. D�e�nition. Soient V;W deux espaces vectoriels complexes. Une application f de V
dans W est antilin�eaire si

f(x + y) = f(x) + f(y)
f(�x) = �f(x)

pour tous pour tous x; y 2 V et � 2 C .

5. Remarque. Soit f : V �! W une application antilin�eaire entre espaces vectoriels
complexes. Le noyau Ker(f) = fv 2 V j f(v) = 0g est un sous-espace vectoriel complexe
de V , et l'image Im(f) = fw 2 W j il existe v 2 V tel que w = f(v)g est un
sous-espace vectoriel complexe de W .
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6. Proposition. Soient V un espace vectoriel complexe de dimension �nie et
B = fb1; : : : ; bmg une base de V . Soient W un espace vectoriel complexe et fw1; : : : ; wmg
une famille quelconque de vecteurs de W .

Alors il existe une unique application antilin�eaire f : V �! W telle que f(bj ) = wj
pour tout j 2 f1; : : : ;mg.
Preuve : analogue �a la preuve du th�eor�eme rappel�e au num�ero 2 ci-dessus, avec ici

f
� mX
j=1

�jbj

�
=

mX
j=1

�jwj

pour tous �1; : : : ; �m 2 C . �

7. Notation. Si V est un espace vectoriel complexe, L(V;C) d�esigne l'espace des appli-
cations antilin�eaires de V dans C .

Cet espace a naturellement une structure d'espace vectoriel complexe : pour f; f 0 dans
L(V;C) et � dans C , on d�e�nit
f + f 0 par (f + f 0)(v) = f(v) + f 0(v) et
�f par (�f)(v) = �(f(v))

pour tout v 2 V .
C'est une cons�equence de la proposition 6 que, si V est un espace vectoriel complexe de

dimension �nie, alors L(V;C) est aussi de dimension �nie, �egale �a celle de V .

8. D�e�nition. Une forme hermitienne sur un espace vectoriel complexe V est une appli-
cation h : V � V �! C telle que

(i = antilin�earit�e en la premi�ere variable) h(x + x0; y) = h(x; y) + h(x0; y)
et h(�x; y) = �h(x; y) pour tous x; x0; y 2 V et � 2 C ;

(ii = lin�earit�e en la seconde variable) h(x; y + y0) = h(x; y) + h(x; y0)
et h(x; �y) = �h(x; y) pour tous x; y; y0 2 V et � 2 C ;

(iii) h(y; x) = h(x; y) pour tous x; y 2 V .
9. Remarques. La condition (ii) r�esulte de (i) et (iii); de même (i) r�esulte de (ii) et (iii).
La condition (iii) implique que h(x; x) 2 R pour tout x 2 V .

!!! De nombreux auteurs d�ecident de d�e�nir les formes hermitiennes lin�eaires en la
premi�ere variable et antilin�eaire en la seconde, contrairement au choix adopt�e ici !!!

10. D�e�nitions. On dit qu'une forme hermitienne h sur V est

non d�eg�en�er�ee si, pour x 2 V; on a x = 0() h(x; y) = 0 pour tout y 2 V;
positive si h(x; x) � 0 pour tout x 2 V;
d�e�nie positive si h(x; x) > 0 pour tout x 2 V; x 6= 0.

Il est �evident qu'une forme d�e�nie positive est non d�eg�en�er�ee.

11. Exemples. Sur C 3 ; on d�e�nit
une forme positive d�eg�en�er�ee hI par hI(x; y) = x1y1 + x3y3;
une forme non d�eg�en�er�ee hII par hII(x; y) = x1y1 � x2y2 + x3y3;
une forme d�e�nie positive hIII par hIII(x; y) = x1y1 + x2y2 + x3y3

(cette derni�ere forme �etant le produit scalaire standard).
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12. Proposition. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension �nie muni d'une
forme hermitienne h.

(i) L'application

(
V �! �V

x 7�! [x
de�nie par [x(y) = h(x; y) est antilin�eaire.

(ii) L'application

(
V �! L(V; C )
y 7�! y[

de�nie par y[(x) = h(x; y) est lin�eaire.

(iii) Si la forme h est non d�eg�en�er�ee (par exemple si elle est d�e�nie positive), alors
l'application de (i) est bijective. En particulier, toute forme lin�eaire sur V peut s'�ecrire

y 7�! h(a; y)

pour a 2 V convenable (et uniquement d�etermin�e).
(iv) De même, si h est non d�eg�en�er�ee, toute forme antilin�eaire sur V peut s'�ecrire

x 7�! h(x; b)

pour b 2 V convenable (et uniquement d�etermin�e).

Preuve. Les assertion (i)et (ii) sont des cons�equences imm�ediates des d�e�nitions.
Pour (iii), on observe que l'application de (i) a pour noyau le sous-espace vectoriel

N = fx 2 V j h(x; y) = 0 pour tout y 2 V g :

Alors, si h est non d�eg�en�er�ee, N = f0g et l'application de (i) est injective; elle est aussi
bijective, puisque V est de dimension �nie et que V et �V ont donc la même dimension.

La preuve de (iv) est analogue. �

13. Th�eor�eme : in�egalit�e de Cauchy-Schwarz. Soit V un espace vectoriel complexe
muni d'une forme hermitienne positive h. Alors

jh(x; y)j2 � h(x; x)h(y; y)

pour tous x; y 2 V .
Preuve. Etant donn�es x; y 2 V; posons a = h(x; x); b = h(x; y) et c = h(y; y). On remarque
que a et c sont r�eels et � 0. Il s'agit de montrer que jbj2 � ac.

Notons que, pour tout � 2 C ; on a

(*) h(x + �y; x + �y) = a+ �b + �b + j�j2c � 0:

On distingue alors trois cas :

si c 6= 0; on pose � = �b=c et on trouve a� bb
c
� 0; c'est-�a-dire ac � jbj2;

si a 6= 0; on proc�ede de mani�ere analogue;
en�n, si a = c = 0; on pose � = �b et on trouve �2jbj2 � 0; c'est-�a-dire b = 0.

�
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Note. Au lieu de \Cauchy-Schwarz", on dit parfois \Bunyakovski". Cauchy est respon-
sable de cette in�egalit�e pour des vecteurs de Rn (1821), Bunyakovski pour des int�egrales
(1859), avec une forme hermitienne comme aux exemples 15.ii �a 15.iv ci-dessous, et H.A.
Schwarz pour des int�egrales doubles (1885). Il ne faut pas confondre ce Schwarz avec de
nombreux math�ematiciens dont les noms se prononcent de la même mani�ere, par exemple
avec Laurent Schwartz (�a qui nous devons la \th�eorie des distributions").

14. D�e�nition principale du chapitre. Un produit scalaire hermitien (on dit aussi plus
simplement produit scalaire) sur un espace vectoriel complexe est une forme hermitienne
d�e�nie positive sur cet espace.

Un espace hermitien est un espace vectoriel complexe de dimension �nie muni d'un
produit scalaire.

15. Exemples de produits scalaires. (i) L'espace C n muni du produit scalaire \cano-
nique"

h(w1; : : : ; wn) j (z1; : : : ; zn)i =
nX
j=1

wjzj :

(ii) L'espace CC [a; b] des fonctions continues �a valeurs complexes sur un intervalle com-
pact (= ferm�e born�e) [a; b] de l'axe r�eel, muni du produit scalaire

hf j gi =
Z b

a

f(t) g(t) dt:

(iii) Le même espace muni du produit scalaire

hf j giw =

Z b

a

f(t) g(t)w(t)dt

o�u w : [a; b] �! R�+ est une fonction continue par morceaux donn�ee.

(iv) L'espace des fonctions continues R�! C qui sont 2�-p�eriodiques, muni du produit
scalaire

hf j gi =
Z �

��

f(t) g(t) dt:

Comparer avec l'exemple (ii) !

(v) Tout sous-espace vectoriel d'un espace hermitien.

En analyse, il est important de distinguer les produits scalaires qui d�e�nissent des
espaces complets, aussi nomm�es espaces de Hilbert. Il se trouve qu'un espace hermitien
de dimension �nie est n�ecessairement complet. La question en dimension in�nie est plus
d�elicate, et n'est pas abord�ee ici.

16. D�e�nitions. Soit V un espace vectoriel complexe muni d'un produit scalaire (x; y) 7�!
hx j yi.
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On d�e�nit la norme kxk =
phx j xi d'un vecteur x 2 V et on �etablit ses propri�et�es

comme dans le cas euclidien :

kx + yk � kxk + kyk pour tous x; y 2 V ,
k�xk = j�j kxk pour tous � 2 C et x 2 V ,
kxk � 0 pour tout x 2 V , avec �egalit�e si et seulement si x = 0.

On a des notions naturelles de suite orthogonale, base orthogonale, projection orthogonale
sur un sous-espace vectoriel, et proc�ed�e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt.

17. Exercice. (i) Soit V l'ensemble des fonctions continues f : R �! C telles queR
R
jf(t)j2dt < 1. Montrer que V est un espace vectoriel (pour les op�erations naturelles

d'addition et de multiplication par un nombre complexe), et que hf j giV =
R
R
f(t)g(t)dt

d�e�nit un produit scalaire sur V .

(ii) Idem pour l'ensemble W des fonctions continues f : R�! C telles queR
R
jf(t)j2e� t2

2 dt <1 et pour le produit scalaire hf j giW =
R
R
f(t)g(t)e�

t2

2 dt.

(iii) Quelles sont les fonctions polynomiales qui appartiennent �a V ? �a W ?

(iv) Soit Matn(C ) l'espace vectoriel des matrices complexes �a n lignes et n colonnes.
On d�e�nit la matrice adjointe d'une matrice complexe comme la matrice A� dont les
coeÆcients sont les transpos�es conjugu�es de ceux de A. Par exemple,

�
1 i
2 3� i

��
=

�
1 2
�i 3 + i

�
:

V�eri�er que la forme
hA j Bi = trace(A�B)

d�e�nit un produit scalaire sur Matn(C ).

Op�erateurs auto-ajdoints et unitaires

Apr�es les consid�erations pr�ec�edentes sur les espaces munis de produits scalaires, passons
�a l'�etude des applications lin�eaires entre deux espaces de ce type. Etant donn�e deux
espaces hermitiens V et W; on dit indi��eremment \applications lin�eaire de V dans W" ou
\op�erateur lin�eaire de V dans W"; si W = V; on dit encore \op�erateur lin�eaire sur V ".

On suppose d�esormais que V;W; : : : sont des espaces vectoriels complexes de dimen-
sions �nies munis de produits scalaires. Si n�ecessaire, on ajoute un indice \ V " au produit
scalaire hx j yiV de deux vecteurs d'un espace V .

18. D�e�nition. Soient V;W deux espaces hermitiens et A : V �! W une application
lin�eaire. On d�e�nit l'application adjointe A� :W �! V de A par

hA�w j viV = hw j AviW
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pour tous v 2 V et w 2 W .
Plus pr�ecis�ement, on consid�ere d'abord, pour w 2W; l'application lin�eaire

�
V �! C

v 7�! hw j AviW

et il r�esulte de la proposition 12.iii qu'il existe un unique vecteur aw 2 V tel que

haw j viV = hw j AviW

pour tout v 2 V . On remarque ensuite que l'application w 7! aw est lin�eaire et d�e�nit un
op�erateur W ! V qui est l'adjoint A� de A.

Attention : ne pas confondre l'adjoint A� : W �! V et le transpos�e �A : �W �! �V ;
comparez en particulier la proposition 20 ci-dessous avec un �enonc�e apparent�e concernant
la transpos�ee de la composition de deux applications lin�eaires.

19. Propri�et�es imm�ediates. Soient A;B 2 L(V;W ) et � 2 C . On a

(A +B)� = A� +B�;

(�A)� = �A�;

(A�)� = A:

Si I 2 L(V ) d�esigne l'application identique, alors I� = I.

20. Proposition. Soient U; V;W trois espaces hermitiens et A 2 L(U; V ); B 2 L(V;W )
deux applications lin�eaires. On a

(B A)� = A� B�:

Preuve. Pour tous u 2 U et w 2W; on a

h(BA)�w j uiU = hw j BAiW = hB�w j AuiV = hA� (B�w) j uiU :

On en d�eduit d'abord

(BA)�w = A� (B�w)

pour tout w 2W; et ensuite (BA)� = A�B�. �

21. Cons�equence. Si A : U �! V est inversible, alors
�
A�1

��
= (A�)�1.
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22. Proposition. Dans la situation de la d�e�nition 18, on suppose de plus V et W munis
respectivement de bases orthonormales fe1; : : : ; emg et ff1; : : : ; fng. Alors les matrices
M(A) de A et M(A�) de A� relativement �a ces bases satisfont la relation

M(A�)j;k = M(A)k;j

pour tous j 2 f1; : : : ;mg et k 2 f1; : : : ng.
Preuve. On a

M(A�)j;k = hej j A�fki = hAej j fki = hfk j Aej i = M(A)k;j :

�

23. Th�eor�eme. Soient V un espace hermitien et A 2 L(V ). Les trois propri�et�es suivantes
sont �equivalentes :

(i) l'application h :

�
V � V �! C

(x; y) 7�! hx j Ayi est une forme hermitienne,

(ii) hx j Axi 2 R pour tout x 2 V;
(iii) A� = A.

Preuve. L'implication (i) =) (ii) r�esulte des d�e�nitions (voir les remarques 9). R�ecipro-
quement, supposons que la propri�et�e (ii) est v�eri��ee, c'est-�a-dire que h(z; z) 2 R pour tout
z 2 V . Alors, pour tous x; y 2 V; on a

4h(x; y) = h(x + y; x+ y) � h(x � y; x � y) � i h(x + iy; x + iy) + i h(x � iy; x � iy)

= h(x + y; x+ y) � h(�(x � y);�(x � y))

� i h(�i(x + iy);�i(x + iy)) + i h(i(x � iy); i(x � iy))

= h(y + x; y + x) � h(y � x; y � x) + i h(y + ix; y + ix) � i h(y � ix; y � ix)

= 4h(y; x)

de sorte que la propri�et�e (i) est aussi v�eri��ee.
L'�equivalence (i)() (iii) se montre comme suit :

h(x; y) = h(y; x) pour tous x; y 2 V si et seulement si

hx j Ayi = hy j Axi = hA�y j xi = hx j A�yi pour tous x; y 2 V si et seulement si
Ay = A�y pour tout y 2 V si et seulement si
A = A�.
�

24. D�e�nition. Un op�erateur satisfaisant les propri�et�es du th�eor�eme pr�ec�edent est dit
autoadjoint ou hermitien.

Il y a une d�e�nition analogue pour les matrices complexes (voir la proposition 22) :
la matrice A 2 Mn(C ) est autoadjointe ou hermitienne si elle est �egale �a sa transpos�ee
conjugu�ee, ce qu'on �ecrit A� = A.
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Les op�erateurs autoadjoints sur les espaces hermitiens sont des analogues des op�erateurs
sym�etriques (au sens du semestre d'hiver) sur les espaces euclidiens.

Les op�erateurs autoadjoints (et leurs analogues en dimension in�nie) jouent un rôle
fondamental dans le formalisme de la physique quantique.

25. Exercice. (i) Soient A;B deux op�erateurs autoadjoints sur un espace hermitien.
Montrer que AB est autoadjoint si et seulement si A et B commutent.

(ii) Ecrire un op�erateur dans l'espace C 2 (muni de son produit scalaire canonique) qui
n'est pas autoadjoint.

(iii) Il r�esulte en particulier du th�eor�eme 23 qu'un op�erateur A sur un espace hermitien
V tel que hx j Axi � 0 pour tout v 2 V (on dit alors que A est positif) est n�ecessairement
autoadjoint.

L'analogue de ce fait pour un espace euclidien (espace vectoriel r�eel muni d'un produit
scalaire) n'est pas vrai : v�eri�er par exemple que, sur l'espace R2 muni du produit scalaire

standard, la matrice non sym�etrique

�
10 1
3 10

�
d�e�nit un op�erateur A : R2 �! R2 tel

que hx j Axi � 0 pour tout x 2 R2.

(iv) Soient V un espace hermitien, V0 un sous-espace et V1 l'orthogonal de V0 dans V .
Tout vecteur v 2 V s'�ecrit de mani�ere unique v = v0 + v1 avec v0 2 V0 et v1 2 V1. On
d�e�nit l'op�erateur de projection orthogonale sur V0

P0 :

�
V �! V

v 7�! v0:

V�erifer que
P �0 = P0 = P 2

0 :

Si V0 6= f0g et V1 6= f0g; v�eri�er que les valeurs propres de P0 sont 0 et 1; que celles de
I � 2P0 sont 1 et �1; et que I � 2P0 est �a la fois autoadjoint et unitaire (au sens de la
d�e�nition 27 ci-dessous). L'op�erateur de projection orthogonale sur V1 est P1 = I � P0.

Pour � 2 C n f0; 1g, trouver �; � 2 C tels que (� � P0)�1 = �P0 + �P1.

26. Th�eor�eme. Soient V;W deux espaces hermitiens et A 2 L(V;W ). Les trois propri�et�es
suivantes sont �equivalentes :

(i) kA(z)k = kzk pour tout z 2 V;
(ii) hAx j Ayi = hx j yi pour tous x; y 2 V;
(iii) A�A = idV .

De plus, si dim(W ) = dim(V ); ces conditions sont �equivalentes �a AA� = idW .

Preuve. Les implications (ii) =) (i) et (ii) () (iii) r�esultent imm�ediatement des d�e�-
nitions, et il s'agit de montrer que (i) =) (ii).

On v�eri�e d'abord qu'on a

4hx j yi = hx + y j x+ yi � hx � y j x � yi � i hx + iy j x+ iyi + i hx � iy j x� iyi
= kx + yk2 � kx � yk2 � i kx+ iyk2 + i kx� iyk2
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pour tous x; y 2 V (comparer avec la preuve du th�eor�eme 23), puis on �etablit que (i)
implique (ii).

La preuve de la derni�ere assertion est laiss�ee au lecteur. �

27. D�e�nition. Une application lin�eaire satisfaisant les propri�et�es du th�eor�eme pr�ec�edent
est une isom�etrie de V dans W . Si l'espace but W co��ncide avec l'espace source V; on dit
aussi qu'une telle application est un op�erateur unitaire sur V .

Exercice : si A;B sont deux op�erateurs unitaires sur V; alors les op�erateurs AB et A�1

sur V sont aussi unitaires.

Le groupe unitaire U(V ) d'un espace hermitien V est le groupe constitu�e des op�erateurs
unitaires sur V . Si V est l'espace C n muni du produit scalaire canonique, on �ecrit U(n)
au lieu de U(C n).

Pour tout A 2 L(V ); la proposition 22 montre que det(A�) = det(A). Par suite, si A

est unitaire, alors 1 = det(A�A) = det(A)det(A); et jdet(A)j = 1. Le d�eterminant fournit
donc un homomorphisme det : U(V ) �! fz 2 C j jzj = 1g dont le noyau (l'image inverse
de f1g) est par d�e�nition le groupe unitaire sp�ecial, not�e SU(V ); si V = C n ; on obtient
ainsi le groupe not�e SU(n).

Exercice : montrer que le d�eterminant U(V ) �! fz 2 C j jzj = 1g est un homomor-
phisme de groupes qui est surjectif.

28. Analogue d'un r�esultat du semestre d'hiver. Une matrice complexe �a n lignes et
n colonnes est unitaire si et seulement si ses colonnes constituent une base orthonormale de
l'espace hermitien C n (muni du produit scalaire canonique). Plus g�en�eralement, pour un
espace hermitien V de dimension n muni d'une base orthonormale, un op�erateur lin�eaire
sur V est unitaire si et seulement si sa matrice relativement �a la base donn�ee a des colonnes
qui constituent une base orthonormale de C n .

29. D�e�nition. Un op�erateur A sur un espace hermitien est normal s'il commute avec
son adjoint, c'est-�a-dire si A�A = AA�.

On d�e�nit de même les matrices complexes carr�ees qui sont normales.

30. Exemples. (i) La matrice

�
0 1
0 0

�
n'est pas normale.

(ii) La matrice

�
1 �
� 1

�
est normale pour tout � 2 C ; elle est autoadjointe si et seule-

ment si � 2 R; unitaire si et seulement si � = 0.
(iii) Tout op�erateur unitaire est normal, tout op�erateur autoadjoint est normal.

31. Lemme. Soit A : V �! V un op�erateur normal. Alors

Ker(A) = Ker(A�):
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De plus, si x 2 V est un vecteur propre de A de valeur propre �; alors x est aussi un
vecteur propre de A� de valeur propre �.

Preuve. Soit y 2 V . On a

kAyk2 = hAy j Ayi = hA�Ay j yi = hAA�y j yi = hA�y j A�yi = kA�yk2 :
Il en r�esulte que Ker(A) = Ker(A�).

Soit x un vecteur propre comme dans l'�enonc�e, de sorte que x 2 Ker(A � �I). Vu ce
qui pr�ec�ede, on a aussi x 2 Ker((A � �I)�) = Ker(A� � �I); c'est-�a-dire A�x = �x. �

32. Th�eor�eme. Soient V un espace hermitien et A un op�erateur lin�eaire sur V .

(i) Si A est normal, deux vecteurs propres de A pour les valeurs propres distinctes sont
orthogonaux.

(ii) Si A est autoadjoint, toute valeur propre de A est un nombre r�eel.
(iii) Si A est unitaire, toute valeur propre de A est un nombre complexe de module 1.

Preuve. (i) Soient x; y 2 V n f0g et �; � 2 C tels que Ax = �x et Ay = �y. On a

�hx j yi = hx j Ayi = hA�x j yi = h�x j yi = �hx j yi
(la troisi�eme �egalit�e en vertu du lemme pr�ec�edent), donc hx j yi = 0 si � 6= �.

(ii) Pour A autoadjoint, si Ax = �x avec x 6= 0; alors Ax = �x par le lemme 31.
(iii) Pour A unitaire, si Ax = �x avec x 6= 0; on a

kxk = kAxk = k�xk = j�j kxk
et par suite j�j = 1. �

Le th�eor�eme spectral

33. Lemme. Soient V un espace hermitien et A : V �! V un op�erateur lin�eaire.

(ii) Soit V0 un sous-espace de V . Alors V0 est invariant par A si et seulement si son
orthogonal V ?0 est invariant par A�.

(ii) On suppose A normal ; soit e1 un vecteur propre de A. Alors la restriction de A �a
l'orthogonal V1 de e1 est un op�erateur normal.

Preuve. (i) Le sous-espace V0 est invariant par A; c'est-�a-dire A(V0) � V0; si et seulement
si hAx j yi = 0 pour tous x 2 V0 et y 2 V ?0 . Cette condition est �evidemment �equivalente
�a : hx j A�(y)i = 0 pour tous x 2 V0 et y 2 V ?0 ; c'est-�a-dire �a : V ?0 est invariant par A�.

(ii) Il r�esulte du lemme 31 que la droite C e1 est invariante par A et par A�, et de
l'assertion (i) que V1 est �egalement invariant par A et A�. Si A1 2 L(V1) d�esigne la
restriction de A �a V1, on v�eri�e que l'adjoint de A1 est la restriction de A� �a V1 ; si A�1
d�esigne cette restriction, on v�eri�e en�n que A1 et A�1 commutent (car A et A� commutent
par hypoth�ese). �
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34. Th�eor�eme spectral. Tout op�erateur normal A sur un espace hermitien V est diago-
nalisable relativement �a une base orthonormale de V .

Indication pour la preuve. Soit n la dimension de V . Le th�eor�eme est �evident si n = 1. Si
n � 2; on proc�ede par r�ecurrence sur n; et on suppose donc le th�eor�eme d�emontr�e pour
tout espace de dimension strictement inf�erieure �a n.

On peut choisir un vecteur propre e1 de A de norme 1. L'espace C e1 est invariant par
A� (lemme 31), donc l'orthogonal (C e1)? est invariant par A (lemme 33). On v�eri�e que la
restriction de A �a (C e1)? est un op�erateur normal, et on ach�eve en appliquant l'hypoth�ese
de r�ecurrence �a cette restriction. [Comparer avec la preuve tout �a fait analogue du semestre
d'hiver pour les op�erateurs sym�etriques.] �

35. Remarques. Soit V un espace vectoriel complexe de dimension �nie et soit A un
op�erateur lin�eaire sur V . Il a �et�e vu au semestre d'hiver que A est trigonalisable, c'est-
�a-dire qu'il existe une base de V relativement �a laquelle la matrice de A est triangulaire.
Exercice : v�eri�er que la même preuve montre que, si de plus V est muni d'un produit
scalaire, alors il existe une base orthonormale de V relativement �a laquelle la matrice de
A est triangulaire.

En g�en�eral, un op�erateur lin�eaire A sur un espace vectoriel V n'est pas diagonalisable
(exemple : un op�erateur non nul de carr�e nul). Lorsque V est muni d'un produit scalaire,
même si A est diagonalisable, il n'existe en g�en�eral pas de base orthonormale relativement
�a laquelle la matrice de A est diagonale (exemple : une projection oblique).

Lorsque V poss�ede un produit scalaire, un op�erateur lin�eaire A sur V est diagonalisable
relativement �a une base orthonormale si et seulement s'il est normal; l'une des implications
est le th�eor�eme spectral �enonc�e ci-dessus, et la v�eri�cation de l'autre est un exercice facile
(toute matrice diagonale est normale).

36. Corollaire. SoitM une matrice complexe �a n lignes et n colonnes. SiM est normale,
il existe une matrice unitaire U 2 U(n) telle que la matrice UMU� est diagonale. Si la
matrice M est de plus autoadjointe [respectivement unitaire], les coeÆcients diagonaux de
UMU� sont r�eels [resp. de module 1].

Preuve. On peut consid�erer la matrice M comme un op�erateur sur l'espace C n muni de
la base canonique et du produit scalaire canonique. Il suÆt de prendre alors pour U la
matrice de changement de base associ�ee �a la base canonique et une base orthonormale de
vecteurs propres, seconde base dont l'existence est assur�ee par le th�eor�eme spectral. �

37. Corollaire. Soit A un op�erateur normal.
Pour que A soit autoadjoint, il faut et il suÆt que toutes les valeurs propres de A soient

r�eelles.
Pour que A soit unitaire, il faut et il suÆt que toute les valeurs propres de A soient de

module 1.

38. Exercices. Soient V;W des espaces hermitiens.
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(i) Pour tout op�erateur B : V �!W; v�eri�er que Ker(B�) = (Im(B))?.

(ii) V�eri�er que A 2 L(V ) est normal si et seulement si kA�xk = kAxk pour tout
v 2 V . [Indication : calculer h(A�A �AA�)x j xi et appliquer un argument de la preuve
du th�eor�eme 23.]

(iii) Soient A1; A2 2 L(V ) deux op�erateurs autoadjoints. V�eri�er que A1 + iA2 est
normal si et seulement A1 et A2 commutent.

(iv) Soit V un espace hermitien et A;B 2 L(V ) des op�erateurs hermitiens tels que
AB = BA. Montrer qu'il existe une base orthonormale de V form�ee de vecteurs propres
communs �a A et B.

(v) Soit U� une matrice complexe de la forme

�
1 + i�a i�b
i�c 1 + i�d

�
; d�ependant d'un

param�etre � auquel on pense comme �etant petit, et soit X la matrice

�
a b
c d

�
. Montrer

que la relation \U�� U� = I + termes en �2 " �equivaut �a la relation \X� = X ".

(vi) Soit A 2 L(V ) un op�erateur autoadjoint. Montrer que les propri�et�es suivantes sont
�equivalentes.

(a) hx j Axi � 0 pour tout x 2 V ;
(b) � � 0 pour toute valeur propre � de A ;
(c) il existe un op�erateur autoadjoint C 2 L(V ) dont toutes les valeurs propres sont

� 0 tel que A = C2 ;
(d) il existe un op�erateur B 2 L(V ) tel que A = B�B.

[Indication : pour (b) =) (c), diagonaliser A .]

Les op�erateurs satisfaisant ces conditions sont dits positifs. Montrer que la somme de
deux op�erateurs positifs est un op�erateur positif.

Cas euclidien

39. Op�erateurs sur les espaces euclidiens. Un espace euclidien est un espace vectoriel
r�eel de dimension �nie muni d'un produit scalaire. Soient V;W deux espaces euclidiens et
A 2 L(V;W ) un op�erateur lin�eaire. L'adjoint de A est l'op�erateur At 2 L(W;V ) d�e�ni par

hAtw j viV = hw j AviW pour tous v 2 V et w 2W

(voir la d�e�nition 18). Supposons V;W munis de bases orthonormales ; soient M(A) et
M(At) les matrices de A et At relatives �a ces bases. On v�eri�e que la matrice M(At) est
la transpos�ee de la matrice M(A); voir la proposition 22. Voir aussi le x 25 du semestre
d'hiver.
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40. Proposition. Soit V un espace euclidien. Pour un op�erateur A : V �! V; les
propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

(i) kA(z)k = kzk pour tout z 2 V ,
(ii) hAx j Ayi = hx j yi pour tous x; y 2 V ,
(iii) AtA = idV ,
(iv) AAt = idV ,

Preuve : voir celle du th�eor�eme 26. �

41. D�e�nition. L'ensemble des op�erateurs poss�edant les propri�et�es de la proposition
pr�ec�edente constitue un groupe not�e O(V ) et appel�e le groupe orthogonal de V .

Si V = Rn; on �ecrit O(n) au lieu de O(Rn).

42. Proposition. Pour A 2 O(n); le d�eterminant satisfait det(A) 2 f1;�1g.
Preuve : r�esulte du calcul imm�ediat 1 = det(I) = det(AtA) = det(A)2. �

43. Proposition-d�e�nition. L'application d�eterminant O(V ) �! f1;�1g est un homo-
morphisme de groupes qui est surjectif. Son noyau est le groupe orthogonal sp�ecial de V ,
not�e SO(V ).
Lorsque V = R

n est muni du produit scalaire canonique, on �ecrit

SO(n) = fA 2 O(n) j det(A) = 1g

au lieu de SO(V ).

Le th�eor�eme 34 poss�ede une variante qui s'applique aux op�erateurs sym�etriques sur des
espaces euclidiens (voir le semestre d'hiver) : tout op�erateur �egal �a son sym�etrique (ou
adjoint) sur un espace euclidien est diagonalisable relativement �a une base orthonormale
convenable. Pour les op�erateurs orthogonaux sur les espaces euclidiens, il faut toutefois
une formulation l�eg�erement di��erente, que voici.

44. Proposition. Pour tout op�erateur orthogonal A sur un espace euclidien V; il ex-
iste une base orthonormale de V relativement �a laquelle la matrice de A est diagonale
par blocs, chaque bloc �etant ou bien �a deux lignes et deux colonnes, et alors de la forme�
cos� � sin�
sin� cos�

�
pour un angle � 2 R convenable, ou bien un nombre (i.e. un bloc �a une

ligne et une colonne), et alors l'un des nombres 1; �1.
Pour la preuve : voir par exemple la �n du chapitre VIII dans S. Lang, Linear algebra,
third edition, Springer, 1987. �

Les deux corollaires qui suivent r�esultent de cette version r�eelle su th�eor�eme spectral, mais
sont aussi des cons�equences presqu'imm�ediates des calculs ad hoc du num�ero 47.
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45. Corollaire. Soient V un espace euclidien de dimension 2 et A 2 O(V ).
Si det(A) = 1; il existe une base de V relativement �a laquelle la matrice de A est de la

forme

�
cos� � sin�
sin� cos�

�
pour � 2 R convenable; A est donc une rotation d'angle � autour

de l'origine.
Si det(A) = �1; il existe une base de V relativement �a laquelle la matrice de A est de

la forme

�
1 0
0 �1

�
; et A est donc une sym�etrie orthogonale relativement au premier axe.

46. Corollaire. Soient V un espace euclidien de dimension 3 et A 2 O(V ).
Si det(A) = 1; il existe une base de V relativement �a laquelle la matrice de A est de la

forme

0
@ cos� � sin� 0
sin� cos� 0
0 0 1

1
A pour � 2 R convenable; A est donc une rotation d'angle �

autour du troisi�eme axe.
Si det(A) = �1; il existe une base de V relativement �a laquelle la matrice de A est de la

forme

0
@ cos� � sin� 0
sin� cos� 0
0 0 �1

1
A pour � 2 R convenable; A poss�ede donc un vecteur propre

(sur le troisi�eme axe) de valeur propre �1.

47. Deux calculs de d�eterminant. Voici par ailleurs deux calculs simples montrant
l'existence de valeurs propres 1 ou �1 sans faire appel �a la proposition 44.

Soit A 2 SO(2n + 1); alors 1 est valeur propre de A. En e�et :

det(I �A) = det(I �A)det(At) = det(At �AAt) = det((A � I)t) = det(A� I)

= (�1)2n+1det(I �A)

de sorte que det(I �A) = 0; et par suite 1 est bien valeur propre de A.
Soit A 2 O(n) ; A =2 SO(n); alors �1 est valeur propre de A. En e�et :

det(I +A) = �det(I +A)det(At) = �det(At +AAt) = �det((I +A)t)

= �det(I +A)

de sorte que det(I +A) = 0; et par suite �1 est bien valeur propre de A.

48. Illustration. Toute matrice A 2 O(2) n SO(2) repr�esente une sym�etrie orthogonale
relativement �a une droite de R2 (droite engendr�ee par un vecteur propre de valeur propre
�1).

Toute matrice A 2 SO(3) repr�esente une rotation autour d'un axe de R3 (axe engendr�e
par un vecteur propre de valeur propre +1).
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APPENDICE : L'HOMOMORPHISME SU(2) �! SO(3)

L'objet de cet appendice est de d�e�nir l'homomorphisme surjectif du titre. Cet ho-
momorphisme apparâ�t �a de nombreux endroits, notamment en physique dans l'�etude des
moments cin�etiques et des spins. En 2001, l'appendice ne fait pas partie du programme
d'examen (mais \spectres de graphes", ci-dessous, en fait partie !).

On d�esigne par Mat2(C ) l'alg�ebre des matrices 2-fois-2 �a coeÆcients complexes; ici,
\alg�ebre" signi�e d'une part que Mat2(C ) est un espace vectoriel, et d'autre part qu'on a
une r�egle de multiplication des matrices, cette r�egle v�eri�ant des r�egles bien pr�ecises (que
nous n'�enum�erons pas ici). Rappelons que le groupe unitaire sp�ecial SU(2) est le groupe
des matrices A 2Mat2(C ) telles que

hA� j A�i = h� j �i pour tous �; � 2 C 2 ;
det(A) = 1

o�u h� j �i =P2
j=1 �j�j d�esigne le produit scalaire canonique de deux vecteurs �; � de C 2 .

1. Proposition. On a

SU(2) =

��
a b
�b a

�
2Mat2(C )

��� jaj2 + jbj2 = 1

�
:

Preuve. Soit A =

�
a b
c d

�
2 Mat2(C ). Si A 2 SU(2); on a

jaj2 + jcj2 = jbj2 + jdj2 = 1

ab + cd = ad � bc� 1 = 0:

Si b = 0; ces �equations impliquent successivement

jdj = 1 c = 0 jaj = 1 ad = 1

de sorte que A a bien la forme d�ecrite dans l'�enonc�e.
Si b 6= 0; on a

ab+ cd = 0 =) a = �cd
b
;

ad � bc = 1 =) � cjdj2 + jbj2c
b

= �c
b
= 1

donc c = �b et a = d. �
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2. Lemme. Pour tout A 2 SU(2); il existe une application continue de l'intervalle unit�e
dans SU(2) qui applique 0 sur la matrice unit�e et 1 sur la matrice A.

Preuve. Tout point de la sph�ere unit�e

S
3 =

�
(a; b) 2 C 2 j jaj2 + jbj2 = 1

	
peut s'�ecrire

(a; b) =
�p

1� r2ei�; rei 
�

avec r 2 [0; 1] et �; 2] � �; �]. (Note : une telle �ecriture est unique si a 6= 0 et b 6= 0.)
La fonction continue


 :

8<
:
[0; 1] �! S

3

t 7�!
�p

1� t2r2eit�; treit 
�

d�e�nit un \chemin continu dans S3" d'origine 
(0) = (1; 0) et d'extr�emit�e 
(1) = (a; b).
Comme SU(2) s'identi�e �a S3; ceci prouve le lemme. �

(En topologie, le r�esultat du lemme 2 s'exprime par : \le groupe SU(2) est connexe par
arcs, et en particulier connexe".)

3. D�e�nition. On d�esigne par H l'ensemble des matrices de Mat2(C ) de la forme�
z w
�w z

�
z;w 2 C :

L'ensemble Mat2(C ); qui est naturellement un espace vectoriel (et une alg�ebre) complexe
de dimension 4; est aussi un espace vectoriel (et une alg�ebre) r�eel de dimension 8; l'espace
H est un sous-espace r�eel de dimension 4 de cet espace r�eel de dimension 8.

(!!! H n'est pas un sous-espace vectoriel de l'espace vectoriel complexe Mat2(C ) !!!)

4. Remarque et d�e�nition. Le produit de deux matrices de H est encore dans H :�
z1 w1

�w1 z1

��
z2 w2

�w2 z2

�
=

�
z w
�w z

�

o�u
z = z1z2 �w1w2 w = z1w2 +w1z2:

Avec le produit des matrices, H est connu sous le nom d'alg�ebre des quaternions, ou plus
pr�ecis�ement d'alg�ebre des quaternions de Hamilton.

5. Base. Les �el�ements

e0 =

�
1 0
0 1

�
e1 =

�
i 0
0 �i

�
e2 =

�
0 1
�1 0

�
e3 =

�
0 i
i 0

�
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forment une base de l'espace vectoriel r�eel H .
Exercice : �ecrire la table de multiplication pour cette base.

6. Remarque. En physique, les matrices

�x = �ie3 �y = �ie2 �z = �ie1

s'appellent les matrices de Pauli. (!!! On trouve aussi d'autres normalisations !!!)

7. Produit scalaire euclidien. On d�e�nit un produit scalaire sur l'espace r�eel H en
posant ��

z1 w1

�w1 z1

�
j
�

z2 w2

�w2 z2

��
= < (z1z2 + w1w2) :

La norme associ�ee est donn�ee par






�

z w
�w z

�




2

= det

�
z w
�w z

�
= jzj2 + jwj2:

La base fe0; e1; e2; e3g est orthonormale pour ce produit scalaire, et le groupe SU(2)
s'identi�e �a la sph�ere unit�e de l'espace euclidien H de dimension 4.

Attention. Comme d�ej�a not�e au No 3, il faut bien prendre garde au fait qu'on consid�ere
H comme un espace vectoriel r�eel, et que ce produit scalaire en fait un espace euclidien,
même si z et w d�esignent ci-dessus des nombres complexes ! (De même qu'on peut - et
que parfois on doit - consid�erer C 2 comme un espace vectoriel r�eel de dimension 4.)

Exercices (i) V�eri�er que le produit scalaire d�e�ni au num�ero pr�ec�edent s'�ecrit aussi
hX j Y i = 1

2
trace(X�Y ) pour X;Y 2 H .

(ii) Soit hji le produit scalaire canonique sur C 2 . Pour toute paire (v;w) de vecteurs
dans l'espace C 2 consid�er�e comme espace vectoriel r�eel de dimension 4; espace not�e V plus
bas, on pose

hv j wiR = < (hv j wi) :
V�eri�er que hv j wiR est un produit scalaire euclidien sur l'espace V . En d�eduire qu'il
existe un homomorphisme de groupes U(2) �! O(4).

On peut montrer que l'image de cet homomorphisme est en fait dans SO(4).
Plus g�en�eralement, on a un homomorphisme de groupes U(n) �! SO(2n) pour tout

n � 1.

8. Lemme. Soit A 2 SU(2). Alors, pour tout X 2 H ; on a AX 2 H et XA 2 H . De plus
les applications �

H �! H

X 7�! AX
et

�
H �! H

X 7�! XA
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sont orthogonales.

Preuve. Les inclusions AX 2 H et XA 2 H r�esultent du No 4. Comme det(A) = 1; on a

kAXk2 = det(AX) = det(X) = kXk2

de sorte que l'application X 7�! AX est orthogonale. De même, l'application X 7�! XA
est orthogonale. �

9. L'orthogonal iE � R3 de e0 dans H . On d�esigne par E l'espace des matrices
hermitiennes 2-fois-2 de trace nulle, c'est-�a-dire l'espace des matrices de la forme�

x1 x2 + ix3
x2 � ix3 �x1

�
avec x1; x2; x3 2 R:

Cet espace a un produit scalaire naturel avec norme associ�ee d�e�nie par

kXk2 = �det(X) c'est-�a-dire






�

x1 x2 + ix3
x2 � ix3 �x1

�




2

= x21 + x22 + x23:

D'une part, on observe que iE s'identi�e �a l'orthogonal de e0 dans H ; d'autre part, on peut
identi�er E �a l'espace euclidien usuel R3 (avec coordonn�ees x1; x2; x3), et donc le groupe
orthogonal de E �a O(3) [respectivement le groupe orthogonal sp�ecial de E �a SO(3)].

10. Th�eor�eme : l'homomorphisme surjectif de SU(2) sur SO(3).
(i) Pour tout A 2 SU(2) et pour tout X 2 E; on a

AXA� 2 E:

De plus kAXA�k = kXk ; par suite l'op�erateur lin�eaire P (A) : E �! E d�e�ni par

P (A) : X 7�! AXA�

est orthogonal.

(ii) L'application

P :

(SU(2) �! O(3)
A 7�! P (A)

est un homomorphisme de groupes.

(iii) L'image de P est dans le sous-groupe SO(3) de O(3).
(iv) L'homomorphisme P : SU(2) �! SO(3) est surjectif.
(v) Le noyau de P est le sous-groupe �a deux �el�ements fe0;�e0g de SU(2).

Preuve. (i) Le lemme 8 montre que l'application

�
H �! H

Y 7�! AY A�
est orthogonale. Comme

elle pr�eserve e0; elle pr�eserve aussi l'orthogonal iE de e0 dans H .
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Par suite, pour tout X 2 E; on a A(iX)A� 2 iE et kA(iX)A�k = kiXk ; c'est-�a-dire
AXA� 2 E et kAXA�k = kXk.

(ii) Cela r�esulte du calcul

P (A)
�
P (B)(X)

�
= P (A)

�
BXB�

�
= ABXB�A� = (AB)X(AB)� = P (AB)(X)

o�u A;B 2 SU(2) et X 2 H .
(iii) Soit A 2 SU(2). Si 
 : [0; 1] �! SU(2) est comme dans le preuve du lemme 2,

l'application

Æ :

(
[0; 1] �! f1;�1g

t 7�! det
�
P (
(t))

�
est continue. Comme Æ(0) = det(P (e0)) = det(I3) = +1; on a aussi par continuit�e Æ(1) =
det(P (A)) = +1; de sorte que A est bien dans SO(3). (On a not�e e0; comme au no 5, la
matrice unit�e �a deux lignes et deux colonnes, qui est l'�el�ement neutre de SU(2); et I3 la
matrice unit�e �a trois lignes et colonnes, qui est l'�el�ement neutre de SO(3).)

(iv) La preuve se d�ecompose en plusieurs pas

Premier pas. Toute rotation autour du premier axe est dans l'image de P .

En e�et, pour tout � 2 R; on a

�
ei� 0
0 e�i�

�
2 SU(2) et

�
ei� 0
0 e�i�

��
x1 x2 + ix3

x2 � ix3 �x1

��
e�i� 0
0 ei�

�

=

�
x1 e2i�(x2 + ix3)

e�2i�(x2 � ix3) �x1

�

=

�
x1 y2 + iy3

y2 � iy3 �x1

�

avec
y2 = (cos(2�))x2 � (sin(2�))x3

y3 = (sin(2�))x2 + (cos(2�))x3:

Il en r�esulte que

P

��
ei� 0
0 e�i�

��
=

0
@ 1 0 0
0 cos(2�) � sin(2�)
0 sin(2�) cos(2�)

1
A

est la rotation d'angle 2� autour du premier axe. (Noter le facteur 2 !)

Deuxi�eme pas. Pour tout X =

�
x1 x2 + ix3

x2 � ix3 �x1

�
2 E; il existe A 2 SU(2) tel que

P (A)(X) =

�
r 0
0 �r

�
; o�u r =

p
x21 + x22 + x23.
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En e�et, comme tr(X) = 0 et det(X) = �r2; les valeurs propres de X sont r et �r.
Comme X est une matrice autoadjointe, il existe en vertu du chapitre C une matrice

B 2 U(2) telle que BXB� =

�
r 0
0 �r

�
. Choisissons une racine carr�ee � de det(B);

comme B est unitaire, jdet(B)j = 1 et j�j = 1. (Remarque importante : il n'y a pas
de choix canonique pour la racine � qui d�epende continûment de la matrice B.) Posons
A = ��1B; on a A 2 U(2) et det(A) = ��2det(B) = 1; c'est-�a-dire A 2 SU(2); et on a
encore

AXA� =

�
r 0
0 �r

�
:

Cons�equence du deuxi�eme pas. L'action naturelle de l'image de P sur la sph�ere unit�e
de E est transitive.

Rappelons que la notion d'action d'un groupe G sur un ensemble 
 a �et�e d�e�nie au
chapitre A. Ajoutons qu'une action G � 
 �! 
 est transitive si, pour tous !;!0 2 
; il
existe g 2 G tel que g! = !0.

Il y a une action naturelle du groupe des rotations sur la sph�ere unit�e, et donc aussi de
tout sous-groupe du groupe des rotations - par exemple l'image de P ci-dessus - sur cette
même sph�ere. C'est de cette action-l�a qu'il s'agit dans la cons�equence �enonc�ee ci-dessus.

Troisi�eme pas. Les deux premiers pas ach�event la preuve du point (iv) en vertu du
lemme ci-dessous.

(v) Il est �evident que P (�e0) = I3. R�eciproquement, soit A 2 SU(2) tel que P (A) = I3.
On a AXA� = X pour tout X 2 E; et en particulier

A

�
1 0
0 �1

�
=

�
1 0
0 �1

�
A

d'o�u il r�esulte que la matrice A est diagonale. Le calcul du premier pas de la preuve de
(iv) montre alors que P (A) = I3 implique A = e0 ou A = �e0. �

11. Lemme. Soit H un sous-groupe de SO(3) poss�edant les deux propri�et�es suivantes :

(i) H contient toutes les rotations autour du premier axe,
(ii) H agit transitivement sur la sph�ere unit�e S2 de R3.

Alors H = SO(3).
Preuve. Notons M le premier vecteur de coordonn�ees, vu comme un point de S2. Soit
g 2 SO(3). Par (ii), il existe h 2 H tel que h(M) = g(M). Par suite h�1g(M) = M; de
sorte que h�1g est une rotation autour du premier axe. Par (i), h�1g 2 H; il en r�esulte
que g = h(h�1g) 2 H. �

Exercice. Soient X 2 E tel que kXk = 1 et � 2 R. V�eri�er que la matrice
A = (cos �)e0 + (sin �)iX est dans SU(2) et que P (A) est une rotation d'angle 2� �xant
les points X;�X de la sph�ere unit�e de E.
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12. Exemples de sous-groupes �nis de SO(3).
(i) Pour toute droite d passant par l'origine de R3 et pour tout entier k � 1; la rotation

d'angle 2�
k
et ses it�er�es constituent un sous-groupe �a k �el�ements de SO(3) qui est un groupe

cyclique d'ordre k; isomorphe �a Z=kZ.

(ii) On consid�ere une droite d comme ci-dessus, un entier k � 2; un plan E2 de R3

contenant l'origine et orthogonal �a d; ainsi qu'un polygone r�egulier P �a k sommets dans
E
2 .
A toute droite e de E2 contenant l'origine et un sommet de P on associe le demi-tour

Ae d'axe e. Les k demi-tours ainsi d�e�nis et le groupe de (i) constituent un sous-groupe �a
2k �el�ements de SO(3) qui est un groupe di�edral d'ordre 2k.

(iii) Soit T [respectivement O; I] un t�etra�edre r�egulier [resp. un octa�edre r�egulier, un
icosa�edre r�egulier] centr�e �a l'origine de R3 et soit SGT [resp. SGO ; SGI] le sous-groupe de
SO(3) form�e des rotations g telles que g(T) = T [resp. g(O) = O; g(I) = I].

Par exemple, SGT contient

l'identit�e,
pour chaque sommet deT; deux rotations d'un tiers de tour laissant �xe ce sommet,
pour chaque arête de T; une rotation d'un demi-tour laissant �xe son milieu,

soit 1 + 4� 2 + 3� 1 = 12 �el�ements.
Un calcul analogue montre que SGO est d'ordre 24 et SGI d'ordre 60.

13. Th�eor�eme. Tout sous-groupe �ni de SO(3) apparâ�t dans la liste du num�ero pr�e-
c�edent.

Faute d'indiquer la preuve de ce th�eor�eme, nous recommendons la lecture du livre
de Hermann Weyl intitul�e Symmetry (Princeton University Press, 1952). Il s'agit de la
r�edaction de quatre le�cons donn�ees par Weyl en 1951 et destin�ees �a un large public. Pour
le th�eor�eme ci-dessus, voir la �n de la deuxi�eme le�con ainsi que l'appendice A.

Les sous-groupes �nis de SO(3) s'organisent donc en deux familles in�nies (les groupes
cycliques et les groupes di�edraux) et trois cas exceptionnels (correspondant aux polytopes
r�eguliers). On peut aussi classer les sous-groupes �nis du groupeO(3) tout entier; on trouve
alors 5 familles in�nies suppl�ementaires et quatre cas exceptionnels suppl�ementaires (voir
l'appendice B du livre de Weyl).

Ces groupes �nis jouent un rôle important en chimie-physique, dans la description des
cirstaux et des mol�ecules. Ils jouent bien sûr un rôle tout aussi important en g�eom�etrie;
ainsi qu'en de nombreux autres chapitres de math�ematiques, comme par exemple la th�eorie
de l'�equation du cinqui�eme degr�e (sujet qui n'est en g�en�eral pas �evoqu�e dans les cours de
premier ou second cycle) ou les fonctions d'une variable complexe (sujet abord�e en Analyse
2).

A sous-groupe �ni G de SO(3) correspond un sous-groupe �ni P�1(G) de SU(2); et on
a jP�1(G)j = 2jGj.
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COMPL�EMENT B : SPECTRES DE GRAPHES

1. Motivation. Soit F une fonction �a valeurs r�eelles ou complexes, d�e�nie sur un intervalle
de la droite, et suÆsamment r�eguli�ere. La d�eriv�ee premi�ere de F en un point x est donn�ee
par

F 0(x) � F (x + h)� F (x)

h

et la seconde d�eriv�ee par

F 00(x) � F 0(x) � F 0(x � h)

h
� F (x + h) + F (x � h)� 2F (x)

h2

pour h assez petit. De même, si F est une fonction d�e�nie sur un domaine U de R2 et
suÆsamment r�eguli�ere, le laplacien de F en un point (x; y) du plan est donn�e par

(�F )(x; y) =
@2F

@x2
(x; y) +

@2F

@y2
(x; y)

� 1

h2

�
F (x + h; y) + F (x � h; y) + F (x; y + h) + F (x; y � h)� 4F (x; y)

�
pour h assez petit. \Assez petit" d�epend bien sûr des unit�es choisies, et il est toujours
possible de supposer h = 1.

Supposons pour simpli�er que le domaine U soit un rectangle, et supposons qu'il est
quadrill�e par une �ne grille de sommets (xi;j)0�i�k+1;0�j�l+1. L'�etude des fonctions F sur

U qui sont harmoniques dans U , c'est-�a-dire telles que �F (x; y) = 0 pour tout (x; y) 2 U ,
motive l'�etude des fonctions f d�e�nies aux seuls sommets de la grille et satisfaisant les
relations

f(xi+1;j ) + f(xi�1;j ) + f(xi;j+1) + f(xi;j�1)

4
= f(xi;j )

pour tous i 2 f1; : : : ; kg et j 2 f1; : : : ; lg.
D'autres situations conduisent �a consid�erer des \grilles"de formes autres que rectangu-

laires, et plus g�en�eralement des \graphes", au sens suivant.

2. D�e�nitions. Un graphe G est un couple (V;E) o�u V est un ensemble (dont les �el�ements
sont les sommets du graphe) et E un sous-ensemble de l'ensemble des parties �a deux
�el�ements de E (les �el�ements de E sont les arêtes du graphe); les deux sommets d'une arête
sont ses extr�emit�es.

Un tel graphe est connexe si, pour toute paire x; y 2 V se sommets, il existe une suite
x0 = x; x1; : : : ; xn�1; xn = y de sommets telle que fxi�1; xig 2 E pour tout i 2 f1; : : : ; ng.

Dans ce chapitre, tous les graphes sont suppos�es �nis.

L'ensemble C(V ) des fonctions de V dans R est naturellement un espace vectoriel r�eel.
Il poss�ede une base canonique (Æx)x2V , o�u pour tout x 2 V la fonction Æx 2 C(V ) est
d�e�nie par

Æx(y) =

�
1 si y = x

0 sinon.
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L'op�erateur d'adjacence A : C(V ) �! C(V ) est d�e�ni par

(Af)(x) =
X
y�x

f(y)

o�u la notation indique une somme sur les sommets y 2 V qui sont li�es �a x par une arête.
La matrice d'adjacence est la matrice de A relativement �a la base canonique (Æx)x2V ; par
abus d'�ecriture, on la note �egalement A ; c'est donc la matrice de coeÆcients (Ax;y)x;y2V
donn�es par

Ax;y =

�
1 si fx; yg 2 E
0 sinon.

Noter que, en g�en�eral, il n'y a pas d'ordre naturel sur l'ensemble V des sommets du graphe
G, ni par cons�equent sur les lignes et colonnes de cette matrice.

Le polynôme caract�eristique du graphe G est le polynôme caract�eristique de sa matrice
d'adjacence. Le spectre de G est le spectre de A; c'est-�a-dire l'ensemble des valeurs propres
de A; avec leurs multiplicit�e; la matrice d'adjacence �etant par d�e�nition sym�etrique, le
spectre d'un graphe est n�ecessairement r�eel.

L'exemple de la motivation est un graphe �ni donn�e par un quadrillage d'un domaine
du plan.

3. Exemples �a deux et trois sommets. (i) Si G est un segment �a deux sommets,

A =

�
0 1
1 0

�
et le spectre de G est (1;�1). Si G est un segment �a trois sommets,

A =

0
@ 0 1 0
1 0 1
0 1 0

1
A et le spectre de G est (

p
2; 0;�p2). Ce sont des cas particuliers du

calcul de Lagrange (x 26 du semestre d'hiver).

(ii) Si G est un triangle, A =

0
@ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

1
A et le spectre de G est (2;�12); o�u l'exposant

2 indique que �1 est valeur propre de multiplicit�e 2.
(iii) Si G a 2 sommets et 0 arête (G est non connexe), son spectre est (02). Plus

g�en�eralement, si G poss�ede n sommets et 0 arête, alors A est la matrice nulle �a n lignes et
n colonnes, de spectre (0n).

(iv) Si G poss�ede 3 sommets et une seule arête (G est non connexe), sa matrice d'adja-

cence est A =

0
@ 0 1 0
1 0 0
0 0 0

1
A et son spectre est (1; 0;�1).

Plus g�en�eralement, si G = (V;E) est une r�eunion disjointe de deux graphes non vides,
c'est-�a-dire s'il existe une partition de V en deux sous-ensembles disjoints V1; V2 tels que
toute arête e 2 E ait ses deux extr�emit�es dans V1 ou ses deux extr�emit�es dans V2; alors le
spectre de G est la r�eunion des spectres des sous-graphes G1 et G2; d�etermin�es respective-
ment par V1 et V2.
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Ceci r�eduit essentiellement l'�etude des spectres de graphes au cas des graphes connexes.

4. Exemple des graphes complets. Soient n � 1 un entier et Kn le graphe complet
�a n sommets f1; : : : ; ng; c'est-�a-dire le graphe pour lequel toute paire fx; yg � f1; : : : ; ng
(avec x 6= y) est une arête. Pour calculer le spectre de Kn; on peut proc�eder comme suit.

Soit Jn la matrice n-fois-n dont tous les coeÆcients sont +1; et soit In la matrice unit�e
d'ordre n; la matrice d'adjacence de Kn est Jn � In.

On a J2n = nJn; donc
�
1
n
Jn
�2

= 1
n
Jn. La matrice 1

n
Jn; vue comme une application

lin�eaire de l'espace euclidien Rn dans lui-même, est donc la projection orthogonale de Rn

sur la droite form�ee des vecteurs de la forme (t; t; : : : ; t) avec t 2 R. Par suite, le spectre
de 1

n
Jn est (1; 0n�1). Il en r�esulte que le spectre de Jn � In est (n� 1;�1n�1).

En r�esum�e, le spectre du graphe complet �a n sommets est (n� 1;�1n�1).

Rappel du chapitre IV (x 18) du semestre d'hiver, et compl�ement. Soient K un
corps, n � 1 un entier et A = (ai;j)1�i;j�n 2Mn(K) une matrice carr�ee �a coeÆcients dans

K. Pour un entier p 2 f1; : : : ; ng, un mineur principal d'ordre p de A est un d�eterminant
de la forme

det (ai;j)i;j2H

o�u H = fi1; : : : ; ipg est une partie de f1; : : : ; ng �a p �el�ements (1 � i1 < i2 < : : : < ip � ng).
ainsi la matrice A a-t-elle exactement

(1) n mineurs principaux d'ordre 1, qui sont ses �el�ements diagonaux ai;i, pour i 2
f1; : : : ; ng,

(2) n(n�1)
2 mineurs principaux d'ordre 2, qui sont

det

�
ai;i ai;j
aj;i aj;j

�
= ai;iaj;j � ai;jaj;i;

pour i; j 2 f1; : : : ; ng avec i < j,

(3) n(n�1)(n�2)
6

mineurs principaux d'ordre 3, qui sont

det

0
@ ai;i ai;j ai;k
aj;i aj;j aj;k
ak;i ak;j ak;k

1
A

pour i; j; k 2 f1; : : : ; ng avec i < j < k,
(: : :) ................................................................
(n-1) n mineurs principaux d'ordre n�1, qui sont les d�eterminants des matrices obtenues

�a partir de A en e�a�cant la j-�eme ligne et la j-�eme colonne (1 � j � n),
(n) 1 mineur principal d'ordre n, qui est le d�eterminant de A.

Rappelons que le d�eterminant d'une matrice B = (bi;j )1�i;j�n 2 Mn(K) est donn�e par

la formule

(*) det(B) =
X

�2Sym(n)

�(�)b�(1);1b�(2);2 : : : b�(n);n 2 K:
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Pour une matriceB(X) �a coeÆcients dans l'anneauK[X] des polynômes �a une ind�etermin�ee
�a coeÆcients dans K, la même formule fournit

det(B(X)) 2 K[X]:

Soient en particulier A 2 Mn(K) et B = XIn � A. Les formules ci-dessus montrent que
det(XIn �A) est un polynôme de degr�e n, c'est-�a-dire un polynôme de la forme

det(XIn �A) = Xn + c1(A)X
n�1 + c2(A)X

n�2 + : : :+ cn�1(A)X + cn(A)

o�u c1(A); : : : ; cn(A) 2 K.
Pour p 2 f1; : : : ; ng, le coeÆcient cp(A) deXn�p provient de termes qui, dans l'analogue

du d�eveloppement (�) pour XIn �A, contient exactement
p termes diagonaux X � ai1;i1 ; : : : ;X � aip ;ip et n� p autres termes,

o�u � 2 Sym(n) est une permutation telle que �(i1) = i1; : : : ; �(ip) = ip. Lorsque p = 1,
on a simplement

c1(A) = �
nX
i=1

ai;i = �trace(A):

Pour p = 2,

c2(A) = (�1)2
X

1�i;j�n
i<j

�(�)a�(i);ia�(j);j :

Pour i; j �x�es, la permutation �, qui est a priori une permutation des entiers f1; : : : ; ng �-
xant tous les entiers distincts de i et j, peut être vue comme une permutation de l'ensemble
�a deux �el�ements fi; jg ; par suite

c2(A) =
X

1�i;j�n
i<j

det

�
ai;i ai;j
aj;i aj;j

�

est la somme de tous les mineurs d'ordre 2 de A. De même �c3(A) est la somme de
tous les mineurs d'ordre 3 de A, etc. Il est �evident que le terme constant du polynôme
det(XIn �A) est (�1)n detA. En r�esum�e :

Proposition. Le polynôme caract�eristique d'une matrice A 2Mn(K) est �egal �a

det(XIn �A) = Xn � trace(A)Xn�1 + c2(A)X
n�2 + : : :

+ cp(A)X
n�p + : : :+ cn�1(A)X + (�1)n det(A)

o�u (�1)pcp(A) est la somme de tous le mineurs principaux d'ordre p de A, pour p 2
f1; : : : ; ng.
Dans cet �enonc�e, on a �ecrit trace(A) au lieu de c1(A) et det(A) au lieu de cn(A).

Pour toute matrice inversible S 2 GL(n;K), on a �evidemment

det(XIn �A) = det(S(XIn �A)S�1) = det(XIn � SAS�1):

En particulier, s'il existe une matrice S 2 GL(n;K) telle que SAS�1 = diag(�1; : : : ; �n),
la somme des mineurs princiaux non nuls d'ordre p de A est �egale �a la somme des mineurs
principaux non nuls d'ordre p de diag(�1; : : : ; �n), c'est-�a-dire �a la somme des produits de
p valeurs propres de A.
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Corollaire. Avec les notations de la proposition, on suppose de plus que A poss�ede n
valeurs propres �1; : : : ; �n dans K. Alors

(�1)pcp(A) =
X

1�i1<:::<ip�n

�i1 : : : �ip ;

o�u la somme porte sur tous les sous-ensembles �a p �el�ements de f1; : : : ; ng.

5. Proposition. Soit G un graphe �a n sommets et

P (T ) = Tn + c1T
n�1 + c2T

n�2 + c3T
n�3 + : : :+ cn

son polynôme caract�eristique. Alors1

c1 = 0;
�c2 est le nombre d'arêtes de G;
�c3 est deux fois le nombre de triangles de G.

Exercice pr�eliminaire �a la preuve : v�eri�er la proposition 5 lorsque G est un triangle.

Rappel. Les coeÆcients cj du polynôme P de la proposition 5 s'expriment facilement en
termes des valeurs propres du graphe; par exemple, �c1 est la somme des valeurs propres
de G.

Preuve. Pour tout p 2 f1; : : : ; ng; le nombre (�1)pcp est la somme des mineurs principaux
d'ordre p de la matrice d'adjacence A du graphe G. On peut donc raisonner comme suit.

(i) Comme les termes diagonaux de A sont tous nuls, on a c1 = 0.
(ii) Comme les mineurs principaux deA �a 2 lignes et colonnes qui sont non identiquement

nuls sont de la forme

���� 0 1
1 0

���� et correspondent bijectivement aux arêtes du graphe, on a

bien
(�1)2c2 = �(nombre d'arêtes):

(iii) Pour les mineurs principaux de A �a 3 lignes et colonnes qui sont non identiquement
nuls, il y a �a permutation pr�es des lignes et colonnes trois possibilit�es qui sont

������
0 1 0
1 0 0
0 0 0

������ ;

������
0 1 1
1 0 0
1 0 0

������ et

������
0 1 1
1 0 1
1 1 0

������ :
Les deux premiers d�eterminants sont nuls, et le troisi�eme vaut 2. Ce troisi�eme cas corre-
spond �a trois sommets mutuellement adjacents dans le graphe, de sorte que

(�1)3c3 = 2(nombre de triangles): �

1Il est possible de continuer; par exemple, c4 est le nombre de paires d'arêtes disjointes moins deux fois
le nombre de cycles de longuer 4 dans G.
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6. D�e�nitions. Soit G = (V;E) un graphe. Le degr�e d'un sommet x 2 V est le nombre
d'arêtes de la forme fx; yg dans E. Le degr�e maximum de G est le maximum dmax(G)
des degr�es des sommets de G. Un graphe G est r�egulier si tous ses sommets ont le même
degr�e, et r�egulier de degr�e k si de plus ce degr�e est k.

Le rayon spectral de G; not�e �max(G), est la plus grande valeur absolue de valeur propre
de la matrice d'adjacence de G.

7. Th�eor�eme. Soit G = (V;E) un graphe connexe.
(i) Le rayon spectral et le degr�e maximum satisfont l'in�egalit�e �max(G) � dmax(G).
(ii) Si G est connexe, alors �max(G) est une valeur propre simple de G.
(iii) Si G est r�egulier de degr�e k; alors �max(G) = k.

Preuve, dans le cas particulier d'un graphe r�egulier de degr�e k (donc tel que �max = k).
(i) Soit � une valeur propre de G et f 2 C(V ) une fonction propre correspondante. Soit

x0 2 V un sommet tel que jf(xo)j � jf(x)j pour tout x 2 V ; quitte �a remplacer f par
�f , on peut supposer f(x0) > 0. Alors

j�jf(x0) = j(Af)(x0)j =
���X
y�x

f(y)
��� � X

y�x

jf(y)j � kf(x0)

car la somme
P
y�x contient k termes, et par suite j�j � k.

(iii) La fonction constante de valeur 1 est une fonction propre de A de valeur propre k
(que le graphe G soit connexe ou non).

(ii) Il s'agit de montrer que, si G est connexe, toute fonction propre de valeur propre k
est constante. Soit �a nouveau x0 2 V un point o�u une telle fonction f est maximum ; on
peut de nouveau supposer f(x0) > 0. Comme

kf(x0) =
X
y�x

f(y)

on a n�ecessairement f(y) = f(x0) pour tout y 2 V entrant dans la somme, c'est-�a-dire tel
que fx; yg 2 E. On montre ainsi de proche en proche que f(z) = f(x0) pour tout z 2 V .
�

Preuve dans le cas g�en�eral. Cela r�esulte d'un th�eor�eme de Perron-Frobenius qu'on trouve
par exemple au chapitre XIII d'un livre de F.R. Gantmacher, The theory of matrices,
Volume two, Chelsea 1959.

8. Exercice. On consid�ere les deux matrices0
BBBBB@

0 1 0 0 0 0
1 0 1 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 0

1
CCCCCA et

0
BBBBB@

0 1 0 1 0 0
1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0
1 1 1 0 1 1
0 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0

1
CCCCCA :
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Dessiner les graphes correspondants, et v�eri�er qu'ils ne sont pas isomorphes. (Cela fait
partie de l'exercice de formuler une d�e�nition raisonnable de \graphes isomorphes".)

V�eri�er ensuite que ces deux graphes ont le même polynôme caract�eristique, qui est

T 6 � 7T 4 � 4T 3 + 7T 2 + 4T � 1;

et donc aussi même spectre.

9. D�e�nition. Un graphe G = (V;E) est biparti s'il existe une partition de V en deux
sous-ensembles VI ; VII disjoints non vides (penser �a une coloration des sommets en deux
couleurs) telle que toute arête e 2 E ait une extr�emit�e dans VI et l'autre dans VII .

Exemples de graphes bipartis : un segment, un carr�e, les sommets et les arêtes d'un
cube.

Exemples de graphes non bipartis : un triangle et plus g�en�eralement un graphe complet
�a n � 3 sommets, les sommets et les arêtes d'un octa�edre, un pentagone.

10. Th�eor�eme. Soit G un graphe connexe.
(i) Si G est biparti, pour toute valeur propre � de G; le nombre �� est aussi valeur

propre; en particulier, ��max est valeur propre de G.
(ii) Si ��max(G) est une valeur propre de G; alors G est biparti.

Preuve de (i). La matrice d'adjacence A de G d�e�nit un endomorphisme de l'espace vec-
toriel C(V ) des fonctions V �! R par

(Af)(x) =
X

f(y)

pour f 2 C(V ) et x un sommet de G; o�u la somme porte sur les sommets y de G joints
�a x par une arête. Si � est valeur propre de A; il existe une fonction f : V �! R; f 6= 0;
telle que Af = �f . Soit V = VI

`
VII comme dans la d�e�nition 9, et soit g 2 C(V ) la

fonction d�e�nie par g(x) = f(x) pour x 2 VI ; g(x) = �f(x) pour x 2 VII. On v�eri�e que
Ag = ��g.
Preuve de (ii), dans le cas particulier o�u G est r�egulier de degr�e k; et o�u par suite
�max(G) = k. Soit f : V �! R une fonction non nulle telle que Af = �kf . On choisit un
sommet x 2 V tel que jf(x)j � jf(y)j pour tout y 2 V ; quitte �a remplacer f par (1=f(x))f;
on peut supposer que f(x) = 1. Si y1; : : : ; yk sont les sommets voisins de x; on a

(Af)(x) = �kf(x) = �k =
kX
j=1

f(yj )

j
kX
j=1

f(yj )j �
kX
j=1

jf(yj )j � k

et par suite f(y1) = : : : = f(yk) = �1. On montre de proche en proche que, pour tout
sommet z 2 V; on a ou bien f(z) = 1 et f(v) = �1 pour tout voisin v de z; ou bien
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f(z) = �1 et f(v) = 1 pour tout voisin v de z. Le graphe G est donc biparti, avec sous-
ensembles VI et VII de V respectivement d�e�nis par les �equations f(z) = 1 et f(z) = �1.
�

La proposition 5 et les th�eor�emes 7 et 10 montrent qu'il y a des liens �etroits entre le
spectre d'un graphe et ses propri�et�es g�eom�etriques. Le r�esultat de l'exercice 8 montre que
le spectre d'un graphe ne caract�erise pas compl�etement le graphe lui-même.

Dans la �n de ce chapitre, nous allons pr�esenter un autre de ces liens, d�ecouvert plus
r�ecemment et qui est encore l'objet de recherches fondamentales. La mati�ere qui suit ne
fait pas partie du programme d'examen.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

11. D�e�nition. Soit G = (V;E) un graphe �ni connexe. Pour tout sous-ensemble U de
V; on d�e�nit le bord @U de U comme le sous-ensemble de E form�e des arêtes de la forme
fx; yg avec x 2 U et y =2 U .

La constante isop�erim�etrique de G est le nombre

h(G) = min

� j@U j
jU j : U � V ; 0 < jU j � jV j

2

�

o�u j@U j; jU j et jV j d�esignent respectivement les nombres d'�el�ements de @U; U et V .
Si G est vu comme un circuit de transmission, la grandeur de h(G) mesure la qualit�e

de G �a transmettre de l'information.

12. Probl�eme fondamental : construire explicitement des suites in�nies

(Gm = (Vm; Em))m�1

de graphes �nis connexes, tous r�eguliers d'un même degr�e k; avec limm!1 jVmj =1 et
lim infm!1 h(Gm) strictement positif.

13. Notation. Il se trouve qu'il n'est pas facile de contrôler directement la constante h(G)
d'un graphe G; on pr�ef�ere introduire le nombre �1(G) d�e�ni ci-dessous, et tirer pro�t du
th�eor�eme 14.

Soit G = (V;E) un graphe �ni connexe r�egulier de degr�e k; on note �1(G) la plus
grande des valeurs propres de G qui sont strictement inf�erieure �a k. Par exemple, si G est
un triangle, �1(G) = �1. (La plupart du temps, on a n�eanmoins �1(G) > 0.)

14. Th�eor�eme. Soit G = (V;E) un graphe �ni connexe et r�egulier de degr�e k. Alors

k � �1(G)

2
� h(G) �

p
2k(k � �1(G)):

Preuve : voir par exemple le chapitre 3 dans le livre de Y. Colin de Verdi�ere, Spectres de
graphes, Cours sp�ecialis�e No 4, Soc. Math. France, 1998. �

Le r�esultat suivant, dû �a Allon et Boppana, date du milieu des ann�ees 1980.
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15. Th�eor�eme. Etant donn�e un entier k � 3 et une famille (Gm = (Vm; Em))m�1 de

graphes �nis connexes r�eguliers de degr�e k tels que limm!1 jVmj =1; on a

lim inf
m!1

�1(Gm) � 2
p
k � 1:

La terminologie suivante est motiv�ee par des travaux importants de la premi�ere moiti�e
du si�ecle en arithm�etique.

16. D�e�nition. Un graphe �ni connexe G = (V;E) r�egulier de degr�e k est un graphe de
Ramanujan si toute valeur propre � de G distincte de k et de �k satisfait

j�j � 2
p
k � 1:

Il r�esulte du th�eor�eme 15 que, pour un graphe de Ramanujan G de degr�e k; la constante
isop�erim�etrique satisfait l'in�egalit�e h(G) � 1

2

�
k � 2

p
k � 1

�
.

17. Reformulation du probl�eme fondamental : �etant donn�e un entier k � 3; cons-
truire explicitement des suites in�nies de graphes de Ramanujan.

A la suite de nombreux travaux, on connâ�t de telles suites pour des degr�es de la forme
k = pa + 1 avec p premier et a entier (de sorte que k � 1 est l'ordre d'un corps �ni).

18. Probl�eme ouvert : existe-t-il des suites in�nies de graphes de Ramanujan pour
d'autres degr�es, par exemple pour le degr�e k = 7 ?

Les graphes de Ramanujan ont �et�e l'objet de nombreuses recherches ces derni�eres ann�ees,
�a Gen�eve et �a Neuchâtel notamment. Voir par exemple

A. Lubotzky et T. Smirnov-Nagnibeda, Not every uniform tree covers Ramanujan
graphs, Journal of Combinatorial Theory B (1999).

A. Valette, Graphes de Ramanujan et applications, s�eminaire Bourbaki 829, mars 1997.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

La th�eorie des graphes est un sujet de recherche tr�es actif. Elle donne lieu chaque ann�ee
�a un nombre consid�erable d'articles et de livres, parmi lesquels il n'est pas facile de rep�erer
les r�esultats les plus importants et les arguments les plus �el�egants. J'aimerais terminer ces
notes en recommandant la lecture d'un livre r�ecent

M. Aigner et G.M. Ziegler, Proofs from THE BOOK, Springer 1988

dont la cinqui�eme et derni�ere partie traite de th�eorie des graphes (apr�es : th�eorie des
nombres, g�eom�etrie, analyse, combinatoire). Le livre se r�ef�ere �a un personnage unique
des math�ematiques du XX�eme si�ecle, Paul Erd�os (1913-1997). La derni�ere liste de ses
publications que j'ai vue comptait 1542 entr�ees ! Il aimait �a parler du LIVRE, dans lequel
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Dieu conserve les preuves parfaites des th�eor�emes math�ematiques (il n'y a pas de place
durable pour les math�ematiques laides). Erd�os disait aussi qu'il n'est pas n�ecessaire de
croire en Dieu, mais qu'un math�ematicien devrait croire en le LIVRE. Paul Erd�os s'�etait
enthousiasm�e pour tenter une tr�es modeste approximation du LIVRE, et en avait sugg�er�e
de nombreuses pages. La publication de Aigner et Ziegler est, pour l'instant, l'ach�evement
de ce projet.

Pierre.delaHarpe@math.unige.ch


