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Chapitre 1

Introduction

Considérons une variété symplectique compacte V munie d’une involu-
tion antisymplectique 7 : V' — V. La variété lagrangienne V' formée des
points fixes de i est appelée la partie réelle de V' (pour U'involution 7). Par
exemple, si V. C CP" est une variété projective complexe, définie sur les
réels, et si 7 est la conjugaison complexe dans CP™, on aura V/ =V NRP".

Dans plusieurs cas, des similarités apparaissent entre les anneaux de co-
homologie de V et de V', lorsque I'on prend le corps & deux éléments Zo
comme anneau de coefficients. Par exemple,

H*(CP™;Zy) =~ Zou]/(u"*!) (degré(u) =2)
H(RP"Z5) ~ Zoful/(u™)  (degre(u) = 1)).

On a donc un isomorphisme d’anneau
H*(CP";Zy) ~ H*(RP"; Zy) (1.1)

De tels isomorphismes, modulo l'opération de “compression (ou doublage)
des degrés”, semble étre étudiés pour la premiére fois par A. Borel et A.
Haefliger [BH, §5.15]. On en rencontre, par exemple, pour les les grassman-
niennes (|BH, §5.16] et [MS]), les variétés toriques [DJ, Theorem 4.14], les
espaces de configurations de polygones [HK, § 9]. Ces isomorphismes pro-
viennent de I’étude de décompositions cellulaires ¢-invariantes de V', comme
les cellules de Schubert, induisant une décomposition cellulaire de V’. Ces
décompositions peuvent, le plus souvent, étre obtenues via des fonctions de
Morse i-invariantes.

Le point commun des variétés mentionnées ci-dessus est qu’elles ad-
mettent une action hamiltonnienne effective d’un tore T'. Cette action et 'in-
volution ¢ sont compatibles, en ce sens qu’elles s’étendent en une action sur V'



du produit semi-direct 7' x {£1}, ou {£1} agit sur T par passage a l'inverse.
Dans ce contexte, si la partie réelle V' est non-vide, J. Duistermaat [Du]
a montré 1’égalité des nombres de Betti: dim H*(V;Zg) = dim H**(V'; Zs).
Cette égalité est obtenue en utilisant I’application moment de 'action hamil-
tonienne sur V' pour obtenir des fonction de Morse é-invariantes sur (V, V').

Le résultat de Duistermaat ne donne pas directement la structure multi-
plicative des anneaux de cohomologie. Il est naturellement tentant de conjec-
turer que I’égalité des nombres de Betti provient d’un isomorphisme d’anneau
et c’est 'un des buts de notre travail que de le démontrer. Pour cela, nous
comparons la cohomologie équivariante H2*(V';Zs) de l'action de T sur V a
la cohomologie équivariante Hy, (V'; Z3) du groupe de 2-torsion T, de T', qui
agit sur V' vu les hypothéses de compatibilité. Sous I’hypothése que I’action
est Zo-pure, nous construisons, au § 5.4, un isomorphisme

H¥ (V3 Zo) = Hj, (V' Zo). (1.2)

Il s’agit d’un isomorphisme d’algébres au dessus d’un épimorphisme naturel
d’anneaux H3 (pt; Zs) ~ Hj, (pt; Z3). Une action sur V est A-pure, pour un
anneau factoriel A, si, en tout point fixe ¢, les poids de la représentation
d’isotropie sur T.V sont A-primitifs et deux-a-deux linéairement indépen-
dants sur A (voir §3.1).

Pour obtenir isomorphisme (1.2), on observe que les actions A-pures
sont des cas particuliers d’actions considérées par M. Goresky, R. Kottwitz
et R. MacPherson [GKM]. Soit F' C V Dlensemble des points fixes (isolés
si I'action est A-pure). Il est connu depuis la thése de F. Kirwan [Ki] que
I’homomorphisme de restriction p : H3(V;C) — H}(F;C) est injectif. Le
théoréme 7.2 de [GKM] affirme que, sous certaines hypothéses, l'image est
formée des solutions d’un systéme d’équations linéaires a coefficients entiers
(que nous appellerons équations GKM). Nous démontrons au § 3.3, que pour
une application A-pure, ce théoréme est vrai pour H}(V;A), avec le méme
systéme d’équations. Notre démonstration suit 1’idée de S. Tolman et J.
Weitsman [TW] qui tire parti d’une fonction de Morse sur V' obtenue en
évaluant ’application moment sur un élément générique de ’algébre de Lie
de T'. La méme approche permet de décrire I’anneau H%Z(V’ i Zy) pour une
action Zg-pure (voir § 5.3). L’isomorphisme (1.2), démontré au théoréme
5.4.1), découle alors de ces descriptions.

Dans le § 6.1, nous montrons que si ’action de T sur V est A-pure, elle
est cohomologiquement formelle, c’est-a-dire que la suite spectrale
HP(BT; HY(V;A)) = HEYY(V; A) dégénére au terme Ep. Ceci provient sim-
plement du fait que la cohomologie de BT et celle de V sont nulles en degrés



impairs. En utilisant des théorémes délicats de Duistermaat [Du] et Allday-
Puppe [AP], nous montrons que si ’action de T sur V est Zg-pure, l’action
de T, sur V' est cohomologiquement formelle avec coefficients Zy. Ceci per-
met, & partir de I'isomorphisme 1.2, de déduire 'isomorphisme (1.1) pour les
anneaux de cohomologie ordinaire (théoréme 6.1.5).

Les actions Z-pures sont particuliérement intéressantes car, alors, nos
techniques permettent de calculer la cohomologie équivariante & coefficients
dans n’importe quel anneau factoriel, ainsi que la la cohomologie équiva-
riante mod 2 de la partie réelle. Un exemple d’actions Z-pures est donné par
les variétés toriques (voir §! 6.2). Dans [Br2], M. Brion a déja observé que
I’on peut utiliser le théoréme de Goresky-Kottwitz-MacPherson pour décrire
la cohomologie équivariante rationnelle H3(V;Q) d’une variété torique V.
Dans le § 6.2, nous donnons une présentation par générateurs et relations de
la cohomologie équivariante de V' & coefficients dans n’importe quel anneau
factoriel (et de la cohomologie équivariante mod 2 de sa partie réelle). Cette
présentation s’envoie, par 1'épimorphisme H5(V;A) — H*(V; A), sur la pré-
sentation classique de Danilov [Fu, chapitre 5]. Ceci constitue une nouvelle
démonstration du théoréme de Danilov ainsi que du calcul par M. Davis et
T. Januszkiewicz de la cohomologie mod 2 des parties réelles [DJ, Theorem
4.14].

Un autre exemple d’action Z-pures est fourni, pour le groupe SU(n), par
I’action d’un tore maximal sur les orbites coadjointes. Ceci est montré dans le
§ 6.3. Comme application, nous donnons une présentation par générateurs
et relations de la cohomologie équivariante, & coefficients dans n’importe
quel anneau factoriel, des orbites co-adjointes génériques de SU(3) ainsi que
de la cohomologie équivariante mod 2 leur partie réelle. Cette présentation
s’envoie, par ’épimorphisme H;.(V;A) — H*(V;A), sur une présentation
classique donnée par le calcul de Schubert.

Observons que d’autres description de la cohomologie équivariante des or-
bites co-adjointes de SU(n) et des variétés toriques (en tout cas a coefficients
rationnels ou complexes) peut étre déduite de travaux de différents auteurs
(voir |Br, p. 229] pour des références). Nos présentations sont différentes.

Terminons cette introduction par une remarque générale. Dans la lit-
térature sur les variétés hamiltoniennes, les cohomologies équivariantes ou
non-équivariantes sont souvent calculées a coefficients dans R ou C. Cette
situation s’explique par trois raisons:

— l'usage de la cohomologie de de Rham et des modéles de Cartan pour
la cohomologie équivariante avec les formes différentielles.

— le désir d’éviter les difficultés techniques liées aux stabilisateurs finis



(en fait, une action est A-pure si les points fixes sont isolés et si 'ordre
de tout stabilisateur fini est inversible dans A).

— l'impression que, lorsque les groupes de cohomologie d’une variété V
sont nuls en degrés impairs, la structure d’anneau de H*(V;C) déter-
mine celle de H*(V;A) pour A C C. Ceci est incorrect. Par exemple,
en tant qu’anneau:

H*(S? x §%,C) ~ H*(CP*CP?%,C) ~ H*(CP*{CP?;C)
H*(S? x S%,R) ~ H*(CP%CP%;R) #% H*(CP*{CP%;R)
H*(5” x §%,Q) # H*(CP?§CP%Q) # H*(CP’{CP*Q).

Cela provient de la classification des formes d’intersections qui sont,
respectivement,

(o) 0 %) - (1)

On peut donc considérer comme remarquable le fait que les présentations
des anneaux de cohomologie réelle ou complexe des variétés hamiltoniennes
considérées dans ce travail donnent, dans le cas d’actions Z-pures, également
des présentations des anneaux de cohomologie sur n’importe quel anneau de
coefficients.

Je tiens a remercier les membres de la section de Mathématiques de Ge-
néve pour I’ambiance stimulante dont j’ai pu bénéficier pendant mes études et
mes années d’assistanat. Plusieurs discussions avec A. Knutson et V. Puppe
m’ont été fort utiles. La lecture de [GZ] m’a inspiré pour les calculs du §
6.2. Je remercie également M. Audin, M. Brion et Cl. Weber d’avoir accepté
de faire partie du jury de cette thése et de m’avoir fait des commentaires
utiles pour améliorer la présentation de la premiére version. Enfin, je tiens a
exprimer ma reconnaissance au prof. J-Cl. Hausmann pour son aide tout au
long de la préparation de cette thése.



Chapitre 2

Cohomologie équivariante pour
les actions de tores

2.1 Définitions

Ce chapitre fixe les notations et introduit les notions de cohomologie
équivariantes des actions de tores dont nous aurons besoin. La plupart des
résultats est “bien connue” des spécialistes.

Soit G un groupe topologique agissant & gauche sur un espace V. Soit A
un anneau commutatif.

La cohomologie équivariante HF(V;A) de V' a coefficients dans A est
définie de la maniére suivante. Soit EG — BG le G-fibré principal universel
de Milnor. On pose

H{(V;A): = H*(EG xg V;A)

ol EG xg V (la “construction de Borel”) est le quotient de EG x V par
la relation d’équivalence (zg,u) ~ (z,gu), pour tout (z,u) € EG x V et
g € G (G est supposé agir a droite sur le joint infini EG). Par exemple,
EG xg pt = EG/G = BG, donc, si V est réduit & un point, ’anneau
HE(pt, A) s'identifie & H*(BG, A).

La projection de EG x V sur EG passe aux quotients, définissant une
application EG xg V — BG, qui est le fibré de fibre V' associé au fibré
principal universel EG — BG. On en déduit un homomorphisme d’anneau
HE(pt,A) — HE(V; A), ce qui munit la cohomologie équivariante HE (V5 A)
d’une structure de H§ (pt, A)-algebre. Il est donc important de décrire expli-
citement ’anneau H¢(pt, A), ce que nous allons faire dans le §2.2 pour G un
tore et, au chapitre 4, pour G un 2-groupe fini abélien élémentaire.



Observons que si a : G’ — G est un homomorphisme continu, on a un
homomorphisme o* : H(pt,A) — HE(pt,A) ce qui fait de H(pt,A) un
foncteur contravariant en G.

2.2 L’anneau Hj(pt; A)

Soit T un tore (groupe de Lie abélien compact et connexe), et ¢ son
algébre de Lie On sait que I'application exponentielle exp : ¢ — T est un

homomorphisme. Soit I' = I'(¢) : = kerexp son noyau, qui est un réseau
dans t.
Soit A un anneau commutatif. On désigne par I'j : = Hom (T', A), l’en-

semble des homomorphismes de groupe de T dans A. Observons que la cor-
respondance T+ '} (T') est un foncteur contravariant: si @ : 7" — T est un
homomorphisme différentiable, on un homomorphisme L, : ' — t tel que
L,(T'(t")) c T'(t) d’ott un homomorphisme o* : T% (T') — T} (7).

Proposition 2.2.1 1l existe un isomorphisme de groupes
Hi(pt; A) = T{(T)
qui est fonctoriel en T.

PREUVE: On commence par A = Z. Considérons le cercle S' : = R/Z. Un
homomorphisme différentiable de T' dans S est recouvert par un homomor-
phisme différentiable de ¢ dans R envoyant I' dans Z. Il est clair que cela

donne un isomorphisme
T} ~ Hom (T, S")

D’autre part, on a les isomorphismes
Hom (T, S") ~ [BT, BS'] ~ H*(BT;7Z), (2.1)

ot [BT, BS'] dénote I’ensemble des classe d’homotopie d’applications de BT
dans BS' (c’est un groupe car BS' = K(Z,2) est un H-espace). Le dernier
isomorphisme utilise une identification de BS! avec K(Z,2) qui, pour nous,
sera obtenue de la maniére suivante. Il suffit d’identifier mo(BS') avec Z.
Cela se fait en prenant comme générateur de mo(BS?) la classe d’homotopie
de la composition
2, cp! -, Bs'

ol a est une équivalence d’homotopie que ’on choisit préservant 1’orientation
(ceci est unique & homotopie pres; CP! est orienté par sa structure complexe)



et b induit le fibré canonique (S'-fibré principal de Hopf §% — CP!). Avec
cette identification, si ¢ est un S'-fibré principal sur un CW-complexe X
induit par X —— BS?, alors sa classe d’Euler e(¢) € H2(X;Z) correspond
a [f] € [X, BSY].

On a ainsi montré la proposition pour A = Z. Le cas général s’en déduit
en utilisant que BT est 1-connexe ce qui, par le théoréme des coefficients
universels, donne I’isomorphisme

H?*(BT,A) ~ H*(BT;Z) ® A.

Quant & la fonctorialité, elle est évidente, vu les constructions que I'on a
utilisées. []

Choisissons une base {ui}i:L___,n de I', comme groupe abélien libre. No-
tons u; les éléments de la base duale de I'}, et également leur image dans I'}.
On sait que anneau H*(BT;A) = Afuj,...,u}]. Intrinséquement, cela si-
gnifie que H*(BT};A) est isomorphe & 1'algébre symétrique S(H?(BT;A)) =
S(I'})- On a ainsi montré:

Proposition 2.2.2 L’anneau H}.(pt;A) est fonctoriellement isomorphe
Ualgeébre symétrique S(T}).

Remarque Lorsqu’on a choisi une base {u;}i=1,.., de ', on peut servir

dans les calculs de l'isomorphisme H*(BT; A) = Afu},...,ul] = Aui, ..., uy).
Si A =R ou C, ceci, avec le fait que t est maintenant identifié & R™, identifie
Panneau Afuy, ..., u,] aux fonctions polynomiales sur t = R" & valeurs dans

A. Ceci est abondamment utilisé, par exemple dans [GKM].

2.3 Classes caractéristiques équivariantes

Soit £ : W —2 5 X un fibré vectoriel complexe de rang n qui soit 7-
équivariant. On vérifie que ET xp7 W — ET xo X est un fibré vectoriel
complexe de méme rang. Ce dernier fibré a donc une classe de Chern (totale)
dans H*(ET xp X;Z) = Hp(X;Z) que l'on appelle la classe de Chern
équivariante de &, notée cX' (&) =1+ cf(¢) +--- + cL(¢). La composante de
plus haut degré c’ (¢) € H¥*(X;Z) est la classe d’Euler équivariante de £ et
sera notée également e’ (¢).

Par exemple, soit v € I'7(T). On lui associe une représentation complexe
de T de degré 1, c’est-a-dire une action linéaire de T' sur C. On peut voir cela
comme un fibré vectoriel complexe T-équivariant de rang 1 sur un point, noté
n(7). Sa classe de Chern équivariante ¢’ (n(7y)) est un élément de HZ(pt;Z)



qui, par la proposition 2.2.2 est isomorphe a l’algebre symétrique S(I'(T")).
Avec ces identifications, on a:

Proposition 2.3.1 ¢’(n(y)) = 1+ 7. En particulier, T (n(v)) = 7.

PREUVE: L’homomorphisme v : I'(T) — Z induit un homomorphisme
continu v : T — S'. Soit Ey : ET — ES! l'application induite par .
On vérifie que l'application By : = ET x C — ES' x C donnée par
(g,2) — (E~v(q), z) passe aux quotients et donne un diagramme commutatif

ET xp C ﬂ) ES? Xg1 C (ot S* agit sur C par la multiplication)
\J 5 \J
ET XT pt _’)’) BSl
(2.2)
La classe de Chern de n(7) est donc I'image par (B~y)* de celle du fibré cano-
nique ES' — BS!. Cette derniére, en degré 2, est [id gg1] € [BS!, BS'] ~
H?(BS';Z). On a donc ¢! (n(y) = [By] € H>(BT;Z), ce qui, avec les iden-

tifications de (2.1), donne ¢! (n(y) =y € I'. ]

Comme cas particulier, soit V un espace vectoriel complexe de dimen-
sion 7 sur lequel T agit linéairement, via un homomorphisme v : T — U(r).
Comme ci-dessus, cela donne un fibré vectoriel complexe de rang r équiva-
riant sur un point. La représentation v se décompose en somme directe de
représentations V; de rang 1, correspondant & des poids 71, ..., € I'5(T).
Comme ET xpV — BT est la somme de Whitney des ET x7 V;, la dé-
monstration de la proposition 2.3.1 donne, avec la formule de produit pour
les classes de Chern:

T
Proposition 2.3.2 ¢’ (n(y)) = H(H—’yi). En particulier, €T (n(y) = [Ti—1 vi-
=1

2.4 Actions sur S2

Considérons la sphére S? comme
S§%: ={(2,0) e CxR||z|> + 6? = 1}.

L’action naturelle de U(1) = S! sur C donne une action de U(1) sur S?,
avec les deux poles py : = (0,£1) comme points fixes. Soit T un tore et
v € I';(T). Notons ¢, l’entier > 0 tel que Image (y) = Z - g,. L'élément ~
détermine un homomorphisme continu vy : T' — R/Z. Ce dernier peut étre



identifié a U(1) par t — e*™'. L’¢lément ~ détermine donc une une action
de T sur S? ayant les poles p+ comme points fixes.

Soit A un anneau commutatif. On note 4 € T’} la composition de -y avec
I'unique homomorphisme d’anneau Z — A. Le but de ce paragraphe est de
démontrer le

Théoréme 2.4.1 Supposons que g, # 0 si A est de caractéristique 0 ou que,
sinon, q, est une unité de A. Alors, I’'homomorphisme de Hp(pt; A)-algébre

H7(S%A) = Hi(p—; A) @ Hi(py; A) = S(T'}) @ S(T'})

induit par Uinclusion {p_,p.} C S?% est injectif et son image est la sous-
H(pt; A)-algebre de S(T4) @ S(T') engendrée par (1,1) et (0,7).

Nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 2.4.2 Soit G un groupe topologique agissant transitivement sur un
espace W . Soit Gq le groupe d’isotropie de wy € W. Alors, pour tout anneau
commutatif A, on a un isomorphisme de Hf(pt; A)-algébre

Hi(W; A) = H*(BGy, A).
PREUVE: Comme l'action est transitive, on a

EG XaG W = EG/GO ~ BG(). |:|

PREUVE DU THEOREME 2.4.1:

Soient Dy : = 82— {p_} et D_: = 52— {p,}. Les espaces (ET xr
S2, ET x7 D+) donnent lieu & une suite de Mayer-Vietoris. L’intersection
D, N D_ a le type d’homotopie équivariant de S* sur lequel T agit par
s-z =(s)z. Comme q : = g, # 0, cette action est transitive. Le groupe
d’isotropie d'un élément de S est alors isomorphe a T" x C;;, ot T' est un tore
et Cy est un groupe cyclique d’ordre g. Par le lemme 2.4.2, on a H}(S!,Z) =
H*(BT' x BCy;Z). Le calcul de la cohomologie de BC;, isomorphe & la
cohomologie du groupe Cj est classique et donne:

Z six=0
H*(BCy;Z) = Zg six=2k>0
0 six=2k+1

De méme, si A est de caractéristique non-nulle, comme alors ¢ est une unité
de A, on aura H*(BCg; A) = 0 si * > 0. Par la formule de Kiinneth, on en
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déduit que H*(BT' x BCy; A) = 0 si * est pair. La suite de Mayer-Vietoris
se coupe donc en suites exactes courtes:

0 — Hj(S*A) — Hy(p—;A) ® Hy(py; A) — H*(BT' x BCp; A) — 0.

On en déduit l'injectivité de H3(S%;A) — Hi(p—; A) @ Hi(p1; A).
L’inclusions pt = p_ € D_ C §? donne le diagramme commutatif (avec
Z comme coefficients)

Hi(8*%) — Hp(D-)

Q

Hi(pt)

On en déduit que la suite exacte de la paire (52, D_) donne une suite exacte
de H(pt)-module

0 — H:(S?,D_) = H3(S*) — H(D_) = 0 (2.3)
qui est scindée. On a

H3(S?,D_) ~ Hy(Dy, Dy — {p4}) = H:(py),

le dernier isomorphisme étant l’isomorphisme de Thom. Appelons

a € H3(D4,Dy — {p+}) la classe correspondant a 1 € H%(p;) (classe de
Thom). On dénotera aussi par a les images de a dans H%(S?,D_) et dans
H2(S?). Par le théoréme de Leray-Hirsch [Hu, ch. 16], le groupe gradué
H%(S%, D_) est un H}(pt)-module libre de base a. Observons que 'action
sur Dy est conjuguée a ’action linéaire de 7" sur C' donnée par v, c’est-a-
dire le fibré () du §2.3. L’image de a par H2(S?) — H2(py) est donc la
classe d’Euler équivariante de n(7) qui est aussi ¢! (n(7)). Par la proposition
2.3.1, 'image de a par H2(S?) — H2%(p4) est donc égale a v. Ceci montre
que, dans le cadre du théoréme 2.4.1, I'élément (0,y) € S(v5(T)) x S(v;(T))
est image de a € H2(S?). D’autre part, les éléments diagonaux sont dans
Vimage de H3(pt) > Hp(5?) — S(24(T)) x S(A(T)).

La suite exacte (2.3) étant scindée, on a que H(S?) ~ H(pt)©H;(S?, D)
(isomorphisme de Hj(pt)-module). Cela prouve que les éléments diagonaux
et (0,7) engendrent toute I'image de H}(S?).

Le théoréme 2.4.1 est ainsi démontré. []
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Le théoréme 2.4.1 nous permet de donner, dans le théoréme 2.4.3 ci-aprés,
une présentation de Hj(S%; A) (sans hypothése, ni sur g, ni sur A). Obser-
vons que le fibré ET x7 S? — BT, de fibre §? donne un homomorphisme
d’anneau i* : H3(S?%;A) — H*(S?; A) (induit par I'inclusion de la fibre dans
Pespace total).

Théoréme 2.4.3 L’anneau H3(S?%; A) est isomorphe a la S(T'})-algebre libre
de base a (ot a est de degré 2) quotientée par l’idéal engendré par a®> —y®a.
L’image de a par i* est le générateur de H?(S?;A) (correpondant & lorien-
tation standard de S?) .

PREUVE: §i ¢y = 0, 'action de T sur S? est triviale et on a ET x7 S? =~
BT x S§2. Donc
H} (8% A) =~ H*(BT; A)[a]/(a?).

Si A =7Zetgqg, # 0, le théoréme 2.4.3 est un corollaire du théoréme
2.4.1. En effet, dans S(v3(T)) x S(v4(T)), on a (0,7)% = (7,7) - (0,7). Cet
argument est valable aussi lorsque ¢, est une unité dans A.

Dans le cas général, on utilise que H3(S%A) ~ H3(S?Z) ® A. En ef-
fet, comme S? n’a que de la cohomologie en degrés pairs, ainsi en est-il
de I'homologie H,(ET xr S?;7) puisque la suite spectrale de la fibration
S? 5 ET x7 5% - BT dégénere au terme Ey pour des raisons de degré. Par
le théoréme des coefficients universels, on a

H*(ET x7 8% A) ~ Hom (H,(ET xp S*7),A) ~ H*(ET x1 S*7) ® A.
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Chapitre 3

Actions A-pures

3.1 Actions A-pures

Soit T' un tore agissant différentiablement (& gauche) sur une variété
symplectique (V,w), toujours supposée compacte. Pour chaque £ € t = Lie T,
on dénote par £ le “champ fondamental” sur V, dont le flot est I'action du
sous-groupe & un paramétre exp(s). On dit que l'action est hamiltonienne
s’il existe une application invariante u : V. — t* telle que, pour tout & € t,
I'application pe : V' — R définie par pe(z) : = (u(z),§) admet le champ —¢
pour champ hamiltonien. En d’autres termes,

dpe = —1¢w (3.1)

(cette convention de signe correspond & celle de [Gu]). Un tel “hamiltonien
global” p s’appelle une application moment de 'action. Deux applications
moment différent par I’addition d’une constante de t* et, par abus de langage,
on parlera parfois de “I’application moment”. Pour diverses propriétés des
actions hamiltoniennes de tores, voir [Au|, [Gu| et [MSal]. Par exemple, le
théoréme d’Atiyah-Guillemin-Sternberg [Au, § II1.4.2] affirme que l'image
(V) est un polytope convexe (le polytope moment) formé par I’enveloppe
convexe de I'image des points fixes de 'action (rappelons que V est supposée
compacte).

Pour une action hamiltonienne, on note V; C V I’ensemble des points dont
le stabilisateur T}, est de codimension < 7 dans 7. Ainsi, V; est ’ensemble des
points fixes qui sera le plus souvent désigné par F'. On appelle V; le i-squelette
de l’action. I découle du [Au, ch. III, prop. 1.2.1] que l'espace V; — V;_; est
une sous-variété symplectique T-invariante de V, et que ’action de 7' sur
V; — Vi1 est hamiltonienne (jy;_y;_, en étant une application moment).
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Rapelons que (V,w) peut étre munie d’une structure presque Kaehle-
rienne (structure complexe sur le fibré tangent, avec métrique hermitienne
dont w est la partie imaginaire) qui est T invariante [Au, § I1.1.5 et I11.1.2].
Pour chaque point fixe 2y € F', 'action de T sur T,V donne une représenta-
tion complexe de T'. Celle-ci se décompose en n représentations irréductibles
(si dimV = 2n), déterminées par des poids ¥1,...,vn € ['5(T) = H2(pt; Z).
Les +; sont les poids (ou poids d’isotropie) de 'action (en zg). Observons que
I'%(T') peut étre vu comme un réseau dans t*:

I'7(T) = {aet'|al(T) C Z}.

Ceci permet de voir les poids ; en ¢ comme des vecteurs tangents a t* en
(o).

Dans tout ce chapitre, A désignera un anneau non-trivial, commutatif
et factoriel, c’est-a-dire o tout élément se factorise de maniére unique, a
I’ordre preés, en produit d’éléments premiers. Une action hamiltonienne de T
sur V est dite A-pure si, pour tout point fixe g € F, les deux conditions
suivantes sont remplies :

— les poids en zy sont deux-a-deux linéairement indépendants dans le
A-module T} (T').

— chaque poids v € T'7(T') en zg, est A primitif, c’est-a-dire que I’entier
¢ défini par g, - Z = Image () est une unité dans A.

Exemples:

3.1.1 Considérons le tore T'= U(1) = S*. Son algébre de Lie ¢ est égale
iR et le réseau I' = ker exp est 2iwZ. Le couplage R x £ — R donné par

1
(ayit) : = —at (3.2)
27
a l'avantage d’identifier (¢*,I'%(T")) avec (R, Z).
Considérons l'action de S! sur C = R? donnée par A-z : = AFz. On
munit R? de la forme symplectique w : = %da: A dy. L’action considérée est

alors hamiltonienne avec application moment u(z) = k|z|2. En effet, si 'on
prend le générateur & = 27i € iR, on a

z 2 Z 2
ne(e) = (k2 2miy = k2D = (o) (33)

On a donc bien I’équation

dpe = 2kzdr + 2kydy = —z(—27rky% + 27rkwaﬁy)w = —1(§w.
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Le poids en 0 est bien str I’entier k£ (que l’on dessinera comme le vecteur 0k.
L’action est donc A-pure si et seulement si 1/k € A.

Si a la place du couplage (3.2), on prend simplement («,it) : = at et
si I'on prend pour w la forme standard w : = dz A dy, I’action est aussi
hamiltonienne, avec application moment u(z) = k% Cette fois, le réseau
des poids est %Z et le poids en 0 doit étre dessiné comme le vecteur de
longueur 1/27.

3.1.2 Sur C* = (R?)" avec la forme symplectique w : = % S dx; A dy;,
'action de 7 : = (S')" donnée par

ALseeosdn) s (21,0 s 20) 0 = (W2, M)

est hamiltonienne avec application moment pi(z1,...,2,) = 35 kj|z;|?. On
utilise ici une identification du type (3.2) entre (¢*,T'%(T)) et (R",Z"). Les
poids en 0 sont les vecteurs (k1,0,...,0), (0,k2,0,...,0), etc, et 'image de
i est le cone positif sur ces poids.

Cette action est A-pure si et seulement si 1/k; € A pour tout ¢ =1...n.

3.1.3 Plus généralement, soient y; € I';,(T) C ¢* un ensemble de n poids.
On considére (C",w) comme dans exemple 3.1.2. L’action de T' donnée,
pour £ € t, par

exp(€) - (21,...,2n) : = (2™ &)z .. 2™m(E)y)
est hamiltonienne avec application moment
n
Wz, zm) = 3 2. (3.4)
j=1
En effet, soit { € t. En 2z = (21,...,2), le champ £ vaut { = ¢(0), ot
c(t) = exp(&t) - (21,---,2n). On a donc
Avec les coordonnées z; = x; + 4y;, cela donne

9
0y,

" 0

On a donc bien 5
dpg = —y(§)(zdz + ydy) = —1(§)w-

L’image de u est le cone positif sur les ; qui sont les poids en 0.
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3.1.4 Considérons, comme au § 2.4, la 2-sphére S? : = {(2,0) € C x R |
|z]2 + 62 = 1}. On la munit de l'unique forme symplectique w qui est SO(3)-
invariante, qui détermine I’orientation standard et telle que [gw = 2. L’ac-
tion de T' = S' sur S? donnée par A-(z,0) : = (A7%2,0) est hamiltonienne,
avec application moment p(z,6) = 6. L’identification de R avec t* est celle
de (3.2), donc le réseau des poids est Z. L'image de p est le segment [—1, 1],
le poids en (0,—1) est k et celui en (0,1) est —k. Cette action est A-pure si
et seulement si 1/k € A.

3.1.5 Considérons le plan projectif complexe (CP?,w), oli w est la forme
de Fubini-Study [MSa, p. 130]. Les points CP? sont notés en coordonnées
homogénes par (zg : 21 : 22). L’action de T = (S')? donnée par

(A1, A2) - (02 211 22): = (20: AF 212 Ab220)

est hamiltonienne avec application moment

1
(201 21: 22) = 202 + |21 ]2 + |22 (K1]z1]?, kal2l)-

On utilise ici I'identification entre R? et t* similaire & (3.2) qui identifie le
réseau des poids avec Z2. 1l suffit de vérifier que p est une application mo-
ment sur 'ouvert dense ou zy # 0. Par rapport aux coordonnées locales
(z1,y1,71,y2) = (l: 21 + y1: T2 + iy2), la forme de Fubini-Study prend l'ex-
pression ([MSa, p. 130]):

1
UJ:
(1 + 22 + y? + 23 + y2)?

(d.’L‘l A dy1 + d.’EQ A dyQ).

Vu la définition de p, les calculs sont similaires & ceux des des exemples 3.1.1
et 3.1.2.

Avec nos conventions, I'image de p est le triangle constitué par I’enveloppe
convexe de 'image des 3 points fixes

p(1:0:0) = (0,0) p(0:1:0) = (k1,0) w(0:0:1) = (0, ko).

Les poids en (1:0:0) sont (k1,0) et (0,k2), ceux en (0:1:0 sont (—kq,0)
et (—k1,k2) et les poids en (0:0:1) sont (0,—ko) et (k1,—k2). On voit que,
comme dans ’exemple 3.1.2, le polytope moment est, au voisinage de 'image
d’un point fixe ¢, le cone positif engendré par les poids en c. La figure ci-
dessous représente le polytope moment pour le cas (ki,k2) = (3,2); on y a
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dessiné les deux poids en (1:0:0).

1(1:0:0)C <
0 1 2 3

Cette action est A-pure si et seulement si 1/k; et 1/ko sont dans A.

3.1.6 Considérons la droite projective complexe CP! munie d’une forme
symplectique U (2)-invariante (un multiple de la forme de Fubini-Study). On
considére un tore T agissant sur CP* par

exp(s) - (20:21) : = (20: ™)z, set,

ou y € I'5(T) C t* est un poids. Cette action est hamiltonienne et toute
application moment est de la forme

|21 |2

20:21) =cte+ K————— 7,
(201 1) PAEERPARl

(3.5)
avec 0 # K € R En effet, comme dans ’exemple 3.1.5, on travaille sur
Pouvert dense zp # 0 avec les coordonnées locales = + iy — (1l:z +iy). La
forme w prend ’expression

dx A\ dy
=L————~2__  L#0.
YT+ 2+ 7
Pour £ € ¢, on a
_ 2Kxdz + 2Kydy

dpg = Y(€) = —1(Neriy)w,

(1+ 22 4 92)?
ou 7 est le champ de vecteur

—2Ky 0 —Kzx 0
Na-tiy = T’Y(f)a—x +— ’Y(f)a—y-

Quant au champ ¢, on a § = ¢(0), ot c(t) : = 2™ (1 4 4y) =

e2i7r7(§)t(x+iy). Donc, §w+iy = 2imy(€)(z +1y) et la formule (3.5) est vérifiée
pour K = «L.
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Le polytope moment est ainsi le segment [p(1:0),(0:1)] et p(0:1) —
1(1:0) = K. Les poids d’isotropie en (1:0) et en (0:1) sont ++, le signe
déterminé par le fait qu’ils rentrent dans le segment [u(1:0), (0:1)]. Ceci
découle de la formule (3.5) lorsque L > 0 (puisqu’alors K > 0) et du fait que
changer le signe de w change le signe de i et de chaque poids d’isotropie.

Pour désigner un exemple de cette forme, on parlera d’un y-CP!. Par ce
qui précéde, le poids y est déterminé au signe prés par le polytope moment.
Il n’est d’ailleurs pas possible de distinguer un y-CP! d’un (—v)-CP!, ces
deux actions étant conjuguées par le symplectomorphisme (zg: z1) — (21: 20).

Voyons maintenant quelques propriétés des actions A-pures.

Lemme 3.1.7 Dans une action hamiltonienne A-pure, chague poids en un
point fixe xo a multiplicité 1 et deuz tels poids distincts sont premiers entre
euz dans Uanneau HY.(pt; A).

PREUVE: La multiplicité 1 est banale, autrement, il y aurait deux poids
égaux. Pour la seconde assertion, soit @ € Hj(pt; A) un diviseur commun
de deux poids a,b € H2(pt; A). Si « est de degré 2, alors a et b ne sont pas
linéairement indépendants. Si a est de degré 0 et n’est pas une unité, 'un
des deux poids a ou b n’est pas A primitif. []

Lemme 3.1.8 Pour une action hamiltonienne A-pure sur V, les points fizes
sont isolés.

PREUVE: En un point fixe non-isolé, I’'un des poids au moins est nul, ce
qui contredit le fait qu’ils sont deux-a-deux linéairement indépendants (on
utilise ici que A est non-trivial). []

Pour une action hamiltonienne A-pure de T sur (V,w), avec application
moment p, un élément & € ¢ est dit générique si y(£) # 0 pour tout poids
v de 'action. Le lemme ci-dessous est un cas particulier du théoréme de
Frankel (voir [Au, §1I1.2.2]).

Lemme 3.1.9 S5i { € t est générique, la fonction ue est une fonction de
Morse dont l’ensemble des points critiques est F'. L’indice de ¢ € F est égal
a 2 fois le nombre de poids vy en c tels que y(£) < 0.

PREUVE: Comme w est non-dégénérée le fait que l’ensemble des points
critiques de p¢ soit F' découle directement de I’équation (3.1). Au voisinage
d’un point fixe ¢, isolé par le lemme 3.1.8, le théoréme de Darboux équivariant
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[Au, ch. II, 1.3.2 et 1.3.3] assure que I’action est symplectomorphe & l’action
linéaire sur T.V. Une telle action est de la forme de ’exemple 3.1.3 et la
formule (3.4) est valable & une constante additive preés, ce qui implique que
pe(2) = pe(c) + X0 |21(€). [

La propriété la plus importante des actions A-pures est que leur 1-
squelette est un “graphe de 2-sphéres”.

Lemme 3.1.10 Considérons une action hamiltonienne A-pure d’un tore T
sur une variété symplectique compacte V', avec application moment
w:V —t*. Alors,

1. le 1-squelette V1 est une union finie de 2-sphéres,chacune rencontrant
F en exactement 2 points. Pour a # b dans F, il existe au plus une 2-
sphére de Vi contenant {a,b}, que nous noterons S{apy- L'intersection
de Siqpy avec Siy yy e€st

S =Si iy S9 {(J, b} — {G,, b/}
S ﬂ S IRNAT— {a”b} {a 7b } bl 3 )
{a,b} {a’ b} { {a,b} N {d",b'}  sinon.

2. Chaque Sy, by est une sous-variété symplectique de V. Elle est T-invariante
et la restriction de laction a Syqp) est hamiltonienne avec application
moment S (ay -

8. u(Sapy) est le segment [u(a), u(b)].

4. p(b) — pla) = kvq et pla) — p(b) = kyp,, o0 k € Ryg et 7y, (respecti-
vement: yy) est un poids en a (respectivement: en b) de laction de T
surV . On a donc vp = —7,-

5. L’action de T a S; est hamiltonienne et est symplectomormphe & un
7v-CP' de l’exzemple 3.1.6, ou v est bien défini au signe prés: vy = ++,.

6. V1 est conneze.

Exemple: Dansl’exemple 3.1.5, ot V = CP?, F est formé des trois points
a: =(1:0:0),b: =(0:1:0) et ¢c: = (0:0:1). Le 1-squelette V; est constitué
de trois 2-spheéres, les droites de coordonnées dans CP?

Stapy = {(20:21:22) | 22 =0},
Sthey = {(20:21:22) | 20 =0},
Sicay = {(20021:22) | 21 = 0}
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PREUVE DU LEMME 3.1.10: Soit 7" un sous-tore de codimension 1 de 7.
Le sous-espace V' de V formé des points qui sont laissés fixes par T” est une
sous-variété symplectique compacte de V' ([Au, Ch. III, Prop. 1.2.1]). De
plus, V' est invariant sous I’action de 1. L’action sur V étant hamiltonienne,
sa restriction & V' l'est aussi, avec ppyr pour application moment. Une ac-
tion hamiltonienne sur une variété compacte a au moins deux points fixes,
les extrema de ’application moment. Il s’ensuit que ’adhérence de chaque
composante connexe de V' — V{ rencontre le sous-espace F' en au moins 2
points.

Au voisinage d’un tel point fixe ¢ (isolé par le lemme 3.1.8), 'action
est équivalente & ’action linéaire sur T,V . Comme D’action est A-pure, les
espaces propres pour chaque poids sont de dimension réelle 2 par le lemme
3.1.7. 1l s’en suit que V{ — V{ est de dimension 2.

L’adhérence S d’une composante connexe de V] — Vj est donc une sous-
variété symplectique connexe, compacte et de dimension 2, équipée d’une
action hamiltonienne non-triviale de T'/T". L’application moment ps 8 =
Lie(T/T") est une fonction de Morse avec point critiques d’indice pair par
le lemme 3.1.9. La variété S est donc forcément une 2-sphére et 1’action a
exactement 2 points fixes. En fait, I’action est équivalente & un -CP'. Cette
derniére assertion peut se montrer, par exemple, de la maniére suivante : en
passant éventuellement au quotient de T'/T" par le noyau de I’action, on peut
supposer que l'action est libre. L’action de T'/T" sur S fait alors de S une
variété torique qui est déterminée par son polytope moment (théoréme de
Delzant, [De, Théoréme 2.1].

Les différents points du lemme 3.1.10 découlent des considérations ci-
dessus et de celles de I'exemple 3.1.6. Quant au point 6, soit V; une com-
posante connexe de Vi et F' = V4 N F. Soit £ € ¢ un élément générique et
soit ¢ € F un point maximal pour He - Par le lemme 3.1.9, tout poids vy
en ¢ doit satisfaire v(£) < 0, d’ol ¢ est un maximum de p¢. Mais, comme
les points critiques de p¢ sont d’indice pair (toujours par le lemme 3.1.9), la
fonction pg n’a qu’un seul maximum, ce qui implique que F =F et doncV;
est connexe. []

3.2 Le théoréme du 1-squelette

Théoréme 3.2.1 (Théoréme du 1-squelette) Soit V une variété sym-
plectique compacte connere munie d’une action hamiltonienne A-pure d’un
tore T'. Alors

1. Le morphisme p : Hy(V,A) — H5(F,A) induit par Uinclusion de F
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dans V' est injectif.

2. Le morphisme § : H}.(Vi,A) — H}(F,A) induit par Uinclusion de F
dans Vi a méme image que p.

Ce théoréme a été démontré, dans des cadres divers et pour la cohomolo-
gie rationnelle, par T. Chang et T. Skjelbred |[CT, Lemme 2.3], M. Goresky,
R. Kottwitz et R. MacPherson [GKM, th. 6.3]. Notre démonstration suit
essentiellement celle de S. Tolman et T. Weitsman [TW, Th. 1]. Quelques
préparatifs sont nécessaires.

Soit € un élément générique de t. Alors, si p : V' — t* est I’application
moment, I’application f(z) = p¢(z) est une fonction de Morse avec F' comme
ensemble de points critiques.

Soit ¢ une valeur critique de f. Soit € > 0 tel que [c—¢, c+€]Nf(Crit f) =
{c}. Soit W = f~Y(—o0,c—¢), W} = f~1(—o0,c+¢€) et Fo = f~1({c})NF.
Comme F est discret par le lemme 3.1.8, 'espace F, est un ensemble fini de
points z% (i = 1,...,k.). Soit D, le fibré en disque négatif & F, et S, son
fibré en sphéres associé. I’espace D, est une union disjointe de disques, celui
contenant z! étant de dimension A, 'indice de Morse de z*. Chacun de ces
disques étant muni d’une action de 7' équivalente & une action linéaire, on
a une classe d’Euler e, € H*(F,;Z) qui est la somme de ses composantes
el € H*(z%;Z).

Pour simplifier la notation la cohomologie équivariante de V' pour ’action
de T sera toujours a coefficients dans A: (Hj(—) : = Hp(—;A)). Le lemme
suivant est démontré dans [AB, prop. 1.9] pour A un corps (voir aussi [TW,

prop. 2.1]).

Lemme 3.2.2 La suite ezacte pour la paire (W, ,W[) se rompt en suites
exactes courtes:

0 —— Hy (W, W,) — Hp(W,) — Hp(W,) — 0
De plus Uapplication de Hr (W) dans Hp(F.) induite par linclusion
envoie isomorphiquement Hi (W, W) sur l'ensemble des multiples de la

classe d’FEuler équivariante e, du fibré normal négatif a F.

PREUVE: La paire (W, W, ) a méme cohomologie équivariante que la paire
(D, S.). Par I'isomorphisme de Thom en cohomologie équivariante on a:

c

* * i i *—)\é A
H7(De, Se) ~ @HT(D/\‘%S’\C )~ @HT (z¢)
i i
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Nous avons le diagramme commutatif suivant:

* —\ * " _
- HT(WQLaWc ) — HT(WQL) > T(W )

c

* * ~ *—Ai 3
H}(De, Sc) — Hrp(Fe) — EBHT (zz)
i

Ue,

~
~

x—AL, 4
@D Hr "(z0)
%

La classe €’ est un produit de poids de I’action en ', (voir lemme 2.3.2).
Aucun de ces poids n’est nul puisqu’ils sont A-primitifs. Dans tout les cas,
on en déduit que 'application — U e, est injective et, par conséquent, que 7,
est injective. []

Remarque: Si A est de caractéristique 0 le lemme 3.2.2 est vrai sans
I’hypothése de A-primitivité des poids. Il suffit, en fait que les points fixes
soient isolés.

Lemme 3.2.3 Avec les notations du lemme 3.2.2, soit v : Hyx(Vi N W) —
Hy(F N W;) Uhomomorphisme induit par Uinclusion. Alors, I’homomor-
phisme de Hp(W) dans Hp(F,) induit par Uinclusion envoie isomorphi-
quement kerr sur l’ensemble des multiples de la classe d’Euler équivariante
ec du fibré normal négatif a F.

PREUVE: Soit n € Hix(Vy N W ). Soit X; 'ensemble des composantes de
Vi N WS telles que z. € X;, pour I'un des z. € Fe, et f(X;) €] — oo,[
(composantes descendantes). Par le lemme 3.1.10, chaque X; est une 2-sphére
munie d'une ~y;-action, oil 7; est un poids en F,. L’inclusion z. C F, C W,
se factorise a travers tous les X; touchant x.. Pour chacun d’eux, on connait
l'image de H}.(X;) — Hj(z.) par le théoréme 2.4.1. Si n € kerr, il en
résulte que 7 restreinte & x, est un multiple d’un poids 7; en z.. Comme ces
v; sont deux-a-deux premiers entre-eux, la classe 7 restreinte & z. est aussi
un multiple de ez, = [] e; qui est la classe d’Euler du fibré normal négatif de
z¢. Cela prouve que ’homomorphisme de Hyp (W) dans Hy(F,) induit par
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'inclusion envoie ker  dans 1'ensemble H7 (pt) - ec, ol e, est la classe d’Euler
équivariante du fibré normal négatif a F,. D’autre part, H}(pt) - e est, par
le lemme 3.2.2, égale a I'image de H (W, W) — H (W) — Hi(F,).
Comme ce dernier homomorphisme se factorise a travers ker r, cela prouve
que Hj(pt) - ec est inclus dans I'image de kerr. []

PREUVE DU THEOREME 3.2.1 Soit ¢; < --- < ¢, 'ensemble des valeurs
critiques ordonnées. Soit W; : = f~!(—~o0,¢;) et F; = FNW;.

Pour démontrer la partie 1) du théoréme 3.2.1, on montre que p : Hj(W;) —
H7(F;) est injective pour tout ¢. Ceci se démontre par induction sur .
L’énoncé est vrai pour Wi = . On a que W5 est un disque, car f a un
unique minimum (V' étant connexe et les points critiques étant d’indice pair
par le lemme 3.1.9). Donc F; contient un seul point et H}.(Wy) ~ H}.(F3).

On suppose donc que p* : Hy.(W;) — H7(F;) est injectif et on va montrer
la méme chose pour i + 1 (avec 7 > 2). On a un diagramme commutatif

0 —— Hyp(Wip1, W;) — Hy(Wiy1) — Hp(W;)) —— 0

*

P;F+1 P;

0 0

Hi(Feiys

) —— Hy(Fiy1) — Hp(F)

Le lemme 3.2.2 nous donne les deux zéros aux extrémités de la premiére
ligne et le fait que la premiére fleche verticale (— U e, ,) est injective. La
suite inférieure est aussi exacte; ses zéros viennent de ce que F; C Fj41 sont
des ensembles discrets. Par hypothése d’induction, p; est injective. Par un
argument classique de chasse dans le diagramme, on en déduit que pj,; est
aussi injective. Cela démontre la partie 1) du théoréme 3.2.1.

La 2e partie du théoréme 3.2.1 se démontre également par récurrence sur
i. Pour 4 = 2, on utilise que la composition H}(W2) — Hp(Vi N W) —
H7(F>) est un isomorphisme.

Introduisons les notations:

= Ji+ =Image(Hp(Vi N W;) = Hp(F)).
- Jz'*—|—1,z' 1= Ima,ge(H}(Vl NWir, Vi nW;) — H}(FZ’_H,F,') ~ H%(Fc))

Comme l'image de p} : Hj(W;) — HJ.(F;) est contenue dans J;, on a un
diagramme commutatif
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0 — H;‘(Wz’—klaWi) — H;“(Wi—kl) — H%(WZ) - 0 (1)

b P L i '
0 — i — 1 — J - 0 (2)

La suite (1) est exacte par le lemme 3.2.2. Il est plus étonnant que la suite (2)
soit aussi exacte. En effet I'injectivité de J | ; = Ji° ;| est évidente, puisque
H3(Fiy1, F;) — Hp(Fjq1) est injective. La surjectivité de J ; — J; vient
de ce que p; est surjective par hypothése de récurrence. La composition
S = Ji1 — Ji est nulle car la suite (2) est une image de la suite
exacte de la paire (Vi N Wiy 1, Vi N W;). Enfin, soit € ker(J,; — J;). La
classe 7 est 'image de 7 € ker(H} (Vi N Wit1) — Hp(F;)). Par les lemmes
3.2.2 et 3.2.3, 'image de ker(H7 (Vi N W;y1) — H(F;)) dans H}(F;) est la
méme que celle de H} (W1, W;), ce qui prouve que 7 est dans 'image de
Jiv1i = Tl
On a déja dit que p] est surjective par hypothése de récurrence. La fléche
Piy1, est surjective par les lemmes 3.2.2 et 3.2.3 (en fait, J;'\; ; est Hy(pt)-ec).
Par chasse dans le diagramme, on en déduit que p; est surjective. []

3.3 Le théoréme GKM sur sur un anneau factoriel

Considérons une action hamiltonienne A-pure d’un tore 7" sur une variété
symplectique (connexe) M (A factoriel). Considérons le produit symmeétrique

FXF: =FxF—A/{(a,b) ~ (b,a)},

ol A est la diagonale. L’ensemble Fx F s'identifie 3 I’ensemble des double-
tons de F'. Etant donné le lemme 3.1.10, on peut définir le sous-ensemble
J C FXF par (a,b) € J ssi il existe une 2-sphére S{apy C V1 contenant a
et b. On notera Sgp pour désigner Sy, p}-

Soient Ty, la composante connexe de 1’élément neutre du stabilisateur
de Sgp- Le groupe Ty, est donc un tore de codimension 1 dans T' d’algébre
de Lie 4. Par le lemme 3.1.10, I’action de T se restreint & la sphére Sy
en une ygp-action (ot le poids vy € I';(T) est bien défini au signe prés et
['(Tap) = ker Yab-

L’anneau Hj(F;A) se décompose en @,cp H}(x;A). Appelons p, la
composante de z € H}.(F'). L'image du morphisme injectif de restriction
p:H(V;A) — H}(F; A) est décrite par le
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Théoréme 3.3.1 (Théoréme GKM) L’anneau H5(V;A) est isomorphe
a la sous-Hr.(pt; A)-algébre des p € Hy.(F'; A) tels que, pour tout (a,b) € J,
on ait

Po — Pa € Hr(pt) - Yab-

Ce théoréme a été démontré par M. Goresky, R. Kottwitz et R. Mac-
Pherson, dans un cadre plus général, mais pour A = R ([GKM, th. 7.2].

Une autre formulation du théoréme 3.3.1 est donnée dans le corollaire
3.3.2 ci-dessous. L'inclusion I'(Ty,) C I'(T') se dualise en resqp @ I (T) —
I (Typ) et on a un diagramme commutatif

Hj(pt; A) — S(TK(T))
IeS gp

Hy,, (pt; A) — S(TR(Twp))-
On définit 'application agp : Hr(F) — S(I'i (Twp)) par
aap(p) : = 1e8 4b(Pa) — T€S 05 (Ph)-

Corollaire 3.3.2 L’anneau H}(V;A) est isomorphe au sous-H7.(pt; A)-module
de H}.(F; A) défini par les équations

{p € H}(F;A) | ag(p) =0} (“Equations GKM”)

PREUVE DU THEOREME 3.3.1:
Soit X C J, on désigne par

*Vl(K:):Z U SwUF.
(a,b)eX

- EK): ={pe€ H}(F;A) | ag(p) =0V (a,b) € K}.

Par la partie 2) du théoréme du 1-squelette, il suffit de démontrer que l'image
de 6 : H}(V1) — Hi(F) est égale a E(J).

Pour montrer que l'image de ¢ est contenue dans E(J), soit n un élément
de H}.(V71). Si l'on restreint cet élément & une sphére Sy, C Vi, c’est une
conséquence directe du théoréme 2.4.3 que ag(n) = 0.

Pour montrer 'inclusion dans l'autre sens, on procéde par récurrence sur
le cardinal |K| de K. Le théoréme est banal si |K| = 0 et découle directement
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du théoréme 2.4.3 si |K| = 1. Pour effectuer le pas de récurrence, écrivons
K = K'U{ag,bp} C J. et supposons que H}(V1(K')) = E(K').
Considérons le diagramme commutatif suivant :

- —— Hp(Vi(K)) — Hp(Vi(K')) —— H7(Vi(K), Vi(K"))

0 ¢

Sl
Q

0 - B(K) - BIK) —Y H({a0, bo})/ E({ao,bo}) —— 0

ou % est induite par 'homomorphisme E(K') — H}.(F) — H}.({ao,bo}). La
suite horizontale inférieure est exacte par construction. Celle d’en haut est
la suite exacte de la paire (V1(K), V1 (K")).

L’homomorphisme §é est un isomorphisme pour la raison suivante. Par ex-
cision, on a H}(V1(K), Vi(K")) = H}(Sagbo- {a0,bo}). Par le théoréme 2.4.3,
on a une suite exacte courte

0— H;“(Saobo) - H%({“Oa bO}) - H;“(Saoboa {a‘OabO}) =0

et, d’autre part,

H;“(Saobo, {G‘Oa bO}) ~ Hf“({aoa bO})/E({G'Oa bO})

Par hypothése de récurrence, la fleche ¢’ est surjective. Par chasse dans
le diagramme, on en déduit que ¢ est surjective. []
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Chapitre 4

Cohomologie équivariante pour
les actions de 2-tores

Nous suivons, dans ce chapitre, le plan du chapitre 2.

4.1 L’anneau Hj, (pt; Zs)

Soit T5 un 2-tore (isomorphe a {+1}"). On désigne par Hom (715, Z2),
Iensemble des homomorphismes de groupe de T dans Zy = Z/2Z. La cor-
respondance Ty +— Hom (T%,Z2) est un foncteur contravariant en 7o, de
méme que T +—> H%z (pt;Zo).

Proposition 4.1.1 1l existe un isomorphisme de groupe
Hyj, (pt; Zs) =~ Hom (T, Zo)
qui est fonctoriel en Ts.
PREUVE: On a les isomorphismes
Hom (T, Zy) = [BTy, BZy] ~ H'(BTy; Zs). (4.1)
Le dernier isomorphisme utilise I'identification (unique & homotopie prés) de

BZg avec K(Za,1).
La fonctorialité est évidente, vu les constructions que ’on a utilisées. []

Choisissons une base {ui}izl,m,n de T3, comme 2-groupe abélien élémen-
taire. Notons u] les éléments de la base duale de Hom (T3, Z2). On sait que
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Vanneau H*(BTy;Zo) = Zoluj,. .. ,u}], ou les u; sont de degré 1. Intrinsé-
quement, cela signifie que H*(BTh;Zs) est isomorphe & ’algébre symétrique
S(HY(BTy;Z3)) = S(Hom (T, Zs)). On a ainsi montré:

Proposition 4.1.2 L’anneau HF, (pt;Zs) est fonctoriellement isomorphe a
Dalgébre symétrique S(Hom (1o, Zs)).

Remarque Lorsqu’on a choisi une base {u;}i=1,...n, de I', on peut se servir
*

dans les calculs de 'isomorphisme H*(BTy; Zo) = Zo[u3, . .., u] = Zolu1, ..., uy).

4.2 Classes caractéristiques équivariantes

Soit & : W —2 4 X un fibré vectoriel réel de rang n qui soit 7Ts-équivariant.
On vérifie que ETy x7, W — ET X7, X est un fibré vectoriel réel de méme
rang. Ce dernier fibré a donc une classe de Stiefel-Whitney (totale) dans
H*(ETy X1, X;7Z2) = H7,(X;7Z) que 'on appelle la classe de Stiefel- Whitney
équivariante de £, notée w?>(€) = 14w!? (€)+- - -4+ w (£). La composante de
plus haut degré w2 (¢) € Hi'(X; Zsy) est la classe d’Euler mod 2 équivariante
de ¢ et sera notée également e’2(¢).

Par exemple, soit v € Hom (7%, Z2). On lui associe une représentation
réelle de T» de degré 1, c’est-a-dire une action linéaire de 75 sur R. On
peut voir cela comme un fibré vectoriel réel Th-équivariant de rang 1 sur un
point, noté n(7). Sa classe de Stiefel-Whitney équivariante w”2(n(7y)) est un
élément de H7, (pt; Zz) qui, par la proposition 4.1.2 est isomorphe & I’algébre
symétrique S(Hom (7%, Z2)). Avec ces identifications, on a:

Proposition 4.2.1 w’2(n(y)) =1 +v. En particulier, e’ (n(vy)) = 7.

PREUVE: La démonstration est complétement analogue a celle de la propo-
sition 2.3.1.

comme cas particulier, soit V un espace vectoriel réel de dimension r sur
lequel 75 agit linéairement, via un homomorphisme v : 75 — O,. Comme
ci-dessus, cela donne un fibré réel de rang r équivariant sur un point. La
représentation v se décompose en somme directe de représentations V; de
rang 1, correspondant & des poids 71, ...,7, € Hom (1%, Zs). La proposition
ci-dessous se démontre comme la proposition 2.3.2.

r

Proposition 4.2.2 w2(n(v)) = H(l + 7). En particulier, e'2(n(y) =

, =1
Hz':1 Yi-
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4.3 Actions sur S!
Considérons S comme
S': ={zeC||z| =1}

Le groupe {+1} agit naturellement par conjugaison sur S*, avec les deux “p6-
les” p+ : = (0,+£1) comme points fixes. Soit T» un 2-tore et v € Hom (T, Z>)
non-nul. L’élément y détermine une action de T sur S' ayant les poles p4
comme points fixes. On a le théoréme suivant:

Théoréme 4.3.1 L’homomorphisme de Hr, (pt; Z2)-algebre
Hﬂ (Sl; Zy) — H%Q (p_;ZQ)GBH}2 (p+3;Z2) = S(Hom (15, Z2))®S(Hom (1, Zs))

induit par Vinclusion {p_,p.} C S' est injectif et son image est la sous-
H7, (pt; Zo)-algebre de S(Hom (T3, Z9))®S(Hom (T3, Z2)) engendrée par (1,1)
et (0,7).

PREUVE: Ce théoréme se démontre essentiellement comme le théoréme 2.4.1.
SiDy: =S'—{p }et D : =S8'—{p,},les espaces (ETe X1, S*, ETy X,
D) donnent lieu a une suite de Mayer-Vietoris. L’intersection Dy N D_ a
le type d’homotopie équivariant de SO sur lequel T} agit par s -z = y(s)z.
Comme 7y # 0, cette action est transitive. Le groupe d’isotropie d’un élément
de SY est alors isomorphe & un sous-2-tore 7" de Tb. Par le lemme 2.4.2, on
a Hj, (S%,Zy) = H*(BT'; Zs). La suite de Mayer-Vietoris se coupe en suites
exactes courtes:

0 — Hj, (S Zo) — Hi, (p—; Zo) ® Hy(py;Zo) — H*(BT'; Zs) — 0.

En effet, 'homomorphisme H7, (p ;Zz) = H*(BTy;Zo) — H*(BT';Zy)
est surjectif. On en déduit l'injectivité de Hi(Sl;ZQ) — H}, (p—;Z2) ®
Hi, (p+3Z2).

La fin de la démonstration est identique & ce qui s’est fait dans la preuve
du théoréme 2.4.1. []

Le théoréme 4.3.1 nous permet de donner, dans le théoréme 4.3.2 ci-apres
(méme dans le cas oil 7y est nul), une présentation de Hx(S';Zsy). Observons
que le fibré ET5 x1, S ' — BT, de fibre S' donne un homomorphisme
d’anneau ¢* : Hj, (8';Zy) — H*(S';Zs) (induit par D'inclusion de la fibre
dans l’espace total).
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Théoréme 4.3.2 L’anneau Hj, (S'; Zs) est isomorphe a la S(Hom (Ts, Zy))-
algébre libre de base a (0w a est de degré 1) quotientée par l’idéal engendré
par a®> — v ® a. L’image de a par i* est le générateur de H'(S';Zy) .

PREUVE: Si~y =0, I’action de T sur S' est triviale et on a ETy X7, S* &~
BT, x S*. Donc

H}, (S Zo) ~ H*(BTy; Zo)[a]/ (a?).

Siy # 0, le théoréme 4.3.2 est un corollaire du théoréme 4.3.1. En effet, dans
S(73,(T2)) x S(7z,(T2)), on a (0,7)* = (v,7) - (0,7). [
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Chapitre 5

Actions hamiltoniennes avec
conjugalson

5.1 Définitions

Soit (V,w) une variété symplectique munie d’une action hamiltonienne
d’un tore T', d’application moment y : V' — t*. On appelle conjugaison sur
V (adaptée a l'action de T') la donnée d’une involution 7 qui posséde les
deux propriétés suivantes:

1. 7 est antisymplectique, c’est-a-dire w(7*(X),7(Y)) = —w(X,Y)

2. 7 anticommute avec l'action de T, c’est-a-dire g - (7(w)) = 7(g7! - w).
On a donc une action du produit semi-direct 7' x {£1} sur V, ou {£1}
agit sur 71" par passage a l'inverse.

Proposition 5.1.1 Soit 7 : V — V une involution avec au moins un point
fize. Alors, T est adaptée a l’action hamiltonienne de T sur V si et seule-
ment si elle est antisymplectique et si l'application moment est T-invariante :

fioT = fu.

PREUVE: On voit tout de suite que 7(g-7(w)) = ¢g7'-w V g € T est
équivalent a

=6 VEE (5.1)

Supposons que (5.1) est vraie. Alors

—dpe(Y) = w(EY) = —w(r,n.Y) = w(EnY) = ~due(r.Y).
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On en déduit que dug(Y') = dug(7.Y) pour tout champ de vecteur Y, ce
qui implique que pg = preoT + Cte. Comme il existe au moins un point fixe
la constante ne peut étre que nulle. L’équivalence dans 1’autre sens est est
obtenue en renversant les implications (et, en fait, n’utilise pas l'existence
d’un point fixe). []

On désigne par V' I'ensemble des points fixes de 7. On appelle V' la
partie réelle de V' (pour la conjugaison 7). Comme 'involution 7 est anti-
symplectique, V' est une variété lagrangienne. La restriction & V' de I’appli-
cation moment ¢ a été étudiée par Duistermaat [Du, th. 2.5]:

Théoréme 5.1.2 (Duistermaat) Soit 7 : V — V une involution avec au
moins un point fize. Alors, pour tout & € t, l’application pg |y est une fonc-

tion de Bott-Morse sur V' avec méme image que fi.

Soit T5 le sous-groupe des éléments d’ordre 2 de T, qui est isomorphe au
2-groupe élémentaire {+1}".

Lemme 5.1.3 L’action de T sur V se restreint en une action de Ty sur V'.
PREUVE: Soitg€Thetz € V'. Alors 7(g-2) =g ' -7(z) =g~ ' -2 =g-x,
donc g - = appartient a V'. []

Soit z un point de V' qui soit fixe pour I'action de T'. L’espace tangent
T,V se décompose somme directe de sous-espaces propres de poids y; : —
S'. De méme, Iespace tangent T,V' se décompose, pour action de Tb,
en somme directe de sous-espaces propres de poids v, : Tb — {x1}. Vu
I’équation g - (1(w)) = 7(¢g~ ! - w), la seconde décomposition est la trace de
la premiére et

Lemme 5.1.4 ~;] est la restriction de v; a Ty. []

Proposition 5.1.5 Appellons V; C V' l’ensemble des points dont le stabili-
sateur par laction de Ty est de codimension au plus i. Si l'action de T est
Zo-pure, alors V] =V;NV".

PREUVE: L’inclusion V; NV’ C V; est banale. Pour montrer 'autre inclu-
sion, soit € V;. Si £ € t est générique, la fonction g est une fonction de
Morse invariante dont l’ensemble des points critiques est F' (lemme 3.1.9).
En poussant x par le flot du gradient de p¢, on peut 'amener arbitrairement
prés d’un point fixe y de I'action de T'. Ceci peut se faire en restant dans V’,
puisque le flot du gradient de g laisse V' invariant, par la 7-invariance de p
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vue & la proposition 5.1.1. Autour de y, par le théoréme de Darboux équiva-
riant, ’action de T est conjuguée & l’action linéaire sur T, V. On supposera
donc que V est un espace vectoriel, y = 0 et V’ un sous-espace de V.

L’espace V se décompose en une somme directe de sous-espaces propres
Wied---eW,.Onaz =z1+---+x, ou x; € W;. Notons T'(z) le stabilisateur
de zdans T. Alors T'(z) = T'(z1)N---NT(zy,) et To(z) = To(z1)N---NTo(zy).
Il reste & démontrer que T'(z;) Ty = Ty(z;). Comme l'inclusion T'(x;) NTy C
Ts(x;) est vérifice, la codimension de T(x;) est au plus 1 et il suffit de voir
que T n’agit pas trivialement sur W] = W; N V'. Mais, par le lemme 5.1.4,
cette action est donnée par le poids v} qui est non-nul puisque I’action est
Zo-pure. []

REMARQUE : Par le lemme 3.1.10, V7 est un graphe de cercles sur chacun
desquels T5 agit en laissant fixe 2 points.

Proposition 5.1.6 Soit (V,w) une variété symplectique munie d’une action
hamiltonienne Zo-pure d’un tore T et d’une conjugaison T adaptée. Alors

FcVv.

PREUVE: On va d’abord montrer qu’il existe au moins un point fixe de T
dans V'. En effet soit ¢ € ¢ un élément générique. On vu au lemme 3.1.9 que
les points critiques de la fonction de Morse p¢ sont précisément les points
fixes de T'. Soit ¢ une valeur extrémale de p¢. Comme par le théoréme de
Duistermaat 5.1.2 I'image de V' par . est la méme que celle de V, il existe
z € V' avec p¢(x) = c. C’est un extremum de g donc un point fixe de 7'.

Prenons maintenant un point ¢ € V' fixé par T. Soit S 'une des 2-
sphéres élémentaires constituant le 1-squelette de V' (voir lemme 3.1.10).
Nous allons voir que b € V'. Rappelons que S, est une sous-variété sym-
plectique de V, que l'action de T' y est hamiltonienne et son moment est
u restreinte & Sg (lemme 3.1.10). La conjugaison 7 de V' donne une conju-
gaison sur Sg telle que Siy = S NV’ est non-vide. Regardons p définie
comme avant mais restreinte & Sg,. Par le lemme 3.1.10, elle posséde deux
valeurs critiques extremales: p¢(c) et pe(b). Toujours par le théoréme 5.1.2,
on sait qu’il existe un point de S}, dont 'image est (). Ce dernier, étant
extrémal de pu¢|s,,, ne peut qu’étre égal a b. Donc b € V.

On peut procéder ainsi pour toutes les sphéres S, puis recommencer
pour chacun des points obtenus. Comme le 1-squelette est connexe (Lemme
3.1.10), on a démontré que tous les points fixes de T' appartiennent a V'. []

Les propositions 5.1.5 et 5.1.6 impliquent directement le

Corollaire 5.1.7 F' = F.
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5.2 Le théoréme du 1-squelette pour la partie réelle

Théoréme 5.2.1 Soit V une variété symplectique compacte munie d’une
action hamiltonienne Zo-pure d’un tore T et T une conjugaison sur'V , adap-
tée a la T-action. Alors

1. Le morphisme p' : H}, (V',Zy) — Hy, (F', Zo) induit par Uinclusion de
F' dans V' est une injection.

2. Le morphisme &' : Hy, (V{, Zo) — Hr,(F', Zso) induit par inclusion de
F' dans V| a méme image que p.

PrREUVE: L’organisation paralléle des chapitres 2 et 4 de méme que la fagon
dont est présentée la preuve du théoréme 3.2.1 font que que cette derniére dé-
monstration, & ’aide des résultats du §5.1, se transcrit littéralement modulo
2 et donne une preuve du théoréme 5.2.1.

5.3 Le théoréme GKM pour les parties réelles

Considérons une action hamiltonienne Zo-pure d’un tore 7" sur une variété
symplectique V' munie une conjugaison adaptée 7. On utilise les notations
Sabs Tap, €tc, (a,b) € FXF du §3.3. Rappelons que F' = F (corollaire 5.1.7).

Soient Ty, C Tb le stabilisateur de S, NV’ pour I'action de T restreinte &
V'. Le groupe Ty est donc un sous-groupe dans Ty qui est de codimension 1
comme espace vectoriel sur Zs. L’action de T se restreint au cercle Sg NV’
en une ygp-action (ou le poids 7, € Hom (T, Z2) est bien défini (car on est
dans un anneau de caractéristique 2) et Hom (Typ, Zo) = ker y4p-

L’anneau Hr, (F';Zg) se décompose en @, Hr, (7;Z2). Appelons p,
la composante de = € Hy, (F').

Théoréme 5.3.1 (Théoréme GKM pour la partie réelle) L’anneau Hy,(V';Zo)
est isomorphe a la sous-H7, (pt; Zo)-algebre des p € Hy, (F; Zo) tels que, pour
tout (a,b) € J, on ait

Py — Pa € Hr, (pt) - Yap-

Une autre formulation du théoréme 5.3.1 est donnée dans le corollaire
3.3.2 ci-dessous.

L’inclusion Ty, C To se dualise en res 5 : Hom (T, Zo) — Hom (T, Z2)
et on a un diagramme commutatif
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Hj, (pt; Zs) — S(Hom (Ty, Zs))
Ies gp

Hj,, (pt; Z2) — S(Hom (Top, Zo)).
On définit 'application agp : Hp, (F') — S(Hom (Tyy, Zso)) par

aab(p) P =TS qp (pa) —res ab(pb)'

Corollaire 5.3.2 (Equations GKM pour la partie réelle) L’anneau Hr, (V'; Zo)
est isomorphe au sous-H7, (pt; Zg)-module de Hf, (F'; Zo) défini par les équa-
tions

{p € H},(F';Z2) | cap(p) = 0}.

PREUVE: La démonstration du théoréme 5.3.1 et du corollaire 5.3.2 sont les
transcription modulo 2 de celles du § 3.3.

5.4 Le théoréme du Z-isomorphisme
Nous allons construire un isomorphisme canonique
j + H(pt, Zo) —= Hr, (pt, Zo)

de la maniére suivante: HZ.(pt) s’identifie a Hom(T,S') et Hy, (pt,Z2) &
Hom(T%,Z5). On prend pour j(+y) la restriction de y & T (le sous-groupe de 2-
torsion de 7). L’homomorphisme j est un isomorphisme entre H2 (pt) ® Zo ~
H3.(pt, 7o) et Hy, (pt,Z3). 11 s’é¢tend en un isomorphisme d’anneau entre
H%* (pt,Z2) et Hi, (pt,Z2) que 'on va noter encore j. Remarquons que des
éléments homogénes de degré 2d sont envoyés sur des éléments homogénes
de degré d.

Théoréme 5.4.1 (Théoréme du Zs-isomorphisme) Soit V une variété
symplectique compacte munie d’une action hamiltonienne Zo-pure d’un tore
T et d’une conjugaison adaptée a l'action de T. Alors, il existe un isomor-
phisme d’anneau entre H2*(V,Zs) et Hf, (V',Zs), divisant les degrés par 2,
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tel que le diagramme suivant commute:

H3 (pt, Zo) — H7*(V, Zs)

H;“z (pta ZQ) - H;g (Vla ZQ)

PREUVE: Par le corollaire 5.1.7, 'ensemble F' des points fixes de l'action
de T sur V est identique & l’ensemble F' des points fixes de T, sur V'.
Considérons le diagramme suivant:

HZ (V,Zy) 2> HZ (F, Z,)

JF
!

HE (V' Z0) Lo H,(F, o)

ol jp: = @ j- Nous allons montrer que jpop et p' ont méme image.
F
Le théoréme du Zs-isomorphisme découlera alors du fait que p et p’ sont

injectives (théorémes 3.2.1 et 5.2.1).

Comme im p(') — im 0() par les théorémes du 1-squelette, il suffit de voir
que im jpod = imd’. Notons ), = 0 I’équation associée a (a,b) € J' sur
Hp,(F'). On a ag = al o j pour tout (a,b) € J, car j(va(Z2)) = vip(Z2)
ol 7., (Z2) est la classe d’Euler mod 2 de S, N V'. Ceci implique que im ¢’ ~
Jro(imd). []
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Chapitre 6

Exemples et applications

6.1 Cohomologie non-équivariante

Considérons une action continue d’un groupe G sur un espace V. La
construction de Borel fournit une fibration de Serre

V - EG xqgV — BG. (6.1)

L’action de G sur H*(V') se factorise en une action de my(G). C’est cette
méme action qui intervient comme action de m (BG) = 7o(G) sur H*(V)
dans la fibration (6.1).

Définition 6.1.1 On dit qu’une action continue d’un groupe G sur un es-
pace V est cohomologiquement formelle (pour un anneau de coefficients A),
si 'action de mo(G) sur H*(V; A) est triviale et si la suite spectrale de Leray-
Serre
EF' = HP(BG; H1(V;A)) = HP YV xg EG;A)

de la fibration (6.1) est degénérée (c’est-a-dire EX? = EP4 ). (Une action
cohomologiquement formelle s’appelle en anglais “equivariantly formal”; la
terminologie “totally non-homologous to zero” est aussi utilisée).

Le fait qu’une action soit cohomologiquement formelle permet de décrire
I’homomorphisme H7(V;A) — H*(V; A). Remarquons que ce dernier se fac-
torise par Hj(V;A)® H3.(pt;0) A, 1e produit tensoriel utilisant I’épimorphisme
d’anneaux Hi(pt,A) — HY(pt, A) = A.

Proposition 6.1.2 Supposons qu’un groupe G agisse sur un espace V de
maniére cohomologiquement formelle pour un anneau de coefficients A qui
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est principal. Supposons que l'une des deur conditions suivantes au moins
soit réalisée

1. HYV;A) est un A-module libre de type fini pour tout g > 0.
2. HP(BG;A) est un A-module libre de type fini pour tout p > 0.
Alors, H*(V;A) = Hi (V5 A) @pz pin) A

PREUVE: Comme 71(BG) agit trivialement sur H*(V;A), le terme E5 de
la suite spectrale de Leray-Serre de la fibration V' — EG xg V — BG est
EY? = HP(BG; HY(V;A)). Les hypothéses 1) ou 2) impliquent, par [Se, §10,
proposition 8|, que

E3* = HP(BG; HY(V;A)) = HP(BG; A) ® HY(V; A)), (6:2)

ce dernier isomorphisme étant un isomorphisme d’anneau. Comme la suite
spectrale dégénére au terme FEo, I'homomorphisme

H*(EG xg V;A) —» H*(V;A) (6.3)
est surjectif. Soient
I: =®,50HP(BG;A) , E5* : =@, ,EY |, B3t =@,( D0 EYY).

Le groupe gradué I est un idéal de H*(BG;A) = H(pt; A) et est le noyau
de I'homomorphisme H{(pt; A) — H*(pt; A). Par I'isomorphisme d’anneau
(6.2), on a E3T = I- E3*. 1l s’en suit que le noyau de I’épimorphisme (6.3)
est I-H*(EG xgV;A) =1-HEH(V;A). Or, ce dernier HE (pt; A)-module est
exactement le noyau de Hj(V;A) — H5(V;A) ®mz.(pt;A) A- 0

Nous allons maintenant vérifier que les actions des chapitres précédents
sont cohomologiquement formelles.

Proposition 6.1.3 Soit V' une variété symplectique munie d’une action ha-
miltonienne d’un tore T et A un anneau tel que laction soit A-pure. Alors
l’action est cohomologiquement formelle.

PREUVE: Le groupe T étant connexe, 'hypothése sur la trivialité de 'action
de mo(T') sur la cohomologie de V' est banalement vérifiée. La cohomologie
(non-equivariante) de V' est nulle en degré impair puisque V admet une
fonction de Morse avec seulement des points d’indece pairs [Au, §1I1.1]. Ceci
qui implique que la suite spectrale de Leray-Serre est dégénére au terme
Es. []
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Proposition 6.1.4 Soit V une variété symplectique munie d’une action ha-
miltonienne Zo-pure d’un tore T. Supposons qu’il existe une conjugaison sur
V adaptée a l'action de T. Alors laction de Ty sur la partie réelle V' de V
est cohomologiquement formelle pour 'anneau de coefficients Zo.

PREUVE: Soit £ € ¢ un élément générique. Soit f : = pg qui, comme l’action
est Zo-pure, est une fonction de Morse parfaite pour V' avec I’ensemble des
points fixes F' comme ensemble de points critiques (lemme 3.1.9). Par [Du,
lemme 2.1 et théoréme 2.2|, la restriction de f & V' est aussi une fonction
de Morse parfaite (pour la cohomologie a coefficients dans Zs), avec, pour
ensemble de points critiques, F' = F. On en déduit que

dim H*(V'; Zy) = dim H*(F'; Zs).

Par [AP, Th. 3.10.4] on en déduit que l'action de T, sur V' est cohomologi-
quement formelle pour ’anneau de coefficients Zs. []

Théoréme 6.1.5 Soit V une variété symplectigue munie d’une action ha-
miltonienne Zo-pure d’un tore T'. Supposons de plus qu’il existe une conjugai-
son sur'V adaptée a l'action de T'. Alors, il existe un isomorphisme d’anneau
entre H**(V;Zo) et H*(V';Z3), divisant les degrés par 2.

PREUVE: Par le théoréme du Zo-isomorphisme 5.4.1, on a un isomorphisme
d’algebres H2(V; Zs) = H,(V';Zs) divisant les degrés par 2, au dessus
de I'isomorphisme de Zg-algebres j : H7*(pt; Zg) — Hy, (pt; Zs). Soit I
I'idéal de H2*(pt;Zs) engendré par Ha(pt;Zs) et I l'idéal de H, (pt; Zo)
engendré par H%2 (pt; Z3). Considérons le diagramme

0 ——— I-HF' (V3 Zy) — H7"(V;Z2) — Hi* (V3 Z2) ® e pryzq) L2 — 0

jasd

0 —— I-H}, (V';Z9) — Hy, (V!5 Zo) — Hi, (V' Zo) Dy, (priz) Zo — 0
(6.4)
ou les suites horizontales sont exactes. Comme l’isomorphisme vertical du
centre est au dessus de 'isomorphisme j, le diagramme (6.4) est commutatif
et la fleche verticale de gauche est un isomorphisme, On en déduit que la
fleche verticale de droite est un isomorphisme. Ce dernier apparait dans le
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diagramme commutatif

H%*(V, ZQ) ®H%* (pt;Zo) Z2 — H2*(V, ZQ)
= (6.5)

Hi, (V!5 Z2) ®my, (o) L2 — H*(V'; Zy)

Comme, par les propositions 6.1.3 et 6.1.4, les actions sont cohomologique-
ment formelles, les deux fléches horizontales sont des isomorphismes par la
proposition 6.1.2. On en déduit que la fleche verticale de droite dans le dia-
gramme (6.5) est un isomorphisme d’anneaux. []

6.2 Variétés toriques complexes et réelles

Une variété torique est une variété symplectique compacte de dimension
2n munie d’une action hamiltonienne effective d’un tore de dimension n. Les
variétés toriques sont un example important d’actions hamiltoniennes et nous
allons voir qu’elles sont Z-pures. Commencons par rappeler la caractérisation
de Delzant du polytope moment d’une variété torique.

Définition 6.2.1 Un polytope convexe P de dimension n dans R" est dit
réqulier si exactement n arétes se rejoignent en chaques sommets. Un poly-
tope régulier est un polytope de Delzant si, en chaque sommet s, il existe une
base e1,...,e, de Z" telle que chaque aréte partant de s soit dans un rayon
de direction e;.

Le théoréme principal de la théorie est le suivant, démontré par T. Del-
zant [De, th. 2.1]:

Théoréme 6.2.2 (Théoréme de Delzant) Soit P un polytope de Delzant
de dimension n. Il existe alors une variété torigue Vp de dimension 2n telle
que le polytope moment de cette action soit P. Si Vp et Vp sont deuz telles
variétés il existe un simplectomorphisme équivariant entre Vp et Vp.

PREUVE: Pour fixer les notations que nous utiliserons par la suite, nous
résumons ci-dessous la preuve de existence de Vp due & Guillemin [Gu,
Appendix 1].

Pour chaque facette (face de codimension 1) f; du polytope I'hyperplan
la contenant peut étre défini par une équation du type: (z,u;) = A;. Nos

40



conditions font que 'on peut supposer que u; est un élément primitif de Z™
qui pointe & lintérieur de P (on appelle u; la normale primitive a f;). Le
polytope P est ainsi 'intersection des demi-espaces définis par les inégalités:
(z,u;) > Ai i =1,...,m o m est le nombre des facettes de P.

Il existe un moyen simple de calculer les vecteurs normaux u; & partir
des vecteurs e; défini dans 6.2.1. Soit s un sommet de P, A la matrice n X n
dont les colonnes sont les e; correspondant aux arétes partant de s et soit B
la matrice n X n dont les lignes sont les u; correspondant aux faces qui se
rencontrent en s. On suppose de plus que les u; et e; soit ordonnés de telle
facon que u; est normal & la facette qui ne contient pas e;. Alors

BA=1. (6.6)

En effet u; - e; = 0 Vi # j car e; est contenu dans toutes les facettes sauf
une et u; - ¢; > 0 par la convention sur les directions . Donc BA = D ou
D est une matrice diagonale. Mais par hypothése les e¢; forment une base de
Z" donc il existe une matrice A~! telle que AA~! = I. Les colonnes de A~!
sont des multiples positifs des colonnes de B. Comme par hypothése les u;
sont des vecteurs primitifs, on a bien A~! = B.

Soit 1, ...,z la base canonique de R™. Soit 8 : R™ — R” ’application
envoyant e; sur u;. Elle est surjective, sinon P serait contenu dans un sous-
espace propre de R". Cette application peut étre étendue de facon naturelle
en une application de C™ dans C". Celle-ci envoye 2i7wZ™ sur 2iwZ". On
peut passer au quotient et on obtient un morphisme surjectif:

ﬁ@:T&ni—)Tg

ol Té est le tore complexe, défini comme le quotient de ¢ par 2i7Z7. On
obtient une suite exacte:

1—N—TI" —T¢ —1 (6.7)
ol N est le noyau de fc. Il existe une action naturelle p de T{"* sur C™
définie comme suit:

p(tla e atm) ) ('Tla T 7$M) = (t1$1, Tt 7tm$n) (68)

Cette action se restreint en une action de N. La variété Vp que nous voulons
construire sera le quotient d’un ouvert dense de C* par N.

Nous allons commencer par décrire les orbites de T. Soit I un sous-
ensemble de {1, -+, m}. Nous 'appellerons un multi-indice. Soit CJ* = {(z1,++,zm) €
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C™ | z; = 0 si et seulement si i € I'}. On voit immeédiatement que l’ensemble
des Cf* VI est I'ensemble des orbites de I’action T sur C™.
Soit maintenant f une des faces du polytope P. Elle est décrite par une
famille d’égalités :(z, u;) = A; Vi € I ou I est un multi-indice. On peut définir
7 = CJ" ou I est le multi-indice correspondant a f.
Soit 3
= U o

f
face de P

L’action de N restreinte & Vp conserve cette décomposition et est libre. On
peut donc définir: Vp = Vp /N. Par la suite exacte 6.7 l'action de T™ sur
Vp se quotiente en une action de T¢%. Appellons T, le sous-groupe compact
maximal de T¢. On trouve dans [Gu, Appendix I| la démonstration de la
proposition suivante:

Proposition 6.2.3 La variété Vp est compacte. Il existe une forme symplec-
tique unique sur Vp compatible avec sa structure complexe telle que 'action
de T™ soit hamiltonienne et l’image de ’application moment soit P.

On va maintenant vérifier que l'action de T™ sur Vp est Z-pure. Re-
marquons tout d’abord que que les orbites de I’action de T¢* sur Vp sont les
quotients (C:f” /N. Calculons maintenant le stabilisateur de chaque orbite. Soit
s un des sommet du polytope et I le multi-indice correspondant. L’applica-
tion 3 restreinte a RT est inversible car les u; ¢ € I forment par hypothése
une base de R” sur Z. Elle est également inversible lorsqu’elle est restreinte
aux éléments entiers de R}’ (Z™). En passant au quotient on voit que ¢ est
inversible sur Té’fl—. On peut donc construire une section de S¢ que nous no-
terons S telle que S(u;) = e;. Prenons une face quelconque f de P contenant
s, son multi-indice sera noté J (J C I). Par la suite exacte 6.7: NNTE = 0,
ainsi le stabilisateur de (C;c” /N par l'action de T sur Vp est identique au
stabilisateur de (C;c” par 'action de 7™ induite par S. On voit qu’il est égal
a TEJ— =T¢ C TEI—. Ainsi le 1-squelette de Vp est constitué de 'union des
(C;c” /N pour chaque f sommet ou aréte de P. Supposons maintenant que f
soit une aréte. Regardons plus précisément 1’action de 7™ sur la composante
de Vp correspondant & f:

pt) - (z1, -+, Zm) = (Sl(t)lmla T aS,(tm)mmm)
<ol S(ti)isiieJ
Ous(tl)l_{ 1siig¢J
ou S(t); est la i-éme coordonnées de S(t). L'action est triviale sur toutes
les coordonnées de C}' sauf sur k tel que {k} = I — J. Son poids est
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(S(e1)k, -, S(em)k)-

En conséquence les poids sont précisément les vecteurs e; défini en 6.2.1.
Ils forment par définition une base de Z". Ainsi les variétés toriques vérifient
bien la condition GKM.

Il reste & définir une conjugaison naturelle sur Vp. Soit 7 la conjugaison
complexe sur C™ . Elle commute avec ’action de T{* définie par 6.8 et passe
donc au quotient par N. L’involution induite sur Vp (que nous nommerons
également 7) est anti-holomorphe pour sa structure complexe naturelle, donc
anti-symplectique, car la forme symplectique est compatible avec la structure
complexe par le théoréme 6.2.3. Il reste a voir que 7 anti-commute avec
I’action de T'. Cela vient du fait que 7 anti-commute avec T¢%* sur C™.

Nous allons maintenant appliquer les théorémes 3.3.2 et 5.3.2 au calcul
de la cohomologie des variétés toriques et de leur partie réelle.

Théoréme 6.2.4 Soit Vp la variété torigue associée a un polytope de Del-
zant P. Soit A un anneau commutatif a factoriel. Alors, on peut construire
un isomorphisme :

'YA[fl,,fm,.’L'l,,mn]/IHH;(VP,A) (69)

ot {f1, -, fm} est Uensemble des facettes de P et Hy.(Vp; A) est vu comme
une algebre sur Hy.(pt; A) = Az, -+, zy,] avec y(fi) de degré 2 et I est l'ideal
engendré par deuz types d’éléments:

2. xj— Yt ufi pour 1 < j<mn
ot {u;;} est la normale primitive de f;.

Pour démontrer le théoréme 6.2.4 nous allons d’abord définir la classe
v(f) associée a chaque facette f. Pour alléger les notations, nous sous-
entenderons que tous les anneaux de cohomologie sont & coefficients dans
A. Quelques définitions sont nécessaires.

Définition 6.2.5 Soit f une face de P. Nous noterons H7.(f) ’algebre
HT(C} /N).

Si Ky est le stabilisateur de C}'/N pour l'action de T' alors CF'/N est
isomorphe & T/K; x (R*)"™%, oi i est la dimension de f. Ainsi H}(f) =
H(T/K;) = Hy, (pt) = A[K3].

Définition 6.2.6 Si 'on se donne deux faces, fi1 et fo, de P telles que
f1 C fe, alors Ky, C Kj,. Par conséquent il existe une application, notée
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resf f,, de Hy(f1) & Hi(f2) qui est iduite par I'application naturelle de
T/Ky, a T/Ky, .(Remarque: Dans le cas ou fi est un sommet et fo une aréte
I'application resy, f, est équivalente & celle définie & la section 3.3.)

Remarque 6.2.7 Si 'on se donne f; C fo C f3 trois faces de P, on a
Pégalité suivante resy, r, = resyg f, 0TESY, 5.

Définition 6.2.8 Soit f une face de P de codimension ¢. L’espace C7' /N est
formé de points fixes pour 'action de K. Nous appellerons poids associés
@ la face f les poids pour I'action de Ky sur le fibré normal & (C}”/N. Le
nombre de ces poids est la dimension de f.

Proposition 6.2.9 Soit f une face de P et f' une facette contenant f. Alors
il existe un unique poids associé a f, noté ey yr, tel que resy p(e) # 0.

PREUVE: Si e est un poids associé & f, alors resy (e) est soit nul (si e
appartient & f'), soit un poids de f’. Il suffit de voir que si deux poids e et ¢’
de f satisfont a resy g (e) = resy p(e’) # 0, alors e = €'. Mais, sinon, ¢/ —e
serait dans kerresy ¢ qui est engendré par les poids appartenant & f'. Ceci
contredirait le fait que les poids de f forment une base de H;.(f). []

Remarque 6.2.10 Par la proposition précédente et la remarque 6.2.7 on a
I'égalité suivante: resg f(es pr) = ef,pr = resg f(es ;) o s et s’ sont deux
sommets dans une face f qui est contenue elle-méme dans une facette f’.

Preuve du théoréme 6.2.4: Soit f une facette de P. On définit y(f) €
HZ(F) comme la classe telle que, pour tout sommet s de P, y(f)(s) = e s
si s € f, 0 sinon, ou ez est le seul poids en s qui ne soit pas contenu
dans f. La remarque qui suit la proposition précédente nous dit que si f’
est une aréte de P contenue dans f et si,sy deux sommets de f’ alors
ress pr(€sy,f) = ress f/(€s,,r). Comme conséquence (f) est une solution des
équations GKM. Ainsi elle décrit une unique classe de H%(Vp) que nous
noterons également y(f).

Nous avons défini ’application v pour chaque variable f et pour chaque
x; : y(z;) valant x; en chaque sommet s € F. Il faut vérifier que leurs images
satisfont aux relations 1) et 2).

Les relations de type 1 viennent du fait que les classes y(f) sont nulles
en chaque sommet qui n’est pas contenu dans f. Les relations de type 2 sont
tout simplement une réécriture de la formule (6.6).

Ainsi on peut définir v globalement en ’étendant A-linairement. Il reste &
voir que  est un isomorphisme. D’abord, on peut éliminer de la présentation
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chaque z; en éliminant la relation de type 2 correspondante (en fait ces
relations servaient seulement & donner la structure de H7(pt)-module; pour
démontrer la bijectivité de 7, on ne se servira que de la structure d’anneau).

Appelons S 'ensemble des fonctions de {1,---,m} dans Nyg. Soit S € S.
On définit

— la face fg: = ﬂ fi-
}

i€{1,---,m
S(1)#0
-5 = H fiS(i), élément de 'anneau A[f1,..., fm]-
iE{l,---,m}
—efs 1 = H ei(;z € Hj(pt), ou ey, est défini comme nul si
ie{lv"'ym}
< fi

On commence par démontrer que 7y est injective. Soit p € A[f1,- -, fm]
avec y(p) = 0. Si s un sommet de P, alors p(s) est un polynéme dans les
variables eg f,,+ -, €5 f, o0 {f1,+-+, fn} est 'ensemble des facettes contenant
s. Par hypothese, les e5 f,, -+ -, €5 1, forment une base de A[z,- -, z,] et sont

donc algébriquement indépendants. Ainsi p(s) = 0, cela pour tout sommet
s. Cela signifie que pour tout monéme f apparaissant dans p, fg = . Dans
ce cas p appartient & l'idéal I.

Il reste & démontrer que 7y est surjective. Soit ¢ une classe homogéne de
degré d de H}(Vp). Soit s un sommet de P. L’élément c(s) de A[t*] peut
étre vu comme un polynome en les {e, f,, -, €5, }, c'est-a-dire:

n
0(5) = Z as 5€s. S

Ses

ot {fi, -+, fn} est U'ensemble des faces de P contenant s. Les coefficients
as s € A satisfont a la propriété suivante.

Lemme 6.2.11 Soit s et s' deur sommets de P et soit S € S. Supposons
que as s et ag g sont tout deur non nuls. Alors ils sont égau.

PREUVE: On a par hypothése que s et s’ sont dans fs. Par la proposition
6.2.9, on a

ress,fs(c(s)) = Ysesas,s€fs,s
= ZSES G/S/’Sefs,s = lresslafs (C(sl))' |:|
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Pour terminer la preuve de la surjectivité de vy, considérons le polynome p;
dans A[f1,- -, fm] défini par ps = Y geg as,sf°. On a la relation v(ps)(s) =
¢(s). Définissons le polynéme p = Y gcg asfs oll ag est I'unique valeur non-
nulle de as s pour s sommet de P (donnée par le Lemme 6.2.11). Comme
v(p)(s) = v(ps)(s) = ¢(s) pour tout sommet s, on a y(p) = ¢, ce qui prouve
la surjectivité de «. []

Nous terminons ce paragraphe par les conséquences du théoréme 6.2.4.

Théoréme 6.2.12 Soit Vp la variété torique associée a un polytope de Del-
zant P et soit Vi, sa partie réelle. On peut construire un isomorphisme :

v:Zolfr, -, fmy 1, wn) /I — Hy, (Vi Zo) (6.10)

ot {f1,---, fm} est Uensemble des facettes de P et Hy, (Vp; Za) est vu comme
une algébre sur Hi, (pt; Za) = Za[x1,- -+, Ty), avec x; de degré 1 et y(f;) de
degré 1. L%déal I est engendré par deuz types d’éléments:
LILfisiNifi=0
2. x;— Yt uifi pour 1 <j<n

ot u; € 2% est la réduction mod 2 du vecteur normal primitif de f;.

PREUVE: Par le théoréme du Zo-isomorphisme 5.4.1, il suffit de calculer
H7(Vp; Zso), 'anneau Hy, (Vi; Zsy) étant alors obtenu en divisant les degrés.
Par le Théoréme 6.2.4, le groupe gradué H}(Vp;Z) est non-nul seulement
en dimension paire et il est abélien libre. On a donc que

H%(VPaZ) = ZZ[fl,"'af’ma'Tla v axn)]/(1® ZZ)

Le théoréme 6.2.12 s’ensuit immédiatement. []

Les résultats précédents permettent de retrouver la cohomologie non-
équivariante des variétés toriques et de leur partie réelle. On redémontre
ainsi le théoréme classique de ([Fu, chapitre 5], [DJ, Theorem 4.14]):

Théoréme 6.2.13 (Théoréme de Danilov) Soit Vp la variété torique as-
sociée G un polytope de Delzant P. Soit A un anneau principal. Alors, on peut
construire un isomorphisme :

v Alfry ey fm] /T — H*(Vp;A) (6.11)

ot {f1, -, fm} est Uensemble des facettes de P, y(f;) est de degré 2 et I est
lideal engendré par deux types d’éléments:
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2. Yt uiifi pour 1 < j <mn, ot {u;} est la normale primitive de f;.

PREUVE: Comme 'action est cohomologiquement formelle par la proposi-
tion 6.1.3 et que H*(Vp; A) est A-libre de type fini, cela découle du théoréme
6.2.4 et de la proposition 6.1.2. []

Enfin, pour la cohomologie mod 2 non-équivariante de la partie réelle, on
retrouve le résultat des [DJ, Theorem 4.14]:

Théoréme 6.2.14 Soit Vp la variété torique associée a un polytope de Del-
zant P et soit V), sa partie réelle. On peut construire un isomorphisme :

vV Loffr, o, fm]/T — H*(Vp; Zo) (6.12)

ot {f1,---, fm} est Uensemble des facettes de P. Chaque f; est de degré 1.
L’idéal I est engendré par deuz types d’éléments:

LILfisiN;fi=0

2. 3 wifi pour 1 < j < n, on u; € Z§ est la réduction mod2 du
vecteur normal primitif de f;.

PREUVE: Ce théoréme se démontre comme le théoréme 6.2.13, en utilisant
le théoréme 6.2.12. []

6.3 Les orbites coadjointes

Soit G un groupe de Lie compact connexe. Ce groupe G agit sur lui-méme
par conjugaison
¢g,: G - G

h — ghg‘1

et application tangente de cette action en e est une représentation de G sur
I’algébre de Lie g:

Ad: G — GL(g)
g = Ady: =T.C,

que l'on appelle la représentation adjointe de G. Quant a ’application co-
tangente, elle donne la représentation coadjonte, sur le dual g* de l'algébre
de Lie de G
Ad*: G — GL(g9%)
g — Ad; = T;Cg—l
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Soit z un élément de g*. Appellons V,, I'orbite de x pour ’action coad-
jointe. Comme G est compact cette orbite est une sous-variété fermée de g*.
Nous allons maintenant définir une forme symplectique sur V,. Pour tout =
on peut définir une forme bilinéaire alternée sur g:

ww(va) = <"B’ [X7 Y])

. On trouvera dans [Au, Proposition 3.3.4] la démonstration du résultat sui-
vant :

Proposition 6.3.1 Le noyau de w; est l’algébre de Lie g, du stabilisateur
de x pour l’action coadjointe. La forme w, peut donc étre vue comme une
forme symplectique linéaire définie sur T,(Vy) = g/gz. La donnée de cette
forme pour chaque point de V, définit une forme symplectique sur Vy, dite
“forme de Kirillov”.

Par construction, ’action de G sur V,, conserve cette forme symplectique.
On peut démontrer que c’est une action hamiltonienne dont ’application
moment est tout simplement I'inclusion de V,, dans g*.

6.4 Les orbites coadjointes de SU(n)

Nous allons regarder dans cette section plus attentivement le cas ot G =
SU(n). On utilise l'identification classique de su(n)* avec l'espace H des
matrices hermitiennes de trace nulle via le couplage

H x su(n) R
(z,a) — —itrace (za)

Cette identification conjugue la représentation co-adjointe avec l'action
de SU(n) sur H par conjugaison: Adj(z) = h~'zh. Soit z € H. Par le
théoréme spectral pour les matrices de dimension finie il existe une matrice
h de SU(n) telle que Adj(z) est diagonale. Comme la conjugaison par une
matrice unitaire préserve le spectre on voit que [’orbite H,, de = par laction
coadjointe de SU(n) est l’ensemble des matrices ayants méme spectre que x.
Soit T le tore maximal de SU(n) formé des matrices diagonales (7" est de
dimension n — 1). La forme de Kirillov sur H, est la forme symplectique
définie par:

wp(X,Y) =itr ([X,Y]h)

ol X,Y sont deux vecteurs tangents & H,, en h. Par les résultats de la section
6.3 une application moment possible pour l'action de T est I'application
® : H, — R™ qui associe & chaque matrice la suite de ses éléments diagonaux.
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La conjugaison complexe des élémements de la matrice: 7(h) = h fournit,
sur H;, une conjugaison 7, au sens du chapitre 5.1. En effet:

— ’ensemble des points fixes est non vide, car il contient au moins les
matrices diagonales (qui sont & coefficient réels).

— 7 est anti-symplectique, car:

wrp)(d7(X),dr(Y)) = itr([X, Y]h) =itr ([X,Y]'hT) =
—itr ([X,Y]h) = —wp(X,Y)

— 7 anti-commute avec l'action de 7', car

Ad(1(z)) = h™'Th = hlzh = Ad*() T(Ady_1(z))

La partie réelle, notée H!, de cette conjugaison est l’ensemble des matrices
réelles symétriques de méme spectre que x. Nous allons voir que ’action de
T sur H, est Z-pure. Pour cela il faut regarder son comportement prés des
points fixes.

Pour z € H et { € su(n), définissons adg(z) € H par

adg(z) : = (dAdy(7))|h=14(£) = (exp(—t§) z exp(t€))|i=0 = [z, ¢]-

On voit que z est un point fixe pour l’action de 7" si et seulement si [z,&] =
0 V€ € t, c’est-a-dire si £ commute avec & pour tout € € t. Les seules matrices
de H ayant cette propriété sont les matrices diagonales. Soit (aq,...,ay) les

valeurs propres de z (ordonnées d’une maniére quelconque). Notons M (a1, ..., an

= M la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont a1, ..., a,. Donc
M(ay,...,ay) est un point fixe de T et touts les autre points fixes sont ob-
tenus & partir de celui-ci par permutation des coefficients.

Soit k l'algébre de Lie du stabilisateur de z et soit b ’ensemble des
éléments de su(n) dont la diagonale est constituée de zéros. C’est un sous-
espace complémentaire & 1’algébre de Lie ¢ de T'. Donc on peut donc iden-
tifier su(n)/k avec un sous-espace de b noté b'. Ainsi ad*(z) induit un iso-
morphisme entre b’ et T'H,. Via cet isomorphisme, l'action de T' sur T'H,
devient une action sur b':

Adjy([z,€]) = h™ [z, &b = [z,h™"¢R).

On remarquera qu’il s’agit de la restriction a T' de ’action adjointe de SU(n).
Soit 4,7 € 1,...,n ou ¢ < j. Appellons E;; la matrice de k définie par:
(Eij)m = dirdji — ddjx. Les matrices E;; € b forment une base de b’ formée
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de vecteurs propres pour ’action de 7. En fait cette base n’est pas en général
correctement orientée par rapport & la forme symplectique de Kirillov, donc
les poids que nous allons calculer ne sont pas juste au signe prés. Cela n’a
pas d’importance si nous voulons juste vérifier que l'action est Z-pure. Si l’'on
désire les poids exactes il suffit de se rappeler qu’en un sommet ils pointent
vers l'interieur du polytope moment. Pour calculer les poids m;; € t* de T
au point x, on calcule la composante ¢j de I'action infinitésimale de ¢ sur & :

dAdy (&) = [€, ]

ou p = Diag (p1,...,pn) € t. On en déduit que
[Eij, p] = (pi — pj) Eij-

On a donc m;5(p) = pi—p;- Il est clair que les m;; sont primitifs et deux-a-deux
linéairement indépendants sur Z.

On peut donc calculer H7.(Hy; A) et Hf, (Hy; Z2) par les théoremes GKM.
Nous allons juste donner un exemple.

Exemple : Orbites coadjointes génériques de SU(3) Nous allons don-
ner une présention par générateurs et relations de la cohomologie équiva-
riante (& coefficient entiers) d’une orbite coadjointe générique V de SU(3).
La variété V est formée des (3 x 3)-matrices hermitiennes isospectrales de
trace nulle, avec 3 valeurs propres A1 > Ao > A3 et est difféeomorphe & la
variété des drapeaux complets dans C3.

Comme vu précédemment, on peut prendre pour application moment
u Vapplication qui fait correspondre & une matrice ses coefficients diago-
naux. Le polytope moment u(V) est donc contenu dans le plan Iy : =
{(u1,uz,u3) € R® | Y u; = 0}. C’est un hexagone P formé de I’enveloppe
convexe des six points As : = (Ag(1), Ag(2), As(3)), Pour toutes les permuta-
tions s € Symj. Les sommets de P sont donc indexés par le groupe symé-
trique Syms.

Choisissons £ € t un élément générique tel que la fonction de Morse pg¢
ait pour unique minimum A; (et maximum A;3; on ommet les parenthéses
dans la notation des cycles de Symgs). On associe, au sommet A; la classe
os € H;(V) qui est la classe de Thom de la nappe descendante de A; pour
le gradient de p¢ (par rapport a la métrique riemanienne associée a la forme
kaehlerienne de Kirillov).

Nous allons définir de plus 3 autres classes. Considérons les matrices
diagonales z12 : = Diag(1l,—1,0), 23 : = Diag(0,1,—1) et z13 : =
Diag (1,0, —1). On les regarde comme éléments de t* = H2(pt; Z) et on prend
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leurs images dans par ’homomorphisme Hr(pt; Z) — H}(V;Z). Observons
que

Hi(pt) = Z[z12, 3723,9313]/{3013 = T12 + T3}

Les classes o peuvent étre décrites par les diagrammes suivants, dessinés
dans le plan II:

A132 13 A132 A13

A A

A2z A3 A123

A[ )\12 AI /\12
0123 0132
A132 A13 A132 A13
o3 /\ A2 A3 A123
>\[ >\12 )\I >\12
o12 0923
A132 A13
A23 /\ A123

A1 A2

or

o1



A132 Mz Az

192 Z13

3 A123

A1 A12

Z23

Les arétes dessinées sont les images d’une des 2-sphéres du 1-squelette
de V. La classe associée a l'un de ces diagramme est définie comme suit. La
composante de o, en un sommet ¢ de P, est

1. 0 si ¢ n’appartient pas aux lignes grasses du diagramme de 5.

2. le produit des poids qui n’appartiennent pas aux lignes grasses du
diagramme o, sinon.

Ces poids sont indiqués par des fléches sur les diagrammes.

Théoréme 6.4.1 La cohomologie équivariante de V' admet la présentation
par générateurs et relations suivante :

a) 5 générateurs en degré 2: 0123, 0132, T12, T13, L23
b) 2 générateurs en degré 4 : o019, 093

c) 1 générateur en degré 6: oy.
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d) 1 relation en degré 2: xi2 + T23 = T13

e) 4 relations en degré / :

(0132 — T23) 0132 = 012
(0123 — x12) 0123 = 093
01230132 = 012+ 093

f) 4 relations en degré 6 :

(0123 —x13) 023 = (0132 —z13)012 = 0
(0123 — z12) 012 = (0132 —x23) 023 = o1

Remarque: Seuls les générateurs o193, 0132, T12, T23 sont nécessaires, les
autres pouvant étre éliminés par les relations. La présentation obtenue avec
seulement ces 5 générateurs est plutdt compliquée et moins naturelle. Ce
travail d’élimination donne un meilleur résultat pour la cohomologie non-
équivariante (voir corollaire 6.4.3).

PrEUVE: Notons

A: =Z[or,0132,0123,012, 023, T12, 23, T13]

’algébre engendrée par les générateurs donnés. Soit ¢ : A — H5 (V') lappli-
cation qui envoie chaque oy sur sa classe associée. On vérifie facilement, sur
les diagrammes, que les éléments ¢(o;) satisfont toutes les relations décrites
précédemment. Notons J l'ideal de A engendré par les relateurs associés
aux huit relations; On note également par ¢ : A/J — H}.(V) 'application
induite par ¢.

Considérons le H7(pt)-module libre engendré par les o :

B: = Hp(V){or,0132,0123,012, 023, I)

(les o ne se multiplient pas entre eux dans B). Soit § I'inclusion du H}.(pt)-
modules § : B — Aet §: B— A/J son quotient par J. Les relations d) et e)
montrent que tous les monomes de degré 2 sont dans I'image de d et donc § est
surjectif. Comme tous les relateurs sont de degrés > 4, ker§ ~ 6(B)NJ = 0.
Ainsi § est un isomorphisme de H3(pt)-modules. Par abus de notation, nous
noterons encore ¢ : B — H;(V) la composition de ¢ avec §.

L’APPLICATION ¢ EST SURJECTIVE :

Soit p une classe de H}.(V). Soit ar = p(A13) € Hj.(pt) et pr =p —ayl.
Alors p1(A13) = 0. Les équations GKM imposent que x19 divisent (p1(A132) —
pl()\13)) = pl(A132), de méme 23 divise pl(Algg).
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Effectuons les divisions ai3s = p1()\132)/$12, a123 = pl()\123)/f£23. Soit
P2 = P1 — a1320132 — A1230123. Alors pa(A132) = p2(A123) = 0. On a donc
que T12, z13 divisent py(Ag3) et, comme les poids sont premiers deux-a-deux
entre eux, on a que r12x13 divise pa(Ag3). De méme x93z13 divise pa(Ai2).

Soit ags = pa(A23)/(T12213), a1z = pari2)/(®23213) et p3 = pr — asz093 —
a12012. On voit comme avant que z12z23713 divise p3(Ar) et on peut définir

ar = p3(Ar)/(z12223213).
En conclusion on a:

p= Z as0s.

seF
(Remarque: o135 = I)

L’APPLICATION ¢ EST INJECTIVE: L’action de T étant formelle, on a un
isomorphisme d’espaces vectoriels

Hi(V;Q = @ Hilpt; QP @ H(V;Q).
ptg=r

Les points critiques de p¢ indiquent que le polynéme de Poincaré de V' est
1+ 2u? + 2u* + 1. On en déduit que dim B” ® Q = dim H}(V; Q). Comme
¢ est surjective et que B est un Z module libre, ’application ¢ est aussi
injective. []

En utilisant le théoréme 6.1.2, on obtient du théoréme 6.4.1, en posant
z;j = 0, une présentation de la cohomologie non-équivariante de V' connue
des spécialistes du calcul de Schubert :

Théoréme 6.4.2 H*(V;A) admet la présentation par générateurs et rela-
tions suivante :

a) 2 générateurs en degré 2: o123, 0132
b) 2 générateurs en degré 4 : o192, 0923
c) 1 générateur en degré 6: oy.

d) 3 relations en degré 4 :

2 _
0123 = 023
2 _
0132 = 012
01230132 = 012 + 0923
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e) 4 relations en degré 6 :

0123023 = 0132012 = 0

0123012 = 0132023 = O]

Observons que seuls les générateurs a = o193 et b = o132 sont nécessaires,
ce qui donne la présentation :

Corollaire 6.4.3 H*(V;A) admet la présentation avec deux générateurs a,b
en degré 2 assujetis auz relations ab = b®> + a? et a® = b3 = 0.

PREUVE: L’élimination des générateurs o;; et o laisse les trois relations de
’énoncé et la relation a?b = ab?. Cette derniére se déduit des précédentes
par 0 = a® = aa? = a(b? — ab) = ab® — a2b. []

Enfin, par les théorémes 5.4.1 et 6.1.5, les présentations des théorémes

6.4.1, 6.4.2 et 6.4.3 donnent, aprés division du degré des générateurs par 2,
des présentations de Hy, (V';Zg) et H*(V'; Zy).
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