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Jean-Claude HAUSMANN

1 Introduction

Soit E un ensemble fini. On considére une application d : E x E — R
satisfaisant

a) d(z,y) 2 0
b) d(z,y) = d(y,z)
c) d(z,z) = 0.

EXEMPLE TYPIQUE: Si (X,0) est un espace métrique, et si a: £ — X
est une application, alors d, définie par do(z,y) = 6(a(z),a(y))? satisfait
aux conditions a), b) et c) ci-dessus.

On va s’intéresser au problémes suivants :

Probléme 1 (réalisation euclidienne de d) : Existe-t-il a« : E — RP
telle que d = dy? (c’est-a-dire d(z,y) = ||a(z) — a(y)]|?)? Si “oui", quel est
le p minimal ?

Motivations : on imagine que la fonction d est une donnée expérimen-
tale sur I’ensemble E. On cherche, avec «, a se représenter F géométrique-
ment. De tels problémes apparaissent naturellement en stéréochimie [CH]
et peuvent intervenir en mécanique céleste [AC|. Le besoin de compres-
sion des données ou de les représenter graphiquement, motive la recherche
d’une représentation approximative dans un espace plus petit. Ceci permet-
tra aussi d’extraire 'information principale des données et d’éliminer d’éven-
tuels bruits de fond ou imprécisions de mesures. Pour la littérature a ce sujet
(analyse en composantes principales), voir [Go], [DY], [Jo]. Le probléme est
donc le suivant :
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Probléme 2: Etant donné un entier k, trouver une application o' :
E — RF telle que dy (z,y) présente le minimum possible de distorsion avec
d. Comment mesurer cette distorsion?

Pour simplifier I’exposition, on suppose que F := {0,1,...,n}. L’applica-
tion d est donnée par une matrice symétrique D := (d(i,5)) € M(ni1)x(nt1)(R)-
Cette matrice représente une forme bilinéaire symétrique D sur R*+1:

D(z,y) = (Dzy) = (z,Dy).

Soit H I’hyperplan de R™*! défini par
n
H:={z = (zo,...,2n) € R | Zg;z = 0}. (1)
i=0

La réponse au probléme 1 ci-dessus a été trouvée sous diverses formes dans
les années 1930. Nous allons démontrer la version d’I. Schoenberg [Sch|:

Théoréme 1.1 (Théoréme de Schoenberg (1935)) Il eriste « : E —
RP? telle que d = d, si et seulement si la restriction Dy de la forme bilinéaire
symétrigue D a H est semi-définie négative. L’entier p minimal pour un tel
a est le rang de Dy.

Exemple: Prenonsn =3 et
0 a®>
D:=1a®> 0 b (2)
2 v o
qui représente une forme bilinéaire symétrique sur R3. Une base de 'hyper-

plan #H est donnée par les vecteurs v, := (—1,1,0) et vy := (—1,0,1). Dans
cette base, la matrice Dy de Dy est

0 a? 2
-1 1 0 -1 -1
Dy = @@ 0 b 1 0| =
IR W I 0 1

—2q2 —aZ -2+ b
—a% — c? 4 b? —2c2
La forme bilinéaire symétrique Dy est semi-négative définie si et seulement

si les valeurs propres de Dy sont < 0. Comme trace Dy < 0, cela équivaut
adetDy > 0:

0 < det Dy = 4ac® — (12 — ? — a?)? = —a* — b* — * 4+ 2a%b% + 222 + 2622



On a donc démontré

Proposition 1.2 Trois nombres a,b,c > 0 sont les cétés d’un triangle si et
seulement si

—a* —b* =t + 207 + 2022 4 26°c2 > 0. (3)
Remarque: L’aire du triangle A, . satisfait
16 Aire (Aa,b,c)2 = —a* — b — * + 2a%b% + 24P + 20°¢?

(exercice) ce qui donne une interprétation géométrique de la proposition 1.2.
On peut comparer avec la formule de Héron:

Aire (M) = \/p(p — a)(p — b)(p — )

ou p = (a+b+c)/2. Cette formule est équivalente a

16 Aire (Agpe)? = (@ +b+c)(a+b—c)a—b+c)(—a+b+c)

Sans restreindre la généralité, on peut supposer que ¢ > b et ¢ > a. On
voit ainsi que la condition (3) est équivalente & ce que I'inégalité triangulaire
¢ > a + b qui est bien la condition pour que a, b et c soient les c6tés d’'un
triangle.

2 Matrices de Gram

Considérons un “nuage" R := {Ry,...,R,} de n+ 1 points dans R?. On
écrit R; comme un vecteur colonne (r;;) ce qui donne une matrice

7"10 DR e Tln
R := € Mpx(n—H) (4)
Tpo DR e Tpn

(on imagine que n est plus grand que p). La matrice R est la matrice de
I’application linéaire r : R"™! — RP définie par r(zg,...,on) = > 0o TiRi.
On considére les matrices de Gram

R'R e M(n+1)><(n+1) et RRT ¢ Mpxp.

Ce sont des matrices symétriques. Les coefficients de RT R sont les produits
scalaires (R;,R;) des vecteurs colonne de R tandis que ceux de RRT sont
les produits scalaires des vecteurs ligne.



Proposition 2.1 a) rang R R = rang RRT = rangr.
b) Sin+1>p, les polynémes caractéristiques satisfont

Prrp(X) = X" PP pr (X)

En particulier, RTR et RRT ont les mémes valeurs propres non-nulles.

c) ces valeurs propres non-nulles sont toutes positives.

d) Siv € R"! est un vecteur propre de RTR pour la valeur propre
X # 0, alors r(v) est un vecteur propre de RRT pour la méme valeur propre.

Nous allons prouver 2.1 dans le langage des applications linéaires. Rappe-
lons que la transposée R de R est la matrice de I’application ¥, adjointe & r
pour le produit scalaire standard, définie par I’équation (r(z),y) = (z,r(y)).
Le lemme suivant découle directement de cette équation.

Lemme 2.2 i) kerr¥ = (imager)™’.
i) imager? = (kerr)*. []

PREUVE DE 2.1 Supposons que rfor(v) = v avec v # 0 et A # 0. On a
donc r(v) # 0 et
r(rfor(v)) = Ar(v) = rorf(r(v))).

Cela prouve l'assertion d). Cela prouve également que rorf et rfor ont les
meémes valeurs propres non-nulles avec méme multiplicité (ce qui démontre
le point a)). La formule b) s’en déduit en comptant la dimension des noyaux
de rorf et rfor par le lemme 2.2. Enfin, la positivité des valeurs propres se
voit par

Mow) = (Avw) = (ruor(v),v) = (r(v),r(v)). [

Proposition 2.3 Soit M € M, «, une matrice symétrique. Les deuz condi-
tions suivantes sont équivalentes :
— il existe R € Mypyy, telle que M = RTR.

- rang M < p et les valeurs propres de M sont > 0.

PREUVE: Le fait que 2) implique 1) provient de la proposition 2.1.
Réciproquement, soient Ay > --+ > A, les valeurs propres de M et P =
(Py---P,) une (n x n)-matrice dont les vecteurs colonne forment une base
orthonormale et MP; = )\;P,. Définissons R; := +/A\;P, et notons R :=
(R1+++Rp) € Mpxp. Comme PTMP = diag (\1,...,\,) et que A; = 0 pour
1>p+1>rang M, on a

M = Pdiag (\1,...,0,0...,00PT = RR™. ]



3 Forme de Gram et forme de Schoenberg

Soit
7"‘10 . e e .. rln

R:=| : D] € Mpxma) (5)
Tpo tc tt Tpm
une matrice définissant, comme au § 2, un nuage de n + 1 points dans R?.
La matrice de Gram R” R définit une forme bilinéaire symétrique GR sur
R, Observons que GR(z,y) est le produit scalaire dans RP de r(z) avec
r(y):
GR(zy) = 2" R Ry = (Rx,Ry) = (r(z),r(y)) (6)
La forme GR est donc semi-définie positive.

Nous allons comparer la forme GR avec la forme D donnée par la matrice
des distances au carré

D = (d;j) avec dij := |Iri — il

La forme de Schoenberg S du nuage R est la forme symétrique S := —%’D
La proposition principale de ce paragraphe affirme que les restrictions
GRy et Sy de GR et S a 'hyperplan H (voir (1)) coincident:

Proposition 3.1 GRy = S4.

PREUVE: Les coefficients s;; de la matrice S de la forme de Schoenberg
sont

1 1 1
s = —3I1Ri = BylP = I Ril2 = SIR P + (RuRy). (1)
Considérons les vecteurs colonne & (n + 1)-lignes:
1Rol® 1
|R[:= : et 1:=|:
|1 Rn® 1

Les équations (7) s’écrivent matriciellement

S=RTR- %]R[IT — %1]R[T. (8)

SizyeM,onazll1=0et1Ty=0et donc 7Sy =" RTRy. []



4 Preuve du théoréme de Schoenberg

On vient de démontrer que la forme de Schoenberg Sz, restreinte a H,
est semi-définie positive (proposition 3.1). Donc Dy est semi-définie négative
si D est la matrice des distances au carré pour un nuage de points dans RP.

Réciproquement, supposons que la Sy est semi-définie positive. Prenons,
comme base de H les vecteurs

Vi={v1,...,0n}

ol v; = e; — ey (e; = i®™Me vecteur de la base standard de R“+1). Désignons
par S := (si; (1 <4,j <n) la matrice de Sy dans la base V (s;5 = S(v;,v5)).
On a )

sij = g5ldoj + dio — dij] (9)

Comme S est semi-définie positive, il existe, par la proposition 2.3, une
matrice R = (R -+ Rp) € Mpxn (p = rang(S)) telle que S = RRT. La
matriceR constitue donc un nuage de n points dans RP. Posons encore Ry :=
0 € R”. Nous affirmons que D est la matrice des distances au carré des points
Ry,...,R,. En effet:

IR; — Ril®

IR;11> + |1 Rill? = 2Ry, Ri) = sii + 555 — 2845 =
= do;i + doj — doj — doi + dij = dij

pour i,7 > 1 et

IR; — Roll* = || Ril|* = sii = doi-

Il reste & démontrer que pmin = rang Dy, Ol Pmin est le minimum des
entiers p tels qu’il existe un nuage de (n+ 1) points dans R? dont la matrice
des distances au carré est D. Comme on vient de construire un tel nuage
pour lequel p = rang Sy = rang Dy, on a pyin < rang Dy.

D’autre part, si R est un tel nuage dans RP, on a

rang Dy = rang GRy < rang GR = rangrfor = rangr < p

d’oll pmin > rang Dy. []

5 Compressions k-dimensionnelles

Soit R := (Ry,...,Rn) € Mpy(ns1) représentant un nuage de n+1 points
dans RP. On aimerait trouver une matrice R’ := (Ry,...,R;) € Myymi1)



représentant un nuage de n 4 1 points dans R¥ (k < p) qui soit, & isométrie
affine prés, le “plus proche possible" de R.

La notion de proximité entre deux nuages T' et T" de RP se définit par la
fonction que nous appellerons écart:

n
=T - T (10)
1=0

Pour k < p, on définit Ecpin(R,k) comme étant l'infimum (le point b)
du théoréme 5.1 ci-dessous prouvera que c’est un minimum) de Ec(R,R’)
pour R’ un nuage dans un k-plan affine de R? (on parlera de nuage k-
dimensionnel).

Rappelons que R est la matrice d'une application linéaire  : R**1 — RP.
Notons rg : H — RP la restriction de r & 'hyperplan H. On introduit les
notations suivantes:

1 n+1
o b(R) := Z R;. C’est le barycentre de R.

n+1

e Si I est un k- plan affine, on note Ry le nuage obtenu par projection
orthogonale de R sur II.

D’autre part, soit V' est un espace vectoriel de dimension d muni d’un
produit scalaire et soit f est un endomorphisme autoadjoint de V. Soient
A1 > --- > Ag les valeurs propres de d. Un k-plan spectral de f est un sous-
espace vectoriel de dimension k£ de V engendré par les vecteurs propres de
k des plus grandes valeurs propres de f. Si Ay > Ay, alors f admet un
unique k-plan spectral. A I'autre extréme, tout k-plan est un k-plan spectral
de idy. On note encore trace<y := Ele Ai-

Nous démontrerons le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 (Théoréme de compression) a) Soit R’ un nuage k-di-
mensionnel satisfaisant Ec (R,R') = Ecpin(R,k). Alors R' = Ry ou I est
un k-plan affine passant par b(R).

b) SoitII le k-plan affine passant par b(R) et paralléle a un k-plan spectral
de rHorPH. Alors Ec (R,Ry1) = Ecpin(R,k).

¢) Ecmin(R,k) = trace(r%org{) - tracesk(rq.[org_‘) .

Remarques: 1) Soit i : % — R™! I'inclusion. Son adjoint i* est la pro-
jection orthogonale m de R™*! sur . On a ry = roi et donc

r%org{ = rojomort,



On a ijom(z) = z — (N,z)N oa N = \/ﬁ .
I-NNT=71— n%_lllT. La matrice de ryorgi est ainsi

1
n+1

R(I — 117)RT.

2) La situation b(R) = 0, que l'on peut obtenir par une translation, est
favorable. En effet, cela veut dire que les vecteurs ligne de R sont dans H,
donc l'image de r! est incluse dans . D’ou worf = rf et 'on peut, dans
le théoréme de compression, remplacer rHorg_t par rorf. Observons que le
nuage R obtenu par translation de R et tel que b(R) = 0 satisfait:

1
n+1

R=R(I - 117).
3) Observons que le plan IT du point b) du théoréme de compression est
unique si Ay > Agy1-

Les parties b) et ¢) théoréme 5.1 seront démontrées au § 8. Nous donnons
ci-dessous la preuve d’une partie de a).

PREUVE PARTIELLE DE a): Soit R” un nuage dans un k-plan affine II
et soit R’ la projection orthogonale de R sur II. Il est clair que Ec (R,R') <
Ec (R,R").

En effectuant au besoin une translation, on peut supposer que le bary-
centre de R est en 0. Soit

n

TR

=0

b =b(R

le barycentre de R'. Définissons un nouveau nuage R' par R, = R, — V. Si
R’ est k-dimensionnel, R' 'est aussi et on a b(R') = 0. Nous allons montrer
que Ec (R,R') < Ec(R,R'). En effet:

n
> IIRi—Ri|* = ZIIR —Ri+V|* = ZIIR —Rj|P+(n+1) |10/ +2Z (Ri—Ri.b').
1= =0

Mais

n

n
SR — RiY) = (> (R — R) b ) =0.
i=0 1=0

=0
D’ou N
Ec(R,R') = Ec(R,R") + (n+ 1)||'|*. [



6 Sur les valeurs propres des endomorphismes auto-
adjoints

Les énoncés de ce paragraphes sont classiques (voir [Fr, chapitre 6]).
Soit V' un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (,). On dénote par
S(V) la sphére de rayon 1 dans V:

S(V)={veV ]| |v| =1}

Proposition 6.1 (Principe du maximum de Rayleigh) Soit f : V —
V un endomorphisme auto-adjoint. Soit Amax (respectivement: Amin) le mazi-
mum ((respectivement: le minimum) des valeurs propres de f. Alors:

M= max (0.f(0)) el Aun= min (0f(0))

De plus, (v,f(v)) = Amax (respectivement: (v,f(v)) = Amin) i et seulement
si v est un vecteur propre pour Amax (respectivement: Amin ).

PREUVE: Soit P = (p1,...,pn) une base orthonormale de vecteurs
propres pour f (f(p;) = Aip;). Soit v = Y ir; vip; avec v € S(V) (comme P
est orthonormale, on a > ;v =1). On a

n n

<’U,f(’l))) = Z'Uz?)\z < AmaXZ'Ui2 = Amax- (11)

=1 i=1

L’égalité (v,f(v)) = Amax @ lieu si et seulement si v; = 0 pour A\; # Amax-
Cela est équivalent & dire que v est dans 1’espace propre de Apax-
L’argument pour Amin est complétement analogue. []

Soit G(k,V) l'ensemble des k-plans de V (Grassmannienne). Si II €
G(k,V), on dénote I+ € G(n — k,V) son complément orthogonal.

Proposition 6.2 (min-max principe de Courant) Soient Ay > --- >
An les valeurs propres d’un endomorphisme auto-adjoint f : V. — V. Alors,
pour k < mn,

Ak = mmin ugg?ﬁg)w,f(u» :

PREUVE: Définissons la fonction ¢ : G(k,V) — R par

¢(I) == max (u,f(u)).

ueS(HJ-



Remarquons que ce maximum existe puisque (u,f(u)) est une fonction conti-
nue de u et que S(IT+) est compact. Par la proposition 6.1, on a,

P(Mk) = At (12)
ou II; est le [-plan engendré par les vecteurs propres p; pour j < [.
Soit IT € G(k,V) et soit

k+1

w=Y¢jpj € Sy NITH). (13)
j=1

Remarquons qu’un tel w existe puisque dim(II;4; NII+) > 1). On a

k+1 k+1

(1) > (w,f(w)) = Z GEAi > At Z & = Apy1- (14)

La proposition 6.2 découle de (12) et (14). []

Soit W un sous espace de V. Si f est un endomorphisme de V', on définit
Jw W — W comme fw = pwe fjw, ol pw est la projection orthogonale
sur W. Si f est auto-adjoint, on vérifie que fy 1’est aussi.

Proposition 6.3 (Principe d’insertion.) Soit f : V. — V un endomor-
phisme auto-adjoint et W un sous espace de codimension d de V. Soient
AL > - > Ay les valeurs propres de f et p1 > -+ > pp_q celles de fyy.
Alors, pour k=1,....n—d, on a

Ak > g el pg > Agya-

De plus, st A\ = pg ou 81 pug = pg+d, alors W contient un vecteur propre de
f pour la valeur \g.

PrREUVE: Considérons les fonctions
n
¢.8" : |JG(rV) >R
r=1

définies par
¢(IT) := max{(v,f(v)) | v € STH)}

et
" (I1) := max{(v,f(v)) | v € SAIH) N W}.
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Sille G(k—1,V) on a
$(I1) > ¢" (1) = ¢ ((pw (ID)).

Soit IIx_1 € G(k —1,V) engendré par les vecteurs propres pour Ay, ... ,A\gk—1;
notons [ := dimpy (Ilx_1). On a

M= ¢ 1) > ¢" (Mp1) = " (pw(Tg—1)) > min  ¢W(IT) =y > .

neG(,W)
D’autre part, soit HKI € G(k—1,W) engendré par les vecteurs propres pour
les valeurs propres p1,...,ux—1 de fiy. On a
W (W w 1 .
pr=¢" (I_1) = ¢(I;_ @ W) > Tea( L av) ¢(II) = At

Comme (f(v),v) = (fW(v),v) si v € W, la derniére assertion du principe
d’insertion découle du principe de Rayleigh. []

Le principe d’insertion a plusieurs corollaires.

Corollaire 6.4 Soit M une matrice symétrique et Amin €t Amax Ses valeurs
propres extrémes. Alors, pour tout i, le coefficient diagonal M;; est dans
Vintervalle [Amin,Amax) -

PREUVE: On applique le principe d’insertion & I’espace W de dimension
1 engendré par le ie vecteur de base e;. La matrice de fy est (My;). []

Corollaire 6.5 (Principe des mineurs) Soit A une (n X n)-matrice sy-
métrique représentant une forme bilinéaire symétrique A sur R™. On désigne
par Ay le mineur de M formé des k premiéres lignes et colonnes. Alors, A
est définie positive si et seulement si det Ay, > 0 pour k=1,...,n.

PREUVE: A est définie positive si et seulement si les valeurs propres de
A sont toutes positives. Comme Ay est la matrice de la restriction de A a
RE, 1a condition det A; > 0 est évidemment nécessaire.

Réciproquement, supposons que det Ay > 0 pour tout k£ et montrons que
les valeurs propres de A,, sont toutes positives par récurrence sur m. La
récurrence démarre banalement avec m = 1. Si toutes les valeurs propres de
Ap,_1 sont positives, celles de A,,, par le principe d’insertion, le sont toutes
sauf peut-étre la plus petite. Comme det A,,, > 0, cette plus petite valeur
propre sera aussi positive. []

La conséquence du principe qui nous intéresse pour la démonstration du
théoréme 5.1 est la suivante.
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Proposition 6.6 Soit f : V — V un endomorphisme auto-adjoint. Soient
A1 > ... > Ay les valeurs propres de f. Soit II € G(k,V). Alors

k

trace fir < > A = tr<g(f) (15)

=1

avec égalité dans (15) si et seulement si Il est un k-plan spectral de f. (voir
§ 5; un tel II est unique si A\, > Agy1). De méme,

trace fr > Y A = —trep(—f) (16)
i=n—k+1

avec égalité si et seulement si I1 est un k-plan spectral de —f. (un tel TI est
unique i Ap—k > Ap—g41)-
PREUVE: Soient 1 > --- > uy les valeurs propres de fr1. Par le principe

d’insertion
k k
trace fi1 = Zui < Z)‘i-

Si I’égalité se produit, on doit avoir y; = A; pour 2 = 1,...,k. D’aprés la
derniére assertion du principe d’insertion, on a que II est un k-plan spectral
de f.

L’inégalité (16) se démontre de la méme maniére. []

7 Compressions k-dimensionnelles vectorielles

Soit R un nuage de n + 1 points dans RP. Comme premier pas pour
la démonstration des parties b) et c¢) du théoréme 5.1, on s’intéresse a des
nuages R’ approximant R qui sont dans des k-plans vectoriels (donc des
éléments de la grassmannienne G(k,R?). On définit pour ce faire EcS (R, k)
comme étant 'infimum (on verra que c’est un minimum) de Ec (R,R) pour
R’ un nuage dans un k-plan vectoriel de RP. Si W € G(k,RP), on note Ry
I'image de R par la projection orthogonale sur W.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoréme suivant. On com-
parera son énoncé avec celui du théoréme 5.1: la différence est qu’ici, ry est

remplacée par r.

Théoréme 7.1 (Théoréme de compression vectorielle) .
a) Soit W un k-plan spectral de rort. Alors Ec (R,Rw) = Eci, (R,k).
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b) Tout nuage R' dans un k-paln vectoriel satisfaisant Ec (R,R'") = Ec}% (R,k)
est construit comme celui du point a). En particulier, si \(rort) > Agpq(rort),
R' est unique.

¢) BeX (R,k) = trace(rorf) — tracesk(rorﬂ).

PREUVE: Soit IT € G(k,RP). On décompose RP = IT @ IT+ et on écrit
r = (o). On a rfor = afoa + BoB. Soit ' = (a,0); c’est application
linéaire associée au nuage k-dimensionnel Rp. On a

Ec (R,Ru) = Y ||B(e)||* = trace(s*o8) = trace (8- 4%).
1=0

Mais B0 = (rorf)g.. Par la proposition 6.6,

P
trace (rorf) L > Z i (17)
i=k+1

ol A\ > --+ > )\, sont les valeurs propres de rort. On en déduit que

p
Ecit (RE) > > i
i=k+1

Comme Ec (R,Rw) = Yi_, 1 Ai cela démontre a) et c). La proposition 6.6
dit que 'égalité dans (17) a lieu si et seulement si IT est obtenu de la méme
maniére que W, ce qui démontre b). []

Exemple dans le plan: On se donne un nuage

_ (@ a1 --- Gap _[a
= (bo by .- bn> B <b)
et on cherche une droite vectorielle W telle que Ec (R,Rw) = Eclo (R,1).
La droite W est d’équation y = ztg(a).

On peut trouver « en résolvant un probléme d’extremum de la maniére
suivante. Soit R le nuage obtenu de R par rotation d’angle —a:

R—( cos o sina) (ao ap - an> _ ( acosa + bsina )

~ \—sina cosa bp by --- b,) \—asina+bcosa/’

On veut donc minimiser la fonction A(a) := || — asina + beos af|?. On a
A() = ||a||* sin? a + ||b]|* cos? o — {a,b) sin 2cx

13



d’ou
A'(a) = ||a||? sin 2« — ||b]|? sin 2a — 2(a,b) cos 20
L’équation A'(a) = 0 est donc équivalente a

2(a,b
tg%ﬂ:”ﬂp—ﬁwf (18)

Comparons ce résultat avec celui donné par le théoréme 7.1. On a
2 b>
wr— (I (o)
(a,b) [Ibl”
dont les valeurs propres sont
lal” + [1b]1* £ V/{all? — T[b]%)? + 4{a,b)?
5 .

Le vecteur propre (1,tg(&)) pour la grande valeur propre satisfait

- 2(a,b tg(2a
(lall2 = B0 + 1+ el 1+ 1+ te?(20)

On a donc bien @ = «, ce que l'on peut vérifier dans (19) via la formule plus
classique

tg(2a) = 12_ttg7g(2a()a).

8 Preuve du théoréme de compression

On a déja montré au paragraphe 7 que le nuage R’ tel que Ec(R,R') =
Ecmin(R,k) est, s’il existe, a chercher parmi les projections orthogonales sur
un k-plan passant par le barycentre b(R) de R. Via une translation, on peut
supposer que b(R) = 0 (observons qu’une translation ne change pas ry).

Si b(R) = 0, on est dans la situation de chercher un k-plan vectoriel qui,
par le théoréme 7.1, est celui engendré par les vecteurs propres des k plus
grandes valeurs propres de rfor. Mais, puisque, r(l,...,1) =Ro+---+ R, =
0, on a rg_tor% = rlor. Avec le reste du théoréme 7.1, ceci démontre le
théoréme 5.1. []

Remarque: Le k-plan solution du probléme de compression n’est pas, en
général, paralléle au k-plan solution du probléme de compression vectorielle.
En effet, les vecteurs propres de 73,07y sont, en général, différents de ceux
de rfor. Pour un exemple, voir la fin du § 10.
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9 Coordonnées de nuages approximants

Soit R := My (ns1) un nuage de n + 1 points dans R?. Un k-nuage
approzimant pour R est un nuage R’ dans R* tel qu’il existe une isométrie
B : RE — RP telle que Ec (R,8(R’')) = Ecmin(R,k). Trouver un k-nuage ap-
proximant pour R constitue donc la réponse au probléme 2 de l'introduction,
lorsque la réponse au probléme 1 est “oui".
D’apres le théoréme 5.1, on peut trouver un k-nuage approximant pour
R de la facon suivante.
1. Translation R en R de maniére que b(R) = 0. Matriciellement: R =
RQou Q:=1T1— 5117,

2. Chercher des vecteurs propres orthogonaux et unitaires p1,...pg pour
k des plus grandes valeurs propres de RR’. On les regarde comme
vecteurs colonne d’une matrice P € Mpyy.

3. Un k nuage approximant R’ sera donné par

R =PTRe ka(n-l-l)'

Exemple: Prenons R := LQI € M(n41)x(n+1)- Cela correspond a
n + 1 points & distances mutuelles 1. On a donc

n -1 -1 ... -1

_ 1 1 -1 n -1 .- -1
V2 (n+1)v2 .

-1 =1 e n

On a QTQ = Q? = Q puisque Q est la projection sur H. Les va-
leurs propres de (Q sont donc 1, avec espace propre H, et 0. Si P =

(P1,...,Pn) € M(p41)xn est une base orthonormale de # alors R' =
1
o
On peut, par exemple, prendre pour PT la matrice

PT(Q sera un nuage approximant. Comme p; € H, on a PTQ = PT.




10 Comparaison avec la méthode des moindres car-
rés

Soit
R <w1 Ty - :cn) _ (:1:) € Moy
Yyi Y2 - Yn Yy

On suppose que les z; sont tous différents ce qui donne une fonction y; =
g(z;). La méthode des moindres carrés permet de trouver la fonction
affine f(z) = az + b qui approxime le mieux possible la fonction g.

Pour mesurer I’écart entre les y; et f(x;), on utilise la fonction:

n

L(a,b) := Z:(yZ — azx; — b)? (20)

On a L(a,b) = 0 si et seulement si y; = ax; + b pour tout i. Remarquons que
L(a,b) est la distance L? entre les fonctions f et g.

Les paramétres a,b minimisant L(a,b) satisfont grad L(a,b) = 0 ce qui
équivaut aux deux équations:

oL _
da

OL

— =0. 21
0 55 =V (21)

Ces équations s’écrivent

{ aY i Ty + bYlim = Yz
ayiz; + bn = v

On regarde ceci comme un systéme de deux équations en les inconnues a et
b. Le déterminant du systéme est

n n
i=1 =1

(22)

L’inégalité de Schwarz pour les vecteurs z et (1,...,1) implique que ce dé-
terminant est non-nul. Le systéme est donc de Cramer et admet 'unique

MY Tili — D1 Ti i Yi
>
n Yy %2 — (i1 i)

2?21 3712 2?21 Yi — 2?21 Z; 2?21 Z;Y;
2
n Eznzl 3%2 - (2?21 »’L“z)

solution

(23)
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Observons que L(a,b) — oo quand ||(a,b)|| — oo. Comme il n’y a qu’un
point tel que grad L = 0, donc au plus un extremum, c’est forcément un
minimum.

On peut toujours translater ’origine de maniére que > 7" ;z; = 0 et
Yie1yi = 0. On est alors dans la situation favorable o, en posant z =

(z1,...,2n) et y = (Y1,-.-,Yn), ON &

—~

b=0 et a= Lyz)
||l

Exemples: Prenons pour R la matrice

1 2 3 4
R:= (1 -1 5 2) )
Alors

1) la droite vectorielle DY solution du probléme de compression vecto-

riel, est engendrée par le vecteur propre
1 1
— 4+ —v1 ~ (1,1.02
(1,4:4-|-44 937) =~ (1,1.023)

pour la plus grande valeur propre de R RT.
2) la droite affine Dy, solution du probléme de compression affine, passe
par b(R) = (5/2,7/4) et a pour direction le vecteur propre

55 55
1,— + —=v4321) = (1,3.
(155 + 55 VA321) ~ (1,3.35)

pour la plus grande valeur propre de RQR” ou Q := I, — %11T. On voit que
Dpyin n’est pas paralléle a D% .
3) la méthode des moindre carrés donne une pente de 9/10.
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