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0 ANALYSE II COMPLEXE 2004-05

0. INTRODUCTION

Ce polycopié contient la matiére enseignée pendant les années 2002-03 a 2004-05 en Ana-
lyse complexe a I’'Université de Genéve. Le cours est destiné aux étudiants de deuxiéme
année du Baccalauréat universitaire (Bachelor) en mathématiques et physique. Il est lar-
gement inspiré du livre de J.C. Burkill and H. Burkill [4]. Le cours d’Analyse I sert de
référence de base (voir E. Hairer et G. Wanner [11]).

La premiére partie traite des séries de Fourier dont la convergence est étudiée en détail
grace aux théorémes de Jordan 7.13 et Fejér 7.14. Ces deux résultats ont nécessité 'intro-
duction de la notion de fonction a variation bornée a valeurs complexes sur un intervalle
réel. L’intégrale de Stieltjes, qui généralise de I'intégrale de Riemann, est présentée dans
ce contexte car elle conduit naturellement aux intégrales curvilignes, abondamment utili-
sées en deuxiéme partie. L’accent est mis sur les intégrales qui dépendent d’'un paramétre
(continuité, différentiabilité) car c’est un objet partout présent en Analyse. L’indice d’une
courbe fermée rectifiable du plan complexe par rapport & un point en est un exemple.

En plus de la résolution d’équations aux dérivées partielles par la méthode de la sépara-
tion des variables, la solution du probléme de Dirichlet dans le disque et I'inégalité iso-
périmétrique sont données comme applications de la théorie des séries trigonométriques.
Une bréve introduction & la transformation de Fourier termine la premiére partie.’

La deuxiéme partie consiste en ’étude des fonctions d’une variable complexe. Le théoréme
et la formule de Cauchy occupent une place prépondérante. Une version générale de
la formule de Cauchy conduit au théoréme des résidus qui permet de calculer nombre
d’intégrales définies. Les résultats classiques (principes du prolongement analytique, du
maximum, des zéros isolés, théoréme de Weierstrass sur la convergence uniforme d’une
suite de fonctions holomorphes, théoréme de Liouville) forment la partie centrale de la
deuxiéme partie. Les fonctions méromorphes et le théoréme de Rouché font 'objet du
chapitre 15. On donne ensuite la construction de fonctions méromorphes avec des parties
principales données et celle de fonctions holomorphes avec des zéros donnés.

Comme application de cette théorie, les fonction I' d’Euler et ( de Riemann sont pré-
sentées au chapitre 17. Une bréve introduction a la transformation de Laplace termine
le cours.!

Beaucoup d’autres sujets classiques (théorémes de la représentation conforme, de Picard,
de Runge, formule de Jensen, méthode de Perron, fonctions hypergéométriques, ...) ne
sont pas abordés ici mais les étudiants qui ont acquis les notions de base du cours peuvent
y accéder directement.

Genéve, juin 2005

IOTOTOTOTOTON

IPas couvert en 2004-05
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1. LE CORPS DES COMPLEXES
Définition 1.1. Dans I'ensemble R? des couples de nombres réels (z,y), on définit une
addition par
(z1,91) + (22, 92) = (21 + 22, Y1 + Y2)

et une multiplication par

($1a ?/1) ’ (51327?/2) = ($19€2 — Y1Y2, T1Y2 + yl$2)-

Proposition 1.2. Avec ces lois, R? devient un corps commutatif, le corps des nombres
complexes, qu’on désigne par C. L’élément neutre pour + est (0,0), I’élément neutre
pour - est (1,0). L’élément inverse de (z,y) # (0,0) est (z/(z* + y?), —y/(z* + v?)).

Remarque 1.3. L’application R — C qui envoie x sur (z,0) est un homomorphisme
injectif. Ceci permet d’identifier R x {0} & R et d’écrire x pour (z,0).

Notation 1.4. Si z désigne le couple (z,y) et i désigne le couple (0,1), on a z =
z-(1,0)+y-(0,1) =x+y-i. Le nombre réel x est la partie réelle du nombre complexe
r+y-1, notation x = Re z ; le nombre réel y est la partie imaginaire du nombre complexe
x4+ vy -1, notation y = Im z.

On utilisera systématiquement la notation x + iy pour les nombres complexes.

Remarque 1.5. L’espace C a aussi une structure d’espace vectoriel réel de dimension
2, avec {1,i} comme base. Mais ¢’est un C—espace vectoriel de dimension 1.

Notation 1.6. Soit z = x+1iy € C; le conjugué compleze de z est défini par z := x —iy
et la valeur absolue de z est le nombre réel |z| := /22 + 2.

Proposition 1.7. Pour z et w dans C, on a :

Rez:z—;z, Imz:Z;Z, 2+w=2Zz+w, Zw = Zw, 12> = 22
i
1 z
|zw| = |z]|w], SR |Rez| < |2], [Imz[ < [2], [z 4+ w| < |z + w].

Preuve. Seule la derniére inégalité n’est pas immédiate. On peut la déduire de 'inégalité
triangulaire dans R? ou procéder directement comme suit :

lz4+w|? = (z +w)(Z+ ) = |2|* + 20 + Zw + |w|?
= |2 + 2Rez@ + Jw|* < [2* + 2[zl[w] + [w]* = (|2] + [w])*.
O

Remarque 1.8. Il n’est pas possible de mettre une structure d’ordre sur C pour en
faire un corps totalement ordonné. En effet, puisque 1 est différent de 0, on doit avoir
0 <1,car 0 > 1 donne —1 > 0 en ajoutant —1 et 1 > 0 en multipliant par —1.
Maintenant, comme i est différent de 0, on doit avoir soit 7 > 0 et donc, en multipliant
par i, —1 = 3> > 0 puis 0 > 1 en ajoutant 1, soit i« < 0 et donc, en ajoutant —i,
0 < —1, puis 0 < —1 en multipliant par —:. Contradiction dans les deux cas.
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Définition 1.9. Comme espace topologique (métrique), C est aussi identifié & R?. La
distance est induite par la norme z +— |z|. Les boules sont désignées par D(a,r) pour
a € C et r>0, car ce sont des disques.

La projection stéréographique 7 réalise une bijection continue de la sphére unité de R3
privée du pole nord N = (0,0,1) sur C. En coordonnées, on a

T+ 1y
17 1—a2—y2

Cette application suggére d’ajouter un point a l'infini & C pour en faire un espace
compact C := C U {oo}. Par définition :

m:(z,y, /1 — 22 —9y?) —

1
z—00 &= T (2) = N <= -~ —0.
z

Ainsi un voisinage de l'infini est un ensemble qui contient 'extérieur d’un disque centré

en 0: {z €C||z| > R}.

Définition 1.10. Soit z = x + i1y € C. L’exponentielle de z est le nombre complexe
(1.1) e” 1= e"(cosy +isiny) = e” - e,

La propriété fondamentale de 'exponentielle

(1.2) et =e* e

provient des formules d’addition des fonctions trigonométriques. En effet, pour z = x+1iy

et w=u-+1iv,ona:

zt+w z4uti(y+v)

et =e ="t

COS 7 COSV — siny sinv + ¢siny cosv + sinycosv)
= e"(cosy + isiny)e(cosv + isinv).

On peut aussi poser plus directement

(1.3) e i=1+z2+2%/24+ - +2"/nl+ ...
car cette série converge absolument d’aprés Y |2"/n!| = €l*l < oo. La vérification de
(1.2) découle du produit de Cauchy :
N Ty | 2™ = (24 w)P
Z W - - - | _ N ) ztw
cC T2 !_Zp!(zp'm!n!)_z R

p=0
Elle permet de vérifier que (1.1) et (1.3) sont équivalentes.

Proposition 1.11. PROPRIETES DE L’EXPONENTIELLE COMPLEXE.
a) e #£0,VzeC;

b) e =1, Vy e R;

c) =1 <= z=2imn, avec n €Z ;

d) e =€V <= z=w+2imn, avec n € Z.

Preuve.

a) On a e” # 0 puisque I'exponentielle d’'un nombre réel ne s’annule jamais. Ensuite,
|cosy +isiny| = 1.

b) Cf. a).
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¢) De e = 1, on déduit |e*| = e* =1 et donc x = 0. De cosy = 1 et siny = 0, il suit
que y = 2imn, avec n € Z. L’implication inverse est immédiate.
d) Appliquer c¢) a e*~%. O

Définition 1.12. Soit z = z + iy # 0 un nombre complexe. Il exite § € R, déterminé a
x .
2m prés, tel que ——— = cosf et ——— = sinf. On dit que 6 est un argument

/ZI}'Q + yQ /x2 + y2
de z. L'unique argument 0 €] — m, 7| s’appelle I’argument principal de z. Notation :
Arg z. Donc z = |z]e?™8% et on a :
z=re? r>0,0cR < r=1z| et 0=Argz+2inm, ncZ.
Proposition 1.13. La fonction exp : C — C* est surjective (mais pas injective). En
fait ¥z € C*, le nombre complexe w = log|z| + i Arg 2 satisfait z = €.

Définition 1.14. Le logarithme principal de z # 0 est le nombre complexe Logz :=
log|z| +iArgz. On a Logx = logx quand x est réel positif. Tout w tel que e* = z est
un logarithme de z.
Remarque 1.15. On a e"8* = 2, Vz € C* et Loge® = w seulement si —7 < Imw < 7.
Définition 1.16. Pour z € C* et w € C, on pose

LW — ewLogz'

Exemple 1.17.

a) it = 6'L'Logi — 6i(log;l+i7r/2) — 677r/2 :
b) (_1)1 — etllogl+im) _ o= :
c) 2" = enlosz = en—llogz . glogz — ,n=1 ., pour n € N. Ainsi, la définition de

I'exponentielle complexe coincide avec la définiton usuelle quand l'exposant est un
entier > 0.

Proposition 1.18. Pour z, ( dans C* et v, w dans C, on a :
Ltw v Zw’ (ZC)w — L. Cw . e?iﬂ'n(z,())
ot n(z,() est lentier défini & ’Ezercice 1.6.

Exemple 1.19. (Quelques fonctions complexes)
a) f:C— C, h(z) =a-z, avec a € C*. Rotation si |a| = 1, rotation suivie d’une
homothétie en général.
z+1

b) h:C\ {1} — C\ {1}, h(z) = T homographie qui se prolonge contintiment en
Z —
h:C — C en posant h(l) = oo et h(oo) = 1.
c) g:C—C, g(z) = 22
d) s:C* — C*, s(z) = 2'/2.

OTOTOTOTOTOXN
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Exercice 1.1. Décrire les ensembles de nombres complexes définis par chacune des 5
conditions suivantes :

lz—i|=1, |z2+5|<1, z2+z=1, z—2z=—i, z+z=|z]"

Exercice 1.2. Vérifier que les points représentés par les nombres complexes a, b, ¢ sont
les sommets d’un triangle équilatéral si, et seulement si, a? + b? + c2 = ab + bc + ca.

Exercice 1.3. Montrer l'identité de Lagrange

> ajb|” = S laiPY b= D Jagbe — axdy?,
=1 1 j=1

j= j 1<G<k<n

pour a,...,ay,,by,...,b, € C. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans C" :

= 1/2 1/2
> b < Qa7 Ib7)
Exercice 1.4. La projection stéréographique S*\{ N} — C est définie par (zy, 29, 73) —
(r1 +1i39) /(1 — x3) = 2, pour (1,79, 73) € R3 tel que 22 + 22 +22=1¢et N =(0,0,1).
Vérifier les formules :
1+x3 z+Zz z—Z PP -1

xT1 T3 = W

2 _ _ _
S T+ i 2R

Exercice 1.5. Pour a,c € R, b € C avec a # 0 et |b]*> > ac, montrer que
azzZ + bz +bz+c=0
est I’équation d’un cercle dans C. Discuter le cas a = 0.
Exercice 1.6. On suppose 21, 25 € C avec z129 # 0. Vérifier que :
Log(z122) = Log(z1) + Log(z2) + 2imn(z1, 22),
ot :

1 si —2m < Argz; + Arg 2o < —,

<
n(z1,22) =10 si —7m <Argz +Argz <,
—1 si 7 <Argz + Argzy < 2m.

Exercice 1.7. DE MOIVRE (www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history /Mathematicians).
a) Pour a € R et 0 €] — 7w, 7|, vérifier la formule :

(cosf + isin0)* = cos(ad) + isin(abh).

b) Constater que la restriction sur 6 est nécessaire.
¢) Remarquer que la formule est vraie V0 € R si a € Z.

Exercice 1.8. Soit w = u + ‘v un nombre complexe. Avec

z=x+iy ou z:=+/(Jw+u)/2 et y:=+/(lwl—u)/2

vérifier que 22 =w si v > 0 et 22 = w si v < 0. En conclure que tout nombre complexe

w non nul a deux racines. Constater que w'/? =z si v >0 et w"/? =z si v < 0.
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2. FONCTIONS A VARIATION BORNEE

Remarque 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction monotone (au sens large). Alors
lim, . f(z) et lim,\ . f(x) existent pour tout ¢ €]a,b[. On les désigne par f(c+ 0) ou
F(e) et fle—0) on fle).

En effet, supposons f croissante. L'ensemble f([a,c[) = {f(z) | a < x < ¢} est non vide
et majoré. Soit [ := sup f([a,c[). Pour ¢ > 0, il existe x; € [a,c| tel que f(z1) >1—¢
car [ —e n’est pas un majorant. Donc f([xy,c[) C|l —¢,[] par monotonie et et parce que
[ est un majorant. On a montré [ = lim, . f(x).

Proposition 2.2. Soit f : [a,b] — R une fonction croissante et a < ¢y < -+ < 1 <b
un partage de [a,b]. Alors

n—1
> flet) = flee—) < f(b) = f(a).
k=1
Preuve. On choisit x; = a, x5 €]y, ca], 2 €|ca, c3],. .., x, =b. Alors

Z flext) = fla— Z f(Trt1) zp) = f(b) — fla)

puisque f(zx) < f(er—) < f(at) < f($k+1)- O

Corollaire 2.3. Si f : [a,b] — R est monotone, l’ensemble de ses discontinuités est (au
plus) dénombrable, car la somme des sauts de [ est finie. Il s’agit de discontinuités de
premiere espece.

Rappel. Une fonction monotone est intégrable au sens de Riemann ([11] IIT (5.11)).

Définition 2.4. Soit f : [a,b] — R ou C. On dit que f est a variation bornée s'il existe
M > 0 tel que pour tout partage {a =z < x; < --- < x, = b} de [a,b], on a

(2.1) S I flapa) — £lay)

La méme définition est faite pour les fonctions & valeurs dans un espace normé en rem-
plagant la valeur absolue par la norme.

On désigne par VB([a, b]; C) I'espace des fonctions complexes a variation bornée sur [a, b]
et pour f € VB([a,b];C), on pose

N

M.

Vi) = V) = sp 3 £ (epa0) = £

ou P parcourt ’ensemble des partages de [a,b]. Cest la variation totale de f sur [a,b].
D’ot une semi-norme sur VB([a,b],C). Ce n’est pas une norme car les constantes ont
une variation nulle.

Il est immédiat de vérifier ’équivalence suivante :

(2.2) f€VB(a,b;C) <= Ref et ImfeVB(a,b;R).

Remarque 2.5. Toute fonction a variation bornée est bornée (par |f(a)| + V(f)).
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Exemple 2.6.

a) Toute fonction monotone est & variation bornée.
En effet, pour f croissante, on peut enlever les valeurs absolues dans (2.1) et la somme
vaut f(b) — f(a).

b) Si f € C%[a,b];R) est différentiable sur ]a, b et si sa dérivée f’ est bornée, alors
f€VB(a,b];R) et V(f) = f; |f’| quand f’ est intégrable.
Soit M’ = sup|f'| ; le théoréme des accroissements finis donne |f(z;41) — f(z;)] <
M'(zj11 —x;), et donc Vi (f) < M"Y (wj41 —x;) = M'(b—a). Si f’ est intégrable,

on a |f(zjs1) — flz))| = \féjﬂ ] < féj“ If'|, Ao V(f) < ff[f’| Pour obtenir
une inégalité en sens inverse, on donne ¢ > 0; il existe un partage de [a,b] tel que
f:|f’| < ' (xjm — xj) + €, ot & € [z5,2j41]. On peut prendre &; tel que
f(@js1) — f(zj) = f(&)(xj41) —x;) par le théoréme des accroissements finis et obtenir
S 11 < S (i) = fla)] +e.

¢) Une fonction continue n’est pas nécessairement a variation bornée. Par exemple f(x) =
zsinl/z pour x €]0,1] et f(0) = 0.
Prendre des partages o =0, z; =1/(n—j)mr pour 1 <j<n—-1, z,=1.

d) La fonction donnée par f(x) = 3z'/3, pour x € [0, 1], est monotone, donc a variation
bornée, mais sa dérivée n’est pas bornée sur ]0,1[.

Remarque 2.7. Pour a <c<bet f:]a,b] = C,ona f € VB(a,b) si, et seulement si,
flag € VB(a,c) et fliep € VB(c,b). Dans ce cas Vigy(f) = Vi,q(f) + Vg (f)-

Définition 2.8. Une fonction f : [a,b] — C est continue par morceauz s’il existe un
partage a = rg < x1 < --- <z, = b de [a,b] tel que f],,, se prolonge continiiment
a [rj, 4], pour j=0,...,n—1.

Notation : CMO([a,b]; C). Exemple : La fonction partie entiére f(x) = [z] sur [0, 10].

Une fonction f : [a,b] — C est de classe C' par morceaux s'il existe un partage a =
To < a1 < - < Ty =b tel que flj;, 5., a un prolongement de classe C' & [z}, x;41],
pour j=0,...,n—1.

Notation : CM*([a, b]; C). Exemple : toute fonction affine par morceaux.

T

Proposition 2.9. Toute fonction de classe C* par morceaux est & variation bornée.
Preuve. Sur chaque morceau, on applique ’Exemple 2.6 b) puis la Remarque 2.7. O

Proposition 2.10. Pour f € VB(|a,b;R), on a :

a) la fonction © — Vi (f) = v(x) est croissante; elle est continue en tout point ot f
est continue ;

b) v— f est croissante.

Preuve. Pour @ < <y < b, on a v(x) < Vi (f) + Vg (f) = v(y) d’apres la
Remarque 2.7. Si € > 0 est donné, il existe un partage rg = < 1 < --- < x, = b de
[x,b] tel que

Ve (f) =& <D [ f(zm1) — flz)]-
0
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Pour y € [z, [ on en déduit

Ve (f)—e < If(y)—f(l“)|+|f(x1)—f(y)|+i |f (@) = f ()] < [f ()= F @)+ Vg (f),

donc
View () = Vigal(f) = View (f) < [f(y) — f(@)| + e

Si f est continue en x, on peut supposer que |f(y) — f(z)| < € quand |y — x| est assez
petit. On a montré a) car le raisonnement est similaire pour y < x.
Pour b), on observe que f(y) — f(z) < Viay(f) = v(y) — v(z) et donc v(x) — f(x) <

v(y) — f(y).
0

Corollaire 2.11. Une fonction réelle (continue) est a variation bornée si, et seulement
si, elle est différence de deux fonctions monotones croissantes (continues). En parti-
culier, une fonction a variation bornée n’a qu’un nombre dénombrable de discontinuités
de premiére espéce.

Prewve. f=v—(v—f). O

IOTOTOTOTOTON

Exercice 2.1. Soit f la fonction définie sur [0,1] par f(z) = z%sin(1/z) si x # 0 et
f(0) = 0. Est-elle a variation bornée 7 Méme question pour la fonction g définie sur [0, 1]
par g(z) = +v/zsin(1/z) si x #0 et g(0) = 0.

Exercice 2.2. On dit qu'une fonction f : [a,b] — C satisfait une condition de Lipschitz
d’ordre a > 0 s'il existe M > 0 tel que Vz,y € [a,b], |f(z) — f(y)] < M|z — y|*.
Notation f € Lip,([a,b]). Montrer les assertions suivantes :

(1) o> 1= Lip,([a,b]) =C;

(2) Lip,([a,b]) & VB(la, b))

(3) Lipg([a,b]) \ VB([a,b]) # 0.

Exercice 2.3. Soit ¢ : [a,b] — R une fonction & variation bornée, continue en b et
f : [a,b] — C une fonction bornée. On suppose que, pour tout b’ € [a,b[, la restriction
de f a [a,V] est g—intégrable sur [a,d’]. Montrer que f est g—intégrable sur [a,b] et

que
b b
/Qfdgzl}}%/a fdyg.

Exercice 2.4. Montrer 1'équivalence (2.2).

Exercice 2.5. Montrer la Remarque 2.7.
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3. INTEGRALES DE RIEMANN-STIELTJES

Pour une fonction bornée f : [a,b] — R et un partage P ={a =29 < --- < x, = b} de
[a,b], B. RIEMANN (1826-1866) considére les sommes

n—1 n—1
= Zmi(l’iﬂ —x;), S(f, P) = ZMi(xi—i-l -
0 0

oit m; = infly, ..., f et M; = supy,, . ) f. Quand supp s(f, P) = infp S(f, P), on dit
que f est intégrable au sens de Riemann.

T.J. STIELTJES (1856-1894) généralise cette théorie en remplagant 1'accroissement x; 1 —
x; par g(x;11) —g(x;), o g : [a,b] — R est une fonction croissante (au sens large). D’ou
deux nouvelles sommes

n—1
s(f, Pg) = Zmz 9(Tit1) g(xi))v S(f, P, g) :ZMz 9(Tit1) g(x1>)
0

On vérifie 1mmed1atement les inégalités suivantes :

(3.1) (9(b) — g(a))inf f < s(f, P,g) < S(f, P,g) < (9(b) — g(a)) sup f
et
(3.2) PC Q= s(f,Pg) <s(f,Q,9) <S(f,Q,9) <S(f.P.g).

Définition 3.1. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée et g : [a,b] — R une fonction
croissante. On dit que f est g—intégrable (au sens de Stieltjes) si

Ve > 0,36 >0 tel que V partage P ona u(P)<d= S(f,P,g)—s(f, Pg) <e,

ou p(P) := max(x;11 — x;). On désigne par fabfdg la valeur de la limite. L’espace des
fonctions g—intégrables sur [a,b] sera désigné par R([a,b],g). Comme d’habitude, on
compléte la définition en posant

/fdg— /fdg, si b<a, et /afdgzo.

Remarque 3.2. a) Quand g(z) = z, on retombe sur l'intégrale de Riemann d’aprés le
théoréme de Du Bois-Reymond et Darboux [11] III 5.8. Notation : R([a,b]).

b) Si f est g—intégrable alors les sommes de Riemann-Stieltjes > f(&;)(g(ziv1) —g(x:)),
ou & € [z;,z;11] tendent vers [ fdg, quand p(P) — 0. Réciproquement, si les sommes
de Riemann-Stieltjes de f tendent vers une limite, alors f € R([a,b],g).

Exemple 3.3.
1) Soit f € C%[a,b]) et g constante par morceaux, i.e., g est constante sur les sous-
intervalles ouverts d’un partage {zg,z1,...,2,} de [a,b], alors f € R([a,b],g) et

/ fdg—foj —g(z;-)), ou gla—) = gla), g(b+) = g(b).

2) Si f et g ont un saut en un méme pomt de [a, b], alors f n’est pas g—intégrable.
Exemple : pour f(z) = [z] = g(x), on a (M; —m;)(g(zj+1) — g(z;)) =181 0 <y <
1< Tjt1 < 2.



ANALYSE II COMPLEXE 2004-05 9

3) f € R(la,b]) et g € C'([a,b]) = [ € R([a,b],q) et [ fdg = [ f(z)¢'(z)dz. En
effet, > (M; —m;) (g(zj41)—g(z;)) < S (M;— m])supg (Tj11—x;) tend vers O quand
la maille du partage tend vers 0 puisque f est Riemann intégrable.

Définition 3.4. Pour f, ¢: [a,b] — C bornées, on dit que f est g—intégrable (au sens
de Stieltjes) s'il existe I € C tel que Ve > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout partage
P =A{xg,...,c,} de [a,b], on a:

(33)  u(P)<d=1Y_ fE)glxsn) —gla;) = 1| <&, V& € [y, a501].

Le nombre complexe I est désigné par fab fdg.

L’intégrale f b f|dg| est définie de la méme maniére comme limite de sommes de Riemann-
Stieltjes S0 £(&)]g(x11) — g(x;)], quand elle existe.

Exemple 3.5. Pour f € C%[a,b],C) et g € C'([a,b],C), on montre comme & I'exemple
3.3 que f est g—intégrable et que [ fdg= [ f¢'.

Remarque 3.6. Puisque C est complet, la condition (3.3) est équivalente & la suivante :
pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tous partages P = {xg,...,Tn} et
Q = {vo,--.,Yn} de maille plus fine que ¢, on a, V¢;, € [xj, xj11] et Vi, € [yk, Yry1] :

(3.4) |i f(E) (g(zjan) Zf M) (9 (k1) — 9(ye)| <&,

Preuve. La condition (3.4) est clairement nécessaire. Montrons qu’elle est suffisante. Pour
tout | € N* il existe ; > 0 tel que (3.4) a lieu avec € = 1/2l et 6 = ¢;. On peut
supposer que o; décroit. Pour chaque [, on choisit un partage P, et une somme de
Riemann-Stieltjes ¥; correspondante. Alors la suite {¥;}en+} est une suite de Cauchy.
Soit I sa limite. En passant a la limite dans I'inégalité |¥;, — X,| < 1/20 si p > [, on
obtient |3, — I| < 1/21. Si € > 0 est donné, on prend [ € N* tel que 1/l < ¢ soit
> une somme de Riemann-Stieltjes pour un partage de maille plus fine que ¢;. Alors
X —I| < |2 =%+ % — 1| <e. Donc f est g—intégrable. O

Théoréme 3.7. CONDITION D'INTEGRABILITE : ,
fec(a,b]) et g€ VB(la,b) = f€R(abl,g) et | [ fdgl < [|f]ldg|.

Preuve. Montrons (3.4). Pour ¢ > 0 donné, il existe 5 > 0 tel que | f(&)—f(n)| <e/V(g),
si |€ —n| <, par continuité uniforme de f. On suppose d’abord que @Q = {vo,...,Yn}
est un partage plus fin que P = {xy, ..., 2, } et P de maille plus fine que ¢. La situation
suivante se présente :

Ti=Yp < Ypg1 < - " < Ypy1 = Tpp1 avec [ =1,

On écrit

-1
’f(ﬁj)(g(xjﬂ Z f( 77k+p I(Yrtpr1) — g(yk—&-p))’ =
p=0

I—

[ 2_(F(&) = £ ) (9(rspr1) = ()| < @vmmlmg).

p

—_

I
=)
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En sommant sur j, on obtient (3.4).
Le cas général découle de ceci et de la comparaison des partages P, P U@ et Q.

Proposition 3.8. BILINEARITE DE L'INTEGRALE DE STIELTJES :
a) Si f1, fo € R(la,b],q) et c1, co € C alors c1f1 + cafa € R(|a,bl,g) et

[(afi+eaf)dg=a [ fidg+c [ fodg;
b) Si f € R([a,b], 1) N R([a,b],g2) et c1, co € C alors f € R([a,b],c101 + c292) et

[ fd(cgi+cog2) =1 [ fdgr+ ¢ [ fdgs.

Preuve. Pour a), il suffit de vérifier 'inégalité suivante

\Z(lel + c2f2)(&)(9(xj41) — 9(z))) — a1 /fl dg — C2/f2 dg| <
el AE) 0s0) — () — / frdg| + [eol] > £(6)(9(ws01) — gla) — / fodg|.

La preuve de b) est similaire. O

Corollaire 3.9. Soient fi, fo et g1, go des fonctions réelles définies sur [a,b]. Si f; €
R([a,bl, gr) pour j et k=1, 2, alors fi +ifs € R([a,b],g1 + ige) et on a :

/ab(f1+if2)d(gl+ig2>:/abf1dgl—/abfzdgz+i(/abf1dg2—0—/abf2dg1).

Proposition 3.10. Soit g : [a,b] — R une fonction réelle o variation bornée et f une
fonction réelle g— intégrable. Alors f est v—intégrable, ot v est la fonction variation de
g de la Proposition 2.10.

Preuve. Soit M = sup |f|. Pour € > 0 donné, il existe 6 > 0 tel que, pour tout partage
de maille < 0 on a :

|n§:1(f(€j) = f()) (9(zj1) = g(z))| <e et w(b) < nzf |9(2j41) — g(x;)| +/2M.
En zchangeant au besoin &; et 7;, on obtient : 0

(3.5) nzl M —my)|g(xj11) — g(z;)] < e

D’autre part, 0

§(Mj —m;) (v(wj41) — v(;) = lg(z551) — g(2;)]) <

2MZ 2341) — 0(w3) — lglwsa1) — gle;)]) < 2M (u(b) - Z 9(z51) — 9(@3)]) < <.

En sommant cette inégalité et (3.5), il vient Sp " (M; —my) (v(zj1) — v(zy)) < 2,
d’ou le résultat. O
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Remarque 3.11. Cette propriété permet de ramener les intégrales de Stieltjes de fonc-
tions réelles avec intégrant a variation bornée, & un intégrant monotone. On 'utilise dans
preuve de la proposition suivante.

Proposition 3.12. Soit g : [a,b] — R une fonction réelle 4 variation bornée. Alors
a) fr et fo € R([a,b],9:R) = fifo GR([a b,9) ;

b) feR(ab],g,R) = |f| € R([a,b],qg) et |ffdg\ [1f1dgl ;
¢) f € R([a,b], g;R) et inf|f| >0 = 1/f€R([a bl,g).

Proposition 3.13. INTEGRATION PAR PARTIES :
b
f €R((a,b],9) = g€ R(ab]. f) et [ fdg=fgl'— [ gdf.

Preuve. Soit @ = {yo,...,Yn} un partage de [a,b] et n; € [y;,yj+1], 0<j<n—1.0n
peut supposer que les 7; sont tous distincts, car si n, = Mk41 = Yk, dans la somme de
Riemann-Stieltjes

> gn)(fyia) — F(),

les termes faisant apparaitre y; se détruisent et on remplace le partage @ par Q \ {yx} ;
la maille du nouveau partage est au plus 2 fois la maille de Q.
On introduit n_; =a et n, = b puis on écrit,

n—1

ig(m)( f (Y1) Zf vi)gm) = > fy;)g(ny)

0

= Z F)(g(ni—1) = 9(n))) = f(yo)g(mo) + f(yn)g(na)

= Z F)(9(ni-1) — 9(nj)) + £(b)g(b) — f(a)g(a).

La derniére somme est une somme de Riemann-Stieltjes pour — [ f dg correspondant au
partage P = {n_1,...,m,}. Le résultat en découle puisque p(P) < 2u(Q). O

Théoréme 3.14. FORMULES DE LA MOYENNE. Pour f et g a valeurs réelles, on a :

1) f € R([a,b],g) et g monotone = Tn € [inf f,sup f] tel que fabfdg = 77fab dg et
en particulier, quand f est continue, 3¢ € [a,b] tel que fabfdg = f(&) fab dg ;

2) f monotone et g € C°([a,b]) = 3¢ € [a, b] tel que fabfdg = f(a) ff dg+f(b) f; dg.

Preuve. Pour tout partage {xo, o Tyt de [a,b] et & € [z, x41], on a

lnffz xj—o—l Zf gj Ij-i—l Ij Supfz x]+1 ]))

L’existence de 1 en decoule. Quand f est continue, le théoréme de la valeur intermédiaire
donne £.
Pour prouver 2), on applique 1) a f gdf apreés avoir intégré par parties :

/ fdg = fol’ / gdf = F(D)gb) — Fla)g(a) — g(€)(F(B) — f(a))
= f(a)(g(€) — gla)) + f(b)(g(b) — g(&)).
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Exemple 3.15. Si f est monotone et u € R([a b)) alors il existe & € [a,b] tel que

Ji f@)u(@)dz = f(a) [ u(z)dz+ Fb) f; ul
Il sufﬁt en effet d’ apphquer 2) a g définie par g(x f u.

Intégrales impropres
On généralise la théorie de l'intégrale de Riemann-Stieltjes au cas ou soit l'intervalle

d’intégration soit 'intégrant f est non borné. On supposera que les fonctions f, g :
la,b[— C sont telles que f| est g|ny—intégrable, pour tout b < b. Par exemple,
b = oo est permis.

Définition 3.16. Pour f, g: [a,b[— C avec f|ny € R([a,V],g|ay)) pour tout ' < b,
on dit que f;fdg eriste ou converge si limy f: f dg existe. Elle converge absolument
si f; |f|| dg| converge, i.e., si les intégrales fab/ | f|| dg| sont bornées pour ¥ < b, ce qu’on
abrége en ff |f]| dg| < oo. La convergence absolue entraine la convergence.

Exemple 3.17. Pour f :[0,00[— C continue, on a :

Jo° f(x)d[z] converge <= > 7° f(k) converge;

J5° f(z)d[z] converge absolument <= > |f(k)| < co.

IOTOTOTOTOTOXN

Exercice 3.1. Soit g : [a,b] — R une fonction & variation bornée, continue en b et f : [a,b] — C
une fonction bornée. On suppose que, pour tout b’ € [a,b[, la restriction de f a [a,] est
g—intégrable sur [a,b’]. Montrer que f est g—intégrable sur [a,b] et que

/fdg:hm fdg.

Exercice 3.2. Donner une preuve de I’énoncé ¢) de la Proposition 3.12.

Exercice 3.3. Soit g : [0,1] — R la fonction définie par g(x) = = + 1/2" si x €]1/2"+1 1/2"]
et g(0) = 0. Calculer fol xdg(x).

Exercice 3.4. Utiliser la formule d’intégration par parties pour l'intégrale de Stieltjes pour
montrer, quand s € C :

" olr (1) 9z /2] — [z
st_nsl 8/1 x[leldx’ Z(ks) :S/1 [/:CS]+1[]d$

k=1

Exercice 3.5. On donne une fonction f : [1,00[— R décroissante, tendant vers 0 & l'infini,
et une fonction g : [1,00[— R localement intégrable dont l'intégrale sur tout intervalle fini
est bornée par une constante. A I'aide du deuxiéme théoréme de la moyenne, montrer que
J7° f(2)g(x) do existe. Application & [;°sinz/z dz.
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4. FONCTIONS DEFINIES PAR DES INTEGRALES
Proposition 4.1. Soit f une fonction continue sur le produit [a,b] x K, ot K est

un espace métrique compact, et g € VB([a,b]). Alors la fonction F sur K définie par
F(y) = f:f(:c, y)dg(z) est uniformément continue.

Preuve. On écrit, pour y et yg € K :

|F(y) — F(yo)| = I/ (flz,y) = flz,y0)) dg(z)] < sup |f(z,y) — fz,10)] V(9).

z€la,b]

Puisque [a, b] X K est compact, f est uniformément continue. Pour £ > 0 donné, il existe
donc § > 0 tel que dist(y,yo) < d entraine |f(z,y) — f(z,y0)| < &, Va € [a,b] et ainsi,
Supxe[a,b] |f(l’,y) - f($7y0)| <e. Do |F(y) - F<y0)| < 6‘/(9) s1 dlbt(yayO) < 9. O

Proposition 4.2. Pour g € VB([a,b]) et f € R([a,b],g), la primitive F(z) = [ fdg
satisfait :

a) F € VB([a,b]) et V(F) <sup|f|V(g) -

b) geC® = Fe(’;

¢c) feCetgel = Fel' et F'=fg.

Preuve. a) Soit P = {a,xy,...,b} un partage de [a,b]. On a

n—1

n—1 Tyl b
S F () - Fla) =Y / fdg| < sup| | / |dg| = sup || V(9).
0 $J a

0

b) Puisque g est continue, la fonction de variation de g est continue, cf. Proposition 2.10
partie b). On a

F(a+h) — Fz)| = | / " fdgl < sup f](v(x + 1) — o))

et la derniére parenthése tend vers 0 quand h tend vers 0.

¢) On sait que [ fdg = [ fg et le résultat découle du théoréme fondamental du
calcul différentiel([11] I11.6.9) qui est aussi vrai pour les fonctions a valeurs complexes
en séparant le réel de 'imaginaire. O

Exemple 4.3. Pour f € R([a,b]) et h € C([a,b]), on a, avec F(z) = [ f :

/abh(x) AP (z) = /abh(x)f(x) dz.

En effet, soit € > 0 donné. Pour un partage {x,...,z,} de [a,b], on a

b Tj41 b
IS &) (Fla) = F) - [ nfl =13 [ (W) - h)sra << [ 1rwlds
dés que la maille du partage est assez fine, car h est uniformément continue.

Proposition 4.4. Soit g € VB([a,b]) et fr € R([a,b],g) une suite telle que f converge
uniformément vers f sur [a,b]. Alors f est g—intégrable et fax frdg — faxfdg unifor-
meément.
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Preuve. D’aprés I'inégalité fondamentale, pour tous k£ et [ € N on a :

|/fk:d9—/fld9| <Sup|fk—fz|/|d9|-

La suite {[ frdg}ren est donc une suite de Cauchy. Soit I sa limite. Montrons que
[ est g—intégrable et que [ fdg = I. Etant donné ¢ > 0, il existe £ € N tel que
sup |f — fil <e/3V(g) et | [ frdg — I] < ¢/3. Comme f; est g—intégrable, il existe
d > 0 tel que pour tout partage P de [a,b] de maille plus petite que 0, on a :

|ka(fj)Aj9 - /fk dgl <e/3, ou Ajg=g(rj41) —g(x;) et & € [z, 2]
En regroupant ces trois inégalités, on obtient

DS LNEN RS

I (F(&) = fel&) Aggl + 1D frl)Ajg — /fk dg| + | /fk dg— I <e.
O

N.B. Le théoréme des accroissements finis est faux pour les fonctions a valeurs com-
plexes. Le lemme suivant le remplace dans bien des cas.

Lemme 4.5. Si u: [y,y + h] — C est continiment différentiable, on a :
u(y +h) —u(y)| < |h| sup [u'(n)],
y<n<y+h

lu(y + h) —u(y) — hu'(y)| < |2| sup  |u'(n) —u'(y)|.
y<n<y+h

(4.1)

Preuve. Puisque la fonction ¢ — u(y+th) — thu'(y) a pour dérivée h(u'(y-+th) —u'(y)),
le théoréme fondamental [11] I11.6.9 donne

1
w(ly +h) —u(y) — h'(y) = h/ (u’(y +th) — u’(y)) dt.
0
La deuxiéme inégalité de (4.1) en découle, la preuve de la premiére est similaire. O

Proposition 4.6. Soit f : [a,b] x [c,d] — C continue, continiment différentiable
en la deuziéme variable et g € VB([a,b]). Alors la fonction F définie par F(y) =
f; f(z,y)dg(z) est contindment différentiable sur [c,d] et on a :

d b baf
" / f(,y) dg(x) = / e dgta).
of

Remarque 4.7. L’exercice 4.2 explique pourquoi on a besoin de la continuité de 30
Y

0
Preuve. Puisque 8_f est uniformément continue sur [a,b] X [¢,d], pour € > 0 donné, il

(z,n) 9Of(z,y)
oy oy

0
existe 6 > 0 tel que | / | <esi(x,y) et (z,n) € [a,b]x][c,d], In—y| <0.
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Par définition de F' et grace au lemme (4.5) appliqué & f(z,-), on a, pour 0 < h < 4, si
[y, y+h] Cle.d -

b X b X
By 1)~ F(o)-h [ %yy) dg@)] =1 [ (4 = flop) - T ED)y o)

dy
0
y<n<y+h dy

) B 8f(({)$y,y)}/a |dg(x)| < heV(g).

Le résultat en découle en divisant par h. [

Remarque 4.8. Sous les mémes hypothéses avec en plus a et b de classe C!, on a :

d b(y) b(y) of / /
d_y/a(y) flz,y)dz = /Q(y) a—y(ﬂ%y) dz + f(b(y), y)V'(y) — flaly),y)a'(y).

Pour les intégrale de Riemann, la dérivablité sous le signe somme est garantie dés que

f i ]a,b] x [¢,d] — C est intégrable et que y — —f(:v,y) existe et est continue en 1y,

dy

uniformément en x € [a, b].

Le cas des intégrales impropres dépendant de paramétres est un peu plus délicat et
nécessite la convergence uniforme ou dominée.

Proposition 4.9. Soit f une fonction continue sur le produit [a,b|xK, ou K est un
espace métrique compact, et g : [a,b[— C une fonction & variation bornée sur tout

sous-intervalle [a,V'], b’ < b. On suppose que les intégrales fab f(z,y)dg(z) convergent
uniformément, i.e., Ye > 0, il existe b’ € [a, b] tel que \fblf” flz,y)dg(z)| <e, Vy € K et
V" €V, b[. Alors la fonction F sur K définie par F(y) = fff(x,y) dg(z) est continue.

Preuve. On prend une suite {b,},en qui tend vers b. Alors F,(y) := fab” f(z,y)dg(z)
définit une suite de fonctions continues sur K. Comme
bp

[Eny) = Bl =1 | f(z,y)dg(=)]

bn

tend vers 0 uniformément en y € K, la suite de fonctions {F),}nen est une suite de
Cauchy et sa limite F' est continue. On a montré

(4.2) /f(rv,yo)dg(fr) = F(yo) = lim F(y) = lim [ f(z,y)dg(z).

Y=o y—vo J,

O

Exemple 4.10. La convergence dominée : |f(z,y)| < ¢(z), VY(z,y) € [a,b[xK avec
f; ¢|dg| < 0o entraine la convergence uniforme.

Remarque 4.11. Enoncé analogue pour une suite f, : [a,b[— C qui converge vers

f uniformément sur [a,b'[, YO < b, et telle que Ve > 0, il existe b’ € [a,b[ tel que
" fa(2)dg(z)| < e, Yn € N et V" €]V, b[. La convergence uniforme de f, vers f sur
b

[a, b] n’est pas suffisante pour pouvoir échanger lim et [, voir Exercice 4.3.
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Proposition 4.12. Soit f : [a,b[x[c,d] — C continue, contindment différentiable en la
deuzieme variable et g : [a,b[— C une fonction & variation bornée sur tout sous-intervalle

[a,b'], b’ < b. On suppose que pour yo € [c,d] 'intégrale f;f(x, yo) dg(x) converge et que
b

. 0 . . .

les intégrales / 8_f (x,y)dg(x) convergent uniformément. Alors la fonction F définie

par F(y f f(z,y)dg(z) est contindment différentiable et on a :

—/f:cydg /axydg)

Preuve. D’aprés le résultat précédent, la fonction G définie par G(y) =

af
@ 5y @Y do(@)
est continue.

D’autre part, pour n € N, la fonction F, donnée par F,( f f(z,y)dg(x), o

b, € [a,b[, est différentiable et on a

bn
Fw= [ e

a

par la Proposition 4.6. Par hypothése, si b, — b quand n — oo alors F, — G
uniformément sur [c,d]. En intégrant F de yo & y, on obtient que F,(y) — F,(vo)
converge uniformément vers f Y G(n)dn et donc que F,(y) converge uniformément vers

o Y G(n)dn + f f(z,y0)dg(z). Ceci montre que 'intégrale ff f(z,y)dg(z) existe; sa
dérivée vaut évidemment G. 0J

IOTOTOTOTOTON

Exercice 4.1. Soient 0 < a < b et s € R\{—1}. Calculer f *(log z)*dz en différentiant
[?a* dz par rapport a s

Exercice 4.2. Pour x € R et y > 0, soit :
T s10<r <Yy
flr,y) =4 —x+2y siJy<az<2/y
0 sinon
On prolonge f a R? en posant f(zr,y) = —f(x, —y) pour y < 0. Comparer les expres-
sions :
d /1 Lof
— flz,y dx) et ,0)dx
3 ([ s o [ e
1
Exercice 4.3. On définit la suite de fonctions {f fnen par fo(z) = —5—, v € R.
n+az2/n

oo
Vérifier que f, — 0 uniformément, mais que / fn 7 0.
—0oQ
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Exercice 4.4. On suppose que f : RT — R est a variation bornée sur [0, ] pour tout
b >0, et que lim, ., f(x) existe. Montrer que :

Jim y ( /O . e f (fﬂ)dfﬂ> = lim f(z)

Indication : Intégrer par parties.

5. CHEMINS, COURBES, INTEGRALES CURVILIGNES, INDICE

Définition 5.1. Un chemin ou courbe paramétrée dans C est une fonction continue
d’un intervalle fermé [a,b] dans C. Deux chemins v : [a,b] — C et 0 : [¢,d] — C sont
équivalents s’il existe une bijection continue ¢ : [a,b] — [c, d] telle que v = Joyp (et donc
6 = yop~ ).

Une courbe est une classe d’équivalence de chemins.

Une courbe orientée est une classe d’équivalence de chemins pour la relation précédente
avec ¢ strictement croissante.

Une courbe différentiable [différentiable par morceauz/ est une classe d’équivalence de
chemins différentiables |différentiables par morceaux| pour la relation précédente avec ¢
et ¢! différentiables.

Le support ou la trace d’une courbe I' est ensemble {v(t) € C | t € [a,b]} ou la
fonction 7 : [a,b] — C représente la courbe T'.

Une courbe I' est simple si, pour v € I', v|jap €t Y[jap) sont injectifs. Elle est fermée si
+(a) = (b).

Une courbe T' est rectifiable si Vy € I', on a :

s%pz [V (@j11) — v(75)] < 00

ou P parcourt 'ensemble des partages de [a, b], de maniére équivalente si 7 est & varia-
tion bornée. Cette borne supérieure est la longueur L(I") de I', donc L(I') = V(7).

Théoréme 5.2. THEOREME DE JORDAN. Soit ' une courbe fermée simple dans C
(courbe de Jordan). Alors C\suppT' a deuz composantes connezes, l'une bornée appelée
intérieur et [’autre non bornée appelée extérieur.

Preuve. Elle est difficile. Voir [3]. O

Proposition 5.3. Soit I' une courbe C' par morceauz dans C. Alors I' est rectifiable et

L(F):/ JRe 2+ (Imy )2, Vyel.

Preuve. 11 suffit de raisonner sur chaque morceau. On peut donc supposer que 7 est de
classe C'. Pour tout partage {to,...,t,} de [a,b], on a:

tjt1 , tj+1 , b )
S bt 2 =1 [ [ = [
t; t; a

Par suite, V(vy) < ff |7/|. Pour montrer l'inégalité en sens inverse, on donne € > 0 il
existe 0 > 0 tel que |¥/(s) —7/(t)| < e si s, t € a,b] et |s—1t| <. Soit {to,...,t,}
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un partage de maille plus petite que ¢. Le Lemme 4.5 donne les majorations suivantes,
pour j=0,...,n—1:

1V ()|t = t5) = [v(tjn) — v(#5)] < Iy(tin) — v(t5) =o' (85) (i — t5)] < (tj1 — t))e.

En sommant sur j, on obtient
St — 1) = D [ti1) = A1) < (b — a)e,

Comme la premiére somme approche [ || et que la deuxiéme somme approche V(v),
on a montré [ |y <V (y). O

Définition 5.4. Etant donné + : [a,b] — C rectifiable et f : v([a,b]) — C continue, on
définit 'intégrale curviligne de f le long de ~ par :

/7 f= / f(2)dz = / oy dy = / " for(t) dn().

Pour tout changement croissant de paramétrage ¢, on a f7 f= pr f, ce qui montre
que fr f est bien défini pour une courbe orientée rectifiable I'.

Exemple 5.5. Quand I' est un cercle positivement orienté centré en a € C parcouru

une fois, on a
dz
= .
rz—a

Il suffit en effet de paramétrer le cercle par v(t) = a + €™, t € [0, 1] et d’intégrer

d Uodny(t L) de L oime2int qt 1
/ Z:/L:/L:/WTZ%W/&.
r?Z—a o V() —a o V() —a 0 esn 0

Lemme 5.6. Soit I' une courbe rectifiable orientée dans un ouvert Q CC et f: Q2 — C
une fonction continue. Alors, pour tout € > 0, il existe une courbe polygonale orientée
['. dans 2, de mémes extrémités que I, telle que

- [ g1<e

Preuve. Soit v : [0,1] — 2 une paramétrisation de I" et K := ([0, 1]). Puisque K est
un compact contenu dans €2, la distance p de K au complémentaire de () est positive.
Alors le sous-ensemble K’ := {z € C | dist(z, K) < p/2} est compact et il est contenu
dans Q. Pour € > 0 donné, par continuité uniforme de f sur K’, il existe § > 0 tel que :

z,we K et |z—wl <d=|f(2) - flw)] <e.
De méme, par continuité uniforme de v il existe n € N* tel que :
s, te[0,1] et |s—t] <1/n=>|y(s) — ()| < min(d,p/2).

Soit 4 : [0,1] — € la courbe polygonale par les points ~(0), v(1/n),...,v(1). Par
construction, on a ¥([0,1]) C K'.
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Puisque foy est continue et que ~ est & variation bornée, le théoréme 3.7 permet d’af-
firmer que si n est assez grand, alors

(5.1) |/ =S o) (ot — () <2 on ;= j/n.

La somme ci-dessus est égale a

n—1

3 / " For) 1) .

0 J

D’aprés I'inégalité triangulaire pour les intégrales, on a

[ i [Tenasi<e [T

J

En sommant ces derniéres inégalités et en utilisant (5.1), il vient

|/Ff—éf|<€+€L(&)<e(1+L<F))-
]

Théoréme 5.7. Si ' est une courbe orientée rectifiable fermée dans C qui ne passe pas
par a, alors le nombre

1 dz
(5.2) n(T,a) = —

21 Jr 2 —a

est entier. C’est ’indice de I' par rapport a a.

Preuve. On peut supposer ' de classe C' par morceaux (en fait polygonale). En effet,

le Lemme 5.6 donne
dz . dz
= lim cZ
rz—a 1/2>e—0 Jp 2 —a

car I'. ne passe pas par a quand € est assez petit.
Soit v : [0,1] — C continue de classe C' par morceaux paramétrisant I' et introduisons

t
d
F(t) = / Ly D’aprés la Proposition 4.2, F' est continue et CM?'. De plus, F'(t) =
0

y—a
/
t
(Z)# si F' est différentiable au point t. La fonction G : [0,1] — C définie par
v(t) —a

G(t) == e D (y(t) — a) est ausssi de classe C®NCM? et
G'(t)=e "D () = F'(t)e "D (y(t) —a) =0

si G est différentiable au point t. Donc G est constante par morceaux, donc constante
puisque continue. D’ott G(1) = G(0) et ainsi

e P (v(1) —a) = e O (7(0) — a)

ce qui donne e~ ¥ = 1 puisque (1) = 7(0) et F(0) = 0. D’aprés la Proposition 1.11,
on en déduit F(1) € 2inZ. O
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Corollaire 5.8. L’indice n(I',-) est constant dans chaque composante connexe de C\
supp I'. 1l est nul dans la composante non bornée.

Preuve. Par continuité de a — n(I',a) (Prop. 4.1), I'indice est localement constant car
a valeurs entiéres. Soit ag € C \ supp " ; I'ensemble

{a € C\suppl | n(T,a) =n(T",ap)}

est fermé (n(T,-) continu) et ouvert (n(T',-) localement constant). Il est donc égal a la

composante connexe de ag.
/

7 | est trés petit, donc I'indice est nul. O
—a

Quand |a| est trés grand, sup |

Remarque 5.9. L’indice n(I',a) compte le nombre de fois que I" entoure a dans le sens
suivant : on trace une courbe ¢ : [0,00[— C de a a l'infini qui coupe transversalement
supp " en un nombre fini de points ¢(s1),...,¢(s,). On sait que s — n(I, p(s)) est
constant dans [0, s1[, |s1, s2[, ... et qu’il saute de £1 en chaque s; (cf. Exercice 5.3). De
plus, n(I",00) = 0.

Exemple 5.10. Si ' est une courbe de Jordan rectifiable, alors 'indice vaut +1 a
I'intérieur et 0 a l'extérieur de I'. En effet, n(I',00) = 0 et on traverse une fois supp I’
pour passer de I'extérieur a 'intérieur de I'.

OTOTOTOTOTON

Exercice 5.1. Calculer la longueur de la courbe paramétrée par

vt)=et si t€]0,1], ~(0)=0.

Exercice 5.2. On donne ~,(t) = re', pour r > 0 et ¢ € [0, 7]. Vérifier que

lim 6—dz—z7r lim e—dZ:O, hm/‘—“dz\—ﬂ
oz

r—0 ”r z r—00 ~
Exercice 5.3. Pour x #y € C et € > 0, posons :

af:x;yiiex;y, y(t) =tz + (1 — )y

Montrer que, quand ¢ — 0 :

dz dz .
/z—cﬁ_/z—a— — 27
¥ € ¥ €

Exercice 5.4. Donner un exemple de courbe I' fermée rectifiable dans C telle que, pour
tout k € Z, il existe a € C \ supp I tel que n(I',a) = k.

Exercice 5.5. Soit f une fonction continue sur v([a, b)), ot v : [a,b] — C est rectifiable.
On suppose que

\/f! — sup|f] - L(7).

Montrer que |f| est constante et trouver un exemple ot f n’est pas constante.
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6. SERIES DE FOURIER

Pour résoudre I’équation des cordes vibrantes
Pu _ 200
ot? dx?’
J. FOURIER (1822) propose de chercher d’abord une solution de la forme
u(z, t) = f(x)g(t)-
C’est la méthode de la séparation des variables. En introduisant dans (6.1), on obtient
f) _14g"(®)
o) ~ @ glt)

puisque z et t sont des variables indépendantes. En supposant que la corde est attachée
en ses extrémités 0 et L, on est amené a résoudre

(6.2) "4+ Af=0, f(0)=0, f(L)=0 et ¢"+ AXg=0.
La premiére équation et les conditions au bord donnent
f(z) = AcosVAz + BsinVAz et A=0, Bsin VAL = 0.

Comme on veut une solution non triviale (B # 0), on en déduit VAL = n7, c’est-a-dire

(6.1) ol c¢ est la vitesse du son,

-\, A=0,

V= [ir avec n € Z. D’ou une famille de solutions

(6.3) fo(z) =sin %x, n=1,2....
La deuxiéme équation différentielle de (6.2) a pour solution générale
nm nm
n(t) =Ch —ct + D,, sin —ct.
gn(t) coch+ sin —-c

En faisant la somme de ces solutions (z,t) — f,(2)g,(t), on obtiendra encore une solu-
tion, pour autant qu’on ait convergence :

an x)gn(t ZC’ sin xcos%ct—i—D sin n;xsin%ct.

—u(x, 0) de la corde déterminent les

ot

coefficients C,, et D,, de la maniére suivante : on doit avoir

nm , ou
(6.4) Z C,, sin Tr= u(z,0), Z D 7 sin —:17 = 5 —(,0);

en multipliant par sin Tx et en intégrant sur [0, L], on obtient, puisque

La position initiale u(z,0) et la vitesse initiale

L
L
(6.5) /0 sin %x sin %x dz = E(Sn’m’

2 [* 2 [(to
(6.6) Cn = Z/o u(z, 0) sin T%xdx7 D, = %/o aj(x 0) smn%xdx
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Rappel. Les formules suivantes de trigonométrie sont utilisées pour intégrer :
2cospcosq = cos(p+ q) + cos(p — q),

(6.7) 2cospsing = sin(p + q) — sin(p — q),
2sinpsing = — cos(p + q) + cos(p — q).

Dans le paragraphe 7 on étudie sous quelles hypothéses la décomposition en série (6.4) est
réalisable et avec quelle convergence. Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la convergence
en moyenne quadratique des série de Fourier.

Définition 6.1. Sur R([a,b]; C), espace des fonctions Riemann-intégrables sur I'inter-
valle [a, b] a valeurs complexes, on introduit la forme sesquilinéaire semi-définie positive :

b
(6.8) (flg) = / 13

On désigne par || ||z la semi-norme correspondante, i.c., ||f|l2 = (f|f)¥/? = f |fI2)Y2.

Remarque 6.2.

1) L’inégalité de Cauchy-Schwarz |(f|g)| < [|fll2]lgll2 a lieu dans R([a,b]; C) puisque
(| ) est semi-définie positive.

2) Restreinte a C%([a, b]; C), la semi-norme || - || est une norme. De plus, I'inégalité de
triangulaire donne

1f]l2 < (0= )2 flloc; ¥ €C([a,b]; C).
Par suite, la convergence uniforme entraine la convergence en moyenne quadratique.
3) Si f et g sont perpendiculaires, i.e., (f|g) = 0, alors alorson a || f+¢||5 = || fll5+]lgl|3
(Pythagore).
Définition 6.3. Une partie dénombrable ¥ C R([a, b]; C) forme un systéme orthogonal
si

¢, pEX et ¢Fp= (glY) =0.

Il est orthonormal si, de plus, ||¢||2 = 1, pour tout ¢ € X.

Exemple 6.4.
{z — em”” | n € Z}} est orthogonal dans R([0, 27]; C).
{z— & e | n € Z}} est orthonormal dans R([0, 27]; C).

{z — cos Tz | n € N} est orthogonal dans R([0, L]; C).

1)
2)
3)
) {\/:,\/7(308 Zr, \/7608 2T, ...} est orthonormal dans R([0, L]; C).
)
)

W~

5) {1, cosx sin z, cos 2z, sin 2z, . } n’est pas orthogonal dans R([0, 7];C).

1
6) {— COS T cos2z, ...} est orthonormal dans R([0,27];C).

7

Remarque 6.5. Soit ¥ = {¢o, ¢1,...} un systéme orthogonal dans R([a,b]; C) et soit
f € R(Ja,b];C) de la forme f = Zév Cn@n . Alors les coefficients ¢, sont donnés par

= (fl¢n), n=0,1,...,N.

Cp =

H%Hg
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En particulier, ¢, = (f|¢,) quand le systéme ¥ est orthonormal.

Définition 6.6. Soit X = {¢o, ¢1,...} un systéme orthonormal dans R([a,b];C) et
f € R([a,b]; C) . Les nombres
(6.9) = (flgn), n=0,1...

sont les coefficients de Fourier de f dans ¥ et la série (formelle) > % ¢, ¢, est la série
de Fourier de f dans . Notation :

x)Nchgbn(:C) — Cp = <f|¢n>a n=01,...
0

Proposition 6.7. Soit > un systéme orthonormal dans R([a,b];C) et {cp}nen une
suite de nombres complezxes telle que la série Y, c,¢n converge uniformément sur [a, b
vers une fonction f. Alors f est Riemann—intégrable et (f|dn) = c,, pour n € N, i.e.,
Zgo Cn®n est la série de Fourier de f.

Preuve. En appliquant la proposition 4.4 on obtient 'intégrabilité de f et
p
(flon) = lim > (cxdpldn) = lim ¢, = c,.
P =0 pee

OJ

Théoréme 6.8. Soit X = {¢g, ¢1,...} un systéme orthonormal dans R([a,b];C) et f
une fonction intégrable sur [a,b], Y0 ¢uéy sa série de Fourier. Alors

a) |If — Zé\]cngﬁan <||f = Zévxngang pour tous N € N et xg, x1,...,o05y € C;

b) >0 lenl® <||f]? (inégalité de BESSEL) et en particulier la série > o |cn|® converge;
c) S0 |enl?> = || fI]? (égalité de PARSEVAL) <= ||f—3"0 cntnll2 — 0 quand N — oo,

Preuve. On a, pour tous y,...,yny € C :
N N N N N N
0 0 0 fe;n=0 0

On applique Pythagore avec yn =C,— Ty :

N
||f anganQ = ||f ch¢n||2 + || Z _$n ¢n||2 > ||f - ch¢n||2
0

ce qui montre a).
En prenant x, = 0 dans I'égalité ci-dessus, on obtient

N N N
(6.10) AP =11 =D cadull?+ D leal? = D leal
0 0 0

quel que soit N. L’affirmation b) est démontrée.
L’affirmation c¢) découle de I'égalité dans (6.10). O

Définition 6.9. On dira qu’'un systéme orthonormal {¢g, ¢1,...} dans R([a,b];C) est

complet ou total si ||f — Zév<f’¢n>¢n”2 — 0 quand N — oo, pour toute f de
R([a,b]; C).
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Remarque 6.10. Si {¢g, ¢1,...} est total dans R([a,b];C), alors : f € C%[a,b]) et
(flon) =0, ¥n € N entrainent f = 0.

Si, dans un systéme total de fonctions continues, la série de Fourier de f € C([a, b]; C)
converge uniformément, elle converge vers f. En effet, la somme de la série s est continue
et ¢,(f —s) =0, Vn € N. Donc ||s — f||o = 0 par Parseval et, par continuité, s = f.

Exemple 6.11. Les systémes 2) et 4) de I’exemple 6.4 sont complets dans R([0, 27]; C),
cf. Corollaire 7.4. Le systéme 6) n’est pas complet car la fonction x — sinx est ortho-
gonale a tous les éléments du systéme.

Remarque 6.12. Chaque systéme orthonormal complet donne une application

R([a,8]; C) = (C) := {{en}nen | Y leal < 00}

qui conserve la semi-norme. En passant au quotient par {f € R | [|f]|2 = 0}, on obtient
une isométrie. Cette derniére application n’est pas surjective, car I'espace R([a,b]; C)
n’est pas complet. L’intégrale de Lebesgue permet d’interpréter le complété £2([a, b]; C)
de R([a,b];C) comme un espace de classes de fonctions de carré intégrable au sens de
Lebesgue.

Lemme 6.13. L’espace C'([a,b];C) est dense dans R([a,b];C), i.e., Vf > R([a,b];C)
et Ve > 0, il existe g € C'([a,b];C) telle que ||f — g|lo < €. Par suite, I’égalité de
Parseval a lieu pour toute f € R([a,b];C) si, et seulement si, elle a lieuw pour toute
g € CY([a,b];C).

Preuve. La premiére partie découle de I’Exercice 6.2. Pour la deuxiéme partie, soit f €
R([a,b],C) et € > 0. Il existe g € C* telle que ||f —g|| <e.Si [|g]]* = |ea(9)|?, alors

A< = gll +[lgll < & + [{en(9) Inen} ] < &+ [{enlg = ) inend ] + [[{en(f) bnent|
< 28 + [[{en(f) Inen} |

ot la derniére inégalité provient de I'inégalité de Bessel pour g — f et toutes les normes
sont les normes £2. Le résultat en découle. [

Application. Soit P l’espace des restrictions des polynémes complexes a l'intervalle
[a, b]. Le théoréme de Weierstrass affirme que P est dense dans (C([a, b], C), ||||e). Donc
P est dense dans (R([a,b],C),||-|]2). Si X = {0, ¢1,...} est un systéme orthonormal
de polynomes sur [a,b] avec ¢, de degré n, Vn € N, alors ¥ est total dans R([a,b],C).
En effet, pour tout polynéme P de degré n, on a

P =copo + c11 + -+ + Cn,
puisque {¢o, ..., ¢,} forme une base des polynomes de degré < n. Par Pythagore,
[1PI1* = leol* + - - + leal®.
Exemple 6.14. Sur [—1,1] les polynomes de Legendre, définis par

1 4"
Po(x)

- 2nn! dzm

forment un systéme orthogonal complet.

<$2 - 1>n7

OTOTOTOTOTON
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Exercice 6.1. Calculer la série de Fourier de la fonction définie par f(x) = |z| sur

— A _ 1 _ikx
[—m, 7] dans le systéme {me }kez'

Exercice 6.2. Soit f € R([a,b];C) et ¢ > 0. Montrer qu’il existe une fonction ¢
b

constante par morceaux sur [a,b] telle que If =gl <e et |glle < ||flloo - Méme

question pour g € C%([a, b]; C) puis g € C'([a,b]; C) telle que ¢’ € VB.
Indication. Commencer par f a valeurs réelles.

Exercice 6.3. Etablir les inégalités suivantes :

113 < HElleollf Iy £l < (b= a)2If|l2,  ¥F € R([a,b];C).

En déduire que C*([a, b]; C) est dense dans R([a, b]; C) pour la norme || -||2. Donner une
suite de Cauchy de (R([a,b];C),|| - [|1) qui n’est pas une suite de Cauchy pour || - ||2.

Exercice 6.4. Vérifier que

2 > 4
(W—]x\)zfv%jtzﬁcosnx, x € [—m, 7.
—1

=1 2 <1 v

En déduire E — = — et E — = .
2 4

—~n 6 —~n 90

Exercice 6.5. On considére la suite de fonctions {f,},en définie par f,(z) = 0, si
0< o <1/net folr) =24 si 1/n <z < 1. Vérifier que cette suite est de Cauchy
dans (R([0,1]), | - ||2) mais qu’elle n’a pas de limite dans cet espace en observant que
pour tout £ > 0, f, — f uniformément sur [e, 1], ot f(z) = 2~"* pour z €]0, 1].

Exercice 6.6. Soit {¢,}nez un systéme orthonormé complet de R([a,b],C). Si f,g
appartiennent a R([a, b],C), et si ¢,, d,, sont les coefficients de Fourier de f, g, montrer :

<fg>=> cudy

ne”L

INDICATION : 4 < f,g >=||f + glI* = I|f — gII* +illf +igl||* — il f — igl|*.
Corriger I’énoncé pour un systéme orthogonal complet.

Exercice 6.7. Soit f : R — C une fonction 27— périodique. Vérifier les implications
1 2

suivantes, ou ¢ (f) = by (z)e ** dy
T

27
e [Tr=0 s kIl e Il <TI0
0
by fecm = Y kMalf)f <o = Zkkm;|€k(f)|<00-
c) fec™ = 3C>0telque [|f —s,(f)lloc < =75, ¥n>0.

nm—1/2’
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7. SERIES TRIGONOMETRIQUES

Définition 7.1. Une série trigonométrique est une série (formelle) du type
(7.1) chemx, reR, ¢, €C.
nez

Quand cette série est la série de Fourier d’une fonction f € R([0,27];C), on a

1 2w

(7.2) Cn =5 i f(x)e ™ dz.

Lorsque f est a valeurs réelles, on a ¢_,, = ¢,. En posant
_ . _ . 2 | 2 2
Up = Cp+Cp=Cpn+Cp, by :=i(c, =) =1i(c, —c_p), etdonc ai+b;, =4|c,|,

on obtient

Qo
2
Parallélement aux séries complexes (7.1) on considérera des séries réelles

a,, cosnx + b, sinnx = ¢, e"* + c_,e”"* pour n >0 et = ¢g.

(7.3) % + zlzan cosnx + zl:bn sinnr, x€R, a,etb, €R.

Si une telle série est la série de Fourier d’une fonction f € R([0,27];R), alors
1 27 1 2

(7.4) a, = — (x)cosnxdz, n >0, b,=— (x)sinnxdz, n > 0.
™ Jo ™ Jo

Proposition 7.2. Soit f : R — C une fonction 2m— périodique, intégrable sur l'inter-
valle [0,2x]. Alors |c,(f)| <sup|f|, Yn € Z et quand n #0 :
%

o) feVB= le(f)] < L),

2mn '
b) f différentiable et f' € VB = |c,(f)| < ViS) :
- 27n?
su m
) [ e e = le(f)] < 2L

Preuve. L’inégalité |f027r f(x)e ™™ dx| < sup |f] f027r dx montre la premiére affirmation.
Pour a), on intégre par parties :

27 ) 2 efinx 27 efinx 1 27 V(f)
—inz — d — d < — d = .
[ e =1 [ r@ao)=1 [ Sl [l =
Pour b), 'hypothése permet d’écrire
-1 2m e—inx -1 2m e—inx 1
7.5 n = — d E—— / de = —¢, / :
73 al)-gr [ Srdf@ =5 [ S = )
et on applique a).
L’affirmation ¢) se démontre en intégrant m fois par parties. 0

Proposition 7.3. Soit f: R — C une fonction différentiable 2w— périodique. Si [’ est
intégrable sur Uintervalle [0,27] alors la série de Fourier de [ converge normalement
vers f.
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1

Preuve. D’apres (7.5), on a |c,(f)] = —|c,(f')|, pour n # 0. Puisque > e, (f)> < || /|2
n

d’aprés I'inégalité de Bessel, I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ¢*(C) donne

O lea)* < (32 22) (X lenl 7)) < o0,

n#0 n#£0 n#£0

si bien que > sup, |c,(f)e"™] < oo.

Soit s(z) =Y, ca(f)e™ la somme de la série de Fourier de f. Il nous reste & montrer
s = f. On sait que s est continue, 2r—périodique et que ¢,(s) = ¢,(f), Vn € Z d’apres
la Proposoition (6.7). Soit g := s — f et supposons g # 0. Il existe donc zg € R tel que
g(xo) # 0. Quitte a faire une translation qui ne change pas les coefficients de Fourier, on
peut supposer zo = 0. Quitte & multiplier g par un scalaire, on peut supposer g(0) = 2.
Travaillons sur I'intervalle [—m, 7].

Par continuité, il existe § €]0, 7| tel que g(z) > 1 si |z| < 0.

Suivant un idée de H. Lebesgue, on introduit le polynéme trigonométrique

p(z) =1+ cosz — cosd.

La décroissance du cosinus dans [0, 7] permet de vérifier les inégalités suivantes :

p(r)] <1 si <zl <,
p(x) >0 st fa] <0,
plr) 2q¢>1 si |z <6/2.

En partageant l'intégrale suivante en deux, on obtient, pour tout n > 1, puisque p" est
un polynome trigonométrique :

0= / " g (@) de > / g () dr = sup g (27 — 29

5/2
> / p"(z)dx —2msup [g| > d¢" — 27 sup |g].
—5/2

Nous sommes arrivés a une contradiction, car d¢" — oo quand n — oo. [

Corollaire 7.4.

a) Le systeme {x — €™}, 7 est complet dans R([0,27]; C).

b) Le systeme {x +— cosnx},en U{x — sinnz},ene est complet dans R([0,27]; R).
¢) Le systéeme {x +— cosnx},en est complet dans R([0,7];R).

Preuve. D’aprés le Lemme 6.13, il suffit de montrer I’égalité de Parseval pour toute
fonction 27— périodique f € C* (Exercice 6.2). Dans ce cas, la série de Fourier converge
uniformément vers f (Prop. 7.3), donc elle converge vers f en moyenne quadratique.
On a vérifié a).

L’égalité de Parseval pour le premier systéme

> 2rlef? = |If1f

ne”
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donne

2rlcol? + Y 2leal? = 2m(F)" + 5 D (a2 +82)=2m(F)" + 7 D (a2 +82)= IIfI,
n#0 n#0 n>0
c’est-a-dire I’égalité de Parseval pour le systéme b).
[’affirmation ¢) se montre comme suit : soit f € R([0,7];R). On la prolonge a I'inter-
valle [—m, 7] en une fonction paire f On approche f par une série de cosinus (puisque
[ f(x)sinnazdae = 0). La restriction de cette série a [0, 7] approche f. O

Remarque 7.5. Siune série trigonométrique > ¢, converge absolument en un point,
alors elle converge normalement sur R, puisque ) sup, |¢,e™| = > |¢,| < co. Par suite,
sa somme est une fonction continue 27— périodique. Attention : ce résultat est faux pour

les séries Y a, cosnz.

On s’intéresse maintenant a la convergence ponctuelle des séries trigonométriques. Si f
est une fonction intégrable sur [0, 27], on introduit les sommes partielles
n 1 2m
_ ikx N _
(7.6) sa(fo2) = ex(He™, o a(f) = o

—-n

f(t)e * de,

et leurs moyennes arz'thmétiques
N—1 n

(7.7) f.x Nanf, NZch fekr N =1,2,...

Remarque 7.6. Si une suite {z,},eny de nombres complexes converge, la suite de ses
N-1

moyennes arithmériques {N E Zn}Nens converge vers la méme valeur. La réciproque
est fausse.

Définition 7.7. Pour n € N, N € N* et x € R, les noyaux de Dirichlet et Fejér sont
définis par
N—-1 n

(7.8) Dn(x) — % Zn: eikx’ F _ LN Z ike

Les égalités suivantes sont immeédiates :

27 2m
(7.9) / D,(z)dx =1, ¥n € N, / Fy(z)dz =1, VN € N*.
0 0
De (7.6) et (7.7) on déduit
2m
(7.10) (f.7) / FODu(z —t)dt,  on(f.) :/ F(t) Fx(x — 1) dt.
0
Lemme 7.8. Pour ne N et N e N*, ona: D,(0) = 2n2~|— 17 Fn(0) = QE et
T T
1 sin((2n + 1)z/2 1 sin*(Nz/2
D,(x) = sin((2n + Dz/2) Fn(z) = sin” (V/2) stz # 0 (mod2m).

o sin(z/2) 27N sin?(z/2)
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Preuve. On utilise la formule donnant la somme d’une progression géométrique :

i . ei(nJrl)z — p—inz 6i(n+1/2):p _ efi(n+1/2)x sm((2n + 1)1./2)
— et — 1 eit/2 — e—iz/2 sin(z/2) ’
Ngjl ienenya2 _ ct@N+1)z/2 _ iz/2 _ ci2Nz/2 _
- eir — 1 elz/2 _ g—iz/2’
D’ou
N

-1 ei(2n+1)x/2 _ e—i(2n+1):v/2 eiQN:B/Q 24 e—i2N;r/2 B Sln2<NQ}/2)

eir/2 _ g—ix/2 B (eie/2 — e=iw/2)2 " gin?(/2)

i\

Remarque 7.9. Par des calculs analogues, on obtient, pour 0 <m < p :

(7.11) i sin kx = sin((p + m + D;i{i)/Zm((p — m)x/2)7 si x # 0(mod 27).
k=m+1

Proposition 7.10. Soit [ une fonction 27— périodique, intégrable sur [0,2x]. Alors

1 [T fle+t)+ f(z—t) sin((2n + 1)t/2)

L slfro) =2 f 2 sntjz) O
(7.12) 1 [T fz+t)+ f(z—t) sin*(Nt/2) 4t
ow(f @) = ﬁ/ 2 sin(t/2)

Preuve. Par (7.10) et par changement de variable, on a

sn(f,x) = Oﬂf() n(x—t)dt = Trf(:v—t t)dt = /fx—t (t)dt
/ / Fl@ =)D, (t)dt = /%ﬂx—o+fu+wﬂ%@du

oll on a employé la parité du noyau de Dirichlet. La premiére formule découle du Lemme
7.8. La preuve de la deuxiéme formule est similaire. Il

Lemme 7.11. RIEMANN-LEBESGUE. Pour f € R([a,b];C) et AER, on a :
b
(7.13) ‘/\l|im / f(t)e=dt =0, |hm / f(t)sin At dt = 0.

Preuve. Si g est de classe C' et (b — a)—périodique, une intégration par parties donne

b . 1 1
t —z)\tdt — | —Mtd ¢ <_
[ o an = 1 [ e sl < Vi)

donc ffg(t)e_i’\t dt — 0 quand |A\| — oo. Pour f € R et ¢ > 0, il existe g comme

ci-dessus telle que ||f — g||i < &. Pour L convenable on a donc |fabg(t)e*"’\t dt] < e si
|A| > L. Par suite, dés que |[A\| > L :

|/f —Wdt|<|/ -Wdt|+|/ e M dt] < |If = gl + & < 2.
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Lemme 7.12. JORDAN. Si g est a variation bornée sur [0,b], alors

2 [ sinAt
—/g(zﬁ)SH;j dt — ¢g(0+), quand X\ — occ.
0

T

Preuve. Lorsque g = 1, le résultat est démontré dans I’Exercice 7.3 puisque

2 [Psin Mt 2 [Msint
2 / sin qo 2 / sin ar.
T™Jg ¢ T Jo t

On peut supposer g(0) = g(0+), car I'intégrale ne dépend pas de la valeur en un point
de l'intégrant. En remplagant g par g — ¢g(0), on peut supposer g(0) = 0. II suffit de

traiter le cas g a valeurs réelles et méme ¢ croissante d’apres le Corollaire 2.11.

sint
Comme r — —— dt est une fonction continue bornée, il existe M > 0 tel que

0

/
(7.14) / ﬂdﬂ si 0<c<d< oo

Etant donné € > 0, il existe § > 0 tel que
0<t<d=|g(t)] <e/M.

On découpe l'intégrale en deux :

(7.15) /Obg(t sin Mt / / st

La formule de la moyenne (Exemple 3.15) donne ~ € [0, 5] tel que

J in \t % sin At
/g(t)sm dt:g(5)/ sin a
0 vy

t t

et ainsi, par (7.14) :

1)
sm YA O sint
|/g< atl = oo [ 2 ) <
0 Ay t

Le Lemme 7.11 de Riemann-Lebesgue donne Ay > 0 tel que la deuxiéme intégrale de
(7.15) est inférieure & € si A > A, car t — g(t)/t est intégrable sur [0, b].

On a montré |f0bg(t)Si“TM dt| < 2esi A > \g. O

Théoréme 7.13. JORDAN. Soit [ une fonction 27— périodique, intégrable sur [0, 2],
re€R et § >0. 80 f est a variation bornée sur [x — d,x + 6], alors

sl z) — LTI
Ja+ )+ fa— 1)

quand n — o0.

. Alors g est 2m—périodique, intégrable,

flat) + fz—)
2

Preuve. Posons ¢(t) :=

paire, & variation bornée sur [0,4] et g(0+) = . D’aprés la Proposition
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7.10, il suffit donc de démontrer la convergence suivante :

(7.16) % /0 " o) Si“(fg(;;st/ 2)

dt — ¢g(0+), quand n — oo.

1
Mais comme ¢ — ——— — —— est continue sur [0, 7], le lemme de Riemann-Lebesgue
sin(t/2)  t/2

donne

1/7r (t) sin((2n + 1)t/2)( ! 1)dt 0 d

— sin((2n _— — uand n — oo,

7y Y sin(t/2)  t/2 k
et la relation (7.16) découle du Lemme 7.12 de Jordan. O

Théoréme 7.14. FEIER. Soit [ une fonction 2m— périodique intégrable sur [0, 27].
a) Si, pour © € R, les limites f(z+) et f(x—) ezistent, alors

oulfoa) — LI IED)
b) Si f est continue dans un intervalle |a,b[, alors les moyennes o, (f, ) convergent vers
f uniformément sur tout compact de ]a,bl.

quand n — o0.

L[ in?(nt/2
Prevve. Puisque on(f, %) = _/ g(t) Slle(ﬁdt, ol g est définie comme dans la
™ Jo sin“(t/2)
1 T 2 t 2
preuve du Théoréme 7.13 et que — St Rt/ (nt/2)

dt = 1, il suffit, pour montrer a), de
™ Jo sin®(t/2) P )

vérifier 'implication
B sin?(nt/2)

(T17) (04 =0 — — [ @)

———dt =0 d .
™ Jo sin?(¢/2) T duaRe ne e

Soit € > 0; puisque ¢g(0+) = 0, il existe § > 0 tel que |g(t)| < e si 0 <t < J. On
partage l’mtegrale de (7.17) en deux :

2 ™ sin®*(nt /2
’/ sm (nt/ )dt| gi/ 81.n 2(nt/ )dtze,
sin?(t/2) ™ Jo sin®(t/2)
et

|/ Sln sin”(nt/2) at| < sup |g| ' 27T <e
sin?(t/2) ™ sin®(6/2)

quand n est plus grand que sup |f|/esin?(6/2).

Pour vérifier I'affirmation b), on constate d’abord que si f est continue en x, alors
g(0+) = g(0) = f(x). Pour z dans un intervalle [a’,0'] Cla,b[, la convergence dans
(7.17) est uniforme car la borne pour n ne dépend que de sup|f|, de € et de § qui
provient ici de la continuité uniforme de f sur [a/,¥]. O

Corollaire 7.15. Soit f une fonction 2m— périodique, intégrable sur [0,2x], et z € R.
Si les sommes partielles s,(f,z) convergent et si f(x+) et f(z—) existent, alors les
flat+) + fz—)

5 :

sommes partielles s,(f,x) convergent vers la valeur moyenne
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Exemple 7.16. EXEMPLE DE FEJER. On définit

1 cosz cos(n— 1)z cos(n+ 1)z cos 2nx

fn($>:_+ 4+ -4 — —_————

n n-—1 1 1 n

et

=1
= Z ﬁfan ()
1

Alors F' est continue et sa série de Fourier diverge en 0.
Preuve. D’aprés (6.7), on a
" cos(n — k) — cos(n + k)x sin kx
folz) = Z ’ = QSlnan .

1

L’inégalité suivante a lieu, cf. Exercice 7.7 :

n . k:
(7.18) Smk T <r/24+1, Vn,Vre o],
Donc F' est continue. Par définition,
1 1
$n(fn,0) = — —|— — + 12> / — =logn et s,(fx,0) >0, Vn,Vk.

On en déduit
su(F,0) = 5,(Y f;j’, Z 5n(f0,0)
et donc k
Soms (F,0) > — — Som3 (fyms, 0) = o log 2™ = mlog2 — oo, quand m — co.
[

F(x —2m
Remarque 7.17. En considérant une somme du type Z M
0<p<q q
une fonction continue dont la série de Fourier diverge sur une partie dense de [0, 1].

, on obtient

La convergence des moyennes o,(f) vers f est un cas particulier d’approximation par
la méthode des suites de Dirac.

Définition 7.18. Une suite {p,},en de fonctions continues 27— périodiques sur R est
une suite de Dirac 27— périodique si

(i) ¢n =0, Vn;

.. 2w

(i) fo en=1;

(iii) Ve > 0, V0 > 0, il existe N € N tel que (f;f—i—f;)gpn <e,sin>=N.

Exemple 7.19.

1) Les noyaux de Fejér F,,, cf. Lemme 7.8.

2) pn(t) =n —n?t] pour |t| < 1/n et 0 pour 1/n < |t| < 7, prolongé par périodicité.
3) @n(t) = pn(7?* — t?) pour |t| < 7 prolongé par périodicité, avec u, € R convenable.
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Définition 7.20. Pour deux fonctions f et g 2m—périodiques, intégrables sur [0, 27],
on définit la convolée f x g par

(7.19) fxglx /f (x—t)dt, z€eR.

On vérifie immédiatement que f*g est aussi 2r— périodique. De plus, f*g est intégrable
sur [0,27]. En effet, la fonction de deux variables (z,t) — f(t)g(x —t) est intégrable sur
le carré [0, 27]* comme produit de deux fonctions intégrables; puisque ¢ — f(t)g(x —t)
est intégrable, on peut appliquer le théoréme de Stolz (|11] IV.5.3) qui donne f x g
intégrable. On a encore :

/O (Frg)e)de = / ( 0”f<t>g<x—t>dt) du

:/O%(f(t)/o%g(m_t)dx)dt: [ rmar /O%g

Proposition 7.21. Si f, g et h sont 2w— périodiques intégrables sur [0,27], alors
1) frg=g=f;

2) fr(g+h)=fxg+ [f*h;

3) geCh = fxgeCh et (fxg)V = fxg®

Preuve. 1) On écrit

T

Fro@=— [ flo—s)gls)ds = / " fa — 8)g(s)ds

427

= (/0+/2W+/Mﬁ)f(:c—s)g(s)dsz (/$O+/02F+/Ox)f(x—s)g(s)ds

/ [ = s)g(s)ds = g + f(2)

2) découle de la linéarité de I'intégrale.
Pour 3), on applique la différentiabilité sous le signe somme, Proposition 4.6. [

Théoréme 7.22. Soit {¢,}nen une suite de Dirac 2m— périodique et f : R — C une
fonction 2w — périodique, intégrable sur [0,27] . Si f est continue en un point x € R,
alors [ * pu(x) — f(x) quand n — oo. La convergence est localement uniforme dans
tout intervalle ouvert ot f est continue.

Preuve. On écrit
Frona)=fa) = [ fa=tebdt= [ f@eod= [ (== fa)ed

Pour £ > 0 donné, il existe § > 0 tel que |f(z —t) — f(x)| < e si [t| <, puisque f est
continue en x. Avec 'entier N de la définition 7.18, on a pour n > N :

|f * ¢nl) / / /‘fx—t (2)|n(t) dt < 2esup|f] +e.

La convergence uniforme locale se montre comme dans la preuve du théoréme de Fejér.

OJ
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Remarque 7.23. Dans la derniére majoration, on a utilisé ¢,, > 0. Le noyau de Dirichlet
D,, n’a pas cette propriété ; c’est ce qui empéche la suite n — s, (f, ) de converger quand
f est seulement continue. Prendre la valeur absolue |D,,| n’arrange rien, car

5
/ | D, (z)|dz — oo.
0

LOTOTOTOTOTON

Exercice 7.1. Pour z € [0, 1], montrer les formules

oo o .
sm 2n — 1 mc 1 1 cos 2nmx 2 sin? nmx
Xr — ZL’ = = - — — _— = — _
T Z (2n —1)3 6 72 n2 2 Z n?
n=1 n=1

Exercice 7.2. Justifier les formules suivantes :

o0 . 2
B sinnx o 9 cosnx _
:1:—7?—2% — 0<x<2m, 2-7m—7r/3+2§ <z < 2,

2 sin(2n — 1)z , 4 Ccos 2nx
7T/4:ZW, 0<z<m, smx:2/7r—;z4n2_1, O<z<m.
1

n= n—=

Exercice 7.3. Pour y > 0, on pose

R0, —TY o
Fly) :/ e smxdx.
0

x
—1
Vérifier que F' est continue sur [0, co[, différentiable sur |0, 00 et que F'(y) = T
Y
Montrer aussi que lim, .. F'(y) =0 et F(y) = /2 — arctany. En déduire
/ MY g = /2.
o T
Exercice 7.4. Phénoméne de GIBBS (1839-1903).
http ://www.sosmath.com/fourier/fourier3/gibbs.html
0o 1 si O0<ax<m,
4 sin(2n — 1)z
Montrer la fi le =) —/—— /% — =
a) onreraormueﬂz — 0 s?x 0,
-1 si —m <z <0.
4~ sin(2k — 1 2 2nt
b) Vérifier que s,(z) := p 2 % = ;/0 Sl;n? dt en calculant s,
smt
c¢) Constater que s, est maximale en 7/2n et montrer lim,, .., $,(7/2n) /

est plus grand que 1.

Exercice 7.5. Soit f une fonction 27—périodique, intégrable sur [0,27]. On désigne
par ag/2 + > _(ay cos kx + by sin kx) sa série de Fourier et on définit la fonction F' par :

F(x) :——:zH—/ f.


http://www.sosmath.com/fourier/fourier3/gibbs.html
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Montrer que F' est continue, a variation bornée, 2m-périodique et que :

F(x) :Z%+Z (—b—;coskm+%sinkx>.
k=1 k=1

Ainsi on a Dégalité : [ f = Lagz + >0, (%(1 — coskz) + % sinkz) .

Exercice 7.6. Déduire de l'exercice précédent que si f est C' par morceaux, 2m-
périodique et que sa série de Fourier est ag/2 4+ Y ax cos kx + by, sin kz, alors :

f(z) ~ Z k(by cos kx — ay sin kx).

Exercice 7.7. Pour f de période 27, intégrable sur [0, 27], montrer la formule

n—1

k
on(f,x) =ag/2+ Z(l - E>(ak cos kx + by sin k).
1

En l'appliquant & f(z) = 7/2 —x/2 pour x € [0,27] et en utilisant |o,(f, z)| < sup|f]|,
on en déduit

n—1 .
k
\Zsmkx|<7r/2+1, z €R.
1

8. APPLICATION DE LA THEORIE DES SERIES DE FOURIER

Proposition 8.1. FORMULE DE POISSON. Soit f une fonction continue sur le cercle
unité S dans C. Alors la fonction v définie dans le disque unité D C C par

] 1 2 1 — 7n2 )
8.1 0y = — @) d 0<r<1, 0<6<2m,
(81)  ulre”) 2 /0 1 —2rcos(6 —¢) + TQf(e ) di, " m
est de classe C™ et résout le probléme de Dirichlet dans le disque :
92 92 , :
(8.2) 6—;; + 6_3/1; =0 dans D et 11}3% u(re’) = f(e"), V0 € [0,2n].

1—17r2

1 —2rcosf +1r?

La fonction (r,0) — est le noyau de Poisson.

Preuve. On passe en coordonnées polaires. On cherche donc u(r, 8) telle que

o 1ou 1

or:  ror 1?2002

La méthode de la séparation des variables donne, pour u(r, ) = v(r)w(6) :
1 1

V' (r)w(8) + =v'(r)w(8) + Sv(r)w”(0) =0,

r

r2

=0.

donc
1 ! w//

o v
r*—(r)+r—(r)=——0)=A=>0
)+ o) ==L 0) =220,

puisque 7 et 6 sont des variables indépendantes. La derniére équation a pour solution

générale C+eiﬁ9 + C_e ™V Comme on veut que w soit réelle 2w — périodique, il faut
que A\ = k?, avec k € Z et alors w(0) = Acoskf + Bsinkf.



36 ANALYSE II COMPLEXE  2004-05
Pour v, on doit avoir
20" (r) + ' (r) — K*v(r) = 0.

Donc v(r) = r*, avec k > 0 pour raison de continuité en 0.
En sommant les solutions particuliéres trouvées, on obtient, sous réserve de convergence :

k

(8.3) u(r,0) = % + Z ¥ (ay, cos kO 4 by, sin k6),
1

avec , )
1 T , 1 T -
ar = —/ f(e?)coskpdyp, by = —/ f(e?)sinkp dep.
T Jo T Jo

Comme f est continue, ses coefficients de Fourier sont bornés; par suite, la série (8.3)
converge uniformément pour r < ro < 1. Il en est de méme des dérivées en r et 6, donc
u est de classe C* dans le disque ouvert. La convergence uniforme permet d’échanger >
et [. Dou

u(r,0) = Qi/o 7r(1 + 2Zrk cos k(6 — p)) f(e?) de.

™

Pour |z| < 1,0n a:

s 2z 1+2z 1+2ilmz— |z
142 F=1 = = :
- ;’Z 1. T 1= T 1-2Rez1:

En prenant z = re?®=%)  on obtient

[e's) ; ]'_TQ
149 k k(O — = Re(1+2 Fei0=e)) =
+ ;r cos k( ©) e(l+ Zre ) 1—2cos(0 — )+ 12

ce qui donne la formule de Poisson (8.1). La deuxiéme condition de (8.2) se montre en
vérifiant que si r,, — 1, alors la suite de fonctions
1 1—r2

0— —
21— 2r, cosf + 12

est une suite de Dirac 27— périodique (cf. Exercice 8.1). O

Proposition 8.2. INEGALITE ISOPERIMETRIQUE. Soit I' une courbe de Jordan recti-
fiable de longueur L. Si A est Uaire de lintérieur de T, alors A < L?/4w. De plus,
I’égalité a lieu si, el seulement si, ' est un cercle.

Preuve. Méthode de A. HurwITZ (1859-1919).

En faisant une homothétie de rapport 27/L, on peut supposer L = 2.

Par approximation, il suffit de démontrer le résultat pour une courbe C! par morceaux,
et méme C! en arrondissant les angles.

Soit ¢ : [a,b] — C une paramétrisation de I". On peut donc supposer ¢'(t) # 0. La
fonction s +— [*]dd] := p(s) est strictement croissante et C' de [a,b] sur [0,2n]. De
plus, ¢'(t) = |0'(t)]. On peut donc paramétrer I' par ¢ +— d(p~1(t)) =: v(¢), t € [0,27].
Par suite 8(s) = 1(¢(s)), Vs € [a,b]. D'oit [(s)| = ¥ (p()|'(5) = [7/(o()) 157(5)] et
donc |7/(t)] =1, Vt € [0, 27].
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Ecrivons 7(t) = (x(t),y(t)). Les préliminaires ci-dessus donnent
2 (t) +9%(t) = 1, Vt € [0, 2n].
Développons en séries de Fourier :
z(t) = ap/2 + Z(ak coskt + b sinkt), y(t) =co/2 + Z(ck cos kt + dj sin kt).
Quitte a faire une translation, on peut supposer ag = cg = 0. D’aprés I’'Exercice 7.6 :
?'(t) = (kbgcoskt — kapsinkt), o/ (t) =Y _(kdycos kt — key sin kt).

L’égalité de Parseval pour 2’ et ¥’ donne
2m o
/ (z”? + ") :WZkQ(ai+bi+ci+di) = 27.
0 1

La formule de Green-Riemann (cf. Théoréme A) pour une courbe C' et I'Exercice 6.6
donnent :

A= /xdy - /%x(t)y’(t) at =73 kad — bucy).
r 0 T

Donc

or — 24 =7 Y ((kay — di)” + (kb + c)” + (K* = 1)(c; + d})) > 0.
L’inégalité isopérimétrique est démontrée. Si I'inégalité ci-dessus est une égalité, on aura :

kap —d, =0, kb, + ¢, =0, ¢, =dp, =0, Ve >1 et a; =dq, by = —c4.
En se souvenant que a? + b? = 1, on peut écrire a; = cosa, b = sina. D’ou
x(t) = ajcost + bysint = cosacost + sinasint = cos(t — ) et y(t) =sin(t — a).

On a montré que I' est le cercle unité. [

Proposition 8.3. THEOREME DE WEIERSTRASS. Toute fonction continue sur [a,b] est
limite uniforme de polyndomes restreints & [a,b].

Preuve. On peut suposer [a, b] = [0, 7]. Prolongeons f € C°([0,7]) en une fonction conti-
nue 27— périodique et approchons-la uniformément par un polynéme trigonométrique
on(f). Comme la série de Taylor d’un polynome trigonométrique converge uniformé-
ment dans [—7, 7], on a approché f en norme uniforme par un polynéme. O

OTOTOTOTOTON

Exercice 8.1. Vérifier que la suite de fonctions

1 1 —72
0 I re /1,

= 5= )
271 —2r, cosf + 12

est une suite de Dirac 27— périodique.
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Exercice 8.2. D’ALEMBERT (1717-1783). Le probléme des cordes vibrantes

0*u 32

72 = o dans |0, L[x]0, oo,
u(r,0) = J@), 5.0 = gla), powr 0<w<I
u(0,t) =0, u(L,t) =0, pour t > 0.

a été résolu formellement au début du paragraphe 6. Vérifier que si f et g sont restrictions
a [0, L] de deux fonctons F' et G impaires 2L—périodiques, avec F' € C? et G € C!,
alors la solution s’écrit

1 1 x+ct
u(z,t) = §F(x +ct) + §F(x —ct) + % /xct G(s)ds.
Exercice 8.3. Résoudre, en séparant les variables :
(92u 0%u
8352 8@/
u(z,0) =x(r —x), wu(z,5) =0, pour 0<zx<m,
u(0,y) =u(m,y) =0, pour 0<y<5.

=0 dans ]0,7[x]0,5],

Exercice 8.4. Chercher une solution u € C?(] — 7, 7[x]0, 00[) du probléme

ou  *u
(C) %= 92 dans | — 7, w[x]0, 00|,

u(Emt)=0 si t>0 et wu(z,04+)=2 si —rwT<z<m.

Remarquer que u(z,t) = Az + B, avec A, B € R est solution de 1’équation (C) et en
déduire une solution du probléme

2
00 _ 00 ans |- x[x]0,00],

ot a2
v(Emt)==+1 si t>0 et v(z,0+4)=0 si —w<z<m.

9. TRANSFORMATION DE FOURIER

La méthode des séries de Fourier permet de décomposer des fonctions périodiques. Pour
passer aux fonctions sur R non périodiques on remplace les séries par des intégrales.
Supposons que f est une fonction 2w \—périodique, avec \ grand. Alors d’aprés le co-
rollaire 7.4,

T) ~ chemx” avec ¢, 27T)\/ f(t) _mt/’\ dt.

neEL

Posons u,, = n/\. Alors

N N 1 71')\
nx/A _ o —dunt TURT .
_Z;‘ o _2];(% /_ﬂ FE)e et de)e (ung = )
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Quand N et \ tendent vers l'infini, les deux membres convergent formellement vers
f(z) :/ (2—/ f(t)e ™ dt)e™™ du.
—o0 4T J_x

Définition 9.1. Soit RG(R) lespace des fonctions complexes absolument intégrables
sur R (intégrale de Riemann généralisée). La transformée de Fourier de f € RG(R) est
la fonction sur R définie par

o0

(9.1) F(6) 1/ e f(z)dx, £€ER.

:% .

Proposition 9.2. LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE. Soit f une fonction absolument
intégable sur R. Alors [ est uniformément continue et tend vers 0 a l’infini.

Preuve. Pour € > 0 donné, il existe M > 0 tel que (f__f%—f;)\f] < e. D’ou, pour £ et
neR:

~ ~

oo M
27lf§) - Fpl < [ e = i p)|do < 24 Ml ] [ 111,
—o0 -M

ot la derniére majoration utilise (4.1) : [~ —e~®7| < sup, |ize~7||¢—n|. La continuité
uniforme de f en découle.

Comme 27|f(§)] < |fi\fw e~ f(x)dz| + ¢, le lemme de Riemann-Lebesgue 7.11 donne

~

27| f(&)| < 2e si €] est assez grand. O

Théoréme 9.3. FORMULE D’INVERSION DE FOURIER. 57 f est une fonction localement
a variation bornée et absolument intégrable sur R, alors

flat) + fla=) o f° e f(6)dE, x ER.

2 p—oo J_,

9.2)

Preuve. Pour p > 0, on introduit une fonction F), sur R définie par

(9.3) F,(z) := % / p( lim / " it f(t)dt)e™ de.

n—oo
—p —-n

Puisque
e < / F@]dt—0, quand 0 — oo,
t|=>n [t|>n

la limite dans (9.3) est uniforme en £. On peut donc échanger limite et [. D’ou

F,(z) = lim L / n( / " it de) f(t) dt.

-p

Gla-e]f 2sinp(z —t)

, po— et par suite,

1" sinpla —t 1 [ in pt
Fo—tim = [ pofnele=b g, —/ flz— t)SH;p dt.
™ —0oQ
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Séparons cette derniére intégrale en trois :

1 —t I
Fx=— @smptdt—l——/ flz —1)
TJ

[t]>1

sin pt sin pt

dt.

1 1
dt—i-%/o f(l’—t)

Quand p tend vers l'infini, le premier terme tend vers 0 d’apreés le lemme de Riemann-
Lebesgue 9.2 puisque t — @ est absolument intégrable sur R\ [—1, 1]. Le troisiéme
terme tend vers f(z—)/2 par le lemme de Jordan 7.12 puisque f est & variation bornée
sur [0, 1]. Le deuxiéme terme tend vers f(z—)/2 par le lemme de Jordan et changement
de variable. OJ

Corollaire 9.4. Soit [ est une fonction continue, localement & variation bornée et ab-
solument intégrable sur R. Si f est absolument intégrable alors

(9.4) f@ = [ T o) de, seR.

Lemme 9.5. R R
a) f et feERG = f(§)= i£f(€)

b) f et af ERG = feC et —gf(g):—iﬁ(f).

Preuve. a) En intégrant par parties, on a

i€ e / F(2) de ™ = — f(a)e |4 / e f1(z) da

Comme, f(z) = f(0)+ fo f'(t)dt et f' € RG, on voit que lim,_,1 f(z) existent; ces
limites sont nulles car f € Rg
b) Dérivation sous | . O

Définition 9.6. L’espace S(R) de Schwartz est 'espace des fonctions de classe C™ a
décroissance rapide, i.e.,

SR)={fR—=C|feC® et Vp, geN, sup|z?f?(z)| < co}.

—z2

Exemple 9.7. x — e " est C'"™ a décroissance rapide.

Remarque 9.8.

1) fE€S = /et af €8 car fO(x) = fOV(a) et (2)(x) = £ (x) + ¢/« (x) ;
2) S(R) C RG(R) car (1+ 2?)|f(z)] < M entraine [ |f| < M ;

3) feS= fAe S d’aprés le lemme;

4)7: S(R) — S(R) est bijective car la formule d’inversion s’applique.

Lemme 9.9. Si f et g sont absolument intégrables sur R alors

(9.5) [ 1= [7s

Preuve. L’intégrale double [[ f(&)e™¢g(x)dédx converge absolument. On peut donc
appliquer le théoréme de Stolz pour les intégrales généralisées et obtenir

[ro(f eg@anac= [([ 1@ ag)gorar
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Corollaire 9.10. Soit [ continue, localement & variation bornée et absolument intégrable
sur R. Si f est absolument intégrable alors

(9.6) / ff=o [ 77

Preuve. On peut appliquer (9.4) =/ e”ff ¢)d¢. En prenant le conjugué :

Fle) = / e*ixéﬂs) aé = 2 f(a).

On utilise (9.5) avec g := 2%? et il vient puisque g = f :
[ti=[1a=[Fa=2n
[

Définition 9.11. Soient f et g sont des fonctions absolument intégrables et bornées
sur R. Alors, pour z € R, la fonction y — f(z — y)g(y) est absolument intégrable. La
formule

(9.7) (f % g)(x / f(x — y)9y) d,

définit une fonction f x g, la convolée de f el g.

Proposition 9.12. On suppose que f et g sont des fonctions absolument intégrables et
bornées sur R. Alors

(i) fxg=gx*f;

(i) | *g € RGR)NBR) et |[f+glly < [[f[lllgll, 1] *gllee < [[flloollgll s

(1)) fxg=2nf-7g

Prewve. (1) f* g(z) = limgooo [* f(z — y)g(y) dy = lim,_.oo f;faa f(z)g(x — 2)dz =
limg_ o0 fjaa f(2)g(x —2)dz =g f(x).

(ii) La fonction (z,y) — f(z — y)g(y) est absolument intégrable dans R? et puisque
y— f(x—1y)g(y) est absolument intégrable, le théoréme de Stolz donne fxg absolument,
intégrable. On a

J1s sl as= [1] 1o = pawyas]ar< [ ([ 1= llgw)]ay) do -

:/(/|f(x—y)\d$)|g(y)|dy: [1£11llglls.

L’autre inégalité est immédiate :

gl /\fx— Jllg()] dy < suplf!/|g!—HfHongH1

(iii) C’est aussi une conséquence du théoréme de Stolz :

(f * g)(x)e ™ dz = % / ( / flx—y)g(y) dy)e ™ da =
([ fa = e an)gte e dy = o [ fe)e € as [ gty
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OJ

Théoréme 9.13. La transformation de Fourier dans R est un isomorphisme de [’algébre
(S(R), x) sur (S(R),27), qui est une quasi-isométrie L?, puisque ||f]l2 = V27| f]].

Preuve. C’est une conséquence de la Remarque 9.8 pour la bijection, de la Proposition
9.12 pour les produits et du Corollaire 9.10 pour la quasi-isométrie. O

Remarque 9.14. En posant

f@(&) = 271'@(271’5) = /(p(m)e%ﬂ'l“f dz

pour ¢ € §, on obtient une transformation F : & — S qui est une isométrie de I’algébre

(S(R), *) sur (S(R),-).

Proposition 9.15. Soit ug une fonction continue, localement & variation bornée et
absolument intégrable sur R. Alors la fonction définie par

98) o) = [ e Caeedg
est solution de l’équation de la chaleur
ou  0%*u
(9.9) il dans Rx]0,00[, u(z,04+) =wup(x), pour z€R.

Preuve. Si u est une solution de (9.9), on a
/emg@(m‘ t)dz = 9 /eméu(x t)de = 2ﬂa—a(§ t)
ot ot ’ ot >’

0%u
= _ZIS— = — 20
/e 52 (z,t)dx 2rn&u(é, ),

ot’ Ox’ Ox?

I’équation différentielle ordinaire en ¢, avec paramétre £ :

ou
— (&, 1) = =2l v).
oL ety = —€ile, 1
Compte tenu de la condition initiale u(§,0) = uy(§), on trouve

e 1) = dp(€)e
Par hypothése, ug € RG et donc Uy est bornée. Par suite, £ — u(,t) est uniformément
a décroissance rapide, pour t > ¢ > 0. Par inversion de Fourier, u a la forme annoncée et
est de classe C* dans Rx]0, oo[. La formule d’inversion de Fourier donne u(x,0) = uy(z).
La convergence de u(x,t) vers ug(x) a lieu car u est continue dans R x [0, oo[, puisque
'intégrale (9.8) converge uniformément pour ¢ > 0 (convergence dominée).

pour autant que u, soient absolument intégrables. Donc u est solution de

0
Proposition 9.16. FORMULE SOMMATOIRE DE P0OI1SSON. Soit f € C°(R) une fonction
a variation bornée qui satisfait f(z) = O(1/x?), quand || — oo. Alors

(9.10) Zf(kL):%TZf(ij/L) ou bien Zf(kL):%Z}“f(j/L).

keZ JEZ keZ JEZ
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Preuve. On pose
(9.11) F(z)=) f(z+kL), z€R,

keZ
Puisque f(x) = O(1/2%) quand |x| — oo et que |z + kL| > |k|L — |z| > |k|L/2 si |z| <
|k|L/2, la somme converge uniformément pour |z| borné. Donc F' est continue. Elle est
aussi L—périodique et & variation bornée dans [0, L] car pour 0 =29 < 7 < ...x,L =
il existe N € N tel que

Z |f(x+ kL) <1/n, pourz € [0, L],
|k|>N

et donc
|F(zj) — Flz)| < Y |f@+ kL) +1/n
|k|<N

si bien que
n—1

Y F (@) = Fz) S V() + 1.
0
Le théoréeme 7.13 de Jordan garantit la convergence de la série de Fourier de F' :

. 1 [t .
F(x) _ Z Cj€27r3:ﬂ/L7 ou ¢ = Z/ F(y)e—me/L dy.
JEL 0

On a, par convergence uniforme de la série (9.11) :

1 (L » 1 L »
¢ =7 / > fly+kL)e iy = = %" / fly+ kL) 2m/t dy
0 PRRAV

1 (k+1)L N 1 [ N o~
- ZZ/kL fly)e ™/t dy = Z/ fy)e >/t do = == f(2mj/L).
k —o00

D’ou

FO) =3¢ = 2E 3 flemi/n),

IOTOTOTOTOTON
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Exercice 9.1. Soit G : R — C la fonction définie par :

+o0 5 .
G(t) = / e e .

o0

Montrer que G vérifie 'équation différentielle 2G’(t) + tG(t) = 0 et en conclure que
G(t) = /me /1. En déduire la transformée de Fourier de la fonction f(z) = e~

a€R.

Exercice 9.2. Soient b, ¢ deux nombres réels tels que ¢ > 0. Calculer les transformées

de Fourier des fonctions suivantes :

fi(z) = ecW==0 0 p () = em(@0/e,

Exercice 9.3. Résoudre I'équation différentielle v’ —u = f € RG(R) en utilisant la

transformation de Fourier.
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10. FONCTIONS DIFFERENTIABLES D’UNE VARIABLE COMPLEXE

Soit €2 un ouvert de C et f une fonction complexe sur ). Puisqu’on met sur C la
topologie usuelle de R?, la continuité de f est claire. Il n’en est pas de méme pour la
différentiabilité :

a) R—différentiabilité.

La donnée de f équivaut a la donnée de deux fonctions réelles u: 2 - R et v: Q2 — R
telles que f = u—+dv. On dit que f ou (u,v) est R—différentiable au point (xo,y0) €
s'il existe une application R—linéaire A : R? — R? telle que

(u,0)(x, y) = (v, v)(20, Yo) + A+ (z =20, y —y0) +o(|(x =20, y=w0)l), [(x—20,y—y0)| = 0.

Dans ce cas, la matrice de A est la matice jacobienne

ou 0u
(10.1) 9z Y (20, o).
oz dy

b) C—différentiabilité.
Comme C a une structure de corps, on peut former un quotient différentiel et examiner
Iexistence de la limite suivante, pour zg € Q :

(10.2) ,1113% f(z0 + h})Z - f(Zo).

Si cette limite existe, on la désigne par b € C; dans ce cas, on a :
(10.3) f(z) = f(z0) + b (2 — 20) + 0o(|z — 20]), quand z — z.
Rappel. Tout espace vectoriel complexe a une structure d’espace vectoriel réel et toute
application C—linéaire est R—linéaire, mais la réciproque est fausse. En dimension com-
plexe 1, B : C — C est C—linéaire si, et seulement si, il existe b € C tel que B(h) =b-h
et A:R? — R? est R—linéaire si, et seulement si,
A(k,l) = kA(1,0) +1A(0,1), Vk, l€R.
Par suite, une application R—linéaire A : R? — R? est C—linéaire si, et seulement si,
A(Reh,Imh) = (Re B(h),Im B(h)), Vh e C.

C’est-a-dire, en prenant successivement h =1 et h =i :

A(1,0) = (Re B(1),Im B(1)),

A(0,1) = (Re B(7),Im B(i)) = (ReiB(1),Im:B(1)) = (— Im B(1),Re B(1)),

ou, en posant a = Re B(1), § = Im B(1), si, et seulement si, la matrice de A est de la

a —f
forme <5 a),avec a, B €R.

Définition 10.1. Soit €2 un ouvert de C, f : 2 — C une fonction et z; € ) un point.
On dit que f est C—différentiable en z si la limite de (10.2) existe. La valeur f'(zo) de
cette limite est la C—dérivée de [ au point 2.
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Proposition 10.2. 1) Toute fonction C— différentiable en zy est R— différentiable en
zo, donc continue en zg.

2) Si f et g sont C—différentiables en zy, alors f+ g, f-g et f/g, quand g(z) # 0,
sont C— différentiables en z.

3) La composée de deux fonctions C— différentiables est C— différentiable et on a la
formule usuelle

(9of) (20) = ¢'(f(20)) - f'(20)-
gof(z0 +h) — gof(z0)

sous la forme

Preuve. Vérifions 3). Pour h # 0, on écrit

9(f(z0+n)) — g(f(20)) f(20+ D)) — flz0) .
(10.4) f(z0 +h) = f(z) h st f(z0+h) # f(20),

0 si f(z0+h) = f(20)-

Si f(z0+ h)) # f(20) pour tout h # 0 voisin de 0, seule la premiére valeur est prise et
elle tend vers ¢'(f(z0)) - f'(z0). Sinon, il existe une suite {h,},en de C* qui tend vers
0 et telle que f(zo + hy) = f(20) ; dans ce cas f'(zp) = 0. La premiére valeur de (10.4)
tend vers ¢'(f(20)) - f'(20) = 0 qui est aussi la limite de la seconde valeur. O

Proposition 10.3. Soit Q un ouvert de C, ~y : [a,b] — Q un chemin [contindment/
différentiable et f: Q — C une fonction [contindment] C— différentiable. Alors fory est
[contindment] différentiable.

Preuve. Similaire. O

Application.(Cf. Lemme 4.5.) Si f: Q — C est continiment C— différentiable et si le
segment [2g, 2o + h] est contenu dans (2, alors
(10.5) [f(z0+h) = f(z0) < |h|  sup [f'(2)]:

2€[z0,20+h]
Mais il n’existe en général pas z € (29, 20 + ] tel que |f(z0 + h) — f(z0)| = |h| - | f'(2)].
En remplacant f par z — f(z) — (2 — 20) f'(20), dans (10.5) on obtient
(10.6) £ (z0+ 1) = f(z0) = hf'(20) < |A| sw /() = f'(20)].

z€|20,20+

Corollaire 10.4. Si [ : Q) — C est C— différentiable et si f' =0, alors f est localement
constante, 1.e., constante au voisinage de chaque point.

Exemple 10.5.

0) Les fonctions constantes sont C—différentiables et leurs dérivées valent 0.

1) f(z) =z, Vz € C est C—différentiable et f' = 1.

2) Les polynomes complexes et les fonctions rationnelles sont C—différentiables ou le
dénominateur ne s’annule pas. (Appliquer la Proposition 10.2.)

3) f(z) = Rez n’est pas C—différentiable. En effet, (Reh)/h n’a pas de limite quand
h — 0.

4) z — e* est C—différentiable dans C et sa dérivée en z vaut e®. En effet, on a
(e —e*)/h = e*(e"—1)/h et (" —1)/h =3 7" h"'/n! tend vers 1 quand h tend vers
0.
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5) Plus généralement, soit a,z" une série entiére convergente, i.e., il existe zo € C*
J 3 ) 0
tel que > a,z) converge. Alors la série ) a,2" converge absolument pour |z| < |z et

définit une fonction C—différentiable f dans le disque D(0, |20]). On a

= g na,z" "

Preuve. Puisque la série ) a,z{ converge, son terme général tend vers 0 ; il existe donc

M > 0 tel que |a,2}| < M, Vn € N. Pour \z| < 20|, on a |a,z"| = ]anzo||z/zo|

M|z/z|" et la convergence absolue de > a,z" en découle par comparaison avec la série

géomeétrique. La convergence est normale dans tout disque fermé (0, r), avec r < |z].

La série dérivée terme & terme converge aussi pour |z| < |zo| car
1 M
kN

|na,z ]an,zo|"n|z/zo|"’1 <

|20
et nt/(m=1 1,
Pour voir la différentiabilité, il suffit de montrer la relation

Zanz+h Zan than Y'=o(|h]), quand h — 0,

pour |z| et |z+ h| <7 < |z|. On écrit

(z+h)"—2" ="' =h{(z+h)" "+ + 2" =",

et on constate les majorations suivantes :

(10.7)

|(z+h)" — 2" — hnz""Y| < |h]2ne™ ", (24 h)" — 2" — hnz""" = o(|h|)

_||n1/(n71)z/20’n71

quand h — 0.

Soit € > 0. La convergence de Y nla,|r"™! donne I'existence d’un entier N > 0 tel que

SN 2nla,|r"T! < e. Par suite,
oo
Z |an||(z + h)" — 2™ — hnz""Y| < eh,
N

d’aprés la premiére formule de (10.7) et
N-1

Z |an||(z + h)" — 2" — hn2""1| < eh
0

si |h| est assez petit, d’aprés la deuxiéme formule de (10.7).

O

6) Soit f : [a,b] x Q@ — C continue, C—différentiable en la deuxiéme variable z et

0
g € VB(la,b],C). Si 9f est continue dans [a, b] x €2, alors

0z
b
~ [ fe.2) dgla)
définit une fonction F' : Q) — C continiment C—différentiable et

= [ L) agto)

La preuve est identique a celle de la Proposition 4.6.

F'(z) =
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Proposition 10.6. EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN. Pour f =u+iv:Q — C et
20 € Q on a : f est C—différentiable en zy = xo + iyo si, et seulement si, (u,v) est
R— différentiable en (xo,10) et

0 0 0 0
(10-8) a—Z(xo,yo) = 8_2(%"%)’ a—Z(%,yo) = —8—2(%,%)-

Preuve. C’est une conséquence des définitions et du rappel ci-dessus sur la correspon-
dance entre application C et R—Ilinéaire. O

ou v
—, ..., — et les égalités (10.8
e 9 g (10.8)
n’entrainent pas la C— différentiabilité. Les conditions plus fortes u, v € C*(Q2) et (10.8)
pour tout zg € €2 donnent f continiiment C—différentiable.

Remarque 10.7. L’existence des dérivées partielles

Proposition 10.8. Soient u, v : Q — R deux fonctions de classe C* qui satisfont (10.8)
0u 0%v
0xdy et 0xdy
Pu Pu v v
0x?’ Oy?’ 0x2 Oy?

Au=Av =0.

en chaque point. Si les dérivées partielles existent et sont conlinues, alors

les dérivées partielles existent et vérifient

Pu  u
oxdy  Oydx’
O

Preuve. 11 suffit de différentier les égalités (10.8) et d’utiliser les relations
v 0%
0xdy  Oydx’

Remarque 10.9. On verra plus loin (Corollaire 11.7) que toute fonction C—diffé-
rentiable dans un ouvert est continiment C— différentiable.

LOTOTOTOTOTON

Exercice 10.1. Vérifier que :

a) z — z est R—différentiable dans C mais est nulle part C—différentiable;
b) z +— Log z est C—différentiable dans C — {z € R | 2 < 0} ;
¢) z+>sinz = _2—,6 est C-différentiable dans C.
i
P2 osteelle C— différentiable ?

Sur quel sous-ensemble de C la fonction z +— tg(z) :=
cos 2

Exercice 10.2. Soit €2 un ouvert de C, F': 2 — C une fonction continiment C— diffé-
rentiable et I' une courbe rectifiable fermée dans 2. Montrer que :

/F F'(z)dz = 0

Appliquer ce résultat a / dz, ot n # 1 (pourquoi?) et I' ne passe pas par a.

r(z—a)y
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Exercice 10.3. Soit €2 un ouvert de C et f :  — C une fonction continiiment
C—différentiable ; on pose f = u + iv. Vérifier les assertions suivantes :
a) u = constante = f est localement constante,

b) u? 4+ v?* = constante = { est localement constante,

¢) g(z) = f(Z) définit une fonction C-différentiable sur Q = {z € C |z € Q}.

Exercice 10.4. Calculer /

(Ll) dz pour n e Net v(t) =1+¢", 0 <t < 2.
.

Exercice 10.5. Trouver le polynéme harmonique réel P le plus général de la forme
P(z,y) = azx® + bx’y + cxy? + dy?, avec a,b,c,d € R

Exercice 10.6. Déterminer I'image du disque unité D := {z € C | |z| < 1} par les
transformations suivantes :
1 1-— z 1 1

Al e zr—>§(z+;).

Exercice 10.7. Etudier la transformation de Joukowski (1847-1921) donnée par

I =5 +3)

domaine de définition, prolongement a @, préimages d’'un point, image du cercle unité,
du disque unité, image du cercle centré en 0.2 4+ 0.3 passant par —1.
http ://jwilson.coe.uga.edu/olive/Joukowski. Web / Joukowski. Paper.html

11. THEORIE DE CAUCHY

Théoréme 11.1. THEOREME DE CAUCHY. Soit [ : Q) — C une fonction continiment
C— différentiable dans un ouvert 2 de C et K un compact de 2. On suppose que le bord
orienté 0K de K est une réunion finie de courbes de Jordan rectifiables I'y,..., T,
orientées par la normale extérieure. Alors

jf;/rjf:o.

Preuve. Puisque les dérivées partielles des composantes u et v de f sont continues, on
peut appliquer la formule de Green-Riemann (cf. Théoréme A) a Uintégrale de f sur le
bord 0K de K :

8Kf<Z)dZ:/8 (u—i—iv)(dx—i—idy):/8K(u+iv)dx+(—v+iu)dy:

K
ou OJv OJv JOu

Les équations de Cauchy-Riemann (10.8) entrainent que la parenthése ci-dessus est nulle,
d’ou le résultat. O


http://jwilson.coe.uga.edu/olive/Joukowski.Web/Joukowski.Paper.html
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Proposition 11.2. FORMULE DE CAUCHY. Soit f une fonction continiment C— diffé-
rentiable dans un disque D(a, R). Alors, pour 0 <r < R, on a :

| 1(2)
11.1 a) = — EASZANPY
(11.1) f(a) /| .

271 zZ—a

ot dans l'intégrale, le cercle est parcouru une fois dans le sens direct.
Remarque 11.3. Il suffit que f soit continiment C—différentiable dans D(a, R) \ {a}.

f(2)

z—a
Prenons K = D(a,r) \ D(a,e), pour 0 < & < r et appliquons le Théoréme de Cauchy :

(11.2) /| _ %dz—/l _ %dz:O.

on ert i) f(a) #() - f(@)
zZ a zZ) — a
/|Z_a|:a m dz = /Z_a|:€ m dz + /lz_a|:£ —Z —a dz.

La premiére intégrale vaut 2im f(a) et la deuxiéme est majorée par

s 11(2) = S| | 9 1) - Sl

|z—al=¢ z—al=¢ |Z - (I| |z—al|=¢

Preuve. La fonction z — est contintiment C—différentiable dans D(a, R) \ {a}.

Le résultat découle de (11.2) puisque sup|,_, . |f(2) — f(a)| tend vers 0 quand € — 0,
car f est continue en a. O

Corollaire 11.4. Soit f : D(a, R) — C une fonction continiment C— différentiable et
z € D(a, R). Alors

1 f(Q)
11.3 = — —=d —al<r<R.
(113) FO =5 [ {oRAC pour mal <
Preuve. 11 suffit d’appliquer le Théoréme de Cauchy au domaine limité par les cercles
{I¢—al=r}et {|(—2=c}our<Ret|z]|+e<r. O

Corollaire 11.5. Soit f : D(a, R) — C une fonction continiment C— différentiable et
z € D(a, R). Alors
1) f est indéfiniment C— différentiable ;
9) ) (q) = 2 / f(©) .
f"a)=— ——>>—d(, pour r < R et n € N;
I¢

B 2mi —al|=r (C - a)n+1

> fn)
3) f(z) = Z / '(a) (z —a)" avec convergence normale dans |z —a] <r < R.
n!

n=0

L)

—Z

Preuve. 1) et 2) découlent de ’'Exemple 10.5, 6), puisque la fonction z — est

k()
(¢ — z)k+

indéfiniment C—différentiable et que sa k—iéme dérivée (¢, z) — est continue

dans S(a,r) x D(a,r).
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Pour voir 3), on écrit
1 1 1 =,z—a\n
C—Z_C—a—(z—a)_g“—azoj((—a> '

Cette série converge normalement dans S(a,r’) x D(a,r) si » < ' < R. En remplagant
dans (11.3) et en échangeant [ et >, on obtient

1 z—a)
F) = o f(C)Z(é_ ) ac= ng (. Smae—ar

|¢—al=r

La formule 2) donne le résultat. O

Le théoréme suivant permet de montrer que toute fonction C—différentiable est conti-
niment C—différentiable.

Théoréme 11.6. LEMME DE GOURSAT. Soit f une fonction C— différentiable dans un
ouvert § de C. Si ' est le bord orienté d’un rectangle contenu dans €2, alors fr f=0.

Preuve. Soit R le rectangle de ’énoncé. On partage chacun des cotés en deux, d’ou

quatre rectangles Ry, Ry, Rz, R4 de bords orientés I'y, ..., I'y. On a
Jr= e s
I Iy To I's Ty
Soit R! celui des rectangles Ry, ..., R, pour lequel
[z =t
r! r;
On découpe le rectangle R' en quatre rectangles Ri, ..., R} et on choisit parmi ceux-ci

celui qui donne I'intégrale maximale. On le désigne par R?. Par récurrence, on construit
une suite de rectangles emboités {Rk}keN avec

1
diamRk:Q—kdiamR, L(T*) = LF et |/f| 4k|/ fl, Vk € N.

L’intersection des rectangles R¥ est réduite & un point a. Puisque f est C—différentiable
en a, pour € > 0 donné, il existe k € N tel que

[f(2) = f(a) = f(a)(z — a)| S elz —a|, ¥z € R".
Puisque z +— f(a) f'(a)(z — a) est une fonction continiment C—différentiable, 'inté-
grale [, (f(a)+ f'(a)(z — a)) dz est nulle. D’ou

diam R
[ =1 [ (16 = 10 = F@)e =) a2 < e sup = al(T) = < L(D),
On en déduit

|/f| 4% f| ediam R L(T')
si bien que [, f=0. O

Corollaire 11.7. Si f est une fonction C— différentiable dans un ouvert Q, alors f
admet localement une primitive ; elle est donc contindment C— différentiable.
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Preuve. Soit a + tb un point quelconque de 2. Pour 6 > 0 assez petit, le carré C :=
Ja —0,a+ 6[+i]b— 0,b+ d[ est contenu dans Q. Pour z + iy € C, on définit

F(x+1y) = /wf(s+ib)ds+/byf(:v+it)2'dt.

La Proposition 4.2 ¢) montre que la dérivée partielle 0F/0y existe et vaut if(z + iy).
D’aprés le Théoréme de Goursat, U'intégrale de f sur le bord du rectangle de sommets
a+1ib, v +1ib, xr + iy, a + 1y est nulle. Donc

F(zx+1y) = /byf(a—l—it)idt—i-/xf(s+iy)ds,

ce qui permet de voir que 0F/Jx existe et vaut f(x + iy). Comme les deux dérivées
partielles de F' sont continues, les équations de Cauchy-Riemann (10.8) qui s’écrivent
aussi

114 OF _ OF

= —

Oy ox’

montrent que F' est C—différentiable et £ = f. Par suite, F' est contintiment C— diffé-
rentiable dans C'. Le corollaire 11.5 montre que F est inféfiniment différentiable, donc
F" = f" est continue. O

Le résultat suivant est une sorte de réciproque du théoréme de Cauchy.

Proposition 11.8. THEOREME DE MORERA. Soit f :  — C wune fonction conti-
nue telle que frf = 0 pour toute courbe rectifiable fermée I' dans §2. Alors f est
C— différentiable.

Preuve. Dans toute partie connexe de §2, on choisit un point zg et on définit une fonction

F(z) = / K

oll v, est un chemin rectifiable reliant 2, a 2. La définition est cohérente, grace a
I’hypothése. En procédant comme dans la preuve ci-dessus, on montre F' est une primitive
de f. Le corollaire 11.5 permet de conclure. [

LOTOTOTOTOTOX

Exercice 11.1. Soit f : C — C une fonction continue. Si f est C-différentiable sur
C\ [0, 1], montrer que f est entiére, c’est-a-dire C-différentiable sur C.

dz
Exercice 11.2. En calculant / — sur deux contours, montrer la formule :
z

/ 2 dt 27
o a?cos?t+b2sin’t  ab

) 2" n?
Exercice 11.3. Donner les rayons de convergence des séries » nPz" > —z" > —z"
Bl 0 B 1
z

er —1°

et de la série de Taylor en 0 de f(z) =
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Exercice 11.4. Soit f =) a,(z—2)" une série convergente pour |z—zg| < R. Montrer
I’égalité de Parseval :
o 1 27 )
S lanfrtn = oo [ 10+ re) s
—~ 2m Jo
pour tout r < R, et en déduire :

o0

> lanr™ < sup |f(2))

n—=0 |z—z0|=r
Exercice 11.5. Vérifier que la fonction f : C* — C donnée par f(z) = 1/z n’admet
pas de primitive, mais que sa restriction & C\ {z € R| 2 < 0} en admet une. Laquelle ?

12. FONCTIONS HOLOMORPHES

Définition 12.1. Une fonction holomorphe dans un ouvert 2 de C est une fonction
C—différentiable dans (2.

Notation : O(2) désignera 'espace des fonctions holomorphes dans 2.

Une fonction entiére est une fonction holomorphe dans C.

Rappel. La dérivée d'une fonction holomorphe est holomorphe, toute fonction holo-
morphe est indéfiniment C—différentiable et méme analytique, toute fonction holo-
morphe admet localement une primitive holomorphe. Pour les fonctions d’une variable
complexe, il y a donc équivalence entre différentiable, contintiment différentiable, indéfi-
niment différentiable, analytique.

Exemple 12.2. La fonction f: C* — C définie par f(z) = 1/z est holomorphe comme
quotient. Elle admet donc une primitive locale. Pour z voisin de 1, prenons

d¢
F(Z) = s
Vz C
ot () =1+t(|z] —1)si 0<t <1, .(t) = |2V si 1 <t <Argz+1 . Alors
F(z) =Logz, pour ze€C\R_.
Proposition 12.3. INEGALITES DE CAUCHY. Soit f une fonction holomorphe dans le
disque D(a, R). Alors

k!
(12.1) ]f(k)(a)\é—k sup |f(2)], pour O0<r<R, keN.

T |z—al=r
Preuve. 1l suffit d’appliquer le Corollaire 11.5 2) :
| K £(©) k! £ k!
=l [ A age s [ Ehag < B s sl
2m |(—al=r (C - a)k+1 2m [(—al|=r rkt 7k |{—al|=r
O
Corollaire 12.4. THEOREME DE LIOUVILLE. S% une fonction entiére f est a croissance

polynomiale, i.e., | f(2)| < C|z|N, Vz € C, alors f est un polynome. Cas particulier : si
f est bornée, alors elle est constante.
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Preuve. Puisque f est entiére, le rayon de convergence de la série de Taylor en 0 est

infini. D’aprés (12.1) et la majoration |f(z)] < CrY pour |z| =7, 0on a :

k\CrN
rk

M (0)] < =CrV Tk k=0,1,...

En faisant tendre 7 vers oo, on voit que f*)(0) =0 si k> N. O

Corollaire 12.5. THEOREME DE WEIERSTRASS. Soit {f,}nen une suite de fonctions
holomorphes dans un ouvert ) qui converge localement uniformément vers f. Alors f
est holomorphe dans Q0 et lim,,_., fI = f'.

Preuve. 1. Soit. D un disque fermé contenu dans Q. La suite de fonctions {f,|p}nen est
une suite de Cauchy dans C°(D) avec la norme sup. Les inégalités de Cauchy montrent
que la suite des dérivées {f/|p}nen est aussi une suite de Cauchy dans C°(D). Comme
cet espace est complet, f, — g € C°(D). Puisque Uintégrale de f! est nulle sur tout
chemin fermé tracé dans D, il en est de méme pour g, par passage a la limite. En
intégrant g sur un chemin reliant le centre du disque a un point quelconque, on montre
comme au Corollaire 11.7 que f est une primitive de g. D’ou le résultat.

2. On peut procéder plus directement : Si D(a,r) est un disque fermé contenu dans (2
et si ' < r, la formule de Cauchy donne :

1 fn(Q) -
fu(z) = ﬁ/m_a:ri—z% Vz € D(a,r’), VneN.

Par convergence uniforme de f, vers f sur S(a,r), on en déduit

1 f©) Yy
f<z>_%/|c—a:rg—zd<7 Vz € D(a,r’),

ce qui montre que f est holomorphe dans D(a,r’). La formule

o L ful0)
R =5 [ T

donne la convergence des dérivées. [

Corollaire 12.6. THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE. Si P est un polynome
de degré n > 1 a coefficients complezes, alors il existe zy € C tel que P(zy) = 0.

Preuve. On écrit P(z) = a,2" + - -+ + ag, avec a, # 0. Puisque
P(Z) = (an 4+ .4 ao/zn)zn’

on a lim, .., P(z) = oo et donc lim, .., 1/P(2) = 0. Si P(z) # 0, pour tout z € C, la
fonction 1/P est une fonction entiére bornée. D’aprés le théoréme de Liouville 1/P est
constant, donc n = 0. O

Théoréme 12.7. PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE. Soient f, g € O(Q)) et
a €. St Q) est connexe alors l'une des deuzx conditions suivantes :

a) f est égale a g dans un ouvert non vide de €,

b) f*®(a) = g®(a) pour tout k € N,
entraine f =g.
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Preuve. Puisque a) entraine b), il suffit de montrer que b) donne la conclusion. On
peut supposer g = 0, en considérant f — g. Soit b un point quelconque de 2. Par
connexité, il existe un chemin v : [0,1] — Q tel que v(0) = a et y(1) = b. L’ensemble
I:={te|0,1] | f®(y(t)) =0, Yk € N} est fermé comme intersection de fermés; il est
aussi ouvert, car si toutes les dérivées de f sont nulles au point (¢), f = 0 dans un
voisinage de (t) et donc un voisinage de t est contenu dans 1. Comme I # () puisque
0 € I, ceci n’est possible que si I = [0,1]. On a montré f(b) =0.

On peut faire un raisonnement similaire sans passer par les chemins. O

Théoréme 12.8. PRINCIPE DU MAXIMUM. Pour f € O(Q) et a € Q, on a :

a) si |f| a un mazimum local en a, alors f est constante au voisinage de a ;

b) si Q est connexe et si f a un mazximum local, alors f est constante ;

c) si Q2 est borné et si f se prolonge contindment & l'adhérence Q0 de Q, alors maxq | f| =

maxoq |f].

Preuve. a) Supposons que |f| a un maximum local en a, i.e., |f(2)| < |f(a)|, pour
z € D(a,r) C Q. La formule de Cauchy donne les inégalités suivantes :

L [ oL )l Ll [ a0=1f
@l =lgm [ d:l < golf@l [ a0 = |f(a)l

—al=r # — @ 27 |z—al=r ’ CL|

On a donc partout des égalités et en particulier

@) =~

2m

— a+re?)| do.

5w | Ifasre?)
Ceci entraine que |f(a + re)] = |f(a)| pour tout 6 car si on avait |f(a + re’)| <
|f(a)|, on aurait |f(a + 7e?)] < |f(a)] pour 6 voisin de 6, par continuité et donc
1 2 )
5 | flatre?)]dd < |f(a)l.
En faisant varier r, on obtient que |f| est constante dans un disque autour de a. L’Exer-
cice 10.3 montre que f est constante dans ce disque.
b) Soit a un point ot f a un maximum local. Alors f est égale & f(a) dans un disque
D(a,r) C €. On applique le principe du prolongement analytique 12.7 aux fonctions f
et a la constante f(a). Puisque  est connexe, f = f(a).
¢) Soit zg € Q tel que |f(z)] = maxg|f]. Si zo € 09, il n’y a rien a démontrer.
Sinon, soit g la composante connexe de zg. Par b), f est égale a f(z9) dans g et par
continuité dans y. D’oul

— — < .
max | f| = [f(z0)| = max|f] < max|f|
]

Lemme 12.9. Pour f € O(Q), a € Q et n € N tel que f¥)(a) =0 si k < n mais
f™(a) #0, il existe g € O(Q) telle que

)
fz)=(z—a)"g(2), z€Q et gla)#£0.
)

Preuve. La fonction z — f(z)/(z — a)™ =: g(z) est holomorphe dans Q \ {a} ; elle se
prolonge contintiment a © en posant g(a) := f™(a)/n!. Elle est donc holomorphe dans
Q) d’aprés I'Exercice 11.1. O
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Proposition 12.10. PRINCIPE DES ZEROS ISOLES. Soit f € O(Q), a € Q et {a;};en
une suite de points de Q\ {a} qui tend vers a. Si f(a;) =0, Vj € N, alors f =0 au
voisinage de a.

Preuve. Si f n’est pas nulle au voisinage de a, il existe n € N tel que f™(a) # 0. Le
Lemme 12.9 donne une fonction holomorphe ¢ au voisinage de a avec g(a;) = 0 pour
tout j € N et g(a) # 0. Ceci est impossible.

O

OTOTOTOTOTON

Exercice 12.1. Montrer que la convergence localement uniforme dans un onvert 2 de
C est équivalente a la convergente uniforme sur tout compact de €.

Exercice 12.2. En intégrant la fonction z — f(2)/(z — a)(z — b) sur des cercles de
grands rayons, donner une nouvelle démonstration du théoréme de Liouville lorsque f
est holomorphe bornée sur C.

Exercice 12.3. PRINCIPE DU MINIMUM. Soit {2 un ouvert connexe de C et f € O(Q).
Montrer que si |f| admet un minimum non nul sur €2, alors f est constante.

Corollaire : Si f € O(Q)NC’(Q) est non constante et si  est borné, alors soit f s’annule
en un point de €2, soit ming |f| = mingq | f].

Exercice 12.4. Soit f une fonction holomorphe dans le disque D(0, R).

Pour 0 < r < R, on définit M(r) = sup{|f(z)| | |z] = r}. Montrer que

a) la fonction r — M(r) est continue et croissante ;

b) cette fonction est strictement croissante si, et seulement si, f n’est pas constante.

Exercice 12.5. On définit la fonction Arctg par

d
Arctgz = L 1"‘22’ pour |z| <1,

ol 7, est un chemin rectifiable reliant 0 & z dans le disque D(0,1). Vérifier que la
définition est cohérente et

3 5

Arctgz:z—g—i—%i... pour |z| < 1.

Exercice 12.6. Montrer que le sous-espace des polynomes complexes n’est pas dense
dans C°(D(0,1)).

Exercice 12.7. On donne une fonction f holomorphe dans un disque D(a, R). Si u :=
Re f, montrer que u a la propriété de la moyenne :

1 2 )
u(a) = %/0 u(a +re)dd, r<R.

En déduire que u satisfait au principe du maximum et du minimum.
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13. HOMOTOPIE ET HOMOLOGIE

Définition 13.1. Deux chemins g, 71 : [0, 1] — Q sont homotopes avec extrémités fizes
dans § ¢il existe une fonction continue h : [0,1] x [0,1] — Q telle que

h(O’t) = ’70(t)7 h<1’t) = ’71(t)7 vt € [07 1]a
h(s,0) = 70(0) = 7(0), h(s,1) = (1) = (1), Vsel0,1].

Deux lacets ou chemins fermés g, 71 : [0, 1] — Q sont homotopes dans Q il existe une
fonction continue h : [0,1] x [0, 1] — Q telle que

h(0,2) = o(t), h(1,t) =mn(t), Vtel0,1],
h(s,0) = h(s,1), Vse€[0,1].

On utilise la notation suivante : vy ~q 71 .

(13.1)

(13.2)

Exemple 13.2. 1) Si Q est connexe, tous les lacets constants sont homotopes.
2) Si 2 est convexe, tous les chemins dans €2 ayant mémes extrémités sont homotopes;
tout lacet dans (2 est homotope au lacet constant.

Définition 13.3. Un ouvert 2 dans C est simplement connexe si ) est connexe et si
tout lacet dans ) est homotope au lacet constant.

Exemple 13.4. Un domaine ) étoilé, i.e., il existe a € Q) tel que le segment [a, 2] est
contenu dans €2, pour tout z € €2, est simplement connexe.
L’ouvert C\ R_ est simplement connexe.

Théoréme 13.5. Pour Q ouvert connexe de C, les propriétés suivantes sont équi-
valentes :
a) Q) est simplement conneze,

b) C\ Q est conneze,
¢) pour tout lacet v dans Q et Yw € C\ Q, Uindice de v par rapport ¢ w est nul.

Théoréme 13.6. THEOREME DE CAUCHY HOMOTOPIQUE. St f est une fonction ho-
lomorphe dans Q) et si Y9, 71 sont des chemins homotopes rectifiables dans €2, alors

[7=1F

Application. Toute fonction holomorphe dans un domaine simplement connexe admet
une primitive.

Définition 13.7. Deux lacets rectifiables vy et 7, dans un ouvert €2 sont homologues
dans § si n(y, w) = n(y1,w) pour tout w € C\ Q.

Notation : vy =q V1.

Un lacet rectifiable v dans 2 est homologue ¢ 0 dans €2 s’il est homologue au lacet
constant, i.e., si n(y,w) =0 pour tout w € C\ Q.

Notation : vy =q 0.

Proposition 13.8. Deux lacets homotopes rectifiables sont homologues.

Preuve. Soit s le lacet paramétré par t +— h(s,t) ot h est 'homotopie entre les lacets
donnés. Alors s — n(vs, w) est une fonction continue & valeurs entiéres, donc constante.

OJ
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Théoréme 13.9. THEOREME DE CAUCHY HOMOLOGIQUE. St f est une fonction ho-
lomorphe dans Q) et si o et 7, sont des lacets rectifiables homologues dans €Y, alors

[o=15

Preuve. C’est une conséquence du résultat suivant : O

Théoréme 13.10. FORMULE GENERALE DE CAUCHY. Soit f : Q — C une fonction
holomorphe dans un ouvert  de C. On suppose que V1, ...,Vm sont des lacets rectifiables
dans ) tels que

(13.3) Zn (75, w) =0, YweC\Q.
7j=1
Alors
m 1 m
(13.4) ;2—7” . :;n Vi, a)f(a), VaeQ\L}Jsuppfyj.

Preuve. Cas m = 1. On définit une fonction ¢ : 2 x 2 — C par

fz) = flw)
oz w) = P si z # w,
f'(z) si z = w.

Alors ¢ est continue et Vz € 0, la fonction w — ¢(z,w) est holomorphe dans €.

Soit Qp := {w € C\ suppy | n(y,w) = 0}. Alors  est ouvert car I'indice varie
continiment et ne prend que des valeurs entiéres (Théoréme 5.7) et QU Qs = C puisque
C\ 2 est contenu dans € par (13.3).

On définit encore une fonction g : C — C par

/cp(z w)dz siw e Q,

g(w) =
f( ) dz sl w € Q.
L 2w
Les deux définitions coincident dans 2 N Qq, car %dz = f(w)2imn(y,w) = 0.

2!

Puisque g € O(C) et que g(w) — 0 quand w — oo (dans ), on a g = 0 par le

théoréme de Liouville 12.4. Donc
f(2)

q/z—w

dz = 2imn(y, w) f(w).
Pour m quelconque, le méme raisonnement s’applique avec

Qo = {w e C\ | Jsuppv; [ Y nly;,w) =0},

OTOTOTOTOTON
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Exercice 13.1. a) Montrer que toute courbe fermée dans C\ {0} est homotope & une
courbe tracée sur le cercle unité.

d
b) Donner toutes les valeurs possibles de / il 5
s 1+z
tracée dans C\ {£i}.

oll v est une courbe fermée rectifiable

Exercice 13.2. On considére les lacets v, et 7, définis par () = =1+ €, y(t) =
1 —e", t €]0,2n]. Veérifier que 71 et 42 sont homologues dans C\ {—1,+1}.

En suivant continment la "fonction" z — f(z) := {/Log 3(z + 1) qui vaut iy/log2 en

z =0 le long du lacet v := 71727, 175 |, constater que la valeur de f obtenue & la fin du
lacet v est différente de celle du début. En déduire que v, et 7, ne sont pas homotopes
dans C\ {—1,+1}.

Exercice 13.3. Définir une fonction holomorphe f dans C\ [a,b] pour a < b € R, telle
que f(x) =+/(z —a)(z —b) pour x €]b, co[. Calculer / f(z)dz.

|z|=2

14. POINTS SINGULIERS ET RESIDUS

Lemme 14.1. Soit f € O(D(a,r) \ {a}). Alors f se prolonge holomorphiquement a
D(a,r) si, et seulement si, l'une des trois conditions suivantes est satisfaite :

a) f se prolonge contindment a D(a,r) ;

b) [ est bornée au voisinage de 0 ;

¢) lim,_,(z —a)f(z) = 0.

Preuve. Le théoréme de Morera 11.8 montre que la condition a) est suffisante. Elle est
trivialement nécessaire. La condition a) entraine b), et b) entraine c).

Si¢) a lieu, alors la fonction g définie par g(z) = (2 —a) f(z) satisfait a); elle se prolonge
donc en une fonction holomorphe dans le disque, nulle en a. D’aprés le Lemme 12.9, on
peut écrire

9(2) = (z—a)"h(h), n =1,

avec h € O(D(a,r)). En divisant par z —a, il vient f(z) = (z —a)" 'h(z), ce qui donne
un prolongement continu (holomorphe) de f. Donc ¢) entraine a). O

Définition 14.2. Soit f une fonction holomorphe dans un disque épointé D(a, )\ {a}.
Si f n’admet pas de prolongement holomorphe & D(a,r), on dit que f a une singularité
1solée au point a.

Remarque 14.3. Certains auteurs disent que f a une singularié supprimable ou vir-
tuelle si f est bornée dans un disque épointé.

Définition 14.4. Soit f € O(D(a,r)\{a}) une fonction singuliére en a. Si lim,_,, f(z) =
oo, on dit que f a un pdle en a. Sinon, on dit que f a une singularité essentielle en a.

Proposition 14.5. Soit f € O(D(a,r) \ {a}). Alors f a un péle en a si, et seulement
si, il existe m € N* et h € O(D(a,r)) avec h(a) # 0 tels que

pour z € D(a,r)\ {a}.



60 ANALYSE II COMPLEXE  2004-05

De maniére équivalente,  admet le développement

o b—m b—m+l . b—l s aq
(14.1) f(2) = o + e a) + +—(Z_a) + bo + by ( )+..., b #0,

pour z € D(a,r) \ {a}, ot la série converge normalement dans D(a,r’), " <r.

Preuve. Si (14.1) a lieu, alors lim,_., f(z) = co et ainsi f a un poéle en a. Réciproque-
ment, supposons que f a un pole en a ; alors f ne s’annule pas dans un disque épointé
D(a, ")\ {a} et donc 1/f est holomorphe dans ce domaine. Comme la fonction 1/f est
bornée, elle se prolonge en une fonction holomorphe ¢ sur D(a,r’) par le Lemme 14.1.
On a ¢g(0) = 0 et d’aprés le Lemme 12.9, il existe m € N* et h; € O(D(a,r’)) avec
hi(a) # 0 telle que
g(z) =(z—a)"hi(2), z€D(a,r).

Puisque ¢ ne s’annule qu’en a, la fonction h; ne s’annule pas. La relation suivante a

lieu :
1 1
FG) =110 = =iy

Il reste & prendre h = 1/h; et a constater que h se prolonge & D(a,r), puisque h(z) =
f(2)(z —a)™ pour z € D(a,r’) \ {a}.
La formule (14.1) s’obtient en écrivant le développement de Taylor de h en a. O

z € D(a,r’).

Définition 14.6. L’entier m de la Proposition 14.5 est I’ordre du péle de f en a. On a

o0 si k < m,
(14.2) lim(z —a)ff(2) = b,  sik=m,
0 si k> m.
La fonction holomorphe dans C\ {a}
b—m b—m+1 b—l
A T e T B Py

est la partie principale de [ en a.

Proposition 14.7. DEVELOPPEMENT DE LAURENT. Soit f € O(D(a, Rz) \ D(a, Ry))

une fonction holomorphe dans une couronne. Alors, pour z € D(a, Ry) \ D(a, Ry), on a

(14.3) F2) =3 bz —ay, o b= 1/|C Q) e

jez 2m —al=r (C - a)j+1

et Ry < r < Ry. La série converge normalement dans la couronne fermée D(a,73) \
D(a,r), avec Ry <1y <719 < Ry.

Preuve. On applique la formule générale de Cauchy 13.10 & Q = D(a, R2) \ D(a, R1), 72
qui paramétrise le cercle de rayon ro dans le sens direct et v, qui paramétrise le cercle
de rayon r; dans le sens rétrograde. Pour z € D(a,rs) \ D(a

on a donc

77“1),
14.0 foy - L fQ) g 1 /(©

2m |C—al=ra C— z 2me |C—a|=r1 C— z

dc.
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Traitons la deuxiéme intégrale de (14.4). On a pour |z —a| =7 >r; et |( —a| =1 :
I —al/lz—a] <ry/r <1

On développe en série la fraction

e}

1 1 o C—ayn
(—z (—a—(z2—a) z—az(z—a)'

0

Puisque la convergence est normale pour |z —a| > r et |( — a| = ry, on peut échanger
>~ et [ et obtenir

1 O N~ L e
) ML WO [ OG- Zb

—al=r1

La premiére intégrale de (14.4) se traite comme dans la preuve du Corollaire 11.5. O

Corollaire 14.8. Soit f € O(D(a,r)\{a}) avec le développement 3., bj(z—a)’. Alors
a) f se prolonge holomorphiquement ¢ D(a,r) <= b; =0,Vj <O0;

b) f a un pole d’ordre m en a <= b; =0,Vj <—m et b_, #0;

¢) f a une singularité essentielle en a <= {j < 0] b; # 0} est infini.

Exemple 14.9. z — e® a une singularité essentielle a l'infini car en posant w = 1/z,

on obtient
ef = — = )
20: n! 20: nlwm

Théoréme 14.10. CASORATI-WEIERSTRASS. Soit [ € O(D(a,r) \ {a}) une fonction
avec une singularité essentielle en a. Alors, pour tout § €)0,r[, Uensemble f(D(a,r)\{a})
est dense dans C. Ainsi, ¥ €]0,r| et Ve € C, il existe une suite {z;},en de D(a,d)\{a}
telle que f(z;) tend vers c.

Preuve. Supposons le contraire : 30 €]0,r[, 3c € C et J= > 0 tels que |f(z) — | > ¢
pour tout z € D(a,d) \ {a}. Donc la fonction g := 1/(f — ¢) est holomorphe et bornée
dans D(a,d) \ {a}. D’aprés le Lemme 14.1, g se prolonge a D(a,d). Si g(a) = 0, alors
1/g aun pole en a et si g(a) # 0, alors 1/g est holomorphe. Comme 1/g = f —¢, on en
déduit que f a un pole en a ou que f est holomorphe. Donc f n’a pas une singularité
essentielle en a. O

Exemple 14.11. Pour la fonction f : C* — C définie par z — /%, on a exp(ID(0,0)) =
C*, pour tout 6 > 0.

Remarque 14.12. Un résultat plus précis de E. Picard (1856-1941) affirme que 'image
de tout disque épointé centré en une singularité essentielle contient C sauf, au plus, un
point.

Définition 14.13. Le résidu de f € O(D(a,r) \ {a}) en a est le coefficient b_; dans le
développement de Laurent (14.3) de f.
Notation : Res(f,a) ou Res, f ou Res.—, f(2).
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Exemple 14.14. 1) Si f a un pole d’ordre m en a, alors

!
(m i 1)l dzm—t (z=a)"f(2) |:=a -

2) Soient f ef g holomorphes prés de a telles que f a un zéro d’ordre m et g a un zéro
d’ordre m + 1 en a. Alors

Res(f,a) =

f"(a)

Res(g,a) = (m+ 1),(7(?1)(61)‘

Théoréme 14.15. THEOREME DES RESIDUS.
Soit Q0 un ouvert de C et ay,..., ay € 2. Pour un chemin v fermé rectifiable dans )
qui évite aq, ..., a, et qui est homologue a 0 dans 2, on a :

(14.5) /f = 27?@‘271(%@]-) Res(f,a;), pour feOQ\{a,..., an}).

En particulier, si I' est une courbe de Jordan rectifiable directe dans 2 dont 'intérieur
intI' est contenu dans ), alors

/f = QWiZRes(f, a;)
r i

ot la somme ne porte que sur les j tels que a; € intI'.

Preuve. Soit «y; un lacet circulaire dans © qui entoure —n(v,a;) fois le point a;. En
prenant supp -y, assez petit, on peut supposer supp y;N\supp vy = () et supp Y;supp v =
0, Vj # k. Par construction

n(77a])+zn(7kaaj) :07 1 g] <ma
k=1

car n(yy,a;) =0 si k# j. Pour w e C\ 2, on a aussi :

(14.6) n(y,w) + Zn(’yk, w) =0,

car tous ces indices sont nuls. Donc (14.6) a lieu Yw € C\ (2 \ {a1,...,an}).
La formule générale de Cauchy 13.10 donne

(14.7) /7f+2/%f=0.

Pour calculer f f, la convergence uniforme de la série de Laurent permet d’écrire :

bfle i
bi(z—a dz- /b z—a dz:/ —— =2min(y, ax)b_1,
[ 1= Snt-artas=3 [ i —anftaz= [ 22 = mineah

Tk ez leZ

car z — (2 — a;)! admet une primitive si [ # —1 et (5.2) pour le terme restant. Donc

/ f = —2min(vy, ar) Res(f, ax).
Tk

En remplacant ceci dans (14.7), on obtient la formule (14.5). O
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Exemple 14.16.

© 22dx T
14.8 _— =
(14.8) /0 1+z*  2V2

Preuve. L’intégrale converge car I'intégrant se comporte comme 1/z? quand x — oo.

Par parité, on a :
/OO 2 dx 1/°° 2?de 1 /R 22 dx
e ——— = — lim .
o 1+t 2/ 14+2* 2R-0f pl+uat

On ferme ce contour en suivant un demi-cercle de rayon R centré en 0 dans le demi-

22

1424
C\ {e/4, 3/t e=3in/4 o=im/41  (Ces quatre racines de —1 sont des poles simples, donc
le résidu de f en un de ces poles a est égal a

plan supérieur; d’otl un lacet vg. La fonction z — =: f(z) est holomorphe dans

4a3  4da’
Le théoréme 14.15 donne

x?dz T R2e20 - 1 1 T
—  Rie"dl = 2mi(— : —
/ / 14 2t /0 1+ Rigtind ' m(4€”r/4 * 463”/4) V2

. . . R? -
La valeur absolue de I'intégrant de l'intégrale de 0 & m est majorée par T si bien
que cette intégrale tend vers 0 quand R tend vers l'infini. Le résultat en découle. |

Exemple 14.17.

o -
sin s
de = —.

0 x 2

Preuve. La deuxiéme formule de la moyenne permet de voir que I'intégrale converge (pas
de probléme en 0). Par parité :

oo : 1 [oe) : 1
/ sm:cdx _ _/ Smxdx L / / smx
0 X 2 oo T 2 r—0, R—oo

T

sinx e
= Im —. On va intégrer la fonction z — — =: f(z) sur le contour ~, g

On a

x x

formé par les deux intervalles [—R,—r| [r, R] et deux demi-cercles de rayon r et R
centrés en 0. On doit éviter 0 car f a un pole en 0.

Le théoréme 14.15 donne

0 reit . Re“ T iR
—dx—l— 1d + —dz + e idf = 0.
r z 0

La deux1eme 1ntegrale en 6 tend vers 0 quand R — oo d’aprés le lemme de Jordan
14.21. La premiére intégrale en 6 tend vers —im quand r — 0 par continuité. D’ou,

- R eix
lim (/ +/ )— de =7
r—0, R—oo _R r xT
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et en prenant la partie imaginaire

0o
sin x
/ dz = .
oo T

Exemple 14.18.

/’T dé T 51
= our a>1.
o a+cosf 21 7

Preuve. Quand |z] =1, 0n a 2z = ¢? et donc z = 1/z. Par suite

1 1 242 1 -
a+0059:a+§(2+—)=% quand z=¢” 0 €[0,2n].
z z

/’T do 1 /2” do / dz
—_— = — =i _
o at+cosf 2 ), a+cosh sl=1 22+ 2az + 1

1
dans le disque est —a++va? — 1 et

La seule singularité de la fonction 2 — —————
224+ 2az+1

c’est un pole simple. Le résidu vaut
1 1

2—a+vVai—1)+2a 2V/a>—1

Exemple 14.19.

> 1
/ 08T dx = 0.
0 1+$2

Preuve. L’intégrale converge car logz = O(2'/?) quand z — oo et [~ 2732 dz < co0. On

s 7r

prend la détermination de I’argument comprise entre —— et —. D’ol une détermination

du logarithme qui est une fonction holomorphe dans C privé de la demi-droite d’argument
i

—5- On choisit le contour v, p de I'Exemple 14.17.

On a

logz  logl+im/2 m

R z=1 )
Fe=i T2 % 1

et donc
R s . -r . 0 .
log x logR+10 . . / log |z| + im / logr+i6 . .,
d —————1Re" df ——F—d —————ire” df
/,, 1+ 22 $+/0 1+ Ree20 ' ° * _p  1+2a? v . 1+ 220 ©
= 2in? /4.

Puisque log R = o(R) quand R — oo et rlogr = o(1) quand r — 0, les intégrales en 0
tendent vers 0. D’ou

1 <1
2/ 08T dx+i7r/ dr = in?/2
0o 1+ a? o 1+2a?

o0
Le résultat en découle. On a obtenu en outre / dz =7/2. O
0

1+ 22
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Remarque 14.20. On peut aussi choisir la détermination de 'argument entre 0 et 27
et intégrer log” z/(1+ 22) sur le contour suivant : 'intervalle [r, R], le cercle de rayon R,
'intervalle [r, R] dans le sens opposé puis le cercle de rayon r rétrograde. Cette méthode
donne aussi un résultat quand l'intégrant n’est pas pair, cf. Exercice 14.6.

Lemme 14.21. LEMME DE JORDAN.

/ e Bsinfqg « 1/R. R >0.
0

T ' w/2 '
/ e—Rsme do = 2/ e—Rsme de.
0 0

La fonction 6 +— sin @ est concave sur [0,7/2] donc sinf > 20, pour 0 € [0,7/2]. En
intégrant, il vient

Preuve. On a

w/2 . /2 T
/ 6—Rsm9 do < / 6—2R9/7r do = _(1 . B_R).

O
LOTOTOTOTOTON
1 1 log(1 1
Exercice 14.1. Classer les singularités des fonctions o Z, , og( 2+ ?) , 2"sin(—).
z ' cosz 2 z
Exercice 14.2. Donner les développements de Laurent de la fonction définie par f(z) =

1

m dans les couronnes :

1
Clz{zeC,§<\z|<1} , Co={zeC/1<|z|<2} , C3={z€C,2<]|z|}.

Exercice 14.3. Montrer que si f est une fonction holomorphe sur un disque épointé

D(a,r)\ {a} telle que :
// |f (2, y)* dedy < +o0
D(a,r)*

alors f se prolonge holomorphiquement a D(a,r).

Exercice 14.4. Soit [ = Z:ﬁ) 22", Vérifier que cette série converge pour |z| < 1 et que
[ satisfait la relation f(z) = z + f(2?). En déduire que f n’admet pas de prolongement
holomorphe au voisinage de 1, ni au voisinage de —1, i, —i. Et finalement, f ne s’étend
a aucun ouvert connexe contenant strictement D(0,1).

Exercice 14.5. Par la méthode des résidus, calculer :

/+°° x? q /+o°cosz—1d /7r cos 20 46
————dx ———dx :
o wr+a?+1 ) x2 " Jo 1—2acost + a?

ol a est un nombre réel tel que a? < 1
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Exercice 14.6. Par la méthode des résidus, vérifier les formules suivantes :
2 /+oo r~ dr — 7roz(04+1)...(0‘4—|—m—2)
o (Q+ax)m (m — 1)!sin(ra)

oo log = _ log*(a) — log®(b) _
AL R R

T dg T
= b>1.
2 /0 L+ab  bsin(f) ’ -

, m=22, 0<a<l;

Exercice 14.7. Calculer les intégrales suivantes :

/°° log d /°° dx /°° sin? kx d
——dz _ x .
o (x+1)3 77 Jy x2+62+13" ), x2

15. FONCTIONS MEROMORPHES

Définition 15.1. Une fonction méromorphe dans un ouvert 2 C C est une fonction
holomorphe dans €2 sauf en des points isolés ou elle peut avoir des poles. L’ensemble des
fonctions méromorphes dans € sera désigné par M(2). On a O(Q2) C M().

Remarque 15.2. Puisqu’une limite de poles n’est pas une singularité isolée, ’ensemble
des poles d'une fonction méromorphe n’a pas de point d’accumulation ; c’est un fermé
discret.

Remarque 15.3. Une fonction f € M(2) définit une fonction continue f: Q — C en
posant f(a) = oo si a est un pole de f. On a mieux : 1/f est holomorphe prés de a,
d’aprés la Proposition 14.5 et elle s’annule en «.

Par analogie, on dit qu'une fonction définie au voisinage de l'infini est holomorphe a
Vinfini si w — f(1/w) est holomorphe prés de 0 et que f a un pdle & infini si w —

f(1/w)

Exemple 15.4. Pour deux polynémes P et @), le quotient P/Q est une fonction méro-

est holomorphe prés de 0 et s’annule en 0.

morphe sur C.

Théoréme 15.5. Si f est une fonction méromorphe sur (6, alors f est une fraction
rationnelle.

Preuve. L’ensemble des poles de f est un sous-ensemble fermé de ((Aj, il est donc compact.
Comme il est discret, il est fini. Soient 21,..., 2 les poles de f situés dans C. Si m; est
I'ordre du poéle de f en z;, on introduit le polynéme

Qz) = (z—2z)™ ... (2 — z)™.
Alors la fonction Qf est entiére avec un pole éventuel a U'infini. Donc |Q(z) f(2)| < C|z|",
pour C' > 0 et n € N convenables. D’aprés le théoréme de Liouville 12.4, Qf est un
polynome P de degré au plus n et donc f = P/Q. O

Proposition 15.6. Pour tout €2 ouvert dans C, ’ensemble des fonctions méromorphes
M(Q) sur Q a une structure de corps qui contient naturellement le corps des fractions de

Vanneau O(R) des fonctions holomorphes. En fait, ces corps sont égauz (voir Corollaire
16.16 pour le cas Q= C).
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Proposition 15.7. PRINCIPE DE L’ARGUMENT. Soit f € M(Q) une fonction méro-
morphe dans un ouvert ) de C. On désigne par 2y, z1, ... la suite des zéros de f et par
Do, D1, --- la suite des poles de f, répétés selon leurs multiplicités. St v est un chemin
fermé rectifiable homologue a 0 dans €2 qui évite les zéros et les poles de f, alors

(15.1) QLM f7/ = n(v,2) = Y n(v,pe).

N.B. Les sommes sont finies. Quand 7 est une courbe simple parcourue dans le sens
direct, le second membre de (15.1) donne le nombre de zéros moins le nombre de poles
situés a l'intérieur de v, comptés avec leurs multiplicités.

Preuve. Au voisinage du zéro z;, il existe d’aprés la Proposition 12.10 une fonction g;
holomorphe avec g¢;(z;) # 0 telle que

f(z) = (2 —2;)"gi(2), m;>0.

D’ou
f(z) =mj(z — 2))™ g;(2) + (2 — ;)™ g(2) pour z voisin de z;.
Donc
/' m; 9 .
—(2) = —2—+=(2) pour z voisin de z;
f() Z_Zj+gj() p v i

/

et 9 est holomorphe prés de z;.
9j
Au voisinage du pole p, de f, on a de méme une fonction holomorphe h; telle que

f/ o —my, h!
AR TR

pour z voisin de pg, avec ng > 0,

h/
et h_k est holomorphe prés de py.

k
Le résultat découle du théoréme des résidus 14.15 puisque

Res(f'/f,z;) =m; et Res(f'/f,px) = —ny.
]

Corollaire 15.8. THEOREME DE ROUCHE. Soient f et g des fonctions méromorphes
dans un ouvert Q C C et D(a,r) un disque fermé contenu dans 2. Si f et g n’ont ni
zéros ni poles sur OD(a,r) et satisfont |f + g| < |f|+ |g| sur OD(a,r), alors

(15.2) #Z(f) = #P(f) = #2(9) — #P(9),

ou #Z(f) estle nombre de zéros (avec multiplicité) de f dans D(a,r), ... En particulier,
quand f et g sont holomorphes, alors f et g ont le méme nombre de zéros dans le disque.

Remarque 15.9. La formulation classique est |f — g| < |f|. La forme symétrique est
due a I. Glicksberg en 1976.
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Preuve. Pour z € dD(a,r), on a g(z) # 0 et ’i(z) + 1’ < |i|(z) + 1; par continuité,
g g
cette inégalité a lieu aussi dans un voisinage U de 0D(a,r). Soit
Vi={weCllu+l]<|w|+1} ={w e C||w+ 1| # |w|+ 1}.

Alors V = C\ [0,00], car |w + 1] = |w| + 1 a lieu si, et seulement si, Rew = |w].
La fonction holomorphe f/g envoie U dans V. La fonction w — 1/w a une primitive
w — logw dans V', en choisissant ’argument entre 0 et 27 ; par composition, on en

(f/g) (f/g) st
flg “r) flg

et le principe de 'argument (Prop. 15.7) permettent

déduit une primitive log f/g dans U de

(fle) _f g
f/g f g

de conclure. O

. Par suite, I'intégrale fam)(

nulle. L’égalité

Application 1. Théoréme fondamental de 1’algébre (voir Corollaire 12.6).

P(z
Preuve. Soit. P un polynome de degré n > 0 : P(z) = a,z" + ... . Puisque (2) tend
anzZ"
P(z)
vers 1 quand z — o0, on a |—— — 1| < 1 ou |P(z) — a,2"| < |a,2"| quand |z| = R
Ap 2™
est assez grand. Par suite, P a le méme nombre de racines que le polynéme 2" dans
D(0, R), c’est-a-dire n. O

Application 2. Continuité des zéros d’un polynome. Soit P(\, z) = a,(A)z"+- - -+ag(N)
un polynome & coefficients dépendant continiment d’un paramétre \. Si z; est une racine
de P(Xo, ) de multiplicité m, alors pour € et |\ — X\g| assez petits, le polynéme P(\, )
a m racines dans le disque D(zp, ¢).

Preuve. Comme P()\g,-) ne s’annule pas sur un cercle de rayon e autour de z, il existe
c >0 tel que |P(Xg,2)| = ¢ si |z —a| = e. La dépendance continue des coefficients de P
en A donne 'existence de d > 0 tel que

A= Xo| <9, |z2— 20| = = |P(\, 2) — P(\o, 2)| << |P(No, 2)]
]

Application 3. LEMME D'HURWITZ. Soit {f,}nen une suite de fonctions holomorphes
dans €} qui converge localement uniformément vers f. On suppose que le disque fermé
D(a,r) est contenu dans Q et que f ne s’annule pas sur dD(a,r). Alors, pour n assez
grand, f, et f ont le méme nombre de zéros dans D(a,r).

On en déduit que si f,, converge localement uniformément vers f et que f, ne s’annule
pas dans D(a,r) pour n assez grand, alors soit f = 0, soit f ne s’annule pas dans
D(a,r).

Application 4. Toute fonction holomorphe non constante dans un ouvert €2 est ouverte.

Preuve. 1l suffit de montrer que f(€2) est ouvert. Soit b € f(Q2); il existe donc a € 2
tel que b = f(a). L’équation f(z) —b = 0 n’a que la solution z = a dans un disque
D(a,r) € Q d’aprés le principe des zéros isolés. Par suite, |f(z) —b] > s > 0 quand
|z —a| =r. Avec V' € C tel que | —b| < s, on a

1f(z) =0 = (f(z) =) = [V —b| < s <[f(2) —b] silz—al=r.
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Donc f(z) = b a au moins une solution dans le disque D(a,r), ce qui montre I'inclusion
f(D(a, 7)) 2 D(b, s).
0J

Application 5. THEOREME D’INVERSION LOCALE. Soit f € O(Q) et a € Q tel que
f'(a) # 0. Alors f est localement inversible prés de a et son inverse est holomorphe.

Preuve. Dans la preuve précédente, on peut ajouter que l’équation f(z) = ¥, pour
|/ — b < s, a exactement une solution dans le disque D(a,r), donc f~! est bien définie
dans D(b, s). La différentiabilité de f~! est immédiate puisque
Flw) — ) ez
w — Wo f(z) = f(20) f'(z0)"

quand w — wy

OJ

Définition 15.10. Soit {u,},en une suite de fonctions méromorphes dans un ouvert §2
de C. On dit que la série Z u,, converge localement uniformément dans €2 si pour tout
compact K C Q) il existe N € N tel que u, n’a pas de pole dans K pour n > N et si
la série Z u, converge uniformément sur K. La somme appartient donc & M(Q) et

n>N
(> u,) = > u, d’aprés le théoréme de Weierstrass 12.5.
- 1 w2
Exemple 15.11. = .
p Z.O (z—n)?  sin’*mz

Preuve. La convergence est normale dans toute bande {z € C | |Rez| < N} car
|[Rez| <K N=|z—n|* > (Rez—n)?>> (n— N)* pour n>N

et > ,on(n—N)"? < co. La somme de la série définit donc une fonction f qui est
méromorphe dans C, d’aprés la définition 15.10.

Un changement d’indice de sommation montre que f est périodique de période 1. Il est
clair que f a un pole double en 0 de partie principale 1/2%. On vérifie que f(z+iy) — 0
quand |y| — oo, uniformément en x, car

[0.9] o

. 1 _ 1
e —~ (z+iy—n)? zo; e o iy~
par convergence uniforme de la série dans la bande verticale [0, 1] + iR.
On vérifie que z +— Sinfm a les mémes propriétés. La différence f — g est donc une
fonction entiére et bornée. Par Liouville, elle est nulle. [

Théoréme 15.12. THEOREME DE MITTAG-LEFFLER. S0it {b, }nen une suite de C qui
tend vers Uingfini et {P,}nen une suite de polynéomes avec P,(0) = 0. Alors il existe une
fonction méromorphe f dans C telle que la partie principale de f en b, soit égale a

P"(—b)’ pour tout n € N. En fait, il existe des polynomes p, et une fonction entiére
Z — bp
g tels que
- 1
£ = S (Pal—) = pal2) + g2).
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Preuve. On fait le développement de Taylor 7, de P,( ) en 0 jusqu’a un certain

n

ordre m,, & déterminer plus tard. Comme la fonction z — P, ( est holomorphe

1
z— bn)
dans D(0, |b,|), le lemme 15.13 donne la majoration suivante :
2|2|

b ’)mnv pour |z| < [b,]/4,

[Pa(2) = Ta(2)] < 2M3 (

. 1

ou Mn = Sup|<‘:|bn|/2 |Pn(C——b)| .

Pour faire converger la série > (P,(z) — T,,(2)) pour tout z, il suffit de choisir m,, de
sorte que lim,,_. Mﬁ/m"/\bn\ = 0, par exemple m, > log M,,, puisque Mﬁ/m”/\bn\ <

emn/mn /b = e/b, tend vers 0 par hypothése. O]

Lemme 15.13. DEVELOPPEMENT LIMITE AVEC RESTE . Soit f une fonction holo-
morphe sur un ouvert contenant D(0, R). Pour |z| < R et k € N, on a la formule

) Gy A f(Q)
(15.3) f(2)=fO)+ f'(0)z+ ...+ ——22" T+ — ———d(.
(k—1)! 210 Jy¢ rCH(C —2)
Preuve. Dans la formule de Cauchy, on remplace par
—z
1 Zk:—l Zk
R -
¢ ¢ ¢F M —2)
Le développement limité avec reste découle du Corollaire 11.5. [
1
E le 15.14. 1) L | —
xemple ) La série Z ~—,, Die converge pas, mais la ser1ez .t
1
converge et donne une fonction méromorphe avec les mémes parties principales
z—n
en n € N. .
2) La série Z ne converge pas absolument. Si on précise 'ordre suivant de 7Z :
z—n

nez
{0,1,—1,2,—2,...} alors la série converge car elle devient

[e.9]

(15.4) 1+2}ﬁi—

z 22 —n?’

On montre que la somme vaut 7 cotgmz en procédant comme a I’Exemple 15.11.
o0 o0

. s . (7% s . ,
3) Si la série E ’b—} converge, alors la série de fonctions méromorphes E
z

0o n 0 — bn

converge dans C car |z —b,| > —|b | si |z| < M et n est grand.

OTOTOTOTOTON
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Exercice 15.1. Soit A un nombre réel > 1. Montrer que I’équation e * 4+ 2z — XA = 0
a exactement une solution dans le demi-plan {z € C, Re(z) > 0}. Vérifier que cette
solution est réelle.

Exercice 15.2. Avec les notations de I'application 5 ci-dessus, vérifier la formule sui-
vante : ) 72)
1 2f'(z
= — ———dz, —b| < s.
P =gn [ ot et<s

Exercice 15.3. Vérifier les formules suivantes :
—+oc0

+oo
T (=)™ (2n —1) 1
= E t =2 E —
CoS Tz (n—3)2—2%" Tlenz = 2 ( Ty — 52

1 1 T2

2
Exercice 15.4. (Méthode de Cauchy) Soit f € M(C) une fonction méromorphe ayant
des poles simples aux points aj, as, ... € C* et soit {Ry}reny une suite de nombres réels
tendant vers I'infini tels que R # |a,| pour tous k,n. On suppose que sup,_g, |f(2)| <
M < oo pour tout k. Montrer que :

F(2) = 10) +f Res(fan) (o4 o)

zZ—a, Q

INDICATION : Le théoréme des résidus donne

o= Y methely L [y

zZ—a 271 _ -z
|an|< Ry n I¢|=Rg ¢

Poser z = 0 et faire la différence.

+o00
) s 1 —1)"
Appliquer cette méthode pour montrer la formule : — =—+4+2z E (2 ) 5 -
sinmz 2 — 22 —n
Exercice 15.5. Décomposer en série de fractions simples la fonction f donnée par
1
z) = :
f2) = =

16. PRODUITS INFINIS DE FONCTIONS HOLOMORPHES

Pour définir le produit d’une infinité de nombres complexes aq,as, ..., on essaie la défi-
nition suivante :
o0
(16.1) H a, convergesi lim a;...a, existe.
1 n—oo
n—=

Cette définition a les deux défauts majeurs suivants :
1) Si P'un des facteurs est nul, alors le produit converge.
2) Sia, #0, Yn € N et lima, =0, alors lim,, . a;...a, =0 car |a,| < 1/2 pour n
assez grand, mais aucun des facteurs est nul.
Pour remédier & ces inconvénients, on corrige la définition comme suit :
o
(16.2) H a, converge si : a, #0, Vn > 1, lim a;...a, existe et est différente de 0.
n—oo

n=1
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Cette version est maintenant trop restrictive, car elle ne couvre pas les produits finis.
Voici la version définitive :

Définition 16.1. Soit aq,as,...,a,,... une suite de nombres complexes. On dit que
le produit infini [[)7, a, converge s'il existe N € N tel que a, # 0 pour n > N et
lim, oo anan41 - .. anp existe et est différente de 0. Dans ce cas, on écrit

o0 o
Han =ap...ay—1 lim ayani1...an4p = a1 ...aN_1 Han.
n=

Remarque 16.2. 1) Si le produit []a, converge, alors lima, = 1. En effet, puisque
limy ey oo N ... an_1 est différente de 0, on peut écrire
lim a, = limay...a,/ limay...a,—1 = 1.
N<n—oo n—00 n—00
2) Si le produit []a, converge, alors il est nul si, et seulement si, 'un des facteurs a,
est nul.

Proposition 16.3. On suppose a,, # 0, pour tout n € N. Alors

o0
I I a, converge <= E Loga, converge.
1 1

Preuve. 1) Supposons que le produit converge. Sans perte de généralité, en modifiant
a1, on peut supposer que ce produit est égal a 1. Soit A, := a;y...a, ; pour n grand,
a, et A, appartiennent au disque D(1,1) puisque a, et A, tendent vers 1. Comme
Log zw = Log z+Log w pour z et w € D(1,1) (cf. Exercice 1.6), on vérifie par récurrence
la formule Log A, . = Log A, + - - -+ Log a, i, pour n assez grand et k € N. Par suite,
la série > Loga, converge.

2) 11 suffit de prendre I’exponentielle. O

Remarque 16.4. La convergence de >  Log(l + u,) n’est pas reliée a celle de > u,
comme le montrent les exemples u,, = (—1)"/\/n et v, = (=1)"/y/n+1/2n. On a > u,
converge et > Log(1 + u,) diverge, > v, diverge et > Log(l + u,) converge.

Définition 16.5. Le produit infini [[7°(1 +u,) converge absolument $il existe N € N*
tel que w, # —1 pour n > N et si Y % | Log(1 + u,)| converge.

Proposition 16.6. Le produit [[°(1 + u,) converge absolument si, et seulement si, la
série Y 7 u, converge absolument.

Preuve. Tl suffit de vérifier 'encadrement
1 1
(16.3) 5\2\ < |Log(l + 2)| < 2]z], pour |z] < 5
En effet, si [[(1 + u,) converge absolument, alors Log(1+ wu,) — 0 et donc 1+ u, — 1,
(16.3) s’applique; si > |u,| converge, alors u,, — 0 et (16.3) s’applique.
Pour vérifier (16.3), on fait le développement de Taylor
2 3

Log(l—kz):z—%—f—%i..., 2] < 1.
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D’ou .
| Log(1+ 2)| < |2|(1 + %—f—) < ]z|1 o <20z st |zl < 1)/2.
D’autre part,
2| | J2? El 2| 1 || 1
L e vy )y == <22 = <=
> T3 T y LB )= s 227 Hl s
entraine o |2 o
z z z
Log(1 S G i it R [
[ Log(L+2)] > s|(1 - 51 - - - ) 2

OJ

Remarque 16.7. 1) Si le produit [[a, converge absolument, alors le produit [] as()
converge absolument pour toute bijection o : N* — N* et ces produits sont égaux.
2) Si [[an et [] b, convergent, alors []a,b, converge et on a [[a,b, =[] an]]bn-

Définition 16.8. Soit fi, fa,..., fa,... une suite de fonctions sur 2 C C. On dit que le
produit infini [[)7 | f, converge si, pour tout z € €, il existe N(z) € N tel que f,(z) # 0
pour n > N(z) et lim, .o fn(2)fn+1(2) ... fvip(2) existe et est différente de 0.

Le produit infini [[7, f, converge uniformément $’il existe N € N tel que f,(z) # 0
pour n > N, Vz € Q) et si la suite fyy1... fyyp converge uniformément, quand p — oo,
vers une fonction qui ne s’annule en aucun point de €.

Le produit infini de fonctions [[°7 (14 u,) converge normalement si la série numérique
> supg |u,| converge. On a clairement : si [[° (1 4 u,) converge normalement, alors

=, (1 +u,) converge uniformément et absolument.

Proposition 16.9. Soient uy,...,uy,,...: Q — C des fonctions sur un ouvert Q C C.
Si la série Y | |u,| converge uniformément, alors

a) le produit 1172, (1 + u,) converge uniformément et absolument ;

b) le produit 1], (14 u,) est indépendant de lordre des facteurs ;

¢) il existe N € N* tel que les produits T (1 + u,) et (14 uy)... (14 un) ont les
mémes 2€ros.

Preuve. Découle immédiatement des définitions. O

Corollaire 16.10. Soit { f,}nen une suite de fonctions holomorphes non nulles dans €2
telle que la somme > >~ |fn — 1| converge localement uniformément. Alors le produit
[[2, [ converge localement uniformément vers f € O(2). De plus, Z(f) =" Z(f.),
ord, f => ord, f, et

RS
P

Preuve. Vérifions la derniére affirmation. Soit D un disque fermé contenu dans (2.
Puisque seules un nombre fini de f,, s’annulent dans D, on peut supposer f,(z) # 0,
Vn € N* et Vz € D. Puisque [[] fx converge uniformément vers f sur D, la suite des
dérivées (]} fi) converge uniformément vers f’ (Corollaire 12.5). Comme

(16.4)

comme somme de fonctions méromorphes.

n n n

(H fi) = Z(f/lg/fk) H i

1 1 1
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on obtient (16.4). O

Remarque 16.11. Si f est une fonction entiére avec un zéro d’ordre m en 0 € C et un
nombre fini de zéros non nuls a,,1,...,a, répétés avec leurs multiplicités, alors il existe
g entiére telle que

n

(16.5) f(z) = 2med@ H(l — 5), avec m € [0, n].
m+1 J

En effet, le quotient h(z) : f(z)/z™ ]I, (1 — é) définit une fonction entiére qui ne
s’annule pas. L’'image h(C) est un ouvert simplement connexe de C*; on peut donc
définir un logarithme dans h(C) comme primitive de z +— 1/z (cf. Théoréme 13.6) et
prendre g = logh € O(C) puisque h = e9.

On veut généraliser ce résultat a f entiére quelconque. On pourra prendre

oo

e T[(1 - )

m+1 aj
pour autant que le produit converge localement uniformément, par exemple si la sé-

rie » 7 1 ﬁ converge. En général, il faut introduire des facteurs de convergence et
an

remplacer le produit par
o

z
_ 2 \epn(2)
[T e,
m—+1
avec des polynomes p,,. Comme
2
z z z
L 1 - n = T T T 5 n 9
081 = ) +pal2) =~ = oz =+ pal2)

. oz z2 Zk . . 1
le choix p,(2) = etz ot convient si » T < 00

Définition 16.12. Pour k > 0, le facteur élémentaire E, d’ordre k est la fonction
(16.6) Ep(z) = (1= 2)et 55 §i k>0, Eo(z) = (1—2).
Pour a # 0, on a est immédiatement :
Ei(z/a) =0 <= z=a.
Lemme 16.13. La majoration suivante a lieu pour |z| <1 :
(16.7) 11— Ep(2)] < |2FT.
On en déduit que Ey — 1 localement uniformément dans le disque D(0,1).

Preuve. Puisque E(0) =1, on a (Ey —1)(0) = 0. En dérivant :

22 Zk 22 Zk
(Ek . 1)’(2’) — ez+7+“'+T (_1 + (1 ot 2,2 R Zk—l)(l _ Z)) — _zk6z+7+~--+7

[o.¢]
. k J
= —z g bz,
0
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ol les coefficients b; sont tous positifs ou nuls. En intégrant :

o0

(16.8) (Ep—1)(2) = — Z a; 2 TR = g (),

avec a; = b;/(j+k+1) > 0. Donc

9| =1 2] <Y gl < g(1).
0 0

Comme (E; —1)(1) = —1, on a g(1) =1 et la majoration (16.7) découle de (16.8). O

Théoréme 16.14. THEOREME DE WEIERSTRASS. Soit {a,}nen+ une suite de C* qui
tend vers linfini. Alors il existe une fonction entiére f qui s’annule exactement sur
Uensemble {ay,as,...}. En fait,

(16.9) f(z) =9 HEn_l(z/an), avec g € O(C).

Preuve. La convergence du produit (16.9) provient du Lemme 16.13. En effet,
11— En1(z/an)] < [z/an]" < (1/2)"  pour |2| < |an|/2
Le produit converge donc normalement dans tout disque de C. [

Exemple 16.15. Pour a, =n , n € Z, le produit infini 2], .,.(1 — z/n) ne converge
pas mais le produit

2 H (1—z/n)e’/™
nezL*
converge puisque |Ei(z/n) — 1| < |z[*/n%. On a

(16.10) - H (1— 2/n)es/™ = ZH<1 /) = sinmz
T
nez* 1

Cette relation se vérifie comme suit : Soit f(z) le membre de gauche de (16.10). D’aprés
(16.4) et "Exemple 15.14 2), on a :

I 1 —2z

?(z) = + Z R T T cotg 2.
nezZ*

Posons ¢(z) = sinmz. Alors f'/f = ¢'/g et donc (f/g) = 0. Par suite, f = Cg, avec

C eC.Quand z — 0,0na f(z)/z —1et g(z)/z — 7. Donc C = 1/7 ce qui démontre

(16.10).

Corollaire 16.16. Toute fonction méromorphe dans C est le quotient de deux fonctions

entiéres, i.e., M(C) = Frac O(C).

Preuve. Soit FF € M(C). L’ensemble des poles de F' est dénombrable et sans point d’ac-
cumulation d’aprés la Remarque 15.2. D’aprés le Théoréme 16.14, il existe une fonction
entiére g qui s’annule en chaque pole de F', & ordre égal a 'ordre du podle. Donc f := Fg
est une fonction entiére, si bien que F' = f/g € Frac O(C). O
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LOTOTOTOTOTON

Exercice 16.1. Etudier la convergence des produits

ﬁo%, ﬁo (1+#), ﬁo(1+z2n).

n=2 n=1 n=0

Exercice 16.2. Constater que le produit H(l + i/n) diverge et que, par contre, le

n=1

produit H |1 +1i/n| converge.

n=1

Exercice 16.3. Vérifier la formule suivante :

“+o0o 422
COSTZ = H <1 — m) .

1

z

Exercice 16.4. Etablir la formule H(l + 2" = exp( (—1)”“@); pour

n=1 n=1

|z| < 1.

17. LES FONCTIONS [' ET (

La fonction auxiliaire suivante est utile dans la définition de la fonction I" d’Euler :

(17.1) G(z) = ﬁ(l + %)e‘z/n, z € C.

n=1

Le produit converge localement uniformément dans C (cf. Exemple 16.15) et définit une
fonction entiére qui a des zéros simples sur les entiers négatifs. En comparant avec le
développement de sin 7z on obtient

2G(2)G(—2) = 2 e

™

Comme les fonctions z — G(z—1) et z — zG(z) ont les mémes zéros, il existe g € O(C)
telle que

(17.2) G(z—1) = 2G(2)e9.

Lemme 17.1. CONSTANTE D'EULER. La fonction g est constante et vaut

1 1
v = lim(1—|—§—|—~--+——10gn)z0.57722
n

n—oo
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Preuve. On prend la dérivée logarithmique de (17.2) :

s 1/n 1, 1 <, 1/n 1 )
E(m—ﬁ) —;+¥(1+z/n—a>+9<z>
Z(n—iqu n n+z n gl(z)

=3
1 1
1 1 JR—
;_1+;(n+z n+1 :;—i_;

1 !
n+z n+1)+;(n+1 _g)+9(2)-

Donc ¢'(z) =0 et g(z) = . Pour calculer v, on pose z =1 dans (17.2) et il vient :

G0)=1=G(1)e” =¢" lim 2 3 _nt1e7 7577w = ¢le” (14 2 —tog(n+1))

n
n—oo

Définition 17.2. La fonction I' d’Euler est définie par

o0

1 1 z
17. I(z)= —— =~ [|](1+ ) ter/m —1,-2....%.
(17.3) (2) G~ 3 ]1]( +-)7le ", 2eC\{0,-1,-2,.. )

7

Ainsi I' est une fonction méromorphe dans C avec poles simples sur Z_ et aucun zéro.

Proposition 17.3. Les propriétés suivantes ont lieu, pour z € C\ Z_ :
1) T(z+1)=2I'(2) (équation fonctionnelle);

(P2
2) T'(z) = lim, o pro 1;1n 1) (formule de Gauss) ;

3) T()r(1-z2) = L (formule des compléments) ;
/)T =1, T(n) = (n — 1)1, [(1/2) = V7.
5) Vrl(22) = 22710 (2)T(2 + 1/2)  (formule de doublement de Legendre) ;
Preuve. 1) On a :
1 1 1

S e R e S R S G e Er A
2)
1 ~on e*losny) nln?
T o z/n li — i .
(2) P Hn+ze nggoz(zjtl)(zjtn) nggoz(z%—l)(z%—n)
3)
—2z 1 s

2G(2)e*(—2)G(—2)e™*  2G(2)G(—z) sinmz’

n
— Timy, o —— =1 et T(1/2) =
im e et I'(1/2)

(n+1)! sin /2 -
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5) La formule de Gauss s’écrit aussi

nln?1

F(Z):nh—»rgoz(z—l—l)--~(z+n—1)

car lim, o n/(z +n) =1. On en déduit

L (n!)Qan—S/Q
P(2)I(z+1/2) _nlgroloz(z—i—l)~--(z—|—n— D(z+1/2)---(z+n—1/2)

B (n!>2n22—3/222n

= li .
noo 22(22 + 1)(22 + 2) - (22 + 2n — 1)

Pour I'(2z), on utilise la formule de Gauss avec n remplacé par 2n :

L (2n)!(2n)%* 1
[(22) = nh—>nc}o 22(2z24+1)---(2z+2n—1)

En faisant le quotient, on obtient :

I'(z)l'(z+1/2) . (nh)?2%n
(17-4) 22T(2:) At 2n)nl 2

Comme cette derniére limite est indépendante de z, on peut la calculer en posant z =1
dans (17.4). On trouve, d’aprés 1) et 4) :

rre/2)  ra/z)/2
2-1I'(2) 1/2 =V

N.B. Cette limite peut aussi étre calculée avec la formule de Stirling.

Proposition 17.4. Soit Q = {z € C|Rez >0} et F € O(Q) qui satisfait :
a) F(z+1) =2F(z), Vz € Q,

b) f est bornée sur la bande {z € C|1 < Rez < 2}.

Alors F(z) = F(1)I'(2), Vz € Q.

Preuve. La fonction T satisfait a) d’aprés 1’équation fonctionnelle. Elle satisfait aussi b) :

In? 1,,Rez
ID(2)| = | lim nn | = lim nn
n—oo z(z4+ 1)+ (24 n) nooolzllz+ 1] |z +n]
n!nRez
< lim =TI'(Rez), pour Rez > 1.

n—oo Rez(Rez+1)---(Rez +n)

L’équation fonctionnelle a) permet de prolonger F' au domaine {z € C | Rez > —1} en
une fonction méromorphe; en effet, on écrit

F 1
F(z) :%, Rez >0,

et on constate que le membre de droite est une fonction méromorphe dans le demi-plan
{z € C|Rez > —1} avec un pole simple en 0 de résidu F(1).
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F 1
Par récurrence sur n, la relation F(z) = (z+n+1) permet de prolonger F' au
2(z+1)---(z+n)
domaine {z € C | Rez > —n — 1} avec des poles simples en 0, —1, ..., —n et on a :
: F(z+n+1) F(1)
Res(F, —n) = 1 _ P
es(F,—n) zi@n(z+n)z(z+1)---(z+n) (=1) n!

Soit g la fonction méromorphe dans C définie par ¢g(z) = F(z) — F(1)I'(2). Alors ¢
satisfait a) et b); elle est donc bornée dans la bande {z € C | 1 < Rez < 2}. Le calcul
des résidus ci-dessus montre que g est entiére. On ne peut pas lui appliquer le théoréme
de Liouville mais on considére encore une fonction auxiliaire h € O(C) définie par :

h(z) = g(2)g(1 — 2).
On a

h(z+1) =g(z +1)g(—2) = 29(2)9(—2) = —g(2)(=2)g(—2) = —g(2)g(1 — z) = —h(2).

Donc h est bornée. Par Liouville, h est constante, égale & h(1) = g(0)g(1) = 0. Par suite,
en divisant h(z) par g(1 — z), on trouve que g est nulle, comme fonction méromorphe.
Elle est donc nulle. O

Corollaire 17.5. FORMULE D’EULER. Pour Rez >0, on a I'(z) = / t*~le7tdt.
0

Preuve. L’intégrale converge uniformément et absolument dans {z € C |0 < § < Rez <
A < oo} puisque [[Tt07tdEt < oo et [[Tt4 et dt < oo. Donc F(z) := [Tt le tdt
définit une fonction F' holomorphe dans le demi-plan {z € C | 0 < Rez}. De plus, la
majoration

|F(2)] < / thez=le=t dt = F(Rez)
0

montre que F' est bornée dans la bande {z € C | 1 < Rez < 2}. L’équation fonctionnelle
se vérifie en intégrant par parties :

zF(z):/ zt21etdt:—/ tZ(—et)dt—i—tZet} :/ te tdt = F(z +1).
0 0 0 0

Il reste a appliquer la Proposition 17.4. O

Définition 17.6. La fonction ( de Riemann est définie pour Rez > 1 par

[e.9]

(17.5) ((z) = ni

La série converge uniformément dans la bande 1 <1+ ¢ < Rez < A < 00. Donc ( est
holomorphe dans {Rez > 1}.

Proposition 17.7. La fonction ¢ admet un prolongement méromorphe au demi-plan
{Rez > 0} avec un unique pole simple situé au point 1 de résidu 1.
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Preuve. On intégre par parties (cf. Proposition 3.13) :

— > dft] > [ > [
((z) = nZ:/ —:z/ —dt:z/ —dt
( ) ; 1/2 t? 1/2 tz+1 1 tz+1
] — ¢ < dt R -
:z/ i dt+z/ —:z/ [ dt + © Rez > 1.
1 1 1

te+1 2 1 21

Puisque |[t] —t] < 1, la derniére intégrale converge pour Rez > 0, ce qui montre que ¢
est méromorphe dans le demi-plan {Re z > 0}. L’affirmation sur le résidu découle aussi
de cette formule. O

Proposition 17.8. FORMULE D’EULER. Lorsque Rez > 1, on a :

(17.6) () =[+——

it
ol pr est le k—iéme nombre premier > 1.

Preuve. Le produit converge localement uniformément car le produit des inverses

o0

(1-p7)

k=1

converge localement uniformément puisque ) Dy

Pour k=1,2,... on a

converge localement uniformément.

1 B o0
1—p.~

—zoy,
Py .

a=0

En faisant le produit des m premiéres de ces sommes, on obtient :

(17.7) == Y =
J

ol n; parcourt I'ensemble des entiers dont les facteurs premiers appartiennent & 1'en-

semble {p1,...,pm}. On a utilisé la décomposition unique des entiers en facteurs pre-
miers. Quand m tend vers l'infini, le membre de droite de (17.7) tend vers ((z) et le
membre de gauche tend vers le produit infini de (17.6). O

Corollaire 17.9. La fonction ¢ ne s’annule pas dans {Rez > 1}.

Proposition 17.10. Pour Rez > 1, la formule suivante a lieu :

oo tz—l

r(z)g<z):/0 Tt
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Preuve. On part de la formule d’Euler (Corollaire 17.5), on multiplie par n~* et on
somme :
I'(z) = / t*le7tdt = / n*s*le™™ds, n=1,2,...
0 0
= n T(z) = / tle™dt, n=1,2,...
Z/ tZ 1 ntdt/ th 1 77Ltdt
1
:/ e / ! dt.
0 1—e~ 0 et —1
O

Le prolongement analytique de la fonction I'-( se fait en jouant sur les formules suivantes :

1

1 / t*~'dt  siRez>0

(17.8) =< Jo

& —/ t*~1dt siRez <0.
1

Théoréme 17.11. EQUATION FONCTIONNELLE DE RIEMANN. La fonction ¢ de Rie-
mann admet un prolongement méromorphe a C avec un unique pole simple en 1 de
résidu 1. C’est une conséquence de la formule suivante :

(17.9) ¢(2) = 227 Lsin %Fu (1 —2), z#41

Preuve. La Proposition 17.10 et (17.8) avec z remplacé par z — 1 donnent

< 1
—t'dt, Rez> 1.
et —1

1 1
Puisque — 1=3773 + O(t), quand t — 0, la premiére intégrale ci-dessus converge
e —
pour Rez > 0. La deuxiéme intégrale définit une fonction entiére. Par suite, la fonction

['- ¢ admet un prolongement méromorphe dans le demi-plan {Rez > 0} avec un unique
pole simple en 1 de résidu 1. On le savait déja, cf. Proposition 17.7.
On peut écrire I'(2)((z) sous une autre forme en utilisant encore (17.8) :

L | 1 Sl | 1
r = — ) de — ) *'dt, 0<Rez<1
(2)¢(2) /O(et—l t) +/1 (et—l t) ’ °x
L | 1 1 1 S| 1
= e — — — ), —1<Rez<1
/O(et—l t+2) 22+/ (et—l t) ’ s

< 1 1 1
:/ ( - —)tz_ldt, —1 < Rez <.
o et—=1 't 2
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En appliquant la méthode de Cauchy (cf. Exercice 15.5) a la fonction méromorphe t —
L — % + % on obtient

-1
tl i? 55, t€C\2inZ".
et —1 =12 4 A k2
Donc
(17.10) ['(2)((z) = /oof: t2+%+22k‘2 dt, —1 <Rez<0.
0 k=1 T

En vue d’échanger la somme et 'intégrale, on a besoin de tester la convergence uniforme
on dominée de I'intégrale. L’inégalité t? + 4n2k? > 4n%k? permet de voir que 'intégrale
de (17.10) limitée a lintervalle ]0,1] converge uniformément.

— 1
> Sy ;_ (27k)? > t172(2mk)1* pour 0 < e < 1/2,

appliquer I'inégalité de Holder pour la deuxiéme, donnent

Les minorations t2 4+ 472k?

tRez 1
2 —|—47T2k2 < t1+€k1+€’

On en déduit la convergence uniforme de 'intégale de (17.10) limitée a l'intervalle [1, co].
D’ou

—1 < Rez=—-2¢<0.

o0

= [ 2t% T
= dt = 2k z—1
; /0 t2 4 4m2k? cos &£ Z( ™

1

la derniére égalité provient du calcul de I'intégrale par la méthode des résidus (voir
Exercice 14.6 a)). On a donc démontré la formule suivante

™

[(2)¢(z) = —=2""'7""¢((1—2), —1<Rez<0.
cos 7
En posant w =1 — z, il vient :
1—w
P(1—w)((1 —w) = ———2""C(w), 1<Rew<2.
cos B2

La formule (17.9) pour 1 < Rez < 2 en découle. Le membre de droite de (17.9) est
une fonction méromorphe dans le demi-plan {Re z < 1} puisque ( est méromorphe dans
{0 < Rez}, donc ¢ admet un prolongement méromorphe dans C. O

Remarque 17.12. L’équation fonctionnelle de Riemann (17.9) montre que si ((z) =0
et Rez <0, alors

2(27)"'T(1 — 2)¢(1 — 2) sin % =0,
donc 7z = —2km ou z = —2k avec k € N* puisque I" ne s’annule jamais et que ((1 — z)
ne s’annule pas quand Rez < 0. Par conséquent, dans le complémentaire de la bande

{|Rez — 1/2| < 1/2}, les seuls zéros de ¢ sont —2, —4, .... On les appelle les zéros
triviaux de (.

Proposition 17.13. ((1 +iy) # 0 pour y € R.
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Preuve. Pour § € R, on a

(17.11) 2(1 + cos0)® =3 +4cosf + cos20 > 0
D’aprés la Proposition 17.8, la relation suivante a lieu :
Log ((z ZLog 1—-p.7%) :Z Pr , Rez > 1.
n
k=1 n=1

En prenant la partie réelle, on obtlent :

—In

log |((x +iy)| = Re Log ((x + iy) = Zzpkn cos(ny log p).

k=1 n=1

La minoration suivante provient de (17.11) :

—In

log |¢3(2)¢H(z + iy) ¢ (x + 2iy)| = Z pk (3 +4cosby,y+ cos20,;) =0,

o 0, = nylogp,. On en déduit
(17.12) 1 ()¢ (@ +dy)C(x + 2iy)| =1, pour x > 1 et y € R.
Supposons que (1 + iy) s’annule pour yo # 0. Alors ¢*(1 + € + iyg) = O(g*), quand
e — 0. Puisque ¢ a un pole simple en 0, on a : ¢3(1 +¢) = O(¢73). Par suite, puisque
C(1 4 e+ 2iyy) = O(1), le comportement suivant a lieu :

CL+e)CH 1+ +iyo)C (1 + & + 2iyy) = O(e), € — 0,
ce qui contredit (17.12). O

Corollaire 17.14. THEOREME DES NOMBRES PREMIERS. Le nombre de nombres pre-
miers inférieurs ou égauz ¢ x est asymptotiquement égal & x/logx, quand r — 0.

Preuve. Elle nécessite quelques outils supplémentaires, en particulier la transformation
de Mellin. Voir le livre de G. Tenenbaum [15]. O

IOTOTOTOTOTON

VT

Exercice 17.1. Démontrer la formule H(l + (—1)nz/n) = I'(1+2/2)0(1/2 /2)"
z — Z

n=1

Exercice 17.2. En choisissant bien z dans le produit infini de sin 7z, vérifier la formule
de Wallis

T i 2 X 2X ... X (2n)? _ ﬁo (2n)? .
2 ot Il X3 Xx3x...x(2n—1)22n+1) (2n—1)(2n+1)
Comparer avec (17.4).
1
Exercice 17.3. Si ¢(z) = [(2)/T'(2), montrer les formules ¢ (z + 1) — ¥(z) = — et
z

™

(1 —2) —4(2) =

tgmz’
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18. TRANSFORMATION DE LAPLACE

Certaines fonctions ont une transformée de Fourier qui se prolonge au plan complexe,
comme par exemple les fonctions intégrables & support compact :

~ b
/ e~ £ (1) da = / eI f(r)de, & +ineC.

o0
Quand f a un support limité & gauche et qu’elle est bornée, l'intégrale ci-dessus a des
chances de converger pour 1 < 0. Il est d’'usage de considérer une intégrale du type

/0 h e *f(t) dt

qui définit pour f localement intégrable et bornée sur R, , une fonction holomorphe de
z dans {Rez > 0} et continue dans {Rez > 0}.

Définition 18.1. Soit f : [0,00[— C une fonction intégrable sur tout intervalle fini.
L’abscisse de convergence o.(f) de f est égale & 'infini si fooo e~*' f(t)dt diverge pour

tout z € C et & inf{Rez | / ~#' f(t)dt converge} sinon. Labscisse de convergence
absolue o4(f) de f est égale a I'infini si [7|e7* f(t)|dt = 0o, Vz € C et a inf{Rez |
le " f(t)] dt < oo} sinon.
0
On a o.(f) < a.(f).
Exemple 18 2. 1) Si f est définie par f(t) = sin(e), alors o.(f) = —1 et o,(f) =0
*sin s
puisque i e *sin(e’) dt = s ds.
2) Si f(t) = O(e™) pour t — oo, alors o,(f) = a.

Lemme 18.3. Soit f : [0,00[— C intégrable sur tout intervalle fini et zg € C tel que
Rez > o.(f). Alors lintégrale fooo e~ f(t)dt converge.

Preuve. Par définition de o.(f), il existe zo € C tel que o.(f) < Rezp < Rez et
Vintégrale [ e ! f(t)dt converge. Soit g(x) = [ e ! f(t)dt. Puisque lim, .o g(x)
existe et que g est bornée sur n’importe quel intervalle fini, la fonction g est bornée.
D’aprés 'exemple 4.3, on a la formule suivante pour h € CO(R) :

/0 " h(t)eot f (1) dt = /0 " h() dg(t),

On en déduit en particulier,

/ e f(t)dt = / em TRl f (1) dt = / e” )l dg(t).
0 0 0

En intégrant par parties on obtient
(18.1) / e P f(t)dt = e’(Z’ZO)tg(t)}z%—(z — 2p) / e~ 720t (1) dt.
0 0

Le terme tout intégré vaut e~ *=207g(zx) et il tend vers 0 quand x tend vers l'infini,
car Rez > Rez. L'intégrale restante tend vers (z — zg) [~ e”*=%)g(t)dt car elle est
absolument convergente puisque g est bornée. [
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Lemme 18.4. Soit f : [0,00[— C intégrable sur tout intervalle fini et zo € C tel que
Vintégrale [~ e ' f(t) dt converge absolument. Alors Uintégrale [J° e~ f(t) dt converge
absolument et uniformément dans la bande {Rez > Rez}.

Preuve. L’inégalité triangulaire pour les intégrales montre la convergence uniforme :

(18.2) /0 T ettt < / et f() dt.

0
0J

Définition 18.5. La transformée de Laplace de f : [0,00[— C intégrable sur tout
intervalle fini est la fonction £f sur {Rez > o.(f)} donné par

Lf(z)= /000 e 7 f(t)dt.

n!
ontl :

Exemple 18.6. Pour f(t) =t", ne€ N,on a Lf(z) =

Proposition 18.7. Pour f : [0,00[— C intégrable sur tout intervalle fini, la transformée
de Laplace Lf de f est une fonction holomorphe dans le demi-plan {Rez > o.(f)}.

Preuve. La relation (18.1) permet de voir que l'intégrale [ e f(t)dt converge unifor-
mément dans tout secteur tronqué

{z€C|Re(z—2p) =€ et |Im(z— z)| < CRe(z—2)},
ou C' et € sont des réels positifs. L’holomorphie de Lf résulte du lemme suivant : [
Lemme 18.8. Soit g : Q x [0,00[— C une fonction continue, holomorphe en la pre-
maiere variable dans un ouvert 0 C C. Si lintégrale Oog(z,t) dt converge localement

0
uniformément dans €2, alors elle définit une fonction holomorphe.

Preuve. On écrit I'intégrale comme une somme d’intégrales sur des intervalles bornés :

oo o n+1
/ g(z,t)dt = Z/ g(z,t)dt.
0 n=0Ymn

D’aprés ’Exemple 10.5 6), chacune des intégrales de droite est holomorphe dans 2. La
somme converge localement uniformément dans €2 et le résultat découle du théoréme de
Weierstrass 12.5. [

Proposition 18.9. Soit f : R, — C une fonction différentiable avec [’ intégrable sur
tout intervalle fini. Alors o,(f) < max(0,0.(f")) et

(18.3) Lf'(z)=zLf(2) — f(0) pour Rez > max(0,0.(f")).
Preuve. Pour x > 0, on intégre par parties :

/090 e P () dt = e_th(t)]g + Z/o e P f(t)dt = e f(x) — f(0) + z/ox e 7 f(t) dt.

Pour voir (18.3), il suffit de montrer la relation lim, . e ** f(z) = 0.

xT
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Soit g(x) = [; e f'(t)dt. On a:
(18.4) / f(t)dt = / “dg(t)dt = e*g(x) — Z/o etg(t) dt.

Posons lim, .o g(z) = g(c0) et utilisons la relation z [ "™ dt + ¢7** = 1 qui donne,
puisque Rez > 0,

(18.5) lim z/ A dt =1 et lim z/ ez(t’”“")g(oo) dt = g(o0).
0 0

r—00 T— 00

De (18.4) et (18.5), on tire

lim e ** f(z) = lim e **(f(z) — f(0)) = g(o0) — lim z/ox e =g (1) dt

= — lim z/ e =2 (g(t) — g(o0)) dt.
Tr— 00 0

Cette derniére limite est nulle car elle est du type

x
lim e““/ e®u(t)dt, avec a >0, u bornée et lim u(z) = 0.
0

Tr—00 T—00

Comme f(t) = o(ef**'), quand t — oo, 'abscisse de convergence absolue de f est
inférieure ou égale a Re 2. OJ

Théoréme 18.10. Pour f: R, — C continue, on a la formule d’inversion suivante :

ase) -~ L[ E)

tz
P21 Jry 2 e*dz, pour [ >max(0,0,(f)).

N.B. En général, la fonction z — Lf(z)e’* est bornée sur {Rez = (}. En effet,
soit zg € C tel que o4(f) < Rezg < B. Alors [[“e ' f(t)dt converge absolument

et I'inégalité (18.2) s’applique. Mais ceci ne garantit pas que l'intégrale /Ef(z)etz dz
converge.

Preuve. L’intégrale de (18.6) converge absolument car z — Lf(2)e"* est une fonction
bornée sur la droite {Rez = (3}. Posons

1 Lf(z

F(t) = —/ ﬂe” dz, teR.
21 Rez=p3 22

On remplace Lf par sa valeur et on échange 'ordre d’intégration ce qui est permis par

convergence absolue :

P 1 etz 0o d d 0o 1 e(tfs)z d d
t - _ —S8z — .
(t Méwﬁoﬂm szAﬂMMLMZQ@s

L’intégrale sur la droite verticale se calcule aisément par la méthode des résidus : si ¢t < s
on ferme par un demi-cercle dans le demi-plan {Re z > 3} et on trouve 0 car § > 0} si
t < s on ferme par un demi-cercle dans le demi-plan {Re z < 3} et on trouve le résidu
en 0, soit t —s. D’ou

F(t) = /0 (t—s)f(s)ds.
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La fonction F' est deux fois différentiable et

P = [ f6)ds P = £, >0
O

Corollaire 18.11. 57 f est continue sur Ry et a une abscisse de convergence absolue
finie, alors Lf =0 entraine f =0.

Corollaire 18.12. FORMULE D'INVERSION DE LAPLACE. Si f est de classe C* sur
Ry et si f(0)= f'(0) =0, alors

1
(18.7) ft) = —/ Lf(z)e”dz, pour B >max(0,0,(f)).
271 Re 2=
Preuve. On applique le Théoréme 18.10 & f” et on utilise (18.3)
a1 Lf"(2) > 1
") = —— e dy = L 2 dz.
f ( ) dt2 211 \/1;92:16 22 c : dt2 211 Re z=0 f<z>€ :
O
YOTOTOTOTOTOK

Exercice 18.1. Vérifier les correspondances suivantes :

1—-t
f(@) t"logt — sinwt
I"(v) — T'(v) Log 2 1 w
1+ - —_—.
9 zv * z 22 + w?

Exercice 18.2. On définit f : [0,00[— R par f(t) = we'sinmt. Donner les abscisses de
convergence et de convergence absolue de f. Pour Rez > 0, vérifier la formule
z2(z+1)

Li) =1- 2020 +2),

et en déduire que Lf est entiére.
Exercice 18.3. Vérifier que la transformée de Laplace de la fonction t +— logt est

Log z + v

2 , ou v est la constante d’Euler.

Exercice 18.4. Soit f : [0, 00[— C une fonction intégrable sur tout intervalle fini.

log | f(#)]

lument et uniformément dans {z € C | Rez > a + ¢}. En particulier, o,(f) < a.

b) Si §:=lim; w

a) Si a := limsup,_, et € > 0, montrer que 'intégrale L£f(z) converge abso-

existe, montrer l'inégalité o,(f) > 5.

Exercice 18.5. Soit y la solution du probléme

azy” (t) + a1y’ (t) + agy(t) = f(t), t>0, y(0)=1vo, %(0) =1y,
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oll ag,ai,as,Yo,y1 sont des nombres réels donnés et f est une fonction sur R, avec
o.(f) € R. Montrer que y satisfait

Lf(2) + a2y + 2y0) + a1y
Ly(z) = , our Rez > o.(f).
y( ) CLQZQ + a1z + ag b N g (f>
Exemple : Résoudre par cette méthode I’équation

y'(t) +yt) =e

avec Yo, y1 quelconques.
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ANNEXE

Théoréme A. FORMULE DE GREEN-RIEMANN Soit Q un ouvert de R? et K un compact
de Q dont le bord OK est une réunion finie de courbes de Jordan rectifiables, orientées par la
normale extérieure. Si P et QQ sont deux fonctions contindment différentiables sur €, alors

/ deJery—// @—%dxdy.
0K dy

Preuve. On commence par le cas ot K est I’ensemble
{(zy) eR*la<a<b e<y< f(z)}, avec feCM'([a,b],R).

Le théoréeme de Stolz et le théoréme fondamental du calcul différentiel et intégral permettent
d’écrire

1[5 dmdy__/a”(/cf(”gf;(w)dy)dx:_/ab[ Pz, f(x)) - P(z, )] dz.

L’intégrale curv1l1gne se calcule aisément puisque les contributions des bords verticaux de K

sont nulles : ) )
/ Pdx = / P(z,c)dx —/ P(x, f(z))dx
0K a a

On a donc montré

oP
(18.8) Pdz = —/ — dady.
oK K Oy
Pour montrer I'autre relation, on introduit une fonction auxiliaire U(x,y) / Q(xz,n)d
Alors U est de classe C1 et
ou
n)dn, —(z,y) = Q(x,y).
0= [ Geleman @) = Q.
. AT : , . 0Q
Par suite les dérivées mixtes secondes de U existent et sont égales & —.
La formule de dérivation des fonctions composées donne la relation suivante :
ou ou
—dz+ ——dy=0
5 Ox oy
si v est une courbe fermée CM?! dans Q Dans notre cas, on obtient
—dx.
0K Gy /ax

Il reste a appliquer (18.8) avec P remplacé par 8— pour obtenir

oU
Qdy= | “—dy=— // dz dy // “Zdzd
ok VT Joxw oy VT Jowe ax dyox v

Le cas d’un compact
{(x,y) eR* |[a <z <g(y), c<y<d}, avec geCM'([a,b],R)

est démontré par symétrie.

La formule est vraie pour les compacts qu’on peut décomposer en un nombre fini de compacts
Ki,..., K, du type précédent car I'intégrale sur une partie du bord de K; non contenue dans
0K s’annule avec l'intégrale sur une partie du bord du compact adjacent.

Le cas général est obtenu par approximation cf. [12]. d
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abscisse de convergence, 84
absolument intégrable, 12
argument, 3

Bessel (inégalité), 23

C,1
C— différentiable, 45
CM, 6
C,2
=39
Casorati-Weierstrass, 61
Cauchy
formule, 50
formule générale, 58
inégalités, 53
méthode, 71
théoréme, 49
homologique, 58
homotopique, 57

Cauchy-Riemann (équations), 48

chaleur (équation), 42
chemin, 17
classe C' par morceaux, 6
coefficient de Fourier, 23
compléments (formule), 77
complet, 23
complexe (corps), 1
conjugué, 1
continue par morceaux, 6
convolée, 41

de fonctions périodiques, 33
courbe

différentiable, 17

fermée, 17

longueur, 17

orientée, 17

paramétrée, 17

rectifiable, 17

simple, 17

D, 2
développement de Laurent, 60
Dirac (suite de), 32
Dirichlet
noyau, 28
probléme, 35

entiére (fonction), 53
Euler
constante, 76

INDEX

91

formule, 79, 80
exponentielle (fonction), 2
extérieur d’une courbe, 17

F, 42
facteur élémentaire, 74
Fejér
exemple, 32
lemme, 28
noyau, 28
théoréme, 31
Fourier
coefficient, 23
série, 23
transformation, 39

T, 77

Gauss, 77

Gibbs, 34

Goursat (lemme), 51

holomorphe, 53

a l'infini, 66
homologues, 57
homotopes

chemins, 57

lacets, 57
Hurwitz

lemme, 68

méthode, 36

indice d’une courbe, 19

intégrable au sens de Stieltjes, 9

intégrale curviligne, 18
intégrale impropre, 12
intérieur d’une courbe, 17
inversion

Fourier, 39

Laplace, 87

locale, 69

Jordan
courbe, 17
lemme, 30
théoréme, 17, 30
Joukowski, 49

L, 85
Lip, 7
lacet, 57
Laplace
formule d’inversion, 87
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transformation, 85
Legendre

doublement, 77

polynomes, 24
Liouville (théoréme), 53
Lipschitz (condition), 7
localement

intégrable, 30

uniforme, 33
logarithme, 3

M, 66

méromorphe, 66

maximum (principe), 55
Mittag-Leffler (théoréme), 69
Morera (théoréme), 52
moyenne arithmétique, 28
moyenne quadratique, 22

- ll25 22

0, 53
ondes (équation), 21
ordre (pole), 60

pole, 59
a 'infini, 66
Parseval (égalité), 23
partie
imaginaire, 1
réelle, 1
partie principale, 60
Poisson
formule, 42
noyau, 35
premiers (théoréme des nombres), 83
produit infini, 72
prolongement analytique, 54

R, 8
RG, 39
résidu, 61
théoréme, 62
Riemann
équation fonctionnelle, 81
fonction zéta de, 79
Riemann-Lebesgue (lemme), 29, 39
Rouché (théoréme), 67

S, 40

série trigonométrique, 26
séparation des variables, 21
Schwartz (espace de), 40
semi-norme, 5, 22

simplement connexe, 57
singularité
essentielle, 59
isolée, 59
Stieltjes (intégrale), 8
support d’une courbe, 17
supprimable, 59
systeme
orthogonal, 22
orthonormal, 22

théoréme fondamental de ’algébre, 54
total, 23
trace d’une courbe, 17

VB, 5
valeur absolue, 1
variation bornée (fonction a), 5

Weierstrass (théoréme), 54, 75

¢, 79

7éros
isolés (principe), 56
triviaux, 82
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