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Chapitre 1
Topologies

Sommaire.! On définit les notions de bases : espace topologique, ouverts, fermés, voisinages, applications
b) b b b

continues, homéomorphismes. Les définitions sont inspirées des notions analogues que ’on connait dans R™.
Le but est autant de généraliser des notions fondamentales comme la continuité, que de mieux saisir leur sens
profond; ainsi, la notion de fonction continue f : R — R peut s’exprimer uniquement en termes d’ouverts,
ou de fermés, ou de voisinages, sans référence a la métrique de R (voir 1.2.2).

I.1 Espaces topologiques

On commence par une définition fondamentale.

Définition I.1.1 (Espace topologique). Soit X un ensemble et désignons par P(X) 'ensemble de ses parties.
Une topologie sur X est un sous-ensemble 7 C P(X) (c’est-a-dire : 7 est un certain ensemble de parties de
X), qui vérifie :

1) 0, X er
(2) Si{Ui};er C 1y alors e, Us €7
(3) Sily,...,Uy €7, alors ﬂ;vzl Ujer

Les éléments de 7 sont appelés les ouverts de la topologie; les conditions (1), (2) et (3) ci-dessus sont les
axiomes d’une topologie. On peut donc rephraser cette définition en disant qu’une topologie est une collection
de sous-ensembles de X, appelés ouverts, qui doivent vérifier que

(1) Tensemble vide et X sont ouverts
(2) une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert
(3) une intersection finie d’ouverts est un ouvert
On écrira parfois (X, 7) pour préciser que 'on considére 'ensemble X muni de la topologie 7.

Voici quelques exemples; les trois premiers sont plutdt formels, le quatrieme est un exemple plus sub-
stantiel.

Exemples 1.1.2.

(1) X un ensemble quelconque, 7 = {0, X}. On lappelle topologie grossiére ; elle contient le minimum
possible d’ouverts. Les axiomes de topologie sont trivialement satisfaits.

(2) X un ensemble quelconque, 7 = P(X). On lappelle topologie discréte; elle contient le maximum
possible d’ouverts. Les axiomes de topologie sont évidemment satisfaits.

1Version du 8 décembre 2006, & 14h. 07



4 CHAPITRE I. TOPOLOGIES

(3) X =0,1, 7 = {0,{0,1},{0}}. Ce n’est ni la topologie discrete, ni la topologie grossiere. On vérifie
facilement que les axiomes de topologie sont satisfaits. Cet espace est appelé espace de Sirpinski.

(4) On consideére R?, muni de la distance euclidienne

,d(x,y) = V(@ —y1)? + (22 — 32)?

et on définit la boule ouverte de centre x, rayon r > 0 par :

z,y € R?

B(z,r) = {y e R? | d(z,y) < 7‘}
On définit une topologie 7 en disant que U C R? est ouvert si :
Vo eU 3Ir >0 tel que B(x,r) CU

Voyons que les axiomes d’une topologie donnés dans 1.1.1 sont satisfaits :
(1) est immédiat

(2) Soit {Us};c; des éléments de 7; pour tout = € | J;o; Ui, il existe ig tel que x € U;,. Comme Uy,
est ouvert, il existe 7 > 0 tel que B(z,r) C Uy,; donc = € B(x,r) C Uy, C J;¢; Ui. Ceci montre
bien que (J;c; Ui € 7.

(3) Soient Uy,...,Uy € T; si x € ﬂ;\;l Uj, pour tout j = 1,..., N il existe r; > 0 tel que x €
B(z,rj) C Uj. On pose r = min{ri,...,ry} >0, et alors € B(z,r) CU;,Vj=1,...,N, donc
x € B(x,r) C ﬂ;vzl U,. Ceci montre bien que ﬂ;vzl Uj; er.

(5) L’exemple précédent se généralise sans autres & R™, n > 1 : on définit la distance euclidienne par

r,y eR" , d(z,y) =

et la boule ouverte de centre x et rayon r > 0 par
B(xz,r) ={y e R" | d(z,y) <r}
La topologie correspondante sur R™ est définie en disant que U C R"™ est ouvert si

Ve e U Ir >0 tel que B(z,r) CU

(6) Topologie induite sur un sous-ensemble. Soit (X, Tx ) un espace topologique et A C X un sous-ensemble.
On définit une topologie 74 sur A en posant :

TA:{UﬁA’UETx}

Autrement dit, on prend comme ouverts de A les intersections d’ouverts de X avec A.

1.1.1 Espaces métriques
L’exemple de R™ avec la distance euclidienne ci-dessus se généralise aux espaces métriques.

Définition 1.1.3 (Espaces métriques). Soit X un ensemble; une distance ou
métrique sur X est une application d : X x X — R qui vérifie les propriétés suivantes :

(1) Vz,y € X, d(z,y) > 0 et d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.
(2) d(z,y) = d(y,z) (symétrie)

(3) Va,y,z € X, d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité du triangle)
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On dit que le couple (X, d) est un espace métrique.

Par exemple, la distance euclidienne sur R™ en fait un espace métrique : c’est un exercice qui est laissé
au lecteur; on peut en trouver la démonstration dans [3, th. IV.1.1].

La définition de topologie sur R? & partir de la distance euclidienne 1.1.2(4) se généralise aux espaces
métriques.

Définition 1.1.4 (Topologie associée & une métrique). Soit (X,d) un espace métrique; soient x € X et
r > 0. La boule ouverte de centre = et rayon r est définie par :

B(x,r)={y € X | d(z,y) <r}
et on définit une topologie 7 sur X en disant que U C X est ouvert si :
Yz eU 3Ir>0tel que B(x,r) CU
La vérification que c’est bien une topologie se fait comme dans 'exemple de R? 1.1.2(4).

L’exemple de base est une fois de plus R™ muni de la distance euclidienne et sa topologie associée. Un
exemple plus surprenant est celui de la métrique discrete :

Exemple I.1.5 (Métrique discrete). Soit X un ensemble quelconque et définissons d: X x X — R par :

0 siz=y

nyeX d(m,y):{l sinon

Les conditions (1) et (2) de I.1.3 sont immédiates. Pour 'inégalité du triangle, si = z il n’y a rien a vérifier;
si & # z, alors z # y ou bien x # y, et donc d(z,y) + d(y,z) > 1 = d(z,z). Si U C X est quelconque et
x € U, puisque B(z, %) = {z}, on a z € B(x, %) C U, donc U est ouvert. Ainsi, la topologie associée & la
métrique discrete est la topologie discrete 1.1.2(2).

Remarques 1.1.6.

(1) Soit (X,d) un espace métrique. Les boules ouvertes elles-mémes sont des ouverts. En effet, si y €
B(z,r), alors d(z,y) < r et alors p = r — d(z,y) > 0. Vérifions que B(y,p) C B(z,r) : si z € B(y, p),
d(z,y) < p et alors d(z,2) < d(z,y) +d(y, 2) < d(z,y) +p=d(z,y) +r —d(z,y) =r.

(2) Toute les topologies ne proviennent pas d’une métrique. L’exemple le plus simple est celui de la
topologie grossiere sur un ensemble avec au moins 2 éléments : si d est une quelconque métrique sur
X et x,y € X, posons r = d(x,y); alors B(x,r) est un ouvert, comme on vient de le voir, et il contient
x, mais pas y. Mais un tel ouvert n’existe pas dans la topologie grossiere.

1.1.2 Base de topologie

Une fois de plus, l'inspiration vient de ’espace R2, ot on a construit une topologie & partir des boules
ouvertes.

Définition I1.1.7 (Base de topologie). Soit X un ensemble. On dit qu'un ensemble B C P(X) de parties de
X est une base de topologie si

(1) Vee X IBe Btel quex € B
(2) VBl,BQGBethBlﬂBQ, EIBgeBtelquexGBg et B3 C B1 N By

Définition I.1.8 (Topologie associée a une base). Soit B une base de topologie sur 'ensemble X. La
topologie 75 associée a cette base est définie en prenant comme ouverts les réunions quelconques d’éléments

de la base :
™ = {UBl

i€l

BiGB,iGI}

A noter que si on prend I = (J, on obtient I’ensemble vide. Aussi, il est équivalent de prendre comme ouverts
lesU C X telsque Vo € U 3B, € Btel que x € B, C U : une telle propriété est vérifiée par les éléments
de la définition premiere de 75; d’autre part, un tel U est réunion des B,, donc dans 73.
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Reste a voir que 75 est effectivement une topologie : il suit de (1) de I.1.7 que X € 75 et on a vu (ou
précisé) que ) € 75 comme réunion de la famille vide d’éléments de la base : 'axiome (1) de 1.1.1 est donc
satisfait. L’axiome (2) vient du fait que la réunion d’une famille de réunions d’éléments de base est une

réunion d’éléments de base :
U(Um)- U =
AEA ierA i,\EI;,)\EA
Enfin, pour axiome (3), il suffit de prendre 2 ouverts et voir que leur intersection est encore un ouvert :
(Us)n(Us)- U tinsy
icl jeJ (i,5)eIxJ
et il suit de 1.1.7(2) que B; N B; est réunion d’éléments de la base.

Exemple 1.1.9. Soit (X, d) un espace métrique. On pose By = {boules ouvertes}. C’est une base de topolo-
gie : pour la condition 1.1.7(2), si x € B(ay,r1)NB(az,r2), on pose p = min {ry — d(x,a1),r2 — d(x,a2)} >0,
et alorssiy € B(x, p), d(y,z) < p, donc, pouri = 1,2, d(y,a;) < d(y,x)+d(y,a;) < ri—d(y, a;)+d(y, a;) = r,
ce qui fait que B(y,p) C B(z1,7r1) N B(za,r2).

Parfois des bases différentes peuvent engendrer les mémes topologies; c’est le cas si les bases sont
équivalentes au sens suivant.

Définition 1.1.10 (Bases équivalentes). Soit X un ensemble et B, B’ deux bases de topologie sur X; on dit
qu’elles sont équivalentes si

VB eBetxecB,IB, cBtelquexec B, CB

et inversement :
VBeBetxzeB, 3B, € B telquex € B, C B

Si c’est le cas, on a évidemment que 73 = T/

Exemple 1.1.11 (Métriques équivalentes). On dit que 2 métriques d; et do sur le méme ensemble X sont
équivalentes s’il existe des constantes K, et K» telles que

vxayEX ) dl(xvy) gKle(xuy) et d2($7y)§K2d1(337y)

Si c’est le cas, les bases de topologie By et By constituées par les boules ouvertes associées a di et da
respectivement sont équivalentes. En effet, si By (a,r) désigne une boule définie a I’aide de dy et = € Bi(a,r),
on sait que Bi(x,p) C Bi(a,r), ot p =r — dy(z,a); mais alors Ba(z, KLQ) C Bi(z,p) C Bi(a,r). Comme on
peut échanger les roles de dy et dz, on a bien que les deux bases sont équivalentes.

Dans le cas de R", il y a d’autres métriques qui sont naturelles :

n
dl(xay):Z|xl_yl| ) doo:sup{|xl_yl|azzla7n}
=1

et, en désignant par ds la métrique euclidienne, on vérifie que
(1-1) doo(,y) < da(2,y) < di(z,y) <n - doo(,y)

ce qui fait que toutes ces métriques sont équivalentes, et donc définissent la méme topologie sur R"™. Par
contre, la métrique discrete n’est pas équivalente a ces métriques.

Si on note B;(0,r) la boule de centre 0 et rayon r par rapport a la métrique d;, i = 1,2, 0o, pour n = 2
on déduit de (1-1) des inclusions :

B1(0,1) € B(0,1) € Boo(0,1) C B1(0,2)

qui sont représentées sur la figure 1.1
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B1(0,1)

Bo(0,1)

00(07 1)

1 (Oa 2)

Figure 1.1: Boules pour les métriques dy, do, doo

1.1.3 Comparaison de topologies

Soient 71 et 75 deux topologies sur le méme ensemble X. On dit que 7 est plus fine que 71 si 71 C 7o, c’est-
a-dire si tout sous-ensemble de X qui est ouvert pour 71 est aussi ouvert pour 7. La topologie discrete 74
est plus fine que toute autre topologie, alors que la topologie grossiere 7, est moins fine que toute topologie :
on peut écrire 7, C 7 C 74 pour toute topologie 7, toujours sur le méme ensemble X.

Deux topologies ne sont pas forcément comparables : si Pon prend X = {0,1}, 71 = {0,{0,1},{0}},
7 ={0,{0,1},{1}} on n’ani 7 C 71, ni 7 C 7o.

I.2 Applications continues, homéomorphismes

Continuité

Définition I1.2.1. Soient (X, 7x) et (Y, 7y ) deux espaces topologiques, f : X — Y une application et x € X,
y = f(x). On dit que f est continue au point x si :

VVery,Voy IUE€Tx, Uszet f(U) CV

Autrement dit, pour tout ouvert V' de Y contenant y, on peut trouver un ouvert U de X contenant z, dont
I'image par f est contenue dans V.
On dit que f est continue (tout court) si elle est continue pour tout x € X.

Montrons que dans le cas des espaces métriques, en particulier R™ avec la métrique euclidienne, on
retrouve la définition classique de continuité.

Proposition 1.2.2. Soient (X,dx) et (Y,dy) deuz espaces métriques, f : X — Y une application et x € X,
y = f(x). Alors f est continue au point x, au sens de la définition précédente, pour les topologies associées
auxr métriques dx respectivement dy, si et seulement si :

Ve >0 36 >0 tel que dx(z,2") < 6. = dy (f(z), f(z)) < e
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Preuve: Supposons que f soit continue au sens de 1.2.1. Soit € > 0 donné; puisque By (y, &) est un ouvert,
contenant y, il existe un ouvert U de X, U > x et f(U) C By (y,¢). Puisque U est ouvert et U > z, il existe
d > 0 tel que Bx(z,d) C U. Alors f(Bx(z,9)) C f(U) C By(y,¢); cette inclusion équivaut a dire :

dx(z,2") <0 = dy(f(z), f(z) <e

c’est-a-dire la continuité au sens classique.
Réciproquement, soit V' 3 y un ouvert de Y; par définition des ouverts associés a une métrique, il existe
e > 0 tel que By (y,e) C V. Par hypothese, il existe d. tel que dx(z,2’) < 6. = dy (f(z), f(2')) < ¢, ce qui
implique que f(Bx(x,d.)) C V; ceci montre la continuité de f au point z, au sens de 1.2.1.
g.e.d.

Exemples 1.2.3.

(1) On retrouve évidemment toutes les fonctions continues au sens classique de R dans R, ou de R™ dans
R?, telles que = +— 22, sin(x), (z,y) — 2% + y>.

(2) Si X est muni de la topologie discrete, toute application f : X — Y est continue.
(3) SiY est muni de la topologie grossiére, toute application f: X — Y est continue.

(4) Une application constante f : X — Y est toujours continue : si f(X) = {yo}, f~1(V) est soit X, si
yo € V, soit vide, si yo ¢ V.

(5) La continuité d’une application dépend des topologies que 'on consideére. Par exemple, soit X = {0, 1},
71 = {0,{0,1},{0}}, = = {0,{0,1},{1}}. L’application identité id : (X,m1) — (X, 71) est évidemment
continue, alors que la méme application, mais avec des topologies différentes id : (X, 1) — (X, 72) n’est
pas continue au point 1, car id~({1}) = {1}, qui n’est pas ouvert pour 71; par contre, elle est continue
au point 0.

Remarque 1.2.4. Il faut faire attention & ’ambiguité de la notation f~1, olt f : X — Y est une application.
D’une part, sans aucune hypothese sur f, on peut définir une application, que 1’on note f~!, qui va des
parties de Y dans les parties de X, et qui & B C Y associe son image inverse par f :

fiB)={ze X | f(z) € B}

D’autre part, si ’on suppose que f est bijective, son inverse est une vraie application de Y dans X, que 'on
note aussi f~!:Y — X. Notons que si B C Y, I'image de B par f~!, notée f~!(B), coincide avec I'image
inverse par f de B, notée aussi f~1(B).

La continuité globale d’une application revient a dire qu’elle respecte les topologies par image inverse,
c’est-a-dire :

Proposition 1.2.5. Soient X et Y des espaces topologiques et f: X — Y une application. Alors
[ est continue <= VYVery , [ HV)ery

Preuve: Si f : X — Y est continue et V C Y est ouvert, soit U = f~1(V) et z € U. Puisque f est continue
au point z, il existe U, ouvert dans X, U, > x, tel que f(U,) C V, ce qui implique que U, C f~1(V) =U.
Alors f~Y(V) = U = U,epU, est une réunion d’ouverts, donc ouvert.

Réciproquement, soit # € X et V' 3 f(x) un ouvert de Y; alors par hypotheése U = f~1(V) est un ouvert

de X, et x €U, f(U) CV; f est donc continue au point = au sens de 1.2.1.
g.e.d.

Remarques 1.2.6. (1) Il suit de cette proposition que si f : (X,7x) — (Y, 7y) est continue et que 'on
remplace Tx et 7y par des topologies T4, T4, avec T4 plus fine que Tx et 7y moins fine que Ty, soit
en symboles 75 D Tx et 7y, C Ty, alors f: (X, 7%) — (Y, 7y) est encore continue.
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(2) En général, I'image directe d’un ouvert par une application continue n’est pas un ouvert. Par exemple,
prenons f: R — R, f(z) = 2?; alors f(] — 1,1[) = [0, 1], qui n’est pas ouvert dans R.

Exemple 1.2.7. Soit f : R™ — R une application continue. L’ensemble U = {y eR | Yy F# 0} est ouvert, car
siy # 0, la boule B(y, |y|), qui est égale & ]0,2y[ si y > 0, et sinon & | — 2y, 0], est contenue dans U. Il en suit
que I'ensemble U = o~ 1(U) = {z € R" | f(x) # 0} est ouvert. Par exemple, soit f : R* — R définie par

flai,az2,b1,b2) = ay - by —ag - by = dét (a1 bl)

az by

Le fait que {x € R4 ‘ f(z) # 0} est ouvert a pour conséquence que si a = (ay,az), (b1,by) € R? sont deux
vecteurs linéairement indépendants, ce qui équivaut a dire que f(a,b) # 0, alors les paires de vecteurs proches
de (a,b) le sont aussi.

Voici quelque propriétés générales des applications continues.
Proposition 1.2.8. Soient f: X =Y et g:Y — Z des applications continues.

(1) La composition go f: X — Z est continue.

(2) Soit A C X; si on munit A de la topologie induite par celle de X, la restriction f|A de f a A est
continue.

(8) Soit BCY tel que f(X) C B. Si on munit B de la topologie induite, f : X — B est continue.

Preuve: (1) SiW € 77, g 1(W) € 1y car g est continue, donc (go f)"1 (W) = f~1(g7*(W)) est dans 7x car
f est continue.
(2) SiV ey, (flATNV) = fFYV)N A, et f71(V) est ouvert dans X car f est continue et alors
F7H(V) N A est ouvert dans A par définition de la topologie induite.
(3) 1 suffit de remarquer que, puisque f(X) C B,si V €1y, f~1(V) = f~1{(BnV).
q.e.d.

Homéomorphismes
Nous allons définir la notion d’homéomorphisme, qui est celle d’équivalence au sens des topologies.

Définition 1.2.9 (Homéomorphisme). Soient X et Y des espaces topologiques. On dit que f: X — Y est
un homéomorphisme si les 3 conditions suivantes sont satisfaites :

(1) f est continue
(2) f est une bijection, dont I'inverse est noté f=1:Y — X
(3) L’application f=!:Y — X est continue.
On dit que les espace topologiques X et Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme f: X — Y.
Un des buts de la topologie est de pouvoir dire quand deux espaces sont homéomorphes.
Exemples 1.2.10.

(1) Le cercle S = {(z,y) €R*|2? +y* =1} et le carré C = {(z,y) € R? | sup{|z|,|y|} =1} sont
homéomorphes : f : S' — O, f(z,y) = m(x’y) est un homéomorphisme, dont 'inverse

est g:C — S, g(2,y) = ——(,y).

/II:Z +y2

(2) On reprend lexemple de X = {0,1}, avec les topologies 71 = {0,{0,1},{0}}, = = {0,{0,1},{1}}.
L’application f: X — X qui envoie 0 sur 1 et 1 sur 0 est un homéomorphisme.

(3) Si on a une bijection, continue, ce n’est pas forcément un homéomorphisme. Par exemple, on reprend
lespace X = {0, 1}, avec la topologie 71 et avec la topologie grossiere 7,. Alors id : (X, 1) — (X, 74)
est continue, mais id : (X, 7,) — (X, 1) ne 'est pas.

(4) L’application f :[0,1[— S, ¢t — (sin(wt),cos(wt)) est continue, bijective, mais son inverse n’est pas
continu (exercice).
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I1.2.1 Ouverts, fermés, voisinages

En plus des ouverts, il y a d’autres sous-ensembles qui jouent un réle pour un espace topologique, les fermés
et les voisinages des points, a ’aide desquels on peut aussi exprimer la continuité d’une application. En fait
il y a plusieurs fagons équivalentes de se donner une topologie : en se donnant la famille des ouverts, comme
on I'a fait déja, ou bien en se donnant la famille des fermés, ou encore les voisinages de chaque point.

Fermés

Définition 1.2.11 (Sous-ensembles fermés). Soit (X, 7) un espace topologique. On dit que A C X est fermé
si X \ A est ouvert.

Exemple 1.2.12. Soit (X, d) une espace métrique, et considérons la topologie associée a cette métrique.
Alors, si z € X, le sous-ensemble de X réduit au point x, que I'on note {z}, est fermé. En effet, si 2’ € X\{z},
cela veut dire que ' # x et alors By(z,d(z,z’)) C X \ {z}, ce qui montre que X \ {z} est ouvert, donc {z}
est fermé.

Proposition 1.2.13 (Propriétés fondamentales des fermés). Soit (X,7) un espace topologique.
(1) 0 et X sont fermés
(2) Si{Ai};c; est une famille de fermés, alors (\;c; Ai est un fermé
(3) SiAi,..., ANy C X sont fermés, alors \U,—,  n An est fermé

La preuve consiste a passer aux complémentaires et utiliser les points correspondants de la définition I.1.1.

La notion d’adhérence (on dit aussi fermeture) permet de mieux comprendre la notion de fermé.

Définition 1.2.14 (Adhérence d'un sous-ensemble). Soit (X, 7) un espace topologique et A C X. On définit
l’adhérence ou fermeture A de A par :

Z:{x€X| siUETetUaxalorsUﬂA#Q}
Autrement dit, x est dans 'adhérence de A si tout ouvert U qui contient x rencontre A.
Evidemment, A C A. Si on prend par exemple A = [0, 1[C R, A =[0,1].
Proposition 1.2.15 (Propriétés de ’adhérence). Soit X un espace topologique et A C X.
(1) A est fermé
(2) Aest fermé <+— A=A
(3) Si AC B, alors A C B.
(4) A est le plus petit fermé qui contient A : A est fermé et si F C X est fermé et F D A, alors F D A.
(5) A=A
Preuve:

(1) Si U C X est ouvert et UN A # ), alors UN A # 0; en effet, si x € U N A, il suit de la définition de A
que UNA#(. Six e X\ A, cela veut dire qu'il existe un ouvert U, tel que U, N A = (), U, > x; mais
alors U, N A =0, et donc x € U, C X \ 4, ce qui fait que X \ A = UxeX\ZUﬂc est réunion d’ouverts,
donc ouvert.

(2) Si A est fermé alors U = X \ A est ouvert, et UNA = (); doncsiz € U, x ¢ A, et il en suit que A = A.
La réciproque résulte de (1).

(3) Sizc Aet Uz, UC X ouvert, alors UNBD>UNA#, et donc = € B.
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(4) Si F C X est fermé et A C F, alors d’apres ce qui précéde A C F = F.

(5) A est fermé d’apres (1), donc A = A d’aprés (2) .

g.e.d.

C’est & cause de la propriétés (4) ci-dessus, que l'on appelle A la fermeture de A.
A Taide de la notion de limite d’une suite dans un espace métrique, qui imite la notion analogue dans
R™, on peut donner une caractérisation utile de I'adhérence dans ces espaces.

Définition 1.2.16 (Limite d’une suite). Soit (X, d) un espace métrique et {x1,22,...,Zn,... } = {Tn},en C
X une suite dans X et a € X. On dit que la suite {z,, },ytend vers a, ou bien qu’elle possede a pour limite,
noté lim, .., x, = a, si :

Ve >0 3dN, €N tel que (nzNE = d(xp,a) <s>

Proposition 1.2.17 (Adhérence dans les espaces métriques). Soit (X,d) un espace métrique et A C X.
Alors

A:{meX

il existe une suite {an}, .y C A telle que lim a, = :I:}
n—o0

Prewve: Siz € A,¥n € N3z, € B(a, %) N A et il est clair que lim,,_,o0 @, = . Si z = lim, o a, et 7 > 0,
B(z,r) D {an | n > N, } et donc B(z,r) N A # 0.
g.e.d.

La continuité peut s’exprimer en termes de fermés :

Proposition 1.2.18. Soient (X, 7x)) et (Y,7y) deuz espaces topologiques et f : X — Y wune application.
Ona:

f:X — Y estcontinue <= VFCY fermédeY , f~1(Y) C X est fermé (dans X)

Preuve: Si F CY est fermé, Y \ F est ouvert, et il résulte de 1.2.5 que f~H(Y \ F) = X \ f~}(F) est ouvert

et donc f~1(F) est fermé.
g.e.d.

Exemple 1.2.19. Le sous-ensemble {0} C R est fermé d’apres 1.2.12. Dong, si f : R” — R est continue,
f710) = {z € R"| f(x) =0} est fermé. Si on reprend la fonction

flay,az,b1,by) = ay - by — ag - by = dét (“1 bl)
as b2
on en déduit que I’ensemble des paires de vecteurs a,b € R? qui sont linéairement dépendants est un fermé.
11 suit alors de la proposition 1.2.17 que si on a deux suites de vecteurs {a, },{b,} C R?, n € N telles que a,,
et b, sont linéairement dépendants (c’est-a-~dire f(an,b,) = 0), alors si lim,,_,o = a et lim,,_,o b, = b, on a
encore que a et b sont linéairement dépendants.

On peut définir de maniere symétrique a ’adhérence, l'intérieur d’un sous-ensemble A d’un espace
topologique X par
int(A) = {a: cA ’ U, Cc A, U, ouvert et U, > x}
11 suit de cette définition que int(A) est le complémentaire de ’adhérence du complémentaire de A. On a

des propriétés symétriques de celles de 1.2.15 : int(U) est ouvert, A est ouvert si et seulement si A = int(A),
int(A) est le plus grand ouvert contenu dans A, et int(int(A)) = int(A).
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Frontiére d’un sous-ensemble

Définition 1.2.20. Soit X un espace topologique et A C X. On définit la frontiere, ou bord, de A ainsi :
Fr(A)={2 € X |VYU, C X ouvert t.q. Uy 22, U, NA#Det Uy N (X \ A)#0}

On utilise aussi les notations dA4 ou A pour désigner la frontiere (ou bord) de A.

Exemples 1.2.21. (1) Soit X =R? et B(0,1) = {(z,y) | 2? + y* < 1}. Alors

0B(0,1) = {(z,y) e R? | 2? +¢* =1}

(2) Prenons encore X = R?, mais A = B(0,1) = {(z,y) | 2? + y*> < 1}. On a encore
9B(0,1) = {(z,y) e R? | 2? +¢* =1}

(3) Si X =R%?et A= B(0,1)U{(2,0)} :
0A = {(J;,y) ’ 2+ y? = 1} U{(2,0)}

Proposition 1.2.22. Soit X un espace topologique et A C X.

(1) DA=AN(X\ 4)

(2) OA est fermé dans X

(3) A=0AUint(A)

Preuve: (1) résulte immédiatement de la définition de JA et (2) est une conséquence de (1).

Pour (3), remarquons que A D 04 et A D A D int(A), donc A D A U int(A). D’autre part, si x € A
et U, est un ouvert contenant x, alors U, N A # 0, et si x ¢ int(A), nécessairement U, N (X \ A) # (), donc
x € dA4; il en suit que A C A U int(A), et donc finalement A = A U int(A).

g.e.d.

Voisinages
Définition 1.2.23. Soit (X, 7) un espace topologique, z € X. On dit que V C X est un voisinage de x s’il
existe un ouvert U, tel que x € U, C V. On note V, I’ensemble des voisinages de x.
Proposition 1.2.24 (Propriétés fondamentales des voisinages).
(1) SiV eV, etV OV, alors V' € V,.
(2) SiVi,...,VN €V, alors ViN---NVN € V.
(8) SiV eV, ilexisteUCV,U>ux, tel que U €V, Va' €U

Preuve: (1) SiV €V, 3U ouvert, x e U C V,et doncx € U CV C V', ce qui fait que V' € V.

(2) Si Vi,..., VN € V,, il existe Up, h = 1,...,N tels que « € U, C Vi, h = 1,...,N, et donc x €

Uin---NUy CcViN---NVy et comme Uy N---N Uy est un ouvert, cela montre que Vi N---NVy € V.

(3) Si V € V,, on sait qu’il existe U ouvert tel que x € U C V. Du fait que U est ouvert, U € V,,, Va' € U.
g.e.d.

Remarquons que dire que U C X est ouvert revient & dire que U € V,,, Vx € U; cela permet de retrouver
la famille des ouverts a partir de la famille des voisinages V,,, x € X.
A T'aide des voisinages, on peut caractériser la continuité d’une application en un point :
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Figure 1.2: Un voisinage de «

Proposition 1.2.25. Soient X et Y des espaces topologiques, f : X — Y wune application et x € X,
y = f(z). Alors :

f est continue au point z <= (V ey, = [flYV)e Vz)

Preuve: Si f est continue au point z et que V' € V,, il existe un ouvert V' C V, V' 3 y. D’apres la définition
de continuité I.2.1, il existe un ouvert U de X, U > z, tel que f(U) C V', ce qui fait que f~1(V) DU >z
est bien un voisinage de z.

Réciproquement, soit W C Y un ouvert, W 2 y. En particulier, W € V,, donc par hypothese f~1(W) €
Ve, ce qui implique qu’il existe un ouvert U de X, U 3> x et U C f~1(W), d’ou il suit que f(U) C W, donc

f est bien continue au point x.
g.e.d.

Applications ouvertes, fermées

On a vu dans 1.2.5 qu'une application f : X — Y est continue si et seulement si pour tout ouvert V'
de Y, f~1(V) est ouvert dans X, et dans .2.18 un résultat analogue pour les fermés. On a vu aussi dans
Pexemple 1.2.6(2) qu’en général 'image directe d’un ouvert par une application continue n’est pas un ouvert.
Il en est de méme pour les fermés; par exemple, si p; : R?> — R dénote Papplication p;(z1,z2) = 71, si on
prend le fermé A = {(z1,32) | 21 - w2 — 1 =0}, p1(A) = R\ {0}, qui n’est pas fermé dans R.

Définition 1.2.26 (Applications ouvertes, fermées). Soient X et Y des espaces topologiques. On dit que
I'application f : X — Y est ouverte si

VYU C X ouvert , f(U) est ouvert dans Y

On dit que f est fermée si
VF C X fermé , f(U) est fermé dans YV
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Proposition 1.2.27. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) f est un homéomorphisme
(2) f est bijective, continue et ouverte
(3) f est bijective, continue et fermée

Preuve: Si f est bijective, désignons par g : Y — X son inverse. Alors, si A C X, g71(A) = f(A). 1l suffit

d’appliquer 1.2.5 et 1.2.18.
g.e.d.

1.3 Topologie somme disjointe

C’est un premier exemple de construction de nouveaux espaces topologiques a partir d’espaces topologiques
donnés. D’autres exemples seront fournis au chapitre suivant par la topologie produit et la topologie quotient.
Tout d’abord, la somme disjointe d’une famille d’ensembles {X;},_; est définie par :

[[xi=U{@i)liel =€ X}

el i€l

Cette définition revient a prendre la réunion de copies disjointes de chaque X;. En effet, il se pourrait que pour
un i # j, X; N X; # 0; mais, méme si x € X; N X, (z,4) # (,7). Donc, si on définit ¢; : X; — [],; X; par
w;(x) = (z,7), j € I, alors ¢, est une bijection de X; sur Xj’- = {(x,j) | x € Xj}, et les X]’» sont effectivement
disjoint, méme si les X; ne I’étaient pas.

On suppose maintenant que l'on a une famille {(X;, 7;)}
une topologie sur [[,.; X; qui ait de bonnes propriétés.

ser d’espaces topologique et on aimerait mettre
iel

Définition 1.3.1 (Topologie somme disjointe). La topologie somme disjointe sur [ [, ; X; est définie par

T{UCHXi

iel

iel

o7 U)en Vie I}

Théoréme 1.3.2 (Propriétés fondamentales de la topologie somme disjointe).
(1) C’est une topologie au sens de 1.1.1

(2) Les applications p; : X; — [[,o; Xi sont continues, ouvertes et fermées; ce sont en fait des homéomorphismes

sur

i€l

@j@Xﬂ = {(%,j)e II)Q xEEXQ}
el

(3) Soit Y un espace topologique et f: [],.; Xs — Y une application. Alors

f est continue <= foy;:X; — Y est continue Vj € I

(4) La topologie somme disjointe est la plus fine parmi celles pour lesquelles les @;, j € I sont continues.

Preuve: (1) Il est clair que §) et [];.; X; appartiennent a 7. Les axiomes (2) et (3) sont une conséquence de
ce que les 7; sont des topologies et des deux propriétés suivantes, de nature ensembliste, de I'opération cpj_l :

a) si on a une famille {Uy},., de sous-ensembles de [],.; X;, alors :

e (U o) =U et ()

AEA AEA
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b) si Ul,...7UN - HiEIX'“
@7 (Uin--NUN) = ¢ (U) NN (Un)

(2) La proposition 1.2.5 montre que les ¢;, i € I, sont continues.
Si U C X; est ouvert, voyons que ¢;(U) est ouvert. En effet :

o (oU)) = {U Sr=d

() sinon

et donc c’est un ouvert pour la topologie que I'on a défini sur [[,.; X;.
Si F C X; est fermé, soit A = ([[;c; X;) \ ¢;(F). Alors

S01_1(14):{)(]‘\1? sii=j

X; sinon

et donc A est ouvert pour la topologie que I'on a défini sur [[,.; X, ce qui fait que o;(F) est fermé.

11 résulte de 1.2.27 que les ¢; sont des homéomorphismes sur leur image.
(3) Si f : [I;e; Xi — Y est continue, pour tout j € I la composition fo; est aussi continue d’apres 1.2.8(2).

Supposons que ; o f soit continue Vj € I et soit V' C Y un ouvert. Alors o' (f7*(V)) est ouvert dans
X;,Vj €1, ce qui veut bien dire que f~!(V) est ouvert dans [1;c; Xi, donc f est continue.
(4) Soit 7" une topologie sur [[;.; X; pour laquelle les ¢; sont continues, Vj € I. Si U’ € 7/, on a donc que
<pj71(U’) est ouvert dans X;, Vj € I, ce qui fait que U’ € 7. On a donc bien 7/ C 7, c’est-a-dire que 7’ est
moins fine que 7.

g.e.d.
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Chapitre 11

Topologie produit et topologie
quotient

II.1 Topologie produit

I1.1.1 Définition et propriétés fondamentales

Soit {X};c; une famille d’ensembles. On définit le produit de cette famille par :

HXi = {(zi)ier | wi € X3}
icl
La notation (z;);es indique donc une famille d’éléments, ol x; est un élément de X;. Dans le cas d’une
famille finie ou dénombrable X1, X5,...,X,,... on peut représenter les éléments du produits par des suites
(X1,%9,...,&n,...), avec xp, € Xp. Mais dans le cas général, I est un ensemble quelconque et une telle
représentation n’a pas de sens.
Notons que si I'un dex X; est vide, alors [],.; X; est vide aussi. On suppose dorénavant que les X; sont
non vides.
Les projections sur les coordonnées, que ’on connait dans R? ou R?, ont pour analogue les projections
canoniques dans un produit quelconque :

Définition II.1.1 (Projections canoniques). Soit {X;},.; une famille d’ensembles. Pour tout j € I on
définit la projection canonique par :

m [ X=X 0 m((@aier) =2
iel
Dans le cas du produit d’une famille finie d’ensemble, 7, est simplement la projection sur le h-ieme
facteur.
On suppose maintenant que chaque X; est muni d’une topologie 7; et on va définir une topologie sur
[I;c; Xi en définissant d’abord une base de topologie, dont les éléments s’appelleront rectangles, et seront
vaguement analogues aux rectangles du plan de cotés paralleles aux axes.

Définition II.1.2 (Rectangles). On appelle rectangle de [],.; X; tout sous-ensemble défini de la maniere
suivante. On se donne un sous-ensemble fini J C I, J = {j1,...,jn} et pour tout 7 € J on se donne un
ouvert U; de X;. Le rectangle correspondant & ces données est défini par :

R(Ujl,Uj27...,UjN) = {(a?i)ief S HXi Tj, € Ujha h = 1,...,N}

icl

On note aussi plus simplement R(Uj, j € J), ou encore :

() <(I1 %)

ieI\J

17
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Dans le cas de R2 = R x R, si on prend des intervalles ouverts I;, I, C R, R(I1,I2) = I x Iy est
effectivement ce qu’on appelle un rectangle en géométrie élémentaire.

En particulier, on peut prendre comme famille un seul ouvert U; C X, et alors R(U;) = {(zi)ier | zj € Uj}
désignera le rectangle correspondant.

Lemme I1.1.3. Les rectangles de [[..; X; forment une base de topologie, au sens de 1.1.7

iel
Nous devons vérifier les axiomes (1) et (2) d’une base de topologie 1.1.7.
Pour (1), il suffit de prendre J = (), de sorte que le rectangle correspondant est [Le X
Vérifions (2) ; soient J, J C I deux sous-ensembles finis, {U;}, ; et {Uj};, ; deux familles d’ouverts,
Uj C XjetUj, C Xj. Sihe JUJ', on pose :

U,NU, siheJn.J
Ul =< U, siheJ\.J
Ul siheJ\J

et alors
R(U;,j € J) ﬂR(U},j’ €eJ)=R(U; ,heJuUlJ)

On appelle topologie produit celle engendrée par les rectangles.
Théoréme I1.1.4 (Propriétés fondamentales de la topologie produit).
X, — X, ﬂ'j((xi)ig)) = x;, sont continues et ouvertes.

(1) Les projections canoniques m; : HieI

(2) Soit Y un espace topologique et f 1Y — [[..; Xi une application. Alors

il
f est continue <= mof:Y — X; est continue Vi € I
(3) La topologie produit est la moins fine pour laquelle les m;, i € I, sont continues.

Preuve:

(1) Soit j € I et voyons que 7; est continue : si U; C X; est ouvert, W{l(Uj) = R(U;), ou R(Uj;) qui est
bien un ouvert de J[,c; X;

Voyons que m; est ouverte. Puisque tout ouvert de J],.; X; est réunion de rectangles, il suffit de voir que
I'image par m; d’un rectangle est un ouvert de X;. Considérons donc le rectangle R = R(Uy,h € H); s’il
existe h € H avec Uy, = 0, alors 7;(R) = (), sinon

U, sijeH
i (R) = { % 4 ’
; sinon
et donc dans tous les cas on trouve un ouvert de X.

(2) Si f est continue, il suit de (1) ci-dessus et 1.2.8(1) que f o m; est continue Vi € I.
Réciproquement, si f o7; est continue Vi € I, soit R(Uj,j € J) un rectangle. En posant R; = R(U;) on

a :
RUj,jeJ)=(\R;= ()= "(U

jeJ jeJ

FURU;GeD) = ((R) = U)) =) (50 HHU;)

jeJ jeJ jeJ

et donc

qui est ouvert puisque 7; o f est continue par hypothese. Puisque tout ouvert de [],.; X; est réunion de
rectangles, il en suit que f est continue.

(3) Soit 7" une topologie sur ], X; pour laquelle les 7; : [[,., X; — X sont continues. Si U; C X; est
ouvert, on doit avoir 7rj71(Uj) = R(U;) € 7'. 1l en suit que tout rectangle R(Uj;,j € J) = (;c; R(Uj)

appartient a 7/ et donc aussi tout ouvert de la topologie produit. p
g.e.d.
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Exemples II1.1.5.

(1)

On aimerait vérifier que la topologie usuelle sur R™ coincide avec la topologie produit de n copies de R,
muni de la métrique d(u,v) = |u — v|, u,v € R. Dans R™ on peut définir la topologie usuelle & partir
de la métrique do (z,y) = sup {|xZ — v | i=1,..., n} Une boule pour cette métrique est un produit
d’intervalles :

B(a,r) = {xER” ’ |x; — a4 <7’} =lay —rya1 +r[x - X]ap —ran +r[

c’est un rectangle, au sens de I1.1.2, donc un ouvert pour la topologie produit. D’autre part, les pro-
jections m; : R™ — R, 7(z) = x; sont continues pour la topologie usuelle sur R", donc d’apres I11.1.4(4)
tout ouvert pour la topologie produit l'est aussi pour la topologie usuelle. Donc ces deux topologies
coincident.

Soit A, = {0,2}, n € N, muni de la topologie discrete. L’espace produit [], .y A» n’est pas un espace
discret, car, par exemple, 'ensemble réduit au point (0,0,...,0,...) n’est pas un ouvert. On montrera
dans I1.1.13 que cet espace est homéomorphe a ’ensemble de Cantor.

Soit 0Z = {(0,0,z) € R*} (axe OZ) et soit RZ = {(2,0,2) € R® |z >0}. L'espace R*\ OZ est
homéomorphe & S x Ri (muni de la topologie produit, cela va de soi), ou

Slz{(u,v)E]RQ |a:2—|—y2—1=O} ,
est le cercle unité centré en 0. Pour le voir, posons :

pour ((u,v), (x,O,z)) e St x Ra_ , f((u,v), (Q:,O,z)) =(u-z,v-x,2)

et pour (x,y,2) € R\ 0Z, g(x,y,2) = (( < Y ), (Va? —|—y2,072)>

\/x2+y27 \/x2+y2

On vérifie que les applications f et g sont continues et inverses 'une de I'autre.

Un cas particulier de surface de révolution (cf VII.1.24) se définit & partir de la donnée S = S(d, o, T")
d’une droite d, appelée axe de révolution, d’un plan « qui contient d, et d’'une courbe I', que 'on
appelle génératrice, contenue dans «. La surface S est obtenue en faisant tourner la génératrice, dans
son plan «, autour de l'axe de révolution (voir figure II.1. Choisissons des axes de coordonnées de
sorte que d = OZ, o = {(z,0,2) € R*}. Si on suppose que I est un sous-ensemble de R%, alors S est
homéomorphe au produit S* x T'. Pour le voir, il suffit de remarquer que I’hypothese que I' C Rﬁ_ assure
que I’homéomorphisme f de 'exemple précédent se restreint en un homéomorphisme entre S' x I' et

S.

Un exemple de surface de révolution est le tore, qui est obtenu en prenant pour I' un cercle. Lorsque
' ne rencontre pas I’axe de rotation, le tore est homéomorphe au produit S' x S'. (En topologie,
lorsqu’on parle de tores, il s’agit toujours du cas ot I'Nd = 0.)

11.1.2 Encore des propriétés de la topologie produit

Tranches
Soit {X;},;c; une famille d’espaces topologiques et 20 = (29)ier [I;c; Xi un élément fixé. Pour j € I, on
définit la tranche par z° parallele & X j par:

T(j,2°) = {(%‘)ie[ € HXi

el

xix?sii#j}
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Figure I1.2: Le tore des topologues

Figure II.1: Un morceau de surface de révolution
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Figure I1.3: Un tore des autres

Par exemple, si on prend deux copies de R, numérotées 1 et 2, la tranche correspondant i = 2 et 2° = (a1, az)
dans le produit R x R est la droite horizontale passant par le point (a1, ag).
L’application
0 . . .
x] SsiiFj
@520 :XjHHXi , xj»—>{ ’

iy x; sinon
est une bijection sur la tranche 7'(j,2°); on a méme mieux :
Proposition I1.1.6. ¢; ;o est un homéomorphisme de X; sur T'(j, x9).

Preuve: m; 0 @; yo est I'identité sur X, et pour i # j, m; 0 ; »0 est la constante 2% il suit de 11.1.4(2) que
©j,z0 est continue.

Si U; C X; est un ouvert, ¢, ,0(U;) = R(U;) N T(j,2"), qui est bien un ouvert pour la topologie induite
par [],c; X; sur la tranche T'(j, 2°).

¢j.z0 est donc une bijection de X; sur T'(j, z°) qui est continue et ouverte; il suit de 1.2.27(2) que c’est

un homéomorphisme.
g.e.d.

Remarque IL.1.7. On a vu dans le cas de la somme disjointe que I'on a des applications ¢; : X; —
[;c; Xi, qui sont des homéomorphismes sur leur images, tout comme les tranches ¢, ;o de ce paragraphe.
Cependant, les @; sont ouvertes et fermées, alors que les @; ;o sont ouvertes, mais peuvent ne pas étre
fermées. Prenons par exemple 1'espace de Sierpinski & = {0,1}, avec la topologie {0, {0,1},{0}}; alors la
tranche T = {(x,0),z € {0,1}} C S x S n’est pas fermée : par exemple, parce que son complémentaire est
{(x,1),z € {0,1}}, dont la projection sur le deuxieme facteur est {1}, qui n’est pas ouvert, malgré que la
projection soit une application ouverte.

Métrisabilité
Soit {(Xn,dn}, ey une famille dénombrable d’espaces métriques. Posons :

1
! s f n .
d,,(z,y) =in {d ’n} ;

on vérifie que c’est encore une métrique sur X,,, et qu’elle définit la méme topologie sur X,, que d,,. Soient
(Tn)nen, (Yn)nen € [[,en Xn et posons :

6(<xn)n€N> (yn)neN) = sup {d;(xn,yn),n € N}

On vérifie que § est une métrique sur [ X,.

neN

Proposition I1.1.8. La topologie produit sur []
J.

nen Xn est la méme que la topologie associée a la métrique
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Preuve: Soit a = (a1,...,an,...) € [[,en Xn et r > 0. Alors, si N = sup {n | % > r}7 la boule de centre a,
rayon r pour la métrique § s’écrit :

Bs(a,r) = {:L' € H X,

neN

dl (Tn,a,) <7, ngN}

et donc cette boule coincide avec le rectangle R(Bj(a1,7),...,Bn(an,r)), ot By(a,,r) est la boule dans
X, de centre a,, rayon r, pour la métrique d},. Il en suit que les ouverts associés & la métrique ¢ et ceux de

la topologie produit coincident. p
g-e.d.

Proposition I1.1.9. Soit {X;},.; une famille d’espaces discrets, chaque X; contenant au moins 2 éléments,
et supposons que I soit de cardinalité strictement supérieure au dénombrable. Alors la topologie produit sur
[L;c; Xi ne provient pas d’une métrique.

Preuve: Dans un espace métrique X, pour tout x € X on a :

() Blx,1/n) ={z} ;
neN
nous allons montrer qu'une telle suite d’ouverts n’existe pas dans un produit qui vérifie les hypotheses de la
proposition.
En effet, soit {V,,},cy une famille dénombrable d’ouverts non vides. Alors V;, contient au moins un
rectangle non vide R(U;, j € J,,), ou J,, C I est un sous-ensemble fini; il en suit que m;(V,,) = X; sii € I\ J,.
L’ensemble J = U,end, est au plus dénombrable, donc I\ J est non vide; or si i € T\ J, m;(NpenVa) = X;

et comme les X; contiennent au moins deux éléments, N,cnV,, n’est jamais réduit a un seul point.
q.e.d.

Amplification

Proposition I1.1.10. Soient {X;},.; et {Yi},c; deux familles d’espaces topologiques, indexées par le méme
ensemble I. Soit {f; : X; — Yi},o; une famille d’applications continues. Alors 'application :

F HXl — HYz ) F((xz)zel) = (fi(xz))zeI
iel i€l
est continue.
Preuve: Appelons respectivement 7rjX : Hie 1 Xi — Xj et 7TJY : Hie 1Yy — Y} les projections canoniques.

Alors ¥ o F = f; omX, ce qui montre que 7Y o F est la composition de deux applications continues, donc
J J J J ’

est continue, ceci pour tout j € I. Il suit alors de 11.1.4(2) que F est continue.
g.e.d.

Proposition II.1.11. Soient {X;},.; et {Yx}\cp deux familles d’espaces topologiques. Supposons qu’il
existe une bijection o : I — A, et pour tout i € I un homéomorphisme f; : X; — Y, ;). Alors Uapplication :

][ X [[Ya . définie par  (d(xi)ier), = filx;) sio() =A
i€l AEA
est un homéomorphisme.

Preuve: 1 est une bijection parce que les ¢; le sont; elle est continue par 11.1.10.
D’autre part, si R(U;,j € J) est un rectangle de [[,c; Xi, ¥(R(U;,j € J)) = R(f;(U;),j € J) est un
rectangle de [[ ., Ya; donc ¢ est aussi ouverte, et alors c’est un homéomorphisme.
g.e.d.

Voici le phénomene d’amplification :
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Corollaire I1.1.12. Soit X un espace topologique et posons X, = X, n € N, Y =]]
tout k € N, il existe un homéomorphisme :

nen Xn- Alors, pour

Yp:Y =SYF=Y x...xY
—_——
k-fois
de Y avec le produit k-fois de Y avec lui-méme.

Preuve: Les deux ensembles N et N x --- x N sont dénombrables, il existe donc une bijection ¢, : N — N*,
—_——
k-fois
D’autre part, Y* est le produit de copies de X indexées par N¥. Ce corollaire est alors une conséquence

de II.1.11, ou le role de f; est joué par 'application identité : X — X. p
g.e.d.

I1.1.3 L’ensemble de Cantor

Voici une premiére approche heuristique de ce sous-ensemble de I'intervalle [0, 1]. On applique Uopération qui
consiste & oter I'intervalle ouvert |1/3,2/3[, soit le tiers du milieu, de l'intervalle [0, 1]; appelons C; I’ensemble
obtenu ainsi : il consiste en deux intervalles de longueur 1/3, soit [0,1/3] et [2/3,1]. On recommence avec
ces deux nouveaux intervalles, et ainsi de suite. A la limite, on obtiendra un ensemble C' C [0,1], appelé
ensemble de Cantor.

Pour une approche plus rigoureuse, appelons wg(z) = % -z et wo(x) = % -x+ % les homotéties de rapport
%, de centre respectivement 0 et 1. Si on pose Cy = [0,1], on a C; = w(Cp) U w2(Cp); on définit par
récurrence Cp41 = wo(Cy) Uws(Ch), et alors C = Ny>1Ch.

Soit A, ={0,2}, n € N. Un élément de [], .y An est une suite (a,)nen, avec a, = 0 ou a,, = 2. Notons

que la série & termes positifs ) 5& converge dans [0, 1], car elle est dominée par } 31 =1
Théoréeme I1.1.13. L’application
“a
P HAn—> 0,1 , ¢((an)) 223—2
neN n=1
induit un homéomorphisme de [, .y An sur l’ensemble de Cantor C.
Preuve:
(1) ¢ est une bijection sur C.
Montrons d’abord que tout x € C,, s’écrit de maniere unique sous la forme :
"o 1
T = 3—;—&—7“ , a; €{0,2} 0§r§3—n
i=1
(a) Unicité de écriture :
si N .
a; ~ b; 1
xzzﬁ—H‘: g—ks , O<r,s<3—n
i=1 =1
supposons que a; = b;, 1 =1,...,m — 1, ot m < n, mais a,, < b,,; alors a,, =0, b,,, =2 et
o aq A —1 am+1 Ay,
=gttt b g T
—_————
=A
o0 o0
2 1 2 2 1 1 1 2
i=m-+1 i=1
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et donc x < A+ 3%; mais d’autre part :

- bz 2 bm—i—l
T = §+S:A+37m+3m+1

2
to s> At on

d’ou contradiction.

(b) Existence de lécriture :

Par induction sur n : si x € Cq, ou bien £ = 0 4+ r, ou bien x = % +r, 0<r< % Si on sait que
tout 2’ € C,, s’éerit Y., SE+r, 0<r< 3%, soit x € Cp,41. Alors, ou bien :

w3

n
.
v = (@) = Y 5ok +
i=1

ou bien
r

2 " a
/! {2
x:wg(x)ngrE 3i1+§
i=1

et donc dans les deux cas x peut s’écrire sous la forme voulue.

Comme conséquence, si x € C, alors z € C,, pour tout n, et ce qui précede montre que

n

3322%—}—7“ , 0<r<L

1
i=1 3"

cette écriture étant unique. En faisant n — oo :

les a; étant déterminés de manieére unique par x; donc ¢ est bien une bijection sur C.

 est continue :

oo a;

Montrons la continuité de ¢ au point a = (an)nen. Posons x = p(a) = > 7, 5t. Si e > 0 est donné,
soit N € N tel que
2
Z ? <e

i=N+1

Le rectangle de [ ], . An correspondant aux ouverts {a1},...,{an} (rappelons que A, est muni de la
topologie discrete) s’écrit :

R(al,...,aN):{(bl,...,bi7...)6 IT 4~

a; = b; pourizl,...7N}
neN

et doncsib e R(ay,...,an), alors [p(a) — o(b)| < 3X 4 Z < e, ce qui montre que ¢(R(ay, ..., an)) C
B(z,¢).

Montrons que ¢ est ouverte :

Soit R(as,, - -, a;,) unrectangle de [ [, oy An et a = (an)nen € R(ai,,- .., a4, ). Soit N = max {iy,... i}
et W = B(p(a), sx57) N C; alors (a) € W et W C ¢(R(ai,,--.,a;,)), car si y = Zi1% €
B(<p(a), 31\,%) N C, nécéssairement a, = a;, i = 1,..., N, et donc (a}) € R(a;,,...,a;, ). Ceci montre

que @(R(ail yeen ,aik)) est un ouvert de C' et de la il suit que ¢ est ouverte,

g.e.d.
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I1.2 Topologie quotient

Soit X un ensemble. Rappelons qu'une relation binaire sur X est un sous-ensemble R du produit X x X;
en général, on note xRy si (z,y) € R, et on dit que x est en relation avec y.

Définition II.2.1. Une relation d’équivalence sur I’ensemble X est une relation binaire R C X x X qui
vérifie les trois axiomes :

(1) xRz (refléxivité)
(2) xRy = yRx (symétrie)
(3) xRy et yRz = xRz (transitivité).
Par exemple, sur I’ensemble des entiers relatifs Z et n € Z, on peut définir la relation d’équivalence :
xRy <= =y modn

ou z =y mod n signifie que £ — y est un multiple de n.
On note souvent x ~ y pour dire que (x,y) est dans une certaine relation d’équivalence.

Définition I1.2.2. Une partition de ’ensemble non vide X est un ensemble C de parties de X (i.e. C C P(X))
qui vérifie :

(1) Si C €, alors C # .
(2) SiC,C"eC,alorsCNC' £0=C=C".
(3) Pour tout x € X, il existe C € C tel que z € C.

A une relation d’équivalence est associée une partition de X de la maniere suivante : si x € X, sa classe
d’équivalence C, est définie par

sz{y6X|ny}

Proposition I1.2.3. Les classes d’équivalences associées a une relation d’équivalence R sur X forment une
partition sur X. Réciproquement, une partition C de X est associée a la relation d’équivalence définie par

rRy < 34C €C tel que z,y € C

Preuve: Supposons que Cy NC,, # () et soit x € CyNC.; cela implique que Ry, xRz et yRz, donc finalement
Cy = Cy = C,. Les classes d’équivalence sont donc disjointes; par définition C; > x, ce qui montre qu’elles
sont non vides et que tout x € X est dans I'une d’elles.

La réciproque se vérifie sans peine.
g.e.d.

On note X/R l'ensemble des classes d’équivalence associées a la relation R; on appelle ensemble quotient
de X par la relation R. On a une application surjective 7 : X — X/R, qui & * € X associe sa classe
d’équivalence; on I’appelle projection canonique. Parfois on note [z] la classe d’équivalence de = € X.

Définition I1.2.4. Soit f : X — Y une application et ~ une relation d’équivalence sur X; on dit que f est
compatible avec la relation ~ si

z~a = f(z) = f(a')

Si c’est le cas, on déduit de f une application f: X/~ Y en posant f([z]) = f(z). En d’autres termes,
f associe a une classe d’équivalence C' I'image de n’importe quel représentant x € C' par f : le choix du
représentant n’a pas d’importance puisque f est compatible avec ~.

Exemples 11.2.5.
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(1) Sur R on peut définir la relation d’équivalence :
r~y s8i r—y€EZL

La classe d’équivalence de z est {x + 2kw, k € Z}. L’ensemble R/~ est en bijection avec le cercle S :
si x € R et [z] désigne sa classe dans R/~, on pose

¢([z]) = (cos(2mz),sin(27x))

© est bien définie parce que cos(2mz) et sin(27z) sont compatibles avec la relation ~. On vérifie que
© est une bijection.

(2) Sif:X — Y est une application, on définit la relation = ~ 2’ si f(x) = f(a’). Les classes d’équivalence
s’appellent les fibres de f; ce sont les ensembles f~1(y), o y € f(X). Evidemment, f est compatible
avec ~, et I'application f : X/~— Y qu’on en déduit est injective. On peut représenter ces espaces et
application par le diagramme commutatif :

Si f est surjective, alors f est bijective.

(3) Soit f:R? — R, f(x,y) = 2? + y2. Les fibres de f sont les cercles centrés a I'origine, y compris le
cercle dégénéré de rayon 0, qui consiste en l'origine.

(4) Si A C X, on peut définir la relation d’équivalence :
2Ry <= xz€X\Aetx=y , oubienz,ye A

Les classes d’équivalence sont donc de la forme :

o {z} sizeX\A
T4 sizeAd

L’espace quotient est noté d’habitude X/A. La projection canonique 7 : X — X/A envoi le sous-
ensemble A sur un seul point, la classe d’équivalence A; elle est injective sur X \ A.

On suppose maintenant que X est un espace topologique, et que I’ensemble sous-jacent est muni d’une
relation d’équivalence R. On aimerait munir l'espace quotient X/R d’une topologie, ayant des bonnes
propriétés.

Définition I1.2.6 (Topologie quotient). Soit X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X
et m: X — X/R la projection canonique associée. On pose :

U C X/R est ouvert <= 7~ *(U) est ouvert dans X

Notons que 7~ (U) = UcepC et donc U C X/R est dit ouvert si la réunion des classes d’équivalence qui
le constituent est un ouvert de X. Aussi, il revient au méme de définir la topologie quotient en disant que
F C X/R est fermé si et seulement si 771 (F) est fermé dans X.

Théoreme I1.2.7 (Propriétés fondamentales de la topologie quotient). Soit X un espace topologique et R
une relation d’équivalence sur X ; on munit X/R de la topologie quotient. Alors :

(1) La topologie quotient est la plus fine pour laquelle la projection canonique w: X — X/R est continue.
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(2) Soit Y un espace topologique et f : X — Y une application compatible avec R. On pose f([z]) = f(z),

ce qui revient a définir f par la relation f = f o, que l'on peut représenter sur le diagramme
commutatif :
f
X——Y
| A
f
X/R
Alors :

f est continue <= f est continue

(3) Si Uapplication f est ouverte, alors f est aussi ouverte. Si f est fermée, alors f est aussi fermée.

Preuve: (1) est une conséquence immédiate de la définition de la topologie quotient. Pour (2), si f est
continue, f est continue car f = f o, composition de deux application continue. Réciproquement, si f

est continue et V C Y un ouvert, ﬂ_l(?fl(V)) =(fo 7T)_1(V) = f~1(V) est un ouvert de X parce f est

continue, donc ?71(1/) est un ouvert de X/R par définition de la topologie quotient.
Pour (3), soit U C X/R un ouvert. Alors f(U) = f(7~(U)), qui est ouvert parce que 7~ (U) est ouvert

dans X et que f est ouverte.
g.e.d.

Dans les exemples qui suivent, il faut imaginer les relations d’équivalence comment permettant d’identifier
les points qui sont dans une méme classe d’équivalence. Aussi, lorsqu’on définit la relation, on omet
généralement d’indiquer les points qui sont isolés dans leur classe d’équivalence; c’est le cas par exemple
pour le ruban de Mdobius ci-apres.

Exemples I1.2.8.

(1) On peut reprendre I'exemple 11.2.5(1) & la lumiere de ce théoréme. L’application f: R — R?, f(x) =
(cos(27z), sin(27wx)) est continue et compatible avec la relation de I'exemple I11.2.5(1), soit = ~ ' si
x —2' € Z. En fait, f est a pour image le cercle S!, et on va la regarder comme telle : f: R — S! est
une application surjective. Elle induit donc une application continue f :

f

R—— &t

f

R/~

qui est en fait bijective. D’autre part, on vérifie que f est ouverte, et alors f Dest aussi d’apres 11.2.7(3);
f est donc un homéomorphisme.

Remarquons que la projection canonique dans cet exemple n’est pas fermée : si elle I'était, f le serait
aussi, car f = fom et f étant un homéomorphisme est fermée, et la composition d’applications fermées
est évidemment une application fermée. Or si on prend A = {n — % | neN }7

f(4) = {(cos (2m(1 — %)),Sin (2m(1 - %))) ,nE N}

et donc 1 = limy, .o (cos(2m(1 — 1), sin(cos(2m(1 — 1)) appartient & f(A), mais 1 ¢ f(A). Donc f
n’est pas fermée, et m non plus.
Par contre 7 est ouverte : si U C R est un ouvert, 7~ !(m(U)) est la réunion des translatés de U par

des éléments de Z, c’est donc un ouvert de R, et il en résulte, par définition de la topologie quotient,
que 7(U) est un ouvert de R/~.
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Appelons g : [0,1] — S* la restriction de I’application f de I'exemple précédent & I = [0,1]; alors
g(0) = g(1). La relation d’équivalence associée au sous-ensemble I = {0,1} est donc la méme que
celle associée & g comme dans 'exemple 11.2.5(2). On a donc un diagramme commutatif d’applications

continues :

14‘9)51

ﬂl 75
1/01

et g est de nouveau un homéomorphisme, car on peut vérifier que g est fermée. On dit que le cercle
est obtenu & partir de l'intervalle [0, 1] en identifiant 0 et 1.

L’exemple précédent se généralise en dimension supérieure. Regardons le cas de la sphere de dimension
deux :
2 30,2 2 2
5% = {(z1,22,23) ER® | 2] + 23 + 235 =1}

Si s,t € [0,1], on pose ¢ = 27ms, § = wt, de sorte que 0 < ¢ < 27, 0 < # < 7. Définissons
g:10,1] x [0,1] — R? par :

g(s,t) = (cos(y) sin(f), sin(p) sin(8), cos(9))
On peut vérifier que g induit un homéomorphisme :
7:[0,1] x [0,1]/~—> 52

oll ~ est la relation d’équivalence définie par : (0,t) ~ (1,t), (s,0) ~ (s',0) et (s,1) ~ (s',1), Vs,s" €
[0,1].

Le ruban simple est défini comme le quotient du carré [0,1] x [0,1] par la relation (0,¢) ~ (1,t)
(sous-entendu : (s,t) ~ (s,t) si s #0,1).

Le ruban de Mdébius, imaginé par le mathématicien allemand A. F. Mdbius en 1858, a I'age de 68 ans,
est défini comme le quotient du carré [0, 1] x [0, 1] par l'identification : (0,¢) ~ (1,1 —¢).

Le tore peut étre redéfini comme quotient de [0, 1] x [0, 1] par les identifications (s, 0) ~ (s,1) et (0,¢) ~
(1,t). L’application f : [0,1] x [0,1] — St x S, f(s,t) = ((cos(?ws),sin(?ws)), (cos(27rt),sin(27rt)))
induit un homéomorphisme de [0, 1] x [0,1]/ ~ avec ST x S*.

La bouteille de Klein (F. Klein, 1882) est définie comme quotient du carré [0, 1] x [0, 1] par les dentifi-
cations : (s,0) ~ (s,1) et (0,¢) ~ (1,1 —¢).

Le plan projectif peut étre défini comme le quotient de [0, 1] x [0, 1] par la relation (s,0) ~ (1 —s,1),
(0,t) ~ (1,1 —1).

Les identifications de ces cinq derniers exemples sont représentées sur la figure I1.4.

On reviendra sur la représentation des espaces définis ci-dessus lorqu’on disposera de la notion de compact,
au chapitre suivant.

Pour terminer, on introduit la notion d’ensemble saturé, qui permet de dire quand la projection canonique
est ouverte ou fermée.

Définition I1.2.9. Soit X un ensemble muni d’une relation d’équivalence R et soit A C X. Le saturé de
A, par rapport a R, est la réunion de toutes les classes d’équivalence qui rencontrent A, soit :

UZEEACZE

Le saturé de A peut donc s’écrire 7= 1(w(A)), ot m# : X — X/R désigne la projection canonique; la
propostition suivante en résulte aussitot :
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%
S -
Ruban simple Ruban de Mobius Tore
> -
% —>
Bouteille de Klein Plan projectif

Figure 11.4: Esquisses des identifications

Proposition 11.2.10. Soit X un espace topologique, R une relation d’équivalence sur X. La projection
canonique ™ : X — X/R est ouverte si et seulement si le saturé de tout ouvert de X est ouvert; elle est
fermée si et seulement si le saturé de tout fermé de X est fermé. m

Exemples I1.2.11.

(1)

(2)

Dans I'exemple 11.2.8(2), le saturé de [0, %[, qui est ouvert, est [0, %[U{l}, qui n’est pas ouvert; la
projection canonique n’est donc pas fermée. Par contre, on voit facilement que le saturé d’un fermé de
[0, 1] est fermé, donc la projection canonique est fermée.

Sur [—2, 2] considérons la rélation d’équivalence :
r~—xsil<zr<2ou —2<z<2
On vérifie que 'application :

2 .
0 1<2 —2<z<2
oL R e =Y o sisZonmises
—(cos(nt),sin(wt)) sinon
est fermée et donc elle induit un homéomorphisme @ de [—2, 2]/~ sur le sous-ensemble du plan constitué
par St U [1,4] (voir figure IL.6).
Dans cet exemple, le saturé de A C [—2,2] est la réunion de A avec A’ = AN [-2,—1]U[1,2] et son
symétrique A” = {z € [-2,2] | —x € A'}. 1l en résulte que si A est fermé, son saturé l'est aussi, donc
la projection canonique 7 : [—2,2] — [—2, 2]/~ est fermée. Par contre, elle n’est pas ouverte : le saturé
de Pouvert [—2,0[ est [—2,0[U[1, 2], qui n’est pas ouvert.
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Figure I1.5: Une représentation du ruban de Moebius

Figure I1.6: Le quotient de 'exemple I11.2.11(2)



Chapitre 111

Espaces compacts

III.1 Espaces topologiques séparés

Définition III.1.1. Soit X un espace topologique; on dit qu’il est séparé si pour tout z,y € X, x # y, il
existe deux ouverts U, et U, tels que x € U,, y € Uy et U, N U, = 0.
On dit que les ouverts U, et U, séparent les points z et y.

Dans ’approche de F. Hausdorff de la notion d’espace topologique, la condition d’étre séparé faisait partie
de la définition. C’est pourquoi on dit parfois espace de Hausdorff pour espace séparé.

Remarquons qu’il suit immédiatement de la définition que dans un espace séparé les points sont des
fermés : siz € X et y € X \ {z}, alorsz #y ety € U, C X\ {z}.

Exemples ITI.1.2.

(1) Tout espace métrique (X, d) est séparé : si x,y € X et x # y, alors r = d(x,y) > 0 et on peut prendre

(2) Si X est muni de la topologie grossi¢re et contient au moins deux éléments, il n’est pas séparé.

(3) L’espace de Sierpinski & = {0,1}, muni de la topologie 7 = {{0},{0,1},0} n’est pas séparé : tout
ouvert qui contient 1 contient aussi 0.

(4) Considérons sur R™ la relation d’équivalence : z ~ A-x, z € R", A € R\ {0}. Si z # 0, la classe
d’équivalence [z] est la droite par x privée de 0, et [0] = {0}. Si U C R™/~, avec [0] € U, est ouvert,
alors 7 1(U) est un ouvert saturé de R™ qui contient un voisinage de 0; ce ne peut étre que R tout
entier. Il n’est donc pas posssible de séparer [0] et [z], = # 0.

Voici quelques propriétés des espaces séparés.
Proposition III.1.3.
(1) Si X est séparé et A C X est muni de la topologie induite, alors A est séparé.

(2) Soit {X;},c; une famille d’espaces. Alors :

HXZ- est séparé <~ X, estséparé Viel
iel

(3) Soit {X;},c; une famille d’espaces non vides. Alors :

HX" est séparé <= X, est séparé Vi € [
iel

31
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(4) Si ~ est une relation d’équivalence sur l’espace topologique X, alors :

X/~ est séparé < Vuz,ye X,z ¢y, 3 des ouverts saturés U,, U, C X tels que U, NU, =0

Preuve:
1)Sixz,ye A, = et U,, U, C X sont des ouverts de X qui séparent x et y, alors U, N A et U, N A sont

Y Y y Y Yy

des ouverts de A qui séparent z et y.

2) Si]].-; X; est séparé, rappelons que I’application ¢, : X; — [[..; X, ¢;(x) = (x,7), est un homéomorphisme
icl Pj oA i€l ¥j J

sur son image, qui est séparée d’apres (1), et donc X; lui-méme est séparé.

Réciproquement, soient (x,j), (z,5") € [1;c; Xi, (z,7) # (z,5).

e Sij =y, alors x # 2’ et on peut séparer x et =’ par des ouverts U et U’ de X;; alors (z,j) et (', )
seront séparés par ¢;(U) et ¢;(U’), qui sont ouverts dans [[,.; X; d’apres 1.3.2(2).

e Si j # j', on peut séparer (z,7) et (2',5') par ¢;(X; et ¢; (X)), qui sont ouverts dans [],.; Xi,
toujours d’apres 1.3.2(2).

(3) Supposons que les X; soient séparés Vi € I et soient x = (2;)icr,y = (Yi)ier € [l;c; Xi, avec x # y.
Alors 37 € I tel que z; # y;; puisque X; est séparé, il existe des ouverts U et U]y de X, contenant
respectivement z; et y;, et tels que UF N U} = 0. Alors les rectangles R(UY) et R(U) sont des ouverts de
[Lic; Xi qui séparent = et y.

Réciproquement, si [[;.; X; est séparé, sachant que les X; sont non vides, on peut chosir un élément
20 € [I;c; Xi- On a vu dans I1.1.6 que, pour tout j € I, X; est homéomorphe a la tranche T(j,2%), qui
d’aprés (1) est un espace séparé parce que c’est un sous-espace de [[..; X;, qui est séparé par hypothese;
donc X; est séparé.
(4) est une conséquence immédiate des définitions.

icl

g.e.d.

II1.2 Espaces compacts

Définition ITI.2.1. Soit X un espace topologique. Un recouvrement de X par des ouverts est une famille
{Ui};c; d’ouverts de X tels que :
X =Ju

i€l

Définition III.2.2. On dit que I'espace X est compact s’il est séparé et de plus satisafit la condition
suivante, qu’on appelle condition de compacité : pour tout recouvrement {U;}, ., de X par des ouverts, on
peut trouver un sous-ensemble fini J C I tel que

x=u

icJ

i€l

On dit que {U;},.; est un sous-recouvrement extrait du recouvrement {U;}, ;. On peut donc reformuler
la condition précédente en disant que de tout recouvrement de X par des ouverts on peut extraire un
sous-recouvrement fini.

En passant aux complémentaires, on peut reformuler cette condition en termes de fermés : si {Fj};.;
est une famille de fermés de X telle que [, F; = (), alors il existe un sous-ensemble fini J C I tel que
Nics Fi = (. Autrement dit, si I'intersection d’une famille de fermés est vide, il existe une sous-famille dont
Iintersection est vide.

Dans la pratique, on se trouve souvent dans la situation ot X est un sous-espace d’un espace Y, et que le
recouvrement de X est donné par une famille {V;}, ., d’ouverts de Y’; strictement parlant, le recouvrement
de X est la famille {V; N X},_;. La condition de compacité de X s’exprime alors en disant qu'il existe J C [
fini tel que X C (J,c; Vi. En termes de fermés, si {F;},; est une famille de fermés de Y, la compacité de X
s’exprime en disant que si X N (ﬂiel FZ) = (), alors il existe J C I fini tel que X N ( NicJ Fz) =0
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Remarque III1.2.3. En particulier, si X est compact et Uy C Uy C --- C U, C ... est une suite croissante
d’ouverts tels que X = J,,cn Un, alors il existe ng tel que X = Uy, ¥n > ng.
De méme, toujours si X est compact, et si F; D Fy D --- D F,, D ... est une suite décroissante de fermés

dont l'intersection est vide, alors 3ng tel que F,, = 0 si n > nyg.

On peut montrer qu’un sous-espace A de R™ est compact si et seulement si il est fermé et borné (voir |3,
IV.1.18-1V.1.21]). Nous reviendrons au §II1.3 sur ce resultat fondamental, qui nous fournit les exemples de
base d’espaces compacts.

Voici quelques propriétés élémentaires des espaces compacts.

Proposition I11.2.4.
(1) Soit X un espace compact et soit F C X un sous-espace fermé; alors F est compact.

(2) Soit X CY; si X est compact et Y est séparé, alors pour tout y € Y \ X il existe des ouverts V,, et
Ux deY tels quey € Vy, X C Ux et V, NUx = 0. En particulier, X est fermé dans Y .

Preuve:
(1) F est séparé d’apres II1.1.3(1). Si {U;},.; est une famille d’ouverts de X tels que F C |J;; Us, alors
si on ajoute I'ouvert X \ I a la famille {U;},.; on obtient un recouvrement de X par des ouverts, dont on
peut extraire un recouvrement fini, de la forme {U;} J C I, plus éventuellement 1'ouvert X \ F. Dans
tous les cas, {U;},.; est un recouvrement fini de F.
(2) Soit y € Y\ X. Comme Y est séparé, pour tout = on peut trouver de ouverts U, et ViU 22, VP 3y,
tels que U, NV, = (). Evidemment la famille d’ouverts {U,}, x recouvre X; on peut donc en extraire un
recouvrement fini {Us,,..., Uy, } de X. Posons Ux = Uy, U---UUy, et Vy =),y , V" alors Uet V
sont des ouverts, Ux D X, V, 3 yet UxNV, =0, carsiz € Ux = U, U---UU,,, il existe h tel que z € Uy, ,
et puisque Uy, N V™" = 0, z ¢ V. En particulier, V, N X =0, donc Y \ X = Uyey\x Vy est un ouvert.
g.e.d.

i€

Notons que pour le point (2), nous avons démontré que 'on peut séparer y € Y \ X et le fermé X par
les ouverts V;, et Ux; ceci nous era utile dans la prochaine proposition

Proposition II1.2.5. Soit X un espace compact; alors :
(1) Vx € X et F C X fermé, il existe des ouverts Uy, Up C X tels que x € U,, F CUfp et Uy NUp = .

(2) Soient Fy,Fy C X deux fermés. Il existe des ouverts U;,Us C X tels que Fy C Uy, Fo C Uy et
U1 N U2 = (Z)

Cette proposition nous dit que, dans un espace compact, on peut séparer deux fermés par des ouverts.
Notons que, les points de X étant fermés, 1’assertion (1) suit de (2); mais (1) est en fait une étape utilisée
dans la démonstration de (2).
preuve de I11.2.5

(1) est un cas particulier du point (2) de la proposition précédente. Pour (2), soit y € Fy; d’apres
(1), il existe des ouverts U%l D FietU, 3y, avec U}’,l NU, = 0. D’apres I11.2.4(1), F5 est compact, et les
ouverts {Uy}y cy forment un recouvrement de F»; on peut donc en extraire un recouvrement fini Uy, , ..., Uy, .
Prenons Uy = (), Upt et Us = Uy, U---UU,,. Alors Fi C Uy, Fy CUs et Uy NUy = 0.

g.e.d.

Signalons qu’une espace topologique séparé vérifiant la propriété que 'on peut séparer un point et un
fermé est appelé régulier. Aussi, un espace topologique dans lequel on peut séparer deux fermés disjoints
est appelé normal. Ainsi, la proposition précédente peut se résumer en disant que tout espace compact est
normal.

Théoréme II1.2.6. Soit f : X — Y une application continue. Si X est compact et Y séparé, alors f(X)
est compact.
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Preuve: Puisque Y est séparé, f(X) Pest aussi, par I11.1.3(1). Il suffit donc de vérifier que f(X) satisfait la
condition de compacité; supposons que f(X) C U,c; Us, ott {Us};; est une famille d’ouverts de Y. Puisque
f est continue, f~1(U;) est ouvert dans X, Vi € I, et donc {f_l(Ui)}iej est un recouvrement de X par des
ouverts, dont on peut extraire un recouvrement fini : X = (J,.; f ~Y(U;), ot J C I est un sous-ensemble
fini. Alors les {U;},.; forment un recouvrement fini de f(X).

g.e.d.

Corollaire I11.2.7. Soit f : X — Y wune application continue, ot X est compact et Y séparé. Alors f est
fermée.

Preuve: Prenons un fermé F' C X : d’apres 111.2.4(1) il est compact, et alors d’apres I111.2.6 f(F) est
compact, donc d’apres I11.2.4(2) f(F) est fermé dans Y.

Corollaire IT1.2.8. Soit f : X — Y une application continue, bijective, ou X est compact et Y séparé.
Alors f est un homéomorphisme.

Preuve: 11 suit du corollaire précédente que f est fermée, donc f=1 : Y — X est continue (cf. 1.2.27).

g.e.d.
Corollaire II1.2.9. Soit X un espace compact, ~ une relation d’équivalence sur X. Alors
X/~ est compact <= X est séparé
Preuve: On applique I11.2.6 & la projection canonique 7 : X — X/~ qui est surjective.
g.e.d.

Corollaire II1.2.10. Soit f : X — Y une application continue, surjective, X compact et Y séparé. Soit
~ la relation d’équivalence sur X associée a f : x ~ ' si f(z) = f(2'). Alors Uapplication f : X/~—Y
induite par f, f([z]) = f(z), est un homéomorphisme.

Preuve: Les classes d’équivalence sont les fibres de f, c’est-a-dire les sous-ensembles f~1(y), y € Y. Siy # ¢/,
il existe des ouverts V,, et V,, qui séparent y et y'. Alors f~1(V,) et f~1(V,/) sont des ouverts saturés de X
qui séparent f~1(y) et f~1(y'), donc X/~ est séparé et le corollaire précédent implique qu’il est compact.
On peut donc appliquer le corollaire 1T11.2.8 & f : X/~— Y.

g.e.d.

Corollaire IT1.2.11. Soit f : X — Y avec les mémes hypothéses que le corollaire précédent. Soit de plus
g:Y — Z une application compatible avec f, c’est-a-dire telle que f(x) = f(z') = g(x) = g(a’). Alors on
peut définir g:Y — Z en posant g(f(x)) = g(x) et cette définition est cohérente. On a :

g est continue <= g est continue

Preuve: Représentons les divers espaces et applications qui interviennent sur un diagramme :

Si g est continue, alors g = g o f est continue car composition d’applications continues.
Si g est continue, soit V C Z ouvert et vérifions que U = g (V) est ouvert dans Y. Pour cela,

. . ——1 \ . s 4
remarquons que U est ouvert si et seulement si U "= f "(U) est ouvert, car d’aprés le corollaire précédent
f est un homéomophisme. Aussi, par définition de la topologie quotient, U’ est ouvert si et seulement si

7~ Y(U’) est ouvert. Or 7= 1(U’) = ﬂ_l(?il(U)) =71 (?71(§_1(V))) =g }(V), qui est ouvert parce que

g est continue.
g.e.d.

Dans la situation du corollaire précédent, on dit que g se factorise par f, et g est sa factorisée..
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Exemples I11.2.12.

(1) Reprenons 'exemple 11.2.8(2) : T'application g : [0,1] — S* est continue, surjective, S* est séparé.
Donc il suit sans autre de I11.2.10 que f induit un homéomorphisme f : [0,1]/~— S, olt ~ est la
relation associéee a f, c’est-a-dire celle qui identifie 0 et 1.

(2) L’application f : [0,1] x [0,1] — R3, f(s,t) = (s - cos(27t)),s - sin(27t)), s) est une surjection sur
le cone C' = {(z,9,2) €R®|2? +y?—22=1,0< 2z <1}, donc f : [0,1] x [0,1]/~— C est un
homéomorphisme. La relation ~ identifie tous les points de la forme (0,t), ¢ € [0, 1], ainsi que (s,0) et
(s,1), s €[0,1].

I11.2.1 Somme disjointe et produits d’espaces compacts

Proposition II11.2.13. Soient X et Y deuzx espaces topologiques. Alors la somme disjointe X 11'Y est
compacte si et seulement si X et Y sont compacts.

Preuve: On a vu dans 1.3.2(2) les applications ¢x : X — XY et oy : ¥ — X IIY qui sont des
homéomorphismes sur leur image, qui sont des fermés dans X ITY. Donc si X ITY est compact, il en est de
meéme pour X et Y.

Supposons que X et Y soient compacts; c’est facile de voir que X I1'Y est séparé. Occupons-nous de la
condition de compacité pour X I1Y; si {W;},.; est un recouvrement de X ITY par des ouverts, {90)_(1(Wi)}iel
est un recouvrement de X, et {np;l (W) }Z ¢ est un recouvrement de Y par des ouverts. On peut donc extraire

des recouvrements finis {w}l(Wi)}ieJx et {oy' (W)} de X, respectivement Y, ot Jx, JJy C I sont des

i€Jy
sous-ensembles finis. Alors, si on pose J = Jx U Jy, {W;},.; est un sou-recouvrement fini de X ITY".

g.e.d.

Remarque II1.2.14. Si on prend une famille infinie d’espaces {X;},.; non vides, leur somme disjointe
[1;c; Xi ne peut pas vérifier la condition de compacité; en effet, si on appelle X = {(m,j) f T € XZ-}, 1 €1,
les X{ forment un recouvrement de ]_L-G 1 X; par des ouverts, dont on ne peut pas extraire un recouvrement
fini.

Par contre, on voit facilement que la proposition précédente reste valable si au lieu de deux espaces on
en prend une famille finie.

Le Théoreme de Tychonoff affirme que si on a une famille quelconque {X;},.; d’espaces non vides, alors
leur produit Hie ; X; est compact si et seulement si chaque X; est compact. Nous nous contentons de
considérer ici le cas d’un produit fini d’espaces, qui est beaucoup plus simple.

Proposition I11.2.15. Soient X et Y deux espaces non vides. Alors :
X XY est compact <= X et Y sont compacts

Preuve: On s’est déja occupé de la propriété d’étre séparé dans I111.1.3(3). D’autre part, X et Y sont l'image
des projections canoniques 7x : X XY — X, respectivement 7y : X XY — Y, et donc si X XY est compact,
X et Y le sont aussi, d’apres I11.2.6.

Supposons donc que X et Y soient compacts et montrons que X X Y vérifie la condition de compacité.
Soit {U;},c; un recouvrement de X x Y par des ouverts. Pour tout y € Y fixé, considérons 'application
continue px : X — X x Y, px(z) = (z,y) (cf. le paragraphe sur les tranches I11.1.2). Les ' (U;) forment
un recouvrement de X par des ouverts; on peut donc trouver un sous-ensemble fini J, C I tel que les
{(p;(l(Ui)}ieJy recouvrent X, ceci pour tout y € Y.

Rappelons que la projection canonique 7y : X x Y — Y est ouverte (IL.1.4(1)) et posons V, =
N e, 7y (U;). Puisque Y est compact, on peut extraire de la famille d’ouverts {Vy}yey un recouvrement
fini V,,,,...,V,,; posons J = J,, U---UJ,, . Alors les {U;},.; forment un recouvrement fini de X x Y.

g.e.d.

icJ

Une conséquence immédiate :

Corollaire II1.2.16. Soient X1,...,X, des espaces topologiques non vides. Alors

X7 X --- x X, est compact <= Xi,...,X, sont compacts
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I11.2.2 Attachement de deux espaces
Voici encore une maniére de construire des espaces a ’aide de la topologie quotient.

Définition IT1.2.17. Soient X,Y deux espaces topologiques, A C X et f : A — Y une application continue.
On définit 'attachement (ou recollement) de X et Y par f, noté X U; Y, par :

XU Y=X1TY/~ , ou z~ysiz€AyeYetflz)=y

Comme d’habitude, il est sous-entendu que x ~zsiz € X, y~ysiy €Y et v ~ a2’ si f(z) = f(2'). Les
classes d’équivalence sont les points isolés de X \ A, les points isolés de Y\ f(X) et le fibres de f.

On peut résumer en disant que X Uy Y est obtenu en identifiant, dans la somme disjointe de X et Y, les
points de A et leur image dans Y par f.

Pour pouvoir profiter de cette construction, la proposition suivante est utile; sa démonstration fait appel
a deux lemmes élémentaires, qui sont utiles en soi.

Proposition II1.2.18. Soient X etY compacts, A C X ferméet f: A —Y continue; alors l'espace X UyY
est compact.

Lemme II1.2.19. Soit X un espace compact, Fy,Fy C X deux firmés disjoints : F1 N Fy = (. Alors il
existe deux ouverts U, Us C X tels que Fy C Uy, Fo CUsy et U1 NU, = 0.

Preuve: D’apres I11.2.5, il existe deux ouverts Vi, Vo C X qui séparent Fiet F5. Il en Slgt quivl NFy, = 0.
Toujours d’apres 111.2.5, il existe des ouverts Wy, Wy C X qui séparent V1 et Fy; alors Vi NWy =0, et on

peut prendre Uy = Vi, Uy = Wh.
g.e.d.

Lemme III.2.20. Soit X un espace compact, A C X fermé, Fi, I> C A deux fermés, et soient Uy, ,Us C A
deux ouverts de A tels que Fy C Uy, Fy C Uy et Uy NU, = 0. Alors il existe deux ouverts Vi, Vo C X tels
que ViNnVo=0ectU; =ViNA, Uy =VoN A

Preuve: Puisque A est fermé dans X, les adhérences U; et gg sont contenues dans A. D’apres le lemme
précédent, il existe des ouverts Wi, Wy de X qui séparent U; et Us. On pose alors V; = W, \ (4 \ U;),
1 = 1,2; puisque U; est ouvert dans A, A\ U; est fermé dans A, donc aussi dans X, et alors W; est ouvert

dans X. D’autre part, ViNnVo CWiNWo =0 et V,NA=U;, i =1,2. J
g.e.d.

Preuve de I11.2.18

On sait que X IT'Y est compact par 111.2.13; il suffit donc de voir que le quotient X IT'Y est séparé.
Ecrivons les points de X IT'Y sous de la forme (z,1), z € X et (y,2), y € Y. Les classes d’équivalence de la
relation ~ qui définit I’attachement de X et Y par f sont :

(1) Les ensembles réduits a des points {(z,1)}, x € X \ A et {(y,2)}, y € Y\ f(A4)
(2) Les ensembles de la forme {(y,2)} U {(2,1) | f(z) =y}

On peut séparer des classes du type (1) par des ouverts de X \ A ou Y\ f(A) parce que X et Y sont séparés.
Pour séparer deux classes du type (2), supposons que y1,y2 € f(A), y1 # yo, et séparons y; et ys par des
ouverts Uy et Uy de Y tels que U; NUs = ), ce que permet le lemme 111.2.19. Alors f~1(Uy) N f~1(Us) =0
et d’apres le lemme I11.2.20 on peut trouver des ouverts V;, Vs de X tels que ViNVe =P et V,NA = f~1(U;);
les ensembles :

{(@,1) |zeVi}u{w2) |yel;} , i=12
sont saturés et séparent les deux classes
{2y {(@ )| fx) =w} , i=1,2

Les fibres f~1(y) étant des fermés, on peut utiliser la proposition I11.2.5 pour séparer des classes de type (1)

et (2) par des ouverts saturés.
g.e.d.
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Exemple III.2.21. La sphere S? = {(axy,z) €R3 | 22+’ + 22 = 1} peut étre obtenue en recollant
I’hémisphere nord et ’hémisphere sud le long de I’équateur. Plus précisément, soit D? = {(:c, y) € R? ‘ 22 +9? < 1}
le disque unité cenré en 0 € R?, dont le bord est le cercle unité S'; dans la définition précédente, on prend
X=Y=D? A=S'et f =14 : S' — S! I'application identique. Pour voir que D? Ui, D? s’identifie &

52, appelons Di et D% deux copies de D? et définissons :

oy DY =S, oi(z,y)=(ry,V1—a2—y?) et @ D> =5 oi(xy) = (z,y,—V1—-22—y?)

L’application ¢ : Di I D? — S? qui est o, sur Di et p_ sur D2, est compatible avec la relation
d’équivalence qu'on déduit de 141 selon la définition I11.2.17, parce que si (z,y) € S, oy (z,y) = ¢o_(z,y) =
(z,9,0). On en déduit un diagramme d’applications continues :

D2up? L s g

- 7
ﬁl o
K

D21 D2/~

et on peut vérifier que 1 est un homéomorphisme.

I1I.3 Compacts dans les espaces métriques

Dans tous ce § , (X, d) désignera un espace métrique; sur R™, on considérera la métrique provenant de la
norme euclidienne.
Dans le cas des espaces métriques, la notion de compact peut s’exprimer en termes de limites de suites.

Définition III.3.1. Soit {x,}, .y C X une suite dans 'espace X. On appelle valeur d’adhérence de cette
suite tout élément de I’ensemble

ﬂFN , ou Fy={z,,n>N}
N=1

1
Par exemple, si on prend la suite dans R définie par x, = (—1)" + —, les valeurs d’adhérence sont 1 et
n

—1; mais cette suite ne converge pas.

Définition ITI.3.2. Soit {z,},.y C X une suite dans l'espace X. Désignons par {ng}, . une suite
strictement croissante dans N : n; < ng < - < ng < ngg1 < .... Alors on dit que la suite {xnk}keN est

une suite extraite de la suite {z,}, -

1 1 1
Par exemple, les termes pairs de la suite ,, = (—1)" + — forment la suite z,,, = (—1)2* + % 1+ %
n

qui converge vers 1.

Proposition II1.3.3. Soit {x,}, .y C X une suite dans l’espace X. Alors a € X est une valeur d’adhérence
de cette suite si et seulement si il existe une suite extraite de {x,}, . qui converge vers a.

Preuve: Si a est une valeur d’adhérence, alors
a€Fy={z,,n>N} VN

Définissons x,, par récurrence sur k.

Puisque a € {z,,n > 1}, il existe n; > 1 tel que z,, € B(a,1).

Supposons d’avoir défini x,,...,z,, . Puisque a € {x,,n > ni + 1}, il existe np11 > ng + 1 tel que
Ty, € B(a, ).

Puisque z,,, € B(a, %), il est clair que z,, tend vers a.
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Réciproquement, supposons qu’une suite extraite {z,, } converge vers a € X. Posons :
Fi = {an, |k2K}
Alors Fpe C Fye et {a} = Mgy Fix CNysy Five
g.e.d.
Théoréeme II1.3.4. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :
(1) L’espace métrique (X, d) est compact.
(2) Toute suite dans X posséde au moins une valeur d’adhérence.
(8) De toute suite dans X on peut extraire une suite qui converge.
Pour la démonstration, on doit d’abord établir deux lemmes.

Lemme II1.3.5. Soit (X, d) un espace métrique tel que toute suite posséde au moins une valeur d’adhérence.
Alors pour tout recouvrement {U;},.; de X par des ouverts, il existe € > 0 tel que :
Ve e X Jieltel que B(x,e) CU;

Un nombre tel que ¢ dans I’énoncé précédent est appelé nombre de Lebesgue du recouvrement {U;}, ;.

Preuve de I11.3.5. Si un tel € n’existe pas, il existe une suite {x,}, .y telle que B(z,, %) ¢ U;, Yi e I. Soit

a € X une valeur d’adhérence de la suite x,; il existe un ouvert U;, qui contient a, et donc aussi € > 0 tel

que B(a,e) C Uy,. Soit {x,, } une suite extraite de {x,,} qui converge vers a; alors pour k assez grand, que

on peut prendre aussi tel que ny, > 1, 2, € B(a,2/2), et alors B(xy,, %k) C B(a,e) C U;,, contradiction.
g.e.d.

Lemme II1.3.6. Soit (X, d) un espace métrique tel que toute suite posséde au moins une valeur d’adhérence.

Alors, pour tout & > 0, il existe un ensemble fini {a1,...,an} C X tel que :
N
X = | Blan,2)
n=1
Preuve: Prenons a; € X quelconque; si X = B(aq,¢), le lemme est démontré. Sinon, il existe ag €

X \ B(ai,€); on recommence avec ai,az : si X = B(ai,e) U Blag,€), on a fini, sinon on prend as €
X\ (B(a1,€) U B(az,e€)), et ainsi de suite.

Si le procédé ne s’arréte pas, on peut construire une suite infinie aq, as,...,an,,... telle que pour m < n,
d(an,am) > e. Il est clair que 'on ne peut pas extraire une suite qui converge d’une telle suite; le procédé

doit donc s’arréter aprés un nombre fini de pas, ce qui démontre le lemme.
g.e.d.

Preuve de II1.3.4 Si X est compact et {z,}, .y C X une suite, les fermés Fy = {z,, n > N} sont non
vides et on peut appliquer la remarque I11.2.3 pour en conclure que () ycy Fv, qui est 'ensemble des valeurs
d’adhérence, est non vide. Ceci montre que (1) = (2), et il suit de la proposition II1.3.3 que (2) et (3) sont
équivalents.

Il reste a voir que (2) = (1). Soit {U;},; un recouvrement de X par des ouverts; soit € un nombre de
Lebesgue de ce recouvrement, fourni par le lemme I11.3.5, et soient a1,...,any € X les points fournis par le

lemme II1.3.6. Si U;, est un ouvert qui contient a;, , les ouverts Uy, , ..., U;, recouvrent X.
g.e.d.

Comme application, on peut caractériser les compacts de R™ en partant du théoreme de Cantor qui
affirme que si Iy D Is D --- D I D ... est une suite décroissante d’intervalles fermés et bornés de R, alors
N Ix # 0. La preuve du théoréme de Cantor est intimement liée & la construction des nombres réels : si
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I, = [ak, bg], on a que ap < by et by, > ay, donc il suit de propriétés fondamentales des nombres réels (voir
par exemple [3, th. I11.1.12]) que l'on peut poser

a=sup{ar} , b=inf{bx} ;
onauraa < bet (s, Ix = [a,b]. Dans le cas ot la longueur de Ij, tend vers 0, on aura a = bet (-, I = {a}.

Théoréme II1.3.7.
X C R" est compact <= X est fermé et borné

Preuve: Si X C R™ est compact, il est fermé d’apres I11.2.4(2). De plus X doit étre borné, sinon VN € N
Jan tel que ||zx| > N. On ne peut pas extraire une suite qui converge de la suite {zx}.

Réciproquement, on commence par montrer que tout intervalle fermé, borné [a,b] de R est compact, en
montrant que de toute suite on peut extraire une sous-suite qui converge. Soit donc {x,,} C [a,b] une suite;
on partage [a,b] en deux : [a,b] = [a, “F2] U [%$L,b] et I'un des deux nouveaux intervalles doit contenir une
infinité d’éléments de la suite. On l'appelle I; et on choisit un élément z,,, € I;; on recommence avec I;.

b—

On obtient ainsi une suite d’intervalles Iy de longueur %%, et une sous-suite {x,, } de {x;,}, avec xp,, € Ii.

On appelle ¢ = (> I : ce nombre existe d’apres le théoreme de Cantor (si on travaillait avec des nombres

rationnels, son existence ne serait pas assurée!), et la suite {z,, } a ¢ pour limite, car |z,,, — | < l’;—,ﬂ
Il suit de I11.2.15 que si I4,..., I, sont des intervalles fermés bornés, leur produit I; x --- x I,, € R™
est compact. Si X C R™ est borné, disons que X C B(0, R), il est contenu dans le produit d’intervalles
[-R,R] X --- x [-R, R], qui est compact. Si de plus X est fermé, il est compact, car fermé dans un compact
(proposition II1.2.4(1)).
g.e.d.

On trouve comme corollaire une généralisation d’un théoréme bien connu en analyse réelle (voir [3,
Theorem IV(2.3)]).

Corollaire IT1.3.8. Soit X un espace compact et f : X — R une application continue. Alors f est bornée
et elle atteint ses bornes :

Jda,b € X tels que f(a) =inf{||f(x)||,ze X} , f(b)=sup{||lf(z)|,zec X}

Preuve: D’apres I11.2.6, f(X) est compact, donc fermé et borné dans R™. Puisque f(X) est borné, les bornes
inférieure et supérieure suivantes sont bien définies :

m = nf{||f(z)[, v € X}
M = sup{[|f(z)], = € X}

Du fait que f(X) est fermé, m et M appartiennent & f(X), ce qui fait qu’il existe a,b € X tels que m = f(a),

M = f(b).
g.e.d.

I1I.4 Espaces localement compacts

Définition II1.4.1. On dit que I'espace topologique séparé X est localement compact si tout point z € X
possede un voisinage compact. En symboles :

Ve X3dV €V, , V compact.

Par exemple, ’espace R™ est localement compact, car pour tout a € R", la boule fermée {a e R" ’ |z —al < 1}
est compacte. Aussi, si X est compact, il est voisinage de chacun de ses points, donc X est localement com-
pact.

Dans la définition de localement compact, on exige l’existence d’un voisinage compact pour tout point;
mais cela implique en fait 'existence de beaucoup de voisinages compacts de chaque point :
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Proposition II1.4.2. Soit X un espace topologique localement compact. Alors, pour tout x € X et tout
voisinage V' de x, il existe un voisinage compact V' de x tel que V' C V.

Pour la preuve, on passe par deux lemmes.

Lemme I11.4.3. Soit X un espace compact, x € X etV €V, un voisinage de x. Alors il existe un voisinage
compact V! CV de x.

Preuve: Soit Vo C V un ouvert tel que Vo 3 z. Alors X \ Vo est un fermé, et x ¢ X \ Vo. D’apres I11.2.5,
il existe des ouverts disjoints Uy et U,, Uy D X \ Vo, U, 3 x. Posons V' = U,; c’est un voisinage fermé,
donc compact, de z et V' N (X \ Vo) =0, ce qui fait que V' C Vo C V.

g.e.d.

Remarque II1.4.4. Si X est compact et a € X, il suit du lemme précédent que X \ {a} est localement
compact. En effet, si x € X \ {a}, 'ensemble X \ {a} est un voisinage de = dans X, qui contient donc un
voisinage compact V' de x dans X. Comme X \ {a} est ouvert dans X, V est aussi un voisinage de x dans
X \ {a}, et il est compact.

La construction du compactifé d’Alexandroff du § prochain montre que tous les espaces localement
compacts apparaissent ainsi.

Lemme IT1.4.5. Soit X un espace topologique, x € X, V un voisinage de x dans X et W C V un voisinage
de x dans V. Alors W est un voisinage de x dans X .

Preuve: Soit Vo C V un ouvert de X tel que Vo > z, et soit G C V un ouvert de V tel que z € G C W. 1l
existe un ouvert F de X tel que ENV = G. Posons Wp = ENVp; c’est un ouvert de X, et x € Wpo C G C W,
ce qui montre que W est un voisinage de z dans X (voir figure IIL.1).

g.e.d.

E

Figure III.1: Les divers ensembles qui apparaissent dans le lemme I11.4.5

Preuve de II1.4.2. Soit V un voisinage de = et K un voisinage compact de X. Alors V N K est un voisinage
de x dans K; il suit du lemme II1.4.3 qu’il existe un voisinage compact V' C VN K de x dans K. Il suit du
lemme II1.4.5 que V' est un voisinage de x dans X.
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g.e.d.

Voici une proposition qui nous dit que dans un espace localement compact, dans une certaine mesure, la
topologie est déterminée par les sous-espaces compacts.

Proposition I11.4.6. Soit X un espace localement compact. Alors F C X est fermé si et seulement si pour
tout K C X compact, F N K est fermé.

Preuve: Si F est fermé, F'N K est fermé car c’est l'intersection de deux fermés de X. Réciproquement,
supposons que F'N K soit fermé pour tout compact K C X et soit © € X \ F. Soit V' un voisinage compact
de x; alors V N F est fermé et il existe un voisinage W de x dans V tel que W N (F N V) = (). Comme on I’a
vu dans I11.4.5, W est aussi un voisinage de x dans X, et W N F = (), ce qui montre que F est fermé dans

X.
g.e.d.

111.4.1 Applications propres

Définition I11.4.7. Soient X et Y des espaces localement compacts et f : X — Y une application. On dit
que f est propre si elle est continue et de plus :

VK CY compact , [ '(K)C X est compact

Proposition I11.4.8. Soient (X,dx) et (Y,dy) des espaces métriques localement compacts, f : X — Y une
application continue. f est propre si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

Pour toute suite {xn},oy C X qui n'admet pas de valeur d’adhérence dans X, la suite {f(vn)}
n’admet pas de valeur d’adhérence dans'Y .

neN

Preuve: Supposons que f soit propre; soit {z,}, .y C X une suite et supposons qu’on puisse extraire de
{f(zn)} une suite {f(xy, )} qui converge vers y € Y. Alors K = {f(zy,), k € N} U{y} est compact, donc
FUK) aussi; mais f~1(K) D {x,,, k € N}, ce qui implique qu’on peut aussi extraire une suite qui converge
de la suite {z,, }, donc finalement de la suite {z,,}.

Réciproquement, si la condition sur les valeurs d’adhérence est satisfaite, soit K C Y un compact et
{2} C fY(K) une suite; si elle ne possede pas de valeur d’adhérence, alors {f(z,)} C K non plus, d’apres

la condition, contredisant le fait que K est compact. p
g-e.d.

On dit qu’une suite {x,} _y dans R¥ tend vers infini si lim,, .o ||7, | = oo, soit explicitement :

neN

VR >03Ngtel quen > Ng = |z,|| > R
Voici une condition tres utile pour vérifier si une application est propre :

Corollaire I11.4.9. Soit f : R¥ — RP une application continue. Alors f est propre si et seulement si pour
toute suite {z,} C R* qui tend vers Uinfini, la suite {f(zn)}, ey C RP tend vers Uinfini.

Preuve: 11 suffit de remarquer que dans R* dire qu’une suite tend vers l'infini équivaut & dire qu’elle n’a pas
de valeur d’adhérence, ce qui équivaut encore a dire qu’on ne peut en extraire une suite qui converge.

En effet, si une suite tend vers I'infini, toute suite extraite aussi, et on ne peut donc pas en extraire une
suite qui converge.

Réciproquement, si une suite {x,}, .y C RF n’a pas de valeur d’adhérence, pour tout R > 0 I’ensemble
{n e N|||lzn|| < R} est fini, sinon, la boule fermée B(0, R) étant compacte, on pourrait extraire de {z;,},, oy
une suite convergente dans cette boule. On pose Ng = sup {n € N | |z,]l < R} +1, et alors [|z,|| > R si
n > Ng, c’est-d-dire que la suite {z,,} tend vers I'infini.

q.e.d.

Exemples I11.4.10.
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(1) Soit f : R — R, f(z d a;x', a; € R, une application polynomiale non constante; on peut

= 1=0
supposer que aq # 0, et d > 1. Alors elle est propre, car si on ’écrit sous la forme :

flz) =z (ad +

ag— a
d—1 + . + %)
x x

on voit que lim, . |f(2)]| = lim, |xdad’ = 00.

(2) Le méme type d’argument s’applique au cas d’un polynoéme complexe f : C — C, f(z) = Zle a; 2",
z,a; € C.

(3) L’application sin(z) : R — [—1, 1] n’est pas propre, car I'image inverse du compact {0} est 'ensemble
{k -7, k € Z}, qui n’est pas compact.

(4) L’exponentielle e* : R — R n’est pas propre : la suite z,, = —% tend vers 'infini, mais son image

{e*%} tend vers 0.

(5) La méme exponentielle, regardée comme application e* : R — R, ou R}y = {y eR | Yy > O}, est
propre, car c’est un homéomorphisme, I'inverse étant le logarithme naturel.

6) L’application f : R® — R, f(t1,...,tn) =t 4+ -+ 12 = ||t 2 est propre, car si {z,} C R™ est une
1 n
suite qui tend vers Dinfini, cela implique que f(xy) = ||lzx|” tend vers Dinfini.

(7) L’application (z,y) — 2% — y? n’est pas propre, car I'image inverse du compact {0} est la réunion des
deux droites x = y et © = —y, qui n’est pas compacte.

Et voici une bonne raison de s’interesser aux applications propres :
Théoréme I11.4.11. Soient X, Y des espaces localement compact et f : X — Y propre. Alors f est fermée.

Preuve: Soit F C X fermé et K C Y compact. Alors f~!(K) est compact, donc F N f~1(K) est aussi
compact. Mais alors f(F)N K = f(F N f~}(K)) est compact par I11.2.6, donc fermé dans Y. 1l suit alors

de I11.4.6 que f(F') est fermé dans Y.
g.e.d.

Corollaire I11.4.12. Si X et Y sont localement compacts et f : X — Y bijective, propre, alors f est un
homéomorphisme. m

111.4.2 Le compactifié d’Alexandroff
Il s’agit de généraliser et préciser la notion de point a l'infini que l'on ajoute parfois a R™.

Définition IT1.4.13. Soit X un espace localement compact. On appelle wx 'espace réduit a un point. Le
compactifié d’Alexandroff de X est ’ensemble :

X =XTwy

muni de la topologie suivante : on utilise I'identification naturelle de X & un sous-ensemble de X ; les ouverts

de X seront les ouverts de X et les complémentaires de compacts de X dans X.
Le point wx est appelé parfois point a l’infini.
Théoréme II1.4.14. Soient X etY des espaces localement compacts.
(1) L’espace X est compact.

(2) L’application continue f: X — Y est propre si et seulement si son extension f X Y, définie par
f(z) = f(z) six € X et flwx) =wy, est continue.
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(3) X est essentiellement untque, dans le sens que si on a une application ¢ : X — Z, avec Z compact,
qui est un homéomorphisme sur son image et telle que Z \ ¢(X) = {2z} = 1 point, alors l’application
©: X — Z, définie par p | X =, p(wx) = 20, est un homéomorphisme.

Preuve:

(1) Soit {U;},c; un recouvrement de X par des ouverts; parmi ceux-xi, 'un au moins, disons U,,, doit
contenir wy. Alors K = X \ Ui, est un compact de X; les U; N K, i € I, forment un recouvrement de
K, dont on peut extraire un recouvrement fini U;, N K,...U;, N K. Alors les U;,,U;,, ..., U;, forment un
recouvrement de X.

(2) Soit U C Y un ouvert. Si U C Y, f~1(U) = f~*(U); sinon, U = (Y \ K) U {wy}, et alors f~1(U) =
(X \ f7YK)) U{wx}. Il en résulte que f est continue si et seulement si f~(U) est ouvert dans X pour
tout ouvert U C Y et f~!(K) est compact dans X pour tout compact K de Y, c’est-a-dire si et seulement
si f est propre.

(3) II est clair que ¢ est une bijection. Pour voir qu’elle est continue, soit U C Z un ouvert. Si U C p(X),
@ 1 (U) = ¢~ 1(U) est ouvert dans X, donc aussi dans X, parce que ¢ est continue. Si U 3 2z, Z\ U = K
est compact et ne contient pas zg, donc = (U) = o~ H(Z\ K) = X \ ¢ ' (K), qui est un ouvert de X, car
@ H(K) est un compact de X parce que ¢ : X — Z \ {20} est un homéomorphisme. Donc @ est continue et

bijective, et alors d’apres I11.2.8 c¢’est un homéomorphisme. p
q.e.d.

Exemple II1.4.15. La projection stéréographique. Soit S? = {(:E,y,z) €R3 | 22yl 2 -1= O} la
sphere et N = (0,0,1) le pole nord. La projection stéréographique depuis le péle nord oy : S%\ {N} — R?
est définie par : oy (P) = intersection de la droite par N et P avec le plan horizontal défini par z = 0 (voir
figure I11.2). En coordonnées :
z Y
ON (LL', Y, Z) = ( )

1—2"1—2

Pour le voir, si on pose oy (z,y,2) = (u,v,0), on doit avoir :

(u,v,0) = (0,0,1) + A((z,9,2) — (0,0,1)) = 0 =14+ Xz — 1) = A

1—=2

z Yy
1—- Y Yy=1=%

Su=A-x=

on admet un inverse, que l’on calcule en exprimant z,y, z, liés par la relation 2 + 2 4+ 22 = 1, en fonction
de u,v; il s’écrit :

1 2u 2v 1—u?—0?

UN(“»“):<2 24017 w2+ 02 +1 u2+ 02 )
w P+ 1 ur4ve+ 1w +v2+1

Donc a;,l : R? — S? est un homéomorphisme sur son image. On est alors dans les conditions de I11.4.14(3),
ce qui présente la sphere S? comme le compactifié d’Alexandroff du plan, le pdle nord jouant le réle du point
a infini.

II1.5 Les espaces projectifs

La projection stéréographique permet de voir la sphere S™ comme compactifié d’Alexandroff de I'espace R,
en ajoutant & R™ un seul point & l'infini. L’espace projectif PR™ est aussi un espace compact, obtenu a
partir de R™ en ajoutant les directions a l’infini, ce qui sera précisé un peu plus loin; cette compactification
permet, dans le cas n = 2, de comprendre a ’aide d’un procédé algébrique les points a l'infini de courbes
planes décrites par des équations polynomiales (homogénéisation de leur équation).

On traite simultanément le cas réel et le cas complexe : K désigne soit R soit C, et si z € K, |z| désigne
la valeur absolue de = si K =R, le module de = si K = C.

Définition ITI.5.1. Soit V un espace vectoriel sur le corps K. On désigne par P(V') l'espace des droites par
l'origine de V, soit :

P(V)=(V\{0})/~ , ot z~y&3INecK\{0} telquey=X-z
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Figure II1.2: La projection stéréographique depuis le pole nord

Dans le cas ott V = K"*!, on munit P(V) de la topologie quotient de la topologie induite sur V' \ {0}. On
note

PR" = P(R™*!) |, PC™=P(C"*)

que l'on appelle espace projectif réel, respectivement complexe, de dimension n.
Siz = (zg,...,2,) € K"\ {0}, on note [z] ou [zg: 21 :---: x,] sa classe dans PK™.

Définition II1.5.2. Soit A C PK™ un sous-ensemble non vide; le cone sur A, noté C(A), est la réunion
dans K"*! des droites qui appartiennent & A, soit :

C(A) = {z e K"\ {0} | [z] € A} U {0}
Proposition II1.5.3. L’ensemble A C PK"™ est fermé si et seulement si son céone C(A) C KL est fermé.

Preuve: Par définition de la topologie quotient sur K"\ {0} /~, A est fermé si et seulement si C'(A)" =

{z € K\ {0} | [#] € A} est fermé. Comme A # (), le point 0 € K™™' est dans 'adhérence de C(A)" dans

K"+ et il en résulte que C(A)’ est fermé dans K"+ \ {0} si et seulement si C(A) est fermé dans K"+
g.e.d.

Posons
Uy = {[mo Doy, € PKT ’ xO#O}

et définissons
QOO:K”_)]P)KH ’ SOO(ml?"'axn):[1:1'1:"':1'774]

Proposition I11.5.4.
(1) wo est un homéomorphisme de K™ sur Uy
(2) Uy est ouvert dans PK™ et Uy = PK”
(3) PK™ \ Uy = P({0} x K") ~ PK"~!
Preuve: (1) L’application :

9:{(:60,331,...,3:”)6K"+1‘$0¢0}—>K” , Q(xo,...,xn):(ﬂ... x—")

o ’ ’ i)
est continue et compatible avec la relation (zo,z1,...,2n) ~ A(Z0, %1, ..., %), A € K\ {0}. Elle passe donc
au quotient en 'application 6 : Uy — K™, ([zg: -+ : x,] = (£,..., 22), dont on vérifie immédiatement que
o xo

c’est 'inverse de .
(2) et (3). Le cone sur PK™ \ Uy est I'espace {0} x K", qui est fermé dans K**1. Cela montre que Uy est
ouvert, et que PK" \ Uy = P({0} x K*) ~ PK"!. Si[z] =[0: 21 :---: 2, € PK"\ Uy, tout voisinage de
[z] contient un point de la forme [ : 2 : -+ : 2,,], € > 0 suffisamment petit; donc Uy = PK"

q.e.d.

On appelle les points de Uy les points & distance finie dans PK”, ceux de PK™ \ Uy les points & Uinfini.
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Proposition II1.5.5. L’espace PK" est compact.

Preuve: Soit S = {(xo,...,:vn) c Knt! | Z?:o 2?2 = 1}; c’est une sphere, de dimension n si K = R, de
dimension 2n + 1 si K = C, donc en tous les cas un espace compact. La restriction de la projection
canonique 7 : K"\ {0} — PK" & S est surjective, car toute droite par 1’origine rencontre S; pour voir que
PK"™ est compact il suffit alors de voir qu’il est séparé.

Solent [z] = [zg : -+ :@y] et [y] = [yo : -+ : yn] deux points de PK", avec [x] # [y]. Les z;, i =0,...,n,
ne sont pas tous nuls; on peut supposer sans perte de généralité que xg # 0.

Si de plus yo # 0, on peut séparer ¢, ' ([z]) et ¢, ' ([y]) par deux ouverts U, et U, de Uy, et alors po(U,)
et po(Uy) séparent [z] et [y] dans PK".

Si yo = 0, on considere les deux ouverts :

U, = {[z] € PK"

2ol ol }
2 2
S lal® T 22 Jxil

et

|Zo|2 \1100|2
U, =< [z] € PK" - < -
Y { Zizo \Zz|2 222':0 |xf|

et on vérifie que U, > [z], Uy 3 [y], U, N U, = 0.
g.e.d.

Soit f(2,y) =3 iy <d a; jx'y? un polynéme de degré d, a coefficients a; ; € K; il définit une courbe dans
K2 .
Ly ={(z.y) | flz,y) = 0}

Posons fq(x,y) = Zi-i-j:d a; jx'y’; c’est la partie homogene de degré d de f, que 'on suppose non identique-
ment nulle.

Définition III.5.6. L’homogénéisé de f est le polynéme en trois variables (¢, x,y) :
” d xr Y dei—i i i
f (t,fL'7y) =t f(¥7 z) = Z ai,jt ¢ jxly]
i+j=d

On voit que f* est une somme de monoémes en (¢, x,y), tous de méme degré d, c’est pourquoi on dit qu’il
est homogene. Si A € K, f*(\(t,z,y)) = A% - f*(¢,2,y), ce qui fait que 'ensemble suivant est bien défini :

P={lt:x:y | f*(t,z,y) = 0}

Proposition I11.5.7. Soit f(z,y) = Zi+j<d a; ;x'y’ un polynome de degré d, tel que sa partie homogéne
de degré d, fo(z,y) =32, 4 a; j2'y7, ne soit pas identiquement nulle. Alors :

1) L’ensemble ' est compact.
f
(2) F; N U() = @O(F.f)
(3) T3\ wo(L'y) est un ensemble fini de points.

Preuve: (1) Le cone sur I'} est I'ensemble :

os) = {(t,z,y) | f*(ta,y) =0} = (£)7'({0})

c’est donc un fermé.
(2) On remarque que f*(1,z,y) = f(z,y) et alors

LynUp={[L:2:y] [ [*(Lay) =0} ={[1:2:y]| f(2,y) =0} = ¢o(Ty))

(3)
Ti\@o(Tp) =T3\Uo = {[0: 2 : 9] | f(0,2,y) = fa(z,y) =0}
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Comme fy n’est pas identiquement nul, les polynémes & une variable f4(1,y) et f4(x,1) ne sont pas iden-
tiquement nuls, et ont donc un nombre fini de zéros. Donc :

T3\ @o(Ty) ={[0:z:y] | f(0,2,y) = fa(x,y) =0} = {[1: 9] | fa(l,y) =0} U {[z: 1] | f(z,1) =0}

qui est bien constitué d’un ensemble fini de points. p
g.e.d.

Exemples III1.5.8.
(1) Si f(z,y) =x-y—1, f(t,z,y) = x -y — t2. Les points & I'infini sont les zéros de f*(0,z,y) = x -y,
soit [0:1:0] et [0:0:1], c’est-a-dire les axes OX et OY.

(2) Soit f(z,y) =y —a*(z —y); alors f*(t,2,y) = t* -y —2*(x —y), et f*(0,2,y) = 2*(z —y). Les points
a Vinfini sont donc [0:0: 1] et [0:1:1]. Or le point [0 : 0 : 1] est isolé dans '}, car si t* = 2 - (z — y)
et t et z sont proche de 0, 2% - (z — y) est négatif si x # 0.



Chapitre IV

Espaces coninexes

La notion d’espace connexe est censée traduire I'idée d’un espace qui est un un seul morceau, ou d’un seul
tenant. Il y a plusieurs approches possibles, en termes d’ouverts et de fermés uniquement (§ 1), ou bien &
l’aide de la notion d’arc (§3).

IV.1 Espaces connexes

Définition IV.1.1. Soit X un espace topologique. On dit qu’il est connexe si et seulement si les seuls
sous-espaces a la fois ouverts et fermés sont X et (). En symboles : A C X, A ouvert et fermé <= A = {) ou
A=X

Proposition IV.1.2. Soit X un espace topologique. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) X est conneze
(2) X = AUB, A et B ouverts non vides = AN B # ()
(8) X =FUG, F et G fermés non vides = FNG # ()
(4) X=AUB, AetBowertset ANB=0=A=0ouB=0
(5) X=FUG, FetG fermés et FNG=0=F =0 ouG=10

Preuve: (1) = (2). SiANB =10, A= X \ B est aussi fermé, car le complémentaire de I'ouvert B. Comme
B est non vide, A ; X est ouvert et fermé, A # X et A # (), contredisant que X est connexe.
(1) = (3) se montre de fagon analogue, et (2) < (3) se voit en remplagant A et B par leur complémentaires.
(1) & (4) et (1) & (5) sont immédiats.
g.e.d.

Il sera facile d’avoir des exemples d’espaces non connexes; la prochaine proposition nous procure un
exemple de base d’espace connexe.

Proposition IV.1.3. Le sous-espace X de R est connexe si et seulement si c’est un intervalle.

Preuve: Si X C R est connexe, soient a,b € X, a # b, disons a < b. Soit a < z < b; si z ¢ X, posons
X,:{x€X|ac<z} , X+:{y€X|z<y}

Alors X_ et X, sont deux ouverts, contenant respectivement a et b, donc non vides, et X = X_ U X,
contredisant que X est connexe. Donc, si a,b € X, a < b, et a < z < b, alors z € X, ce qui fait que X est
un intervalle.

Réciproquement, soit I C R un intervalle. Supposons que I = AU B, A et B ouverts non vides, et
montrons qu’alors AN B # (). Quitte & échanger A et B, on peut supposer qu’il existe a € A et b € B tels
que a < b. Soit

,uzsup{xEA|x<b} ;

47
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alors 4 € A. Comme A est ouvert, si p € A, 3¢ > 0 tel que Ju — &, 4+ e[C A, donc p < p+e €A
contredisant la définition de pu. On doit donc avoir que p € B, qui est un ouvert; puisque u € A, on doit

avoir que AN B # (). En conclusion, I est connexe. p
g.e.d.

Exemples IV.1.4.

(1) [0,1]\ {%} n’est pas connexe d’apres [V.1.3, puisque ce n’est pas un intervalle; mais aussi, directement,
parce que [0,1] \ {3} est la réunion des deux ouverts disjoints [0, 1[ et ], 1], qui sont aussi fermés.

On peut en déduire que [0, 1] et le cercle S* ne sont pas homéomorphes; en effet, si on enléve n’importe

quel point P de S*, S'\ {P} est homéomorphe & un intervalle, donc connexe, alors que [0,1] \ {3}

n’est pas connexe.

(2) L’ensemble Q des rationnels, avec la topologie induite par R, n’est pas connexe, puisque ce n’est pas
un intervalle. Mais aussi parce que

Q:{xe(@|m2<2}u{x€@|x2>2}
qui sont les deux ouverts.

(3) Rappelons lespace de Sierpinski S = {0, 1}, avec topologie {0,{0,1},{0}}. Il est connexe : le seul
ouvert non vide et différent de S est {0}, et il n’est pas fermé.

(4) Tout espace muni de la topologie grossiere est connexe. En particulier, ’espace réduit & un seul point
est connexe

Proposition IV.1.5. Soit X un espace connexe et f : X — Y une application continue. Alors f(X) est
conneze.

Preuve: Si f(X) = AU B, A et B ouverts, non vides, f~!(A4) et f~*(B) sont ouverts non vides et X =
YA U fY(B), donc f~H AN fYB)#0. Or ANB D f(f~1H(A) N f~1(B)) # 0. En conclusion, f(X)
est connexe.

g.e.d.

Corollaire IV.1.6. Le quotient d’un espace connexe est conneze.
En effet, la projection canonique 7 : X — X/~ du quotient de X pour une relation ~ est surjective. =

Corollaire IV.1.7. Soit f : X — R une application continue, ou X est un espace connexe. Alors, si f
prend les valeurs y1 et ys, elle prend aussi toutes les valeurs intermédiaires. En symboles :

y1,92 € R, y1 < ya, tels que Fz1,z5 € X tels que f(z1) = 1, f(z2) =12
= Vy,y1 <y<ys, Jz e X tel que f(z) =y

Preuve: En effet, f(X) est connexe, donc c’est un intervalle. S’il contient y; et ys, il contient aussi tout y

tel que y1 <y < yo. p
g.e.d.

Proposition IV.1.8 (Réunion de connexes). Soit X un espace topologique et soient {A;} A; C X, des

sous-espaces connezes de X. Supposons que Vi,j € I, A;NA; # 0. Alors |J

il
ser Ai est conneze.

Preuve: Si F C Uiel A; est ouvert et fermé, et F' # (), il existe un indice iy € I tel que FNA;, # (. Comme
A;, est connexe et que F'N A;, est fermé, ouvert et non vide, on a forcémment que F' O A;,. Pour tout
jeI, AN A, #0,donc FNA; # 0, et alors on a aussi F' D A;. Donc finalement F = |J,.; 4;, ce qui

montre que cette réunion est connexe.

iel

g.e.d.
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Corollaire IV.1.9. Soit X un espace topologique et A; C X des sous-espaces connexes, i € I. SiMjerA; # 0,
alors | J;c; As est conneze.

C’est un cas particulier de la proposition précédente. m

Exemple IV.1.10. Soient
A ={(z,00eR* | 0< 2 <1} U{(0,y) eR*|0<y <1}

An—{(x,O)GRQ|0§w§1}U{(;,y)€R2|0§y§1}7”6N7"21

Chaque A,, est la réunion de I’image de deux intervalles dans R?, dont l'intersection est non vide; c’est donc
un connexe. D’autre part, N,>0A4, # 0. Donc P'espace (J,,~, A, est connexe. On lappelle le peigne des
topologues (voir figure IV.1).

..........

1 1
3 2

S|
>

(S
e

Figure IV.1: Le peigne des topologues

Proposition IV.1.11 (Adhérenceﬁde connexes). Soit X un espace topologique et A C X un sous-espace
connexe. Supposons que A C B C A; alors B est connexe. En particulier, A est conneze.

Preuve: Montrons d’abord que si z € A\ A, alors AU {z} est connexe ; si F C AU {z} est ouvert et fermé,
alors F'N A aussi :

e ou bien FNA= A, auquel cas x € I car = € A et F est fermé
e ou bien F N A = (); comme F est ouvert, si € F on contredirait que z € A. Donc F = .
Il suit du corollaire IV.1.9 que B = |J, ¢\ 4(A U {z}) est connexe.
g.e.d.
Exemples IV.1.12.

(1) La spirale de R? suivante est exprimée en coordonnées polaires, définies par : x = pcos(f), y = psin(6) :

A:{(p,ﬂ)’p:e_%,0>0}

Son adhérence dans R? est AU S* U {0}, qui est donc connexe (voir figure IV.2).

(2) L’intérieur d'un connexe n’est pas nécessairement connexe. Par exemple, soit A C R? la réunion de
deux disques fermés tangents :

A={(@y |-+ <1} J{@v) | (-1 +y* <1}

Alors int(A) = B((1,0),1) | B((—1,0),1) n’est pas connexe, par exemple parce que B(1,1) est ouvert
et fermé dans A.
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1

Figure IV.2: La spirale p=¢€e79, 6 >0

Composantes connexes

Définition I'V.1.13. Soit X un espace topologique et x € X. La composante connezxe de x est définie par :
C, = UA ou A C X est connexe etA> x

Proposition IV.1.14 (Propriétés des composantes connexes). Soit X un espace topologique et x € X.

(1) La composante conneze de x est fermée; c’est le plus grand sous-ensemble connexe de X qui contient
T.

(2) Les Cy,x € X forment une partition de X, associée a la relation d’équivalence :

x~y<=3JAC X connexe et A>x,y

Preuve: Remarquons que C, 3 z, car {z} est connexe. Il suit de IV.1.8 que C, est connexe. Si A C X
est connexe et A 3 x, alors A C C, donc C,, est effectivement le plus grand connexe contenant x. Il suit
de IV.1.11 que C, est fermée.

Si C; NCy # 0, alors Cy|JCy est connexe d’apres IV.1.8, donc C; = C,. Il suit de 1a que les C,
forment une partition de X, et leur définition méme montre que la relation d’équivalence associée est bien

celle énoncée.
g.e.d.

Exemples IV.1.15.

(1) Soit X =[0,1[U[2,3[C R. Ses composantes connexes sont les deux intervalles [0, 1] et [2,3[. Elles sont
fermées dans X, mais aussi ouvertes :

0,1[=]-1,1[nX , [1,2]=

(2) Soit X la réunion des demi-droites issue de l'origine dans le premier cadran, plus la partie positive de
laxe Oz (voir figure IV.3) :

x=(U {(m,im) ‘xEO})U{(m,O) |z >0}

n>1

Alors X est connexe par IV.1.8, car chaque demi-droite est homéomorphe & un ségemnt et elles se
coupent deux & deux en {(0,0)}.

Par contre, I'espace Y = X \ {0} n’est pas connexe : la composante connexe de chaque point est la
demi-droite qui le contient. Les demi-droites sont fermées, comme prévu par la proposition IV.1.14;
elles sont aussi ouvertes, a ’exception de la demi-droite horizontale, car tout ouvert du plan qui la
contient rencontre aussi des demi-droites voisines.
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(3) Si X est muni de la topologie discrete, ses composantes connexes sont réduites aux points. Elles sont
ouvertes et fermées, comme tout ensemble dans un espace discret.

(4) Les composantes connexes de Q C R sont aussi réduites aux points. En effet, d’aprés IV.1.3 les seuls
sous-ensembles connexes de R sont les intervalles, et les seuls intervalles contenus dans Q sont les
points.

Par contre, si € Q, {z} n’est pas ouvert dans Q, car tout intervalle ouvert de R contient une infinité
de nombres rationnels; ceci montre que la topologie de Q n’est pas la topologie discrete.

Figure IV.3: Demi-droites issues de l'origine de pente %, n>1

Produits de connexes

Théoréeme IV.1.16. Soient {X;},.; des espaces topologiques non vides. Alors

HX,» est connexe <= X; est connexe Vj € [
i€l

Preuve: Si[],;c; X; est connexe, il suit de la proposition IV.1.5 que X; est connexe pour tout j € I, car c’est
I'image de la projection canonique 7; : Hiel X; — Xj.

La réciproque se montre en trois étapes.
(1) Montrons que si X7 et Xo sont connexes, alors X; x Xa est aussi connexe. Pour cela, fixons (a1,as) €
X1 x X5 et soit (b1,b2) € X3 x Xo quelconque. On pose

T = {(ala@) | 2 € X2} , Tr= {(xl,bz) | HANS Xl} ;

il s’agit de tranches au sens de la proposition I1.1.6, qui affirme qu’elles sont homéomorphes a X5 et X,
respectivement, donc connexes. D’autre part, T3 N Ty = {(a1,b2)} # 0, et il suit de IV.1.8 que T3 U T3 est
connexe. Ceci montre que la composante connexe de (a1, az) est égale & X7 x Xo.

Il en suit aussi qu'un produit fini de connexes est connexe.
(2) Revenons & notre famille d’espace connexes {X;},.; et fixons (a;)icr € [[;c; Xi- Soit (b;)ier € [[;c; Xi
tel que ’ensemble J = {j el ’ a; # bj} soit fini. L’application

wIHXj_)HXi ; <P((%)iel>={ai stiel\J

ier Pyl x; sinon
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est un homéomorphisme sur son image, dont I'inverse est la restriction a I’image de ¢ du produit d’applications :
O=11= 11X —-11% - O0(@ier) = (2))jes
jeJ icl jeJ

limage de ¢ est donc connexe. Comme elle contient (a;);er et (b;)ier, on en déduit que la composante
connexe de (a;);c; contient 'ensemble :

A= {(bi)iel € HXi

iel

lensemble {j € I|b; # a;} est ﬁni}

(3) Montrons que

ZZI_‘[AXVZ ]

iel
il suivra alors de IV.1.11 que [],.; X; est connexe.
Soit & = (4)ier € [[;c; Xi et soit R(Us,, ..., Us,) un rectangle contenant x. Alors
N x; site{i1,..., %
RWU;,,...,Uj,)NA>32" |, ol x;{ L { }
a; sinon

ce qui montre bien que x € A.
g.e.d.

Le théoréme fondamentale de 1’algebre. Ce théoreme affirme que tout polynéme complexe non con-
stant possede une racine. Nous en proposons ici une preuve basée sur des propriétés topologiques des
polyndmes et de ’espace C des nombres complexes.

Pour étre complet, nous reprenons un résultat de théorie des fonctions holomorphes, qui équivaut au
principe du maximum (cf.[2, Théoréme 9.4]).

Lemme IV.1.17. Soit Q C C un ouvert et f : Q2 — C une application holomorphe non constante. Alors f
est ouverte.

Preuve: Soit wyg = f(20); on doit montrer que l'image de f contient un ouvert qui contient wg. Pour z dans
un voisinage de zg on peut écrire

f(z) =wo+ (2 —20)"9(2) , g(z0) #0

Puisque g(zo) # 0, on peut faire un choix de Pargument des nombres complexes proches de g(z), et donc la

fonction L 1
(9(2))" =en 08(9(2))

1
est holomorphe pour z proche de zp. L’application 2’(z) = (z — z0) - (9(2))™ est un homéomorphisme d'un
voisinage de 0 sur un voisinage de zg, et f(z') = (/)" + wp, dont 'image d’un petit disque D’ centré en 2’
contient un disque D centré en wy. Donc f(z'~1(D’)) contient D.

g.e.d.

Théoréme IV.1.18. Soit p(z) = ag +ay -z + -+ + aq - 2% un polynéme non constant, a;,z € C. Alors
Uapplication p : C — C qui lui est associée est surjective; en particulier, il existe o € C tel que p(a) = 0.

Preuve: On a déja remarqué (voir 111.4.10(2)) que Papplication p : C — C est propre, donc d’apres 111.4.11
elle est fermée, et d’apres IV.1.17 elle est aussi ouverte. Donc I'image de p est a la fois ouverte et fermée,
et non vide. Puisque en tant qu’espace topologique C est homéomorphe & R2, il est connexe, car produit de

deux copies de R, qui est connexe d’apres IV.1.3. Il en suit que 'image de p doit étre C tout entciier.
g.e.d.
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IV.2 Espaces connexes par arcs

On abord la notion de connexe d’une autre maniére, basée sur 'idée que dans un ensemble connexe on peut
connecter deux points par un chemin continu.

Définition IV.2.1. Soit X un espace topologique. On dit qu’il est connezxe par arcs si Va,b € X il existe
une application continue ¢ : [0,1] — X telle que ¢(0) = a, ¢(1) = b. On dit que ¢ est un chemin ou un arc
qui joint a a b.

Exemple 1V.2.2.

(1) Toute boule B(a,r) de R™, pour 'une quelconque des normes usuelles sur R™ est connexe par arcs : si
x,y € B(a,r), c(t) =t -y+ (1 —t) - x vérifie que ¢(0) =z, ¢(1) =y, et

[e() —all = ity + (1 —=t)x —al| = [t(y — a) + (1 = t)(z — a)|
<tly—all+Q—t)|z—al| < (t+1—t)r=r |,

ce qui montre que ¢(t) reste bien dans B(a,r).

(2) On dit que C' C R™ est conveze si lorsque x,y € C, le segment qui joint z et y, & savoir
{t-y+(1—1)-y,0<t <1}, est contenu dans C. Il est clair qu'un convexe est connexe par arcs.

Proposition IV.2.3. Si X est connexe par arcs, il est conneze.

Preuve: En effet, soit a € X fixé et pour b € X appelons cqp : [0,1] — X le chemin qui joint a & b. Posons
Top = cap([0,1]; c’est 'image d'un connexe, donc connexe, par les propositions IV.1.3 et IV.1.5. Alors
X = Upex Cap est connexe d’apres IV.1.8.

g.e.d.

Exemple 1V.2.4. La réciproque de cette proposition est fausse, comme le montre ’exemple de ’adhérence
de la spirale IV.1.12(1) : il n’est pas possible de joindre par un chemin continu un point de la spirale avec
un point du cercle S'. Cela se comprend intuitivement, car en s’approchant du cercle, on tourne de plus en
plus vite, on ne peut donc pas s’approcher continiiment d’un point de S*.

Proposition IV.2.5. Soit X un espace topologique. La relation :
xRy < 3Jc:[0,1] — X continu tel que ¢(0) =z, ¢(1) =y
est une relation d’équivalence.

Preuve: Reflexivité : si x € X, le chemin constant ¢(t) = z, t € [0,1] joint évidemment z & lui-méme, donc
rRx.

Symétrie : si 2Ry, cela signifie qu’il existe un chemin ¢ : [0,1] — X tel que ¢(0) = z, ¢(1) = y. Il s’agit
de montrer que yRz, c’est-a-dire qu’il existe un chemin ¢’ : [0,1] — X tel que ¢/(0) =y, /(1) = z; pour cela
il suffit de parcourir ¢ dans le sens inverse, c’est-a-dire de poser :

d(t) =c(l—1t)

On appelle ¢’ le chemin inverse de c

Transitivité : on doit montrer que si x,y,z € X, xRy et yRz = xRz. Soient donc ¢; : [0,1] — X tel
que ¢1(0) =z, c1(1) =y, et ca : [0,1] — X, ¢2(0) = y, c2(1) = z. On powra joindre x & z par le chemin
composé de ¢y et cg, c’est-a-dire :

es(t) = {C2(2t —1) si

Notons que la définition de c3 en ¢ = £ est cohérente : c3(3) = c1(1) = c2(0) = y. Aussi, si F C X est fermé,
;' (F) =T (F)Udy (F), ot 1 (t) = e1(2t) : [0, 3] — X et ¢/5(t) = c2(2t—1) : [3,1] — X sont continues;
il en suit que c5 L(F) est fermé et donc c3 est continue.

g.e.d.
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Exemple IV.2.6. A ’aide de la proposition précédente, on voit facilement que le peigne des topologues IV.1.10
X est connexe par arcs : si (a1,y1), (a2,y2) sont dans X, a; € {0} UN et 0 < y1,y2 < 1, on peut joindre
(a1,91) & (a1,0) par le chemin ¢ — (aq, (1 — t)y1), puis on joint (a1,0) & (ag,0) par t — ((1 —t)ay + tas,0),
puis (a2,0) & (ag,y2) par t — (ag, (1 — t)ys). Par transitivité de la relation R, on peut joindre (a1,y;) &
(az2,y2) par un chemin, que 'on pourrait expliciter & partir de la preuve de IV.2.5 en composant les chemins.

Définition IV.2.7. Soit X un espace topologique et = € X. La composante connexe par arcs de = est
I’ensemble :
C, = {y e X | Jun chemin joignant x a y}

Proposition IV.2.8. Soit X un espace topologique et © € X
(1) La composante connexe de x est le plus grand sous-ensemble connexe par arcs contenat x.
(2) Les composantes connexes par arc forment une partition de l’espace X .

Preuve: (1) est évident et (2) suit de IV.2.5.
g.e.d.

Il faut remarquer que les composantes connexes par arcs ne sont pas fermées en général. Par exemple,
si on reprend la spirale de l'exemple IV.1.12(1) , les composantes connexes par arc de 'adhérence A de la
spirale sont A U {0}, qui n’est pas fermée, et S*.

IV.3 Espaces localement connexes
Définition I'V.3.1. Soit X un espace topologique. On dit que X est localement conneze si :
Vr e X, VV voisinage de x, AU C V, Uvoisinage de x et U connexe
On dit que X est localement conneze par arcs si :
Vo e X, VV voisinage de z, AU C V, Uvoisinage de x et U connexe par arcs

Par exemple, R™ est localement connexe par arcs, car si z € R”, tout voisinage V' de = contient une boule.
Aussi, il suit de la définition que tout ouvert d’un espace localement connexe (respectivement localement
connexe par arcs), est aussi localement connexe (respectivement localement connexe par arcs).

Remarques IV.3.2.

(1) Remarquons que dans un espace localement connexe, les composantes connexes sont ouvertes : si C est
une telle composante et x € C, il existe un voisinage U de x connexe; alors U C C, puisque C' contient
tous les connexes contenant z, ce qui montre que C' est ouverte. On sait déja (proposition TV.1.14(1))
que les composantes connexes sont fermées.

(2) Par un raisonnemnt analogue, si X est localement connexe par arcs, alors les composantes connexes
par arcs sont ouvertes. Comme ces composantes forment une partition, I'une d’entre elles est le
complémentaire de la réunion des autres, qui est un ouvert car réunion d’ouverts. Il en suit que dans
un espace localement connexe par arcs les composantes connexes par arcs sont ouvertes et fermées.

(3) Un espace peut étre connexe sans étre localement connexe : c¢’est le cas du peigne X des topologues.
Il est connexes, méme par arcs. Mais si 'on prend un point de la forme (y,0) € X, 0 < y < 1, toute
boule de la forme B((y, 0), ) contient une infinité de segments disjoints de la forme { (1, 2), |z — y| < &}
(voir figure IV.4). Cela montre aussi que la réciproque de l'affirmation (1) ci-dessus est fausse : X
est connexe, donc constitue une composante connexe ouverte, sans pour autant que X soit localemnt

connexe.

Proposition IV.3.3. Si l’espace topologique X est connexe et localement connexe par arcs, alors il est
connexe par arcs.
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Figure IV.4: Le peigne des topologues n’est pas localement connexe, bien que connexe

Preuve: En effet, on a remarqué ci-dessus que dans un espace localement connexe par arcs, les composantes
connexes par arcs sont ouvertes et fermées. Puisque X est connexe, la composante connexe par arcs d’un

x € X doit étre X tout entier.
g.e.d.
Par exemple, R™ étant localement connexe, si A C R™ est un ouvert, il sera connexe par arcs si et

seulement si il est connexe.
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Chapitre V

Degré des applications du cercle dans
lui-méme

Sommaire. Soit f : S' — S une application continue du cercle dans lui-méme. On peut lui associer un
nombre entier, qui représente le nombre algébrique de tours que fait f(z) lorsque z parcourt le cercle source.
Cela permet par exemple de démontrer le théoreme du point fixe de Brower V.1.19. A T'aide du degré, on
peut aussi définir 'indice des zéros d’un champ de vecteurs sur un ouvert du plan. Cet indice est liés a des
propriétés globales de la géométrie des surfaces : sur la sphere, tout champ de vecteurs doit s’annuler V.2.6,
alors qu’il existe des champs de vecteurs qui ne s’annullent jamais sur le tore.

V.1 Définition et propriétés du degré
Il sera commode de représenter le cercle comme ’ensemble des nombres complexes de module 1 :
St={zeC]|lz|=1}
On peut paramétrer le cercle a ’aide de ’application ’exponentielle; on note :
p:R—SY | pt) ="

ou i = v/—1. Rappelons que
pit)=pt)e=t—t' =k, kel

Aussi, p est une application ouverte. Cela suit par exemple du fait que si Ja,b[C R et b — a < 2, p(]a, b))
est la portion du cercle comprise dans le secteur ouvert délimité par les demi-droites par ’origine faisant un
angle de 2ma, respectivement 27b avec 'axe OX (voir figure V.1).

Proposition V.1.1. Soit ¢ : [0,1] — S une application continue. Soit zog = ¢(0) et soit ty € R tel que
2o = €20 Alors il existe une unique application continue @ : [0,1] — R qui vérifie :

(1) §(0) =to
(2) o(t) =2 0 <t <1,

En d’autres termes, on a un diagramme commutatif :
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Y

Vi p(t)

Figure V.1: Image par p de Uintervalle ]a, b[ et un ouvert de la forme Uy

On dit que § est un relévement de .
Preuve: Les demi-cercles ouverts de la forme U; = p(]t — i,t + i[) forment un recouvrement de S* par
des ouverts, dans lesquels deux points ne sont jamais antipodaux (z,2’ € Uy = 2z # —2'). Les o~ 1(U)
forment donc un recouvrement de [0, 1] par des ouverts; soit € un nombre de Lebesgue pour ce recouvrement
(voir I11.3.5) et soit n € N tel que % < 5. Posons s; = %, j =0,...,n; alors, si s, € [s,5;+1],
|s —s'| <5 < e, ce qui entraine que ¢(s) et p(s") ne sont pas antipodaux.

Posons V; = p(Jt — §,t + 3[), qui est I'ensemble des points du cercle qui ne sont pas antipodaux a p(t);
on va définir  sur [0, s;], j = 1,...,n, par induction sur j, en utilisant le fait que si ¢ € R, la restriction de
p a lintervalle ¢t — %, t+ %[ est un homéomorphisme sur V;.

e Si j =0, la définition est imposée par le fait que l'on exige que »(0) = tg.
e Sij =1, ¢([0,51]) est contenu dans 'ouvert V;,; définissons py :Jto — %,to + 3[— Vi, comme étant la
restriction de p, qui est un homéomorphisme sur V;,. L’unique fagon d’étendre @ & [0, sg] est de poser :

2(s) =py " ((s)), s €0, s0]

e Supposons d’avoir défini @(s) pour s € [0,s;] et montrons comment I’étendre & [0, s;41]. Posons
t; = P(s;); alors o([sj,5;41]) C V;,. Posons p; = p |]t.7l AL qui est un homéomorphisme sur V;;.
J 277 2
L’unique fagon d’étendre @ a [s;, sj4+1] est de poser :

-1

(s) =p; ' (p(s)), s € [s5,8511]

)

On a vu que la définition de @ par induction est unique. On peut encore vérifier I'unicité du relevement de
fagon indépendante comme suit. Supposons d’avoir deux relevement @ et ¥ de ¢ vérifiant ©(0) = 1(0) = ¢o.

Posons R
A={s€00,1]]3(s) = 0(s) |
Alors
(1) A>0, donc A est non vide.

(2) A est 'image inverse de {0} C R par I'application continue $(s) — 1])\(5) :[0,1] — R, donc il est fermé.
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p(t) _ eQiTrt

=] )
. |
)
~
N\
Vv

Figure V.2: L’application f : [0,1] — S se releéve en f: 0,1] - R

(3) Sip(s) = i(s) = t, posons p; = p ’]t,l e Il suit de la continuité de 15 et @ en s qu’il existe r > 0
2 2
tel que si [s — 8’| <7, ¥(s'), B(s') €]t — 2, t+ 3], et donc on doit avoir que ¥(s') = B(s') = p; ' (p(s')).
Autrement dit, les deux relevement doivent coincider sur lintervalle |s — r, s + r[N[0, 1]. Ceci montre
que A est ouvert.

En conclusion, A est ouvert, fermé, non vide dans [0, 1], qui est connexe, donc doit coincider avec [0, 1], ce

qui veut dire que ¥ = @.
g.e.d.

Proposition V.1.2. Soit ¢ : [0,1] — St continue et P, e [0,1] = R deux relévements :

R

aﬁ7l
i’ p

[0,1] _% gl

Alors il existe un entier k € Z tel que

~

o(s)=vU(s)+k , Vse[0,1]
Preuve: Puisque e7%(0) = e2imh(0) = ©(0), on doit avoir que $(0) = 1(0) + k. Posons :
O(s)=v(s)+k
Alors 8(0) = ¢(0) + k = 3(0), et

p(g(s)) — Q2im(w(s)+k) _ 2im(P(s) — o(s)

Donc 8 est aussi un relévement de p, et il coincide avec p en s = 0. D’apres V.1.1, ¢ = 5, ce qui veut dire

~

que p(s) =¢(s) + k, s € [0,1].
g.e.d.

Nous allons définir le degré d’une application continue du cercle dans lui-méme. Pour cela, nous nous
servirons de la paramétrisation du cercle a : [0,1] — S, a(t) = €™ qui n’est autre que la restriction de
p: R — S aTlintervalle [0, 1].
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Définition V.1.3 (Degré). Soit f : S — S! une application continue. Posons ¢ = foa : [0,1] — St
c’est-a-dire p(t) = f(e*™). Soit f : [0,1] — R un relevement quelconque de f, de sorte que l'on a un
diagramme commutatif :

0.1/ R

|,
Sl 4f>51

On définit le degré de f par :

o~ o~

d°(f) = f(1) = £(0)

Proposition V.1.4. Le degré de f : S* — S est un entier, qui ne dépend pas du relévement f de foa que
l’on choisit.

Preuve: On reprend les notations de la définition V.1.3. Puisque f(«(0)) = f(a(l)), e2inf(0) = 2imf(1) o
donc f(1) — f(0) € Z. Si® :[0,1] — R est un autre relévement de ¢ = f o a, d’apres V.1.2 ¥(t) = 3(¢) + k,
ou k € Z, et donc (1) —¥(0) = f(1) — f(0).

g.e.d.

Remarque V.1.5. On peut prolonger fém R tout entier en posant :

o~ o~ o~

fls+ k) =0(s) +k(f(1) = f(0)) , ol 0<s<1

(voir figure V.3). On a un diagramme commutatif :

pl pl
f
st ——= 5!

o~ o~ o~ -~

et f(s+1)— f(s) = f(1) = f(0) = d°(f). En particulier, si dans la definition V.1.3 on remplace a par
B(t) = e (t+to) on obtient pour le degré f(to + 1) — f(to), qui a la méme valeur que f(1) — f(0) = d°(f).

Exemples V.1.6.

(1) Soit f: 81 — S, f(2) = 22. Alors (t) = f(a(t)) = e et on peut prendre le relevement f(t) = 2-¢,

ce qui fait que d°(f) = f(l) — f(0) =2 — 0 = 2(voir figure V.4).
(2) De maniere analogue, on peut voir que si f(z) = z", n € Z, d°(f) = n : on peut relever f o« par
f(t) =n-t. En particulier, f(z) =% = 1 est de degré —1.

Proposition V.1.7. Soient f : S' — St et g : S' — St deux applications continues. Alors le degré de la
composition de [ avec g est le produit des degrés de f et g :

d*(go f) = a°(f) - d°(g)

Preuve: Le diagramme suivant commute :

R—>R—'>R

L

51*>51*Q>51
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; — <

Figure V.3: Extension de f

-~

ce qui montre que g o fest un relevement de g o f o p. Soit k = d°(f), de sorte que f(l) = f(0) + k; posons

~

(0) = s. Alors :

d°(go f) = g(f(1)) —G(f(0)) =G(s + k) —g(s) =
Gs+k)—gls+hk—1)+g(s+k—1)—Gls+k—2)+ - +g(s+1) —G(s) = k- d°(g) = d°(f) - d°(9)
N———

=d°(g) =d°(g) =d°(g)

g.e.d.

Définition V.1.8 (Homotopie). Soient X et Y des espaces topologiques et f: X — Y, g: X — Y des
applications continues. Une homotopie de f wvers g est une application continue h : X x [0,1] — Y qui
vérifie :

h(z,0) = f(z) , h(z,1)=gx) VzeX

On peut voir une homotopie de f vers g comme une déformation continue de f vers g.
Exemples V.1.9.

(1) Soit X un espace topologique et f,g: X — R™. On peut toujours définir une homotopie de f vers g
en posant :

h(z,t) = (1—1)- fz) +1t-g(z)
(2) Soit f: S8t — St f(2) = 2 - %70, Posons
h(Z,t) = 5. 62i7rt0(1—t)

On vérifie que h(z,0) = f(2), h(z,1) = z. Donc h est une homotopie de f vers l'application identité
de S*.

Pour avoir des exemples d’applications qui ne sont pas homotopes, il faudra attendre d’avoir établi le
théoreme V.1.11. Montrons d’abord que I’homotopie est une relation d’équivalence. Plus précisément, si
f,9: X — Y, notons f ~ g s’il existe une homotopie de f vers g.

Proposition V.1.10.
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=)

=T )
—@
N/

a(s) _ €2i7rs

p(t) — 62i7rt

Figure V.4: L’application f : St — S!, f(z) = 22, est de degré 2

(1) f~f
(2) Si f ~g, alorsg~ f
(3) Si f ~g et quegn~2¥, alors f ~{
Preuve:
(1) L’application h(x,t) = f(x) est une homotopie de f vers f.
(2) Si h(x,t) est une homotopie de f vers g, cela signifie que h(z,0) = f(x), h(z,1) = g(x), Vo € X. On

pose h'(z,t) = h(z,1 —t), et alors h'(z,0) = g(x), W' (z,1) = f(z) Vz € X.
(2) Soient hy une homotopie de f vers g et hy une homotopie de g vers ¢. Définissons hz : X x [0,1] = Y

par :
h 2t io<t<i

Moty = 112 SO

ho(x,2t —1) siz<t<1

Notons que si t = 3, hy(z, 2t ) = g(x) = ha(z,2t — 1), donc la définition ci-dessus est cohérente. Il suit de
-1 -0

Pexercice 2.a), série 3, que hg est continue. Enfin, on a que hs(z,0) = hq(z,0) = f(z), hs(z,1) = ho(z,1) =
0(x).
g.e.d.

Voici un théoreme qui justifie 'interét pour la notion d’homotopie.

Théoréme V.1.11. Deuz applications f,g : S' — S' sont homotopes si et seulement si elles ont le méme
degré.

La démonstration va utiliser deux lemmes.

Lemme V.1.12. Soit Y un espace topologique. Les applications f,g : S' — Y sont homotopes si et
seulement si il existe une homotopie h : [0,1] x [0,1] — Y qui vérifie :

h(sv O) = f(e%ﬂs) ’ h(sv 1) = 9(622’71'3) ) h(O,t) = h(lat) , Vsite [Oﬂ 1]

Preuve: Si H : S x [0,1] — S est une homotopie de f vers g, h : [0,1] x [0,1] — S définie par h(s,t) =
H(e%™ t) sera une homotopie comme souhaité.
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Réciproquement, si on a une homotopie telle que h, considérons le diagramme commutatif :

0,1] x [0,1] 2= x

7
-

St [0,1]

ot 7(s,t) = (€2 t). L’application 7 vérifie les hypotheéses du corollaire I11.2.10 et les hypotheses sur h font
que si 7(s,t) = w(s',t), alors h(s’,t) = h(s,t). On peut donc appliquer le corollaire II1.2.11 pour en déduire
que si I'on définit H en posant H(e%7% t) = h(s,t), cette définition est cohérente et H est continue.

g.e.d.

Lemme V.1.13. Soit h: [0,1] x [0,1] — St une homotopz'e f(s) = h(s,0) et f:]0,1] — R un relévement
de f : f(s) = e*™ ) Alors il existe un unique relévement h: [0,1] x [0,1] = R de h qui prolonge f, ce qui
veut dire que h(s,0) = f(s) et h(s,t) = e2imh(st),

Preuve: Représentons sur un diagramme les diverses applications :

Z
lp(t)_(j%wt

[0,1] x {0} ——[0,1] x [O;i] — g

La preuve est analogue & celle de la proposition V.1.1. Les demi-cercles ouverts U; = p(Jt — it + i[)
forment un recouvrement de S' par des ouverts, dans lesquels deux points ne sont jamais antipodaux. Les
h=1(U;) forment un recouvrement du carré [0,1] x [0,1]. Soit € un nombre de Lebesgue (voir I11.3.5) pour
ce recouvrement et prenons un entier positif n tel que % < 5; considérons les n? petits carrés C, , =
(4, utd] (2 vt de coté L, u,0 =0,...,n—1. Si (s,t),(s',t') € Cy, alors h(s,t) et h(s',’) sont dans un

n’ n n’

méme ouvert Uy, , pour un certain tg, et donc ne peuvent pas étre antipodaux. On pose V;, = p(Jto— %, t0+% D,
et alors si h(s,t) = p(tg, on (s',t') € Vi,.

Pour commencer, en appliquant V.1.1, on releve h(s,0) en posant }\L(S, 0) = f(s), ce qui nous est imposé
par I’énoncé. On va définir B(S, t) en I’étendant successivement aux petits carrés Co o, Ci,0,...,Cr_1,0, qui
forment la rangée horizontale du bas, puis a la rangée au-dessus, formée des petits carrés Cy 1, C11,...,C1n—1,

et ainsi de suite (voir figure V.5). Supposons d’avoir défini h(s typour 0<s<let0<t< 2 v<mn,et
montrons comment I’étendre & I'ensemble 0 < s < 1,0 <t < “EL

e Supposons que h(O7 2) = to,y; alors I'image de Co, par h est contenue dans I'ouvert V;, . On pose
Pow = phto v~ 1 .to,,+1[ €t on peut étendre h a Cp,, en posant

h(s.t) = pys(h(s,t) , (5,t) € Cou

v+1

e On suppose maintenant que lAz(s, t) a été défini en plus pour 0 <s < %, u<n,et 0 <t < ; on va

Iétendre & Cy, . Si /i\z(%, %) = tuw, MCuw) C Vi,,; ON pOSE Pyy = I]tu oLt .4 €t on etend h en
posant

7:tu,

h(s,t) = pyL(h(s,t) , (5,8) € Cuy

Preuve de V.1.11. Soit H : S* x [0,1] — S! une homotopie de f vers g. Définissons h : [0,1] x [0,1] — St
en posant h(s,t) = H(e*7 t). Soit f : [0,1] — R un relevement de f(e?77() et soit h : [0,1] x [0,1] — R le
relevement de h donné par le lemme V.1.13. Alors :

o~

d°(f) = h(1,0) = 2(0,0) , d°(g) = h(1,1) —A(0,1)

et o = ﬁ( 1,t) — (O t) est un entier, qui varie continiiment avec t € [0, 1], donc constant. En particulier

d°(f) = d°(g)-
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A

Sl

>

(0,0)

v
n
Figure V.5: Construction de E(s, t) dans la preuve de V.1.13

2i7rs)

Réciproquement, supposons que d°(f) = d°(g) et soient f et g des relevements de f (e Zims)

respectivement, ce qui veut dire que 'on a un diagramme commutatif :

et g(e

0,177 - R
|l
Sl %Sl

o~

Considérons 'homotopie h(s,t) = (1 —t) - f(s) +t-§(s) de f vers §. Or :

~

h(1,t) = h(0,8) = (1 —t) - f(1) +¢-G(1) — (L —t)- F(0) —t-G(0) =
(1 —t) - (F(1) = F(0) +t- (G(1).G(0) = (1 —t)-d°(f) +t-d°(9) =k , ouk=d°(f) =d°(g)

2imh(s,t)

Si on pose h(s,t) =e , alors

h(1,t) = p2iTh(L,t) _ 62mﬁ(o,t)+k _ e2mﬁ(0,t) = h(0,1)

et h(870) _ 621'71'/};(8,0) _ e2i7rf(s _ f( 21#5)7 (S, 1) _ 621'71'@(5,1) _ e2i7r§(s) _ g(e2iﬂ's); il résulte du
lemme V.1.12 que I'on déduit de h une homotopie H : S* x [0,1] — St de f vers g.
g.e.d.

La prochaine proposition sera utile pour les applications.

Proposition V.1.14. Soit f : S — Y une application continue et soit D? = {z eC | |z| < 1} le disque de
bord S'. Il existe une extension de f a D? si et seulement si f est homotope a une constante.

Preuve: L’application p : St x [0,1] — D?, p(x,t) = - t, satisfait les hypotheéses du corollaire 111.2.10, par
conséquent, toute application continue de S* x [0, 1] dans Y qui est compatible avec p se factorise par p.
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Supposons donc que h : S x [0, 1] — Y soit une homotopie d'une application constante ¢ € Y vers f. On
peut étendre alors f en l'application f : D* — Y en demandant que f(p(z,t)) = h(z,t), et cette définition
est cohérente et f est continue :

Slx[O,l]*h%Y

7
pi L
T
D2
Réciproquement, si f : D?> — X étend f, on pose h(z,t) = f(z-t), et h est alors une homotopie de

I'application constante f(0) vers f.
g.e.d.

Corollaire V.1.15. L’application f : S' — S s’étend en une application f : D?> — S' si et seulement si
d°(f) = 0.
Preuve: En effet, d’aprés V.1.11, f est homotope & une constante si et seulement si d°(f) = 0, puis on

applique V.1.14.
g.e.d.

Définition V.1.16. Soit X un espace et A C X un sous-espace. Une rétraction de X sur A est une
application continue p : X — A telle que

Vae A, pla)=a

ou en d’autres termes, p|4 = I4 (=application identité de A). Si un tel p existe, on dit que X se rétracte
sur A, ou encore que A est un rétract de X.
Exemples V.1.17.

(1) Par exemple, si xg € X, Papplication constante p(x) = x( est une rétraction de X sur le sous-ensemble

réduit & un point {x}.

(2) L’application p : R™\ {0} — S"71, p(z) = TaT> €st une rétraction.

Corollaire V.1.18. II n'existe pas de rétraction de D? sur S'.

Preuve: En effet, si on avait une rétraction p : D? — S!, sa restriction & S serait I’application identité
I:S8' — S, qui est de degré 1; mais d’aprés V.1.14, puisque p I’étend & D?, elle devrait étre de degré 0,
contradiction.

g.e.d.

Le théoréme du point fixe de Brower

Théoréme V.1.19. Toute application continue f : D?> — D? admet un point fize : il existe w € D? tel que
flw) =w.

Preuve: Sinon, on pourrait déduire de f I'application g : D? — S, qui est esquissée sur la figure V.6 : on
veut que g(x) soit de la forme g(z) = x + A(z — f())), avec A > 0. Du fait que ||g(z)||> = 1 on déduit que

N (e = f@)|*) + 2Mz, 2 — f(@) = (1= [|l=]*) = 0
>0

d’out on déduit que

—(z,z - f(z)) + \/(xw — f@)? + (1= ) (lz — f(2)])
lz — f ()|

et comme expression sous la racine est positive ou nulle, A\(x) est continue, donc g(z) = = + A(x)(z — f(x))
aussi. On vérifie que si ||z]| =1, A(z) =0 et g(z) = x.

A= Az) =

g.e.d.
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Figure V.6: Définition de I'application g : D? — S!

Remarque V.1.20. Ce théoréme reste valable si on remplace le disque D? par un espace qui lui est
homéomorphe, comme par exemple le carré [0, 1] x [0,1].

Le théoréme de Nash sur I’existence de points d’équilibre Ce résultat de Nash se place dans la
théorie des jeux, et trouve son application dans la modélisation de stratégies économiques. On en propose
ici une version simplifiée, calquée sur I’exposition donnée par John Milnor dans[5].

On suppose qu’il y a n joueurs, numérotés de 1 a n. Le i-éme joueur choisit la valeur d’une variable
s; dans un ensemble S;, ’ensemble des stratégies possibles pour le i-éme joueur, ceci pour i = 1,...,n;
les joueurs choisissent leur stratégies simultanément. A chaque joueur correspond une fonction gain p; :
S x -+ x S, — R. Chaque joueur essaie de maximaliser son gain p;(si,...,S,), mais ne peut choisir que
sa propre stratégie s;. Le but du jeu est de faire en sorte que chaque joueur puisse gagner de maniere
satisfaisante (par opposition aux jeux dits a somme nulle, comme la guerre, ou les uns gagnent dans la
mesure ou les autres perdent).

La premiere contribution importante de Nash a été de donner une notion appropriée de point d’équilibre
pour ces jeux; la voici :

Définition V.1.21. Un n-tuple de stratégies (s1,...,8,) € S1 X -+ X S, est un point d’équilibre si aucun
joueur ne peut augmenter son gain p;(si,...,S,) en changeant la valeur de s;, pendant que les s;, j # 1,
restent fixes.

Exemple V.1.22. Un groupe de n personnes va diner au restaurant. Le prix des menus varie de 20 a 30
francs; on décide de partager la facture en n parts égales, indépendamment du menu choisi. Ici s; = prix du
menu choisi par 4, et .S; = [20, 30]; le gain de chacun est la différence entre le prix du menu qu’il a choisi et
ce qu’il paye :

Pi(S1y...y8n) =8; —1/n(s1+ -+ sp)

On voit que p; est strictement croissante en s;, quelles que soient les valeurs des autres s;. Le seul point
d’équilibre est donc (30, ...,30) : tout le monde choisit le menu le plus cher.

Et voici le résultat principal.

Théoréme V.1.23. Supposons que les ensembles S; soient des sous-ensembles converes de R™ i =1,...,n
et que les fonctions p; : S1x -+ xS, — R soient continues par rapport d l’ensemble des variables (s1,. .., Sy)
et linéaires par rapport a la variable s;. Alors il existe au moins un point d’équilibre.

Nous ferons la démonstration seulement dans le cas ot n = 2 et S} = S3 = [—1,1]; on va se ramener au
théoréme du point fixe de BrowerV.1.19. On suppose dorénavant que S; = So = [—1,1].

Exemple V.1.24. Voici un exemple abstrait. On prend p;(s1,82) = s1 - 83 et py = s] - 82 — 355 + 2. Les
points (0,0) et (1,1) sont des points d’équilibre.
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Figure V.7: Interprétation du lemme V.1.25

Lemme V.1.25. Soit K = [—1,1] x [-1,1] et v: K — R? continue. Alors :
e soit il existe § € K avec v(5) =0
e soit il existe § sur le bord de K tel que v(8) pointe vers Uextérieur de K.
Preuve: Soit p : R? — K la rétraction de R? sur K définie par en envoyant (s, s2) sur le point de K le plus

proche, soit :
(51,82) = ( S1 S2 )
PR T Sup {1, T} sup {1, [sa}

(voir figure V.7). Alors 'application f : K — K, f(s) = p(s + v(s)), admet un point fixe § d’apres le
théoréme du point fixe de Brower V.1.19 (voir la remarque V.1.20) :

e si §+0v(8) € K, alors
§=5+vs) = 08 =0
e sinon §+v(8) ¢ K, donc § = p(§+v(8)) est sur le bord de K, et v(§) pointe vers 'extérieur de K (voir
figure V.7).
g.e.d.

Preuve de V.1.23. On applique le lemme V.1.25 & v(s1, s2) = (‘3—’5’17 %)'

g.e.d.

V.2 Champs de vecteurs sur la sphére S?

Champs de vecteurs dans le plan Soit U C R? un ouvert; un champ de vecteurs sur U est une
application continue ¢ : U — R2. Si on parle de champ de vecteurs, plutot que simplement d’application de
U dans R?, c’est parce que on s’intéresse aux trajectoires de ce champ (voir cours d’analse II réelle). Aussi,
leffet d’un changement de coordonnées est défini de fagon a respecter les trajectoires d’un champ :

Définition V.2.1. Soit h : U — U’ un difféomorphisme, c’est-a-dire une application bijective, de classe de
différentiabilité C>°, admettant un inverse qui est aussi C*. Soit £ : U — R? un champ de vecteurs. On
définit le transporté de € sur U’ par h comme étant le champ de vecteur £’ sur U’ défini par :

¢ (h(x)) = dhq (§())

ol dh, est la dérivée de h au point x, application linéaire de R? dans R2.
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Exemple V.2.2. Considérons le champ de vecteurs constant &(z,y) = (—1,0), défini pour tout (z,y) € R.
Soit h: R?\ {0} — R?\ {0} l'inversion par rapport au cercle unité, c’est-a-dire :

z,Y
h(z,y) = x(g_i_?ig

et calculons le transporté de |gz2\ (o} par h. Notons que I'on a I’habitude, pour des raisons typographiques,
d’écrire les champ de vecteurs comme vecteurs ligne, alors qu’il faut les écrire comme vecteurs colonne,
notamment lorsqu’il faut les multiplier par la matrice jacobienne d’'un difféomorphisme pour calculer son
transporté :

(522_:55)2 (x;izgy / -1 % h‘% - h%
dhfvy) = —2zy 22—y ’ 5 (h(x,y)) - dh(J“’y) ' 0 - i - 2h1hs

(:c2+y2)2 (x2+y2)2 ($2+y2)2

et en fin de compte & (u,v) = (u? — v%,2uv). Si on utilise I’écriture complexe, en posant w = u + iv, on a

que &'(w) = w?. Ce calcul va jouer un role important dans la preuve du théoréme de Poincaré V.2.6 un peu
plus loin.

Une singularité ou point d’équilibre d'un champ de vecteurs ¢ : U — R? est un point zg € U ot £(xg) = 0.

On dit qu’il est isolé 8’1l existe € > 0 tel que zq est le seul point singulier de £ dans la boule fermée B(xq, ).

Définition V.2.3. Soit : U — R? un champ de vecteurs et soit zo € U. Suppons qu’il existe r > 0 tel que
B(zo,7) C U et que &(z) # 0 si @ # zo (autrement dit, le seul point singulier éventuel de £ dans B(zg,r)
est (). Définissons 'application ¢, : St — ST par

&g+ 2)

= fe@o 2l

L’indice du champ £ en xg est défini par :

i(§, o, ) = d°(¢r)
Proposition V.2.4. Soient £ : U — R?, 29 € U et r > 0 comme dans la définition précédente.
(1) Si0 <71 <r, il zo,7r) =1i(& xo,7"). On notera i(&,zo) leur valeur commune.
(2) Si&(wo) #0, Va € B(xo,r), alors i(€,29) =0

(3) Soitn: U — R? un autre champ de vecteur, vérifiant les mémes hypothéses que & en xo. Alors, si € et
1 ne sont jamais en opposition sur le cercle {x € R* | & — zo| =1}, on a :

2(57 $0) = Z(Th Z‘o)

Précisons que pour le point 3), ’hypothese de ne pas étre en opposition signifie que quelque soit z tel
que ||z — o] = 7, il n’existe pas de A € R, A < 0, tel que &(x) = A - n(x).
Preuve de V.2.J
(1) On peut définir 'homotopie

.ol 1 o+ (1 —t)r-ztt-r2)
S0 = S ) = e T e e )]

qui va de ¢, (2) vers ¢;/(2); ces deux applications ont donc le méme degré, d’apres V.1.11.
(2) Si &(x) # 0 pour z € B(xg,7), la définition de ¢, se prolonge sans autre a D? :

3 (2) §(wo +17 - 2)

= - ; z <1
@otra] &
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et il suit alors de la proposition V.1.15 que d°(p.) =0.

(3) Si € et n ne sont jamais en opposition sur le bord de B(xg, ), on peut définir 'homotopie :

(A =t)-&o+r-2)+t-n(ro+T-2)
0= 8)-€(zo +7-2) + £ nlzo +r-2)]

h:S'%x[0,1] = S* | h(zt)
En effet, le seul danger est que le dénominateur s’annulle; mais si tel était le cas pour un t €]0, 1[, on aurait

(l—t)~({(xo+7'-z))—|—t-(77(:1:0—|—r-z))=O:>£(aso+r-z)z—%-n(azo—kr-z)
<0

contredisant ’hypotheése que ces deux champs de vecteurs ne sont pas en opposition sur le bord de B(xg, ).

Comme h(z,t) est une homotopie de ¢, ¢ vers ¢, ,, on en déduit que i(§, zo) = d°(¢r¢) = d°(@ry) = i(n, 20).
g.e.d.
Exemples V.2.5.
(1) Posons &(z,y) = (z,y); alors ¢1,¢(2) = z, donc (&, (0,0)) = 1.
(2) Si on prend &(z,y) = (—z,—y), p1,(z) = —z. Or les applications z et —z du cercle S dans lui-

méme sont homotopes par I’homotopie h(z,t) = €™z, donc elles ont méme degré, ce qui fait que

1(£,(0,0)) = 1 aussi.

(3) Sion prend {(z,y) = (z,—y), p1.e(z) =% = L, qui est de degré —1 (voir V.1.6(2)). Donc i(¢, (0,0)) =
—1.

(4) Si &(z,y) = (22 — y?,22y), son indice en (0,0) vaut 2, puisque ce champs peut s’écrire £(2) = 22, olt

z =+ 1y.

Champs de vecteurs sur la sphére Soit S? = {(J;,y,z) € R? ’ 22+’ + 22 = 1} la sphere standard
de dimension 3. L’espace tangent a la spheére en un point P = (z,y, 2) est :

TP(SZ):{(U,U,M)GR:)’|x'u+y~v+z~w20}

c’est-a-dire l'espace orthogonal au vecteur (z,y, z). Un champ de vecteurs sur la sphére est une application
continue ¢ : S? — R3 telle que £(P) € Tp(S?), ce qui revient & dire que £(P) doit étre orthogonal & P.

Si U C R? est un ouvert et o : U — S? C R3 est une application de classe C*, qui est une bijection sur
un ouvert de S?, et dont la dérivée est injective en tout point, on dit que ¢ est une carte sur la spheére. Dans
ce cas, si ¢(u,v) = P, I'espace tangent Tp(S?) est égal a I'image de la dérivée de ¢ au point (u,v), et un
champ de vecteur & sur la sphere peut étre transposté par ¢ en un champ de vecteurs £, sur U en posant :

&0 (u,0) = dpi, (6(P))

Dans le cas de la sphere, on a défini dans I11.4.15 la projection stéréographique oy depuis le pdle nord
N = (0,0,1), en associant & P € S?\ {N} Iintersection de la droite par N et P avec le plan horizontal z = 0
(voir figure II1.2); elle s’écrit :

X
o'N:Sz\{N}H]R2 s UN(%%Z):(I_Z’IzZ)

Son inverse est une carte sur S?, d'image S?\ {N} :

1 2u 2v 1—u?—0?
UN(U7U):<2 2 1 02+ 1 w2+ 02 )
w4vi+ 1 w4+ vi+ 1w+ +1
De maniere analogue, on peut définir la projection stéréographique depuis le pole sur S = (0,0,—1) en
associant & tout P € S?\ {S} I'intersection de la droite par P et S avec le plan z = 0; elle peut s’écrire en
remplacant z par —z dans ’expression de oy :

) 2 _(_Z Y
JS'S \{S}*}R ) JS(x?y’Z)i(l—f—Z’l—I—Z)
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et son inverse s’écrit :

1 2u 2v u? +0v? -1
GN (U,U) = ( ’ ) )
w2+ 02+ 17w+ 02+ 17w+ 02+ 1
Ces projections stéréographiques vont étre utilisées dans la preuve du théoreme qui suit.
Théoréeme V.2.6. Tout champ de vecteurs sur S? doit s’annuller quelque part.

Preuve: Soit £ : $? — R3 un champ de vecteurs et supposons que £(S) # 0. Apres rotation autour de 'axe
-2
OZ et division de ¢ par —3 [|£(S)]|, on peut supposer que £(S) = [ 0
0
Appelons £y le champ de vecteurs sur R? qui est le transformé de € par oy :

En(on(P)) =don(E(P) . P=(z,y,2) €5

La dérivée de o au point (z,y, z) vaut :
1 0 T
do _ | 1-= (1—2)2
( N)(a:,y,z) ( 0 1i ﬁ
-1
t d 0,0)=(d S)) =
et donce n(0,0) ( UN)(O,O,fl)(g( )) (0)

Considérons maintenant le transformé £g de € par og. Pour voir comment passer de £ a g, considérons
la composition :

h(u,v) = og 0oy (u,v) : R?\ {0} — R?\ {0}

qui a pour expression

2u 2v
h(u U) - w2 vl w2 vZ11 - < u v ) .
A ui4v2-1" u2+v2—1 | 2 27,2 2 ’
1+ ey 1+ e ut+ v ut+v

on voit que h est linversion par rapport au cercle unité. On peut aussi s’en convaincre a l'aide de la
figure V.8 : on voit que o’ = 2arc(NP), 8 = sarc(PS), donc o’ 4+ 3 = Z; comme o + 3 = Z aussi, on voit

2
que o/ = a”, et par le théoreme de Thales ¢ = 1, soit a-b = 1.

b
On peut voir &g |R2\{0} comme le transformé de £y ’R2\{0} par h=o0go 0&1; en effet :

-1

A(0s 0 03 Jon(p(En(on(P) = (dos) o (dow) o (don) (6(P) = (dos) (¢(P) =Es(os(P))

on(P)

1 .. . N )
Or ¢n(0,0) = ( 0 >, donc, pour r > 0 assez petit, si (u,v) appartient & un cercle de rayon r centré en (0, 0),

0 ) ne seront pas en opposition. Il en sera alors de méme

&N et le champ de vecteurs constant vy = (

2_,2
pour les transformés de v et £y par h, ce qui donne les champs de vecteurs +'(u,v) = <(“22‘5§’}2)2> et &g
(u2+v2)2
respectivement. On a vu (exemple V.2.54) que I'indice de 4" sur n’importe quel cercle centré en (0,0) vaut
2, et il suit alors de V.2.4(3) que I'indice de g sur le cercle de rayon 1 vaut aussi 2, donc il suit de V.2.4(2)
que &g doit s’annuller quelque part dans le disque de rayon % centré en (0,0), et donc que ¢ doit s’annuller

quelque part sur S2.
g.e.d.
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Figure V.8: Passage de on(P) & og(P)
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Chapitre VI
Géomeétrie différentielle des courbes

Sommaire.! La géométrie différentielle étudie les propriétés locales et globales des courbes, surfaces (ainsi

que leurs analogues en dimension supérieure), qui sont liées & la métrique de l'espace ambient et aux dérivées
des équations locales ou des paramétrisations locales des objets considérés. Ainsi, P'existence de cercles
osculateurs est une propriété locale des courbes planes régulieres (théoréme VI.3.1); le théoreme des qua-
tre sommets exprime une propriété globales des courbes planes fermées simples (théoreme VI.3.16). Les
méthodes utilisées reposent sur le calcul différentiel et intégral.

Ouvrages de référence : [1],[4].

Préliminaires Nous utiliserons toujours la norme euclidienne sur R™. Le produit scalaire de deux vecteurs
v=(v1,...,0) et w = (w1,...,w,) s'écrit :

n
(v, w) szi'yi
i=1

et alors o] = (v, v).
Si f: I — R" oul CR est un intervalle ouvert, est une fonction dérivable d’une variable, on écrit sa

dérivée : fh .

Sia,(: 1 — R™ sont deux fonctions dérivables, on a :

(a(t), 50 = (D) 5i0) = Y alle) - Bile) + ault) - 50 = (o' (1) 50 + o), F(0)

VI.1 Courbes régulieres

Définition VI.1.1. Une courbe paramétrée est une application o : I — R"™ de classe C*, ot I =]a, b[ est un
intervalle ouvert, a > —o0, b < +00. On note a(t) = (aq(t), az(t),...,an(t)), et ¢ est appelé parameétre. La
dérivée o/ (t) = () (t), ab(¢), ..., al,(t)) est appelé vecteur vitesse et I'image a(I) C R™ la trace de la courbe.
Si n =3, on dit que « est une courbe dans l’espace. Sin = 2, on dit que « est une courbe plane.
Sic,d €I, c<d,on appelle a([c,d]) Parc de la courbe compris entre «(c) et a(d).

Exemples VI.1.2.
(1) Le cercle peut étre paramétré par ¢ — (cos(t),sin(t)), ¢ € R. Son vecteur vitesse est (— sin(t), cos(t)).

(2) L’hélice est la courbe de l'espace paramétrée par t — (a - cos(t),a - sin(t),b - t), a,b € R\ {0}, t € R.
Son vecteur vitesse est (—asin(t), a cos(t),b)

1Version du 8 décembre 2006, & 14h. 07
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(3) La courbe plane paramétrée par t — (t2,13), t € R, est appelée parabole semi-cubique. Son vecteur
vitesse (2t,3t?) s’annulle pour ¢ = 0.

(4) La courbe plane a(t) = (#2,¢> — t) posseéde un point double : le point (1,0) est 'image de t = 1 et
t = —1. Son vecteur vitesse (2t,3t*> — 1) ne s’annulle jamais.

(5) aft) = (t,t2,...,t") : R — R™ est une courbe dans R™.

Définition VI.1.3. On dit que la courbe paramétrique o : I — R"™ est réguliére si son vecteur vitesse ne
s’annulle jamais; en symboles : o/(t) # 0, Vt € I.

Dans les exemples VI.1.2, (1), (2), (4), (5) sont des courbes régulieres; la parabole semi-cubique (3) par
contre n’est pas une courbe réguliere.

Définition VI.1.4. Soient I et J des intervalles ouverts. On dit que I'application A : J — I est un
difféomorphisme si h est une bijection de classe C*° dont l'inverse est aussi C*°; si c’est le cas, h'(u) # 0,
Vu e J, car A= (h(u)) = u = (h=Y) (h(u)) - W (u) = 1.

Soit « : I — R™ une courbe paramétrique et soit h : J — I un difféomorphisme. Alors I'application
8:J — R" B(u) = a(h(u)) est aussi une courbe paramétrique, qui a la méme trace que a. On dit que
est une reparamétrisation de «.

Si « est une courbe réguliere, alors 3 l'est aussi, car '(u) = o/ (h(u)) - A/ (u).

Par exemple, B(u) = (cos(mu), sin(mu)) est un reparamétrisation du cercle VI.1.2(1), avec h(u) = 7 - u.
Par contre, y(u) = (cos(u?),sin(u?)), u € R, n’est pas une reparamétrisation du cercle; en effet, ce n’est pas
une courbe réguliere, car v/(0) = (0,0).

Définition VI.1.5. Soit a : I — R™ une courbe paramétrique et 8 = aoh : J — R"™ une reparamétrisation.
On dit que « et B définissent la méme orientation si h'(u) > 0, Vu € J. Sinon on dit qu’elles définissent des
orientations opposées.

Par exemple, si a(t) :]a, b[— R™ est une courbe paramétrique, a(—t) :]—b, —a[— R" est une reparamétrisation

avec orientation opposée.

VI.1.1 Longueur d’arc

Définition VI.1.6. Soit a : I — R”™ une courbe paramétrique, et soient to,t € I. La longueur de I'arc
joignant a(tg) & a(t) est défini comme la valeur de l'intégrale suivante :

(1-1) / /()] dr

ol on rappelle que [|o/(t)|| = /o) (t)2 +ah(t)> + - + o/, (). Notons que la fonction que I'on intégre
dans (1-1) est positive, et donc si tg < t; cette longueur est positive, sinon elle est négative.

Supposons que tg < t; la définition précédente est justifié par le fait quesito =79 < 73 < -+ < 7y =t est
un partage de l'intervalle [tg,t], la courbe polygonale obtenue en joignant par des segments de droite a(7g)
& a(71), puis a(71) & a(7z), et ainsi de suite, est une approximation de I’arc a([to,t]), tout au moins lorsque
la maille du partage § = inf{A7;,i =1,..., N} est suffisamment petit, ot A7; = 7; — 7;,_1. La longueur de
cette courbe polygonale vaut

N
(1-2) > lla(m) = alri_)l|

i=1
et puisque ||a(7;) — a(r;—1)|| est approximé par ||/ (7;)|| A7;, lorsque la maille § tend vers zéro, la somme (1-2)
tend vers (1-1).

Proposition VI.1.7. La longueur d’un arc ne change pas aprés reparamétrisation avec méme orientation;
sinon, elle change de signe.



VI.2. ORDRE DE CONTACT 7

Preuve: Soit « : I — R™ une courbe paramétrique et soit h : J — I un difféomorphisme et 8(u) = a(h(u)) la
reparamétrisation correspondante. Soient to,t; € I, ug = h=1(tg), ug = h=*(t1). La formule de changement
de variable dans les intégrales nous donne :

[ = [ o a) - e du = £ [ lena

ol =+ est le signe de A'(u).

Soit a: I — R™ une courbe réguliere et fixons ty € I. Posons :

s(t) = / o/ (7)) dr

ce qui représente la longueur de larc joignant «(tg) & «(t), comptée positivement si t > tg, négativement
sinon. Remarquons que

s'(t) = [la’ ()] #0

donc s(t) définit un difféomorphisme de I sur un certain intervalle ouvert J. On peut alors reparamétrer la
courbe en posant :

Bls(t) = alt) ;

on appelle 3(s) paramétrisation par la longeur d’arc. Elle jouit des propriété suivantes :

Proposition VI.1.8. Soit 3(s) une paramétrisation par la longueur d’arc d’une courbe réguliére. Alors :
(1) 18'(s)l =1
(2) (B'(s),8"(s)) =0

Preuve: En dérivant la relation 8(s(t)) = a(t) par rapport a ¢ on trouve

et puisque s'(t) = ||&/(¢)||, on en déduit que ||3'(s)|| = 1. Cette égalité peut aussi s’écrire (5'(s), 3'(s)) = 1,
et en dérivant cette égalité par rapport & s on obtient que (3'(s), 3”(s)) = 0.
g.e.d.

V1.2 Ordre de contact

i it expri it qu X sous-variété inci : X
On aimerait exprimer le fait que deux sous-variétés de R™ (notre cas principal : deux courbes planes) sont
proches au voisinage d’un point. On peut le faire en utilisant des paramétrisations et équations locales et
leur dérivées.

Définition VI.2.1. Soit f :Ja,b[— R une application C* et tg €]a,b[. On dit que f s’annulle & Pordre m
en tg si:

f(to) =0 3 f/(to) =0 ) ) fmil(to) =0 3 fm(to) %0
On note m = u(f,to) et on 'appelle 'ordre d’annullation de f en t.

Notons que si u(f,to) = 0 cela veut dire que f ne s’annulle pas en tg.

Définition VI.2.2. Soit @ : I — R™ une courbe réguliere, ¢y € I, P = a(tp). Soient U C R™ un ouvert,
U> P, et F:U — R une fonction C™ telle que F(P) =0, dFp # 0, de sorte que F définit une hypersurface
contenant P, réguliére en ce point. Quitte & remplacer I par un intervalle plus petit de la forme |tg —¢, to+£],
on peut supposer que a(l) C U. L’ordre de contact de o et F' au point P, noté o(F, a, P), est défini par :

0(F7a7t0) = N(FO Ck,to) -1
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En d’autres termes, Pordre de contact au point a(tg) de la courbe paramétrée par « et de 'hypersurface
d’équation F' = 0 est un de moins que ’ordre d’annullation au point ¢g de la composition de la paramétrisation
de la courbe avec ’équation de I’hypersurface. Notons que cet ordre de contact ne dépend que des valeurs
de « pres de ¢ et de F pres de a(tp).

Exemple VI.2.3. Soit a : I — R? une courbe paramétrique plane réguliere, ty € I. Les droites par
P = a(tp) ont pour équation :
Fv)y=(w—-P,v)=0

ol v est un vecteur perpendiculaire a la droite. On a :
!/
(FOOz)tO - <O/(t0) s V>

donc si on veut que o(F,«, P) > 1, il faut choisir v perpendiculaire au vecteur vitesse o/() et on obtient
alors la droite tangente & la courbe en P. Par exemple, si p : R? — R? désigne la rotation de Z, on peut

prendre v = p(a/(tg)) = (—ab(to), & (to))- }

Remarque VI.2.4. Dans la situation de la définition VI.2.2, supposons que V' C U C R™ soit un ouvert
contenant «(tg) et soit h : V' — R™ un difféomorphisme sur un ouvert V' de R™. Quitte & restreindre I on
peut supposer que «(I) C V; alors I'image par h de la courbe « est paramétrée par 3(t) = ho «(t). L’image
par h de la partie de I’hypersurface se trouvant dans V a pour équation G = F o h~!. La situation est
représentée sur le diagramme suivant :

a PV
]——V —1R
ﬁ:hoa 7 Q \L 7 G:hiloF
\"d

Par conséquent
GoB=Foh 'ohoa=Foa

et on en déduit que
U(F,Oqto) = O(G,ﬁ,to)

autrement dit, Pordre de contact est invariant par difféomorphisme local au voisinage de a(ty).

L’ordre de contact d’'une courbe et une hypersurface en un point P nous renseigne comment elles sont
situées I'une par rapport a 'autre au voisinage du point P.

Proposition VI.2.5. Si lordre de contact de la courbe paramétrique réguliere o et de 'hypersurface
d’équation locale F' ont un ordre de contact exactement k au point P = a(ty), alors :

(1) Sik est pair, la courbe « restreinte d un voisinage de to traverse Uhypersurface au au point P.
(2) Sik est impair, la courbe « restreinte ¢ un voisinage de to est d’un méme cété de Uhypersurface.

Preuve: Les deux cbtés de 'hypersurface sont définis au voisinage de P par F(z) > 0 et F(z) < 0. Sil'ordre
de contact de F et a en P = «(ty) est exactement k, alors on peut écrire :

F(a(t)) = apr1 - (t —to)* ™ 4 r(t — to)

(k+1)
ol Gp41 = % # 0 et limg_q, % = 0, ce qui fait que le signe de F(a(t)) est le méme que le

signe de ay, - t*T! pour ¢ suffisamment proche de ty. Il en suit que si k est pair, F(a(t)) change de signe
au voisinage de t = tg, donc la courbe « traverse I’hypersurface au point P lorsque t varie au voisinage de
to. Par contre, si k est impair, F(«(t)) ne change pas de signe, donc « ne traverse pas ’hypersurface pour ¢

proche de tg.
g.e.d.
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Nous serons concernés ici surtout par le contact d’ordre 1 et 2 pour les courbes planes. Si a : I — R?
est une courbe plane réguliére et P = «(tp), 'image d’un intervalle Jtg — &, tg + [ admet une équation locale
réguliere, c’est-a-dire qu'il existe une fonction F : U — R, U > P un ouvert de R?, telle que dFp # 0 et dont
les zéros décrivent o]ty — &, + €[). L'exemple de la courbe a(t) = (t2,t3 —t) et to = —1 montre pourquoi
on doit se restreindre & un petit intervalle autour de ¢y : a(—1) = a(l) = (1,0), et en ce point la courbe
présente deux branches; il n’est pas possible de trouver une équation réguliere pour toute I'image de a.

Proposition VI.2.6. Soient a : I — R? et 3 : J — R? deux courbes régulicres et supposons que a(ty) =
B(ug) = P. Soit F : U — R une équation locale de a(ty — €,tg + €[), pour un certain € > 0. Alors

(1)
o(F,B,up) >1 <= I\ tel que ' (ug) = \-a/(to)

(2)
o(F.Bug) >2 <= 3, ptelles que B (ug) = A-’(to) et B (o) = A - a” (to) + 1 - o (ko)

Preuve: Puisque F(a(t)) = 0, on a dFp(a/(ty)) = 0. Comme dFp # 0, le noyau de Iapplication linéaire
dFp : R? — R est la droite engendrée par le vecteur o/ (tp). On en déduit que

(2-1) dFp(v) =0 = 3\ tel que v = \-a'(to)

Pour (1), si o((F, B,up) > 1, alors dF'p(8'(ug)) = 0, donc il suit de (2-1) qu'il existe A tel que
ﬂ/(UO) =X Oé/(to).

Pour (2), on sait déja par (1) qu’il ex1ste A tel que ' (ug) = A- o (tg). Pour calculer la dérivée deuxieme
de F o, il faut dériver (F o a)/ =) i1 a—zi(a(t)) af(t), et c’est pareil pour F o 3. 1l vient :
0’F
(2-2) > m(a(to» Z a a(to)) af (t) =0
Z,J:1,2 1=1,2
(2-3) ]2;2 5 a - (3(u0)) B} (u0) 3 Z —(muo))ﬁ '(uo) =0

Si on calcule (2-3) — A% - (2-2) on trouve :

”(UO) )\ (X;/(to)) = de(ﬁ”(Uo) - )\2 . Oé”(to)) =0

8

1=1,2

et en appliquant (2-1) on en déduit qu'il existe p tel que 3" (ug) — A2 - ' (tg) = p- o’ (to).
g.e.d.

On dira que l'ordre de contact des deux courbes paramétriques a et 3 est au moins 1, respectivement
au moins 2, si la condition (1), respectivement (2), de la propostition précédente est satisfaite. Remarquons
que ces conditions sont symétriques en « et 5 (ce qui est rassurant!) : si B(ug) = A - &/ (ty), nécessairement
A #0, car ' (ug) # 0, donc on peut aussi écrire o (tg) = 33 (uo). De la condition (2) on déduit aussi que

o (tg) = G)z B (ug) — % - ' (uo)

Corollaire VI1.2.7. L’ordre de contact de v et 8 au point a(ty) = S(up) est au moins k, ot 1 < k <2, si
et seulement si il existe une reparamétrisation v = a o h de o au voisinage de to telle que h(tg) = to et

BM (ug) =M (tg) Vh <k h>1

En particulier, la condition d’avoir un ordre de contact au moins k est indépendante de la paramétrisation .
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On s’est limité ici au contact d’ordre au plus 2 pour simplifier, mais le résultat est valable pour tout
ordre de contact.
Preuve: S'il existe une reparamétrisation y(u) = a(h(t)) comme énoncé, en dérivant on obtient :

B'(u) =+'(t) = (aot) (t) =/ (h(t)) - B (to)

et en posant A = h/(tp), on voit que F'(tg) = &/(to - A, donc d’apres VI.2.6 'ordre de contact de « et 5 en
a(to) = B(up) est au moins 1. Si k = 2, on dérive encore une fois :

8" (ug) = 7" (ta) = " (to) - (' (t0))* + o (ta) - h"(to)

et en posant 1 = h”(tg) on voit que 8" (ug) = A\? - o’ (ty) + p - &' (tp); de nouveau par VI.2.6 on voit que le
contact est d’ordre au moins 2.
Pour la réciproque, dans le cas k = 2, on sait d’apres VI.2.6 qu’il existe A et p telles que

B'(uo) = X-a'(tg) , B"(ug) =" (to) + p - (to)

On pose alors :
t —to)?
h(t):t()‘i’)\'(t*to)‘i’,u'%
de sorte que

EZIY (0t~ 1)

(t —to)?
2

7' (t) Za'(fo + A (t—to) +p-

' (t) =o/’(to+)\-(t—to)+u- )-A- (A + p(t:0)) +o/<to+/\-(t—to)+u- —

d’ou il suit que

B'(ug) = X~ o' (to) = (to)
B"(ug) = A* - o (to) + - &/ (to) = 7" (to)

Le cas k = 1 s’obtient en prenant simplement h(t) = A(¢t — tp).
g.e.d.

V1.3 Courbes planes : cercles osculateurs, courbure,
points d’inflexion

VI1.3.1 Cercles osculateurs

Voici ’énoncé qui établit l'existence de cercles osculateurs en un point zg d’une courbe réguliere, pourvu
que la premiere et deuxieéme dérivée en ce point soient linéairement indépendantes. Ces cercles sont limite
de cercles passant par trois points proches de xg et sont caractérisés par le fait qu’ils ont un ordre de contact
au moins 2 avec la courbe. La condition d’indépendance linéaire des deux premieres dérivées exprime que
la courbe ne doit pas étre trop plate au voisinage de zp; on verra (proposition VI.3.10) que cela équivaut
a dire que zg n’est pas un point d’inflexion. Dans un tel point, on peut considérer que le cercle osculateur
dégénere en la droite tangente a la courbe en xg.

Théoréme VI.3.1. Soit a: I — R? une courbe plane réguliére et soit xo = a(ty) un point de cette courbe.
Supposons que o (tg) et o' (to) soient linéairement indépendantes. Alors, pour ti, ta suffisamment proches
de to, avec tg, t1 et to distincts, les 3 points xo = a(ty), x1 = a(t1) et o = a(te) ne sont pas alignés, et
déterminent un unique cercle passant par xo, x1 et xo. Appelons p : R? — R? la rotation d’angle 7/2 :
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p(v1,v9) = (—va,v1). Sity et ty tendent vers tg, les cercles par xg, x1 et xo ont pour limite le cercle de
centre C(tg) et rayon r(tg), qui sont donnés par :

(o/(to) , &' (t0))
(p(a/(to) , & (to))
3
la"(to) |
[(p(a(to) » @ (t0))]
Ce cercle est appelé cercle osculateur a la courbe au point a(ty)).
/

Notons que (p(a(to) , " (tg)) = —ah(to)al (to) + o) (to)ad (to) et que cette expression est non nulle du
fait que o' (tg) et @ (tg) sont linéairement indépendantes.

(3-1) C(to) = alto) + - p(a (to))

(3-2) r(to) =

Preuve: La représentation paramétrique de la médiatrice de xg, x1 s’écrit :

To + 21

(3-3) A 5

+ A p(z1 — x0)

et les points x de la médiatrice de x1, x5 satisfont équation :

(3-4) <x—I1J2’x2 | 39— 1) =0
En remplagant (3-3) dans (3-4) on obtient :
L1t 22 (T2 — 20, T2 —71)

(3-5)

,x27x1>:0:>>\:

XTo+x
(PG A plas o)

2(p(x1 — o) , 22 — 1)

L’intersection de ces deux médiatrice est donc donnée par la formule :

<Z‘2 — Ty, T2 — $1>
2(p(x1 — 20) , T2 — T1)

To + 21

(3-6) C(to, t1,t2) = + p(r1 — 20) -

ceci & condition que le dénominateur {p(x1 — x¢) , 2 — 1) ne soit pas nul.
En divisant en haut et en bas par (t; — to)(t2 — to)(t2 — t1) il vient :
<l‘271‘0 To—IT >

<$2 — o, T2 —$1> - (331 — Zo to—tg ' to—t;

2(p(z1 — m0) , T2 — 1) t1 — to ) 200($=52) » G y)

(3-7) p(r1 — o) -

On va utiliser la formule suivante : si ¢(t) : I — R™ est de classe C!, a,b € I, alors :

o(b) — p(a) = / o(a+ulb—a)- (b—a) du

dont on peut se convaincre en remarquant que ¢’'(a + u(b—a)) - (b— a) est la dérivée de p(a+ u(b — a)) par
rapport & u. Rappelons que z; = a(t;), ¢ = 0,1,2. En écrivant :

a(ti)—a(to)z/o o (o u(ts —to)) - (ts—to)du,i = 1,2 oz(tg)—oz(tl):/O o (b +u(ts—11))- (ts —t1 )du

on voit que

Tq — T2 —T1

Oza/(t())ai:la2 )

lim =da/(t
ti—to t; — to ( 0)

1m
ti,ta—to to — t1

Pour calculer la limite de 2(p(7=72) , (tz—ﬁf)?le—to)>’ remarquons que {(p(x; — xg) , 1 — x9) = 0, et donc

cela revient au méme de calculer la limite de :

E(to,tl,tg):E:2<p($lim>, ( T2 — X1 o — X1

t1 —to ta —t1)(t2 — to) - (to — t1)(t2 — to)
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Posons

To — X1 Ty — 1 1 To— 21 Top— T
re : _ L (mm ey
(tg — tl)(tg — tg) (to - tl)(tg — to) to — to to —t1 to — 11
Alors
To — X1 - 1

to—t; to—t

1 1
. / O/(tl + u(t2 - tl))(tg — tl)du = / Oél(tl + u(t2 - tl))du
0 0

et de méme :

o — X1 1

1 1
= . / Oé,(tl + u(to — tl))(to — tl)du = / Oé,(tl + u(to - tl))du
0 0

to — 1 to — 1

donc )
1
F = / (a'(t1 + u(tg — tl)) — O/(tl + U(to — tl)))du
ta —to Jo
Si on pose ¥(t) = o' (t1 +u(t —t1)),ona F = Tot“) fo (to + v(ta — to)) dv, d’ou :
/ / t1+uto+v(g—to)—tl))~udvdu
et donc

1
lim F = / / "(to)udvdu = / / ududv o' (tg) = =a (to)
ti,t2—to 2

On en déduit que
lim E = (p(cd/(ty) , (o))

to,t1—to

qui par hypothese est non nul; il en suit que E est non nul pour ¢y, to assez proches de ¢y, ce qui implique
que xg, 1 et x5 ne sont pas alignés. Enfin, on déduit de (3-6) que

Clto) =, lim C(to,t1,12) = alto) + p(c "(to)) - <IO<(O[;E§§3)7 Q;E/t(ot)g»

qui est le centre du cercle osculateur. Son rayon est la distance du centre & a(tg), qui vaut la norme du

vecteur
(a'(to) , &/(to)) ,
o), oty P

Remarquons que p(vy,v2) = (—v2,v1) et que p conserve la norme. Il vient donc :

G I oo ) 1 2 o (to)II”
o) = |t rta )| = T T = e+ g
g.e.d.

Définition VI1.3.2. Le rayon r(¢y) du cercle osculateur est appelé rayon de courbure au point «(tp), et son
inverse k4 (tg) = ﬁ est appelé la courbure non signée au point a(tyg). On a donc :

|—ag(to)at (to) + o (to)ag (to)]

k —
e (@)

On appelle courbure signée I’expression
—ay(to) o (to) + &/ (to) a5 (to)
3
lle(to) |

dont on remarque que c’est égal & k4 (to) si ((—ab(to), & (to)) , &’ (to)) > 0, —k4 (to) sinon (voir figure VI.1).
On appelle centre de courbure le centre C(ty) du cerlce osculateur.

k(to) =
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Oé” (tO)

a(to)

k(to) >0 k(to) < 0

Figure VI.1: Interprétation du signe de la courbure

Remarquons que si ¢ tend vers une valeur ¢y pour laquelle o/ (tg) et o’ (to) sont linéairement dépendants,
k(t) tend vers zéro, et r = + tend vers infini.

Proposition VI.3.3. Soit a : I — R? une courbe réguli¢re et supposons que o'(ty) et o’ (ty) soient
linéairement indépendantes. Le cercle osculateur & cette courbe en a(ty) est caractérisé par le fait que
son ordre de contact avec a au point a(ty) est au moins 2.

Preuve: Soit C' le centre d’un cercle passant par a(tg). Si on pose r = ||a(tg) — C||, son équation s’écrit :
Fw)={@w—-C,v-0C)—r>=0

Posons f(t) = F(a(t)) = (a(t) — C, a(t) — C) —r2. Alors

ft)y=2{(a), at)=C) , () =2({e"(t), alt) - C) +{a'(t) , /(1))
et pour que l'ordre de contact du cercle avec « soit au moins 2 pour t = ty on doit avoir :
(3-8) (a(to)", alto) = C) =0
(3-9) (@"(to) , a(to) = C) +(d/(to) , &' (to)) =0
On déduit de (3-8) que C' = a(tog) + A - p(c/(to)), pour un certain scalaire A\. En remplacant dans (3-9) il
vient : , ,

(@'(to) , &/ (to))

(p(c/(t0)) , o (to))

et on retrouve donc pour C, et donc aussi pour le rayon, les mémes valeurs que dans le théorémeczl VI.3.1.
g.e.d.

(@(to) , =A-p(d/(to))) + (& (to) , &' (t0)) =0 = A=

Si on paramétrise une courbe par la longueur d’arc, on obient des formules tres simples pour déterminer
le cercle osculateur, établies en premier par Euler vers 1736 :

Théoréme VI.3.4 (Euler 1736). Soit a: I — R? une courbe paramétrée par la longuer d’arc et supposons
que o' (sg) # 0. Alors le rayon et le centre du cercle osculateur sont donnés par :

1 a//(SO) a//(so)
r(sg) = ————— , C(so) =a(sg) + —F+— -7(s0) = asg) + ————
[ (so)l [l (s0) | e (s0)||>
et par conséquent la courbure non signée est donnée par k+(so) = ||a” (s0)]|-
Preuve: 11 suffit de se rappeler que lorsqu’on paramétrise par la longueur d’arc, (a’(so) , '(so)) = 1,

(a/(s0) , &'(s0)) =0, et alors (p(c’(s0)) , &’(s0)) = £ ||’ (s0)||, et de remplacer dans (3-1) et (3-2).
g.e.d.
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Osculation ordinaire et hyperosculation

Définition VI.3.5. Soit o : I — R? une courbe paramétrique réguliere et supposons que o (tg) et o’ (to)
soient linéairement indépendantes, de sorte que le cercle osculateur en ce point est bien défini. On dit que le
point a(tg) est un point d’osculation ordinaire si Uordre de contact de « et le cercle osculateur en ce point
est exactement 2. Sinon on dit que «(tp) est un point d’hyperosculation, ou sommet de la courbe.

Si l'ordre de contact du cercle osculateur est exactement 3, on dit que c’est un point d’hyperosculation
ordinaire.

Proposition VI.3.6. Soit a: I — R? une courbe pamamétrique réguliére.

(1) Sia(ty) est un point d’osculation ordinaire, la restriction de o a4 un voisinage de to traverse le cercle
osculateur.

(2) Si a(ty) est un point d’hyperosculation ordinaire, la restriction de o ¢ un voisinage de to reste d’un
méme coté du cercle osculateur.

Preuve: C’est une conséquence immédiate de la proposition VI.2.5 (voir figure VI.2).
g.e.d.

Figure VI.2: Cercles osculateurs a l'ellipse (cos(t), 4 sin(t)), pour 0 < ¢ < Z et lieu des centres des cercles

osculateurs. Le 4 points marqués sont les points d’hyperosculation.
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Figure VI.3: Cercles tangents en un point d’osculation ordinaire. Le cercle osculateur est le seul qui traverse
la courbe au voisinage de P.

Proposition VI.3.7. Soit o : I — R? une courbe régulicre et soit k(t) sa courbure. Alors si k(tg) # 0, a(to)
est un point d’hyperosculation si et seulement si la dérivée de k(t) est nulle en ce point, soit : k'(t9) =0, ce
qui inclut les points ot k(t) admet un extremum local non nul.

Preuve: On peut supposer que « est paramétrée par la longeur d’arc, que ’on note traditionellement par s.
Alors k(s)? = (o’ (s) , a’(s)) et sa dérivée vaut

(3-10) 2k(s) - K'(s) = 2(a"(s) , a"(s))

D’autre part, I'équation du cercle osculateur en a(sg) est F(v) = (v — C(sg) , v — C(s0)) — r(s0)? = 0, ot
d’apres VI.3.4 C(so) = a(so) + ﬁ Posons f(s) = F(a(s)) = (a(s) — C(so) , a(s) — C(s0)) — r(s0)2.
Alors :

f'(s) =2(a/(s), als) = C(s0)) , ["(s) =2((a"(5) , a(s) = C(s0)) + (c/(s) , &/(s)))
f(s) =2((a""(s) , a(s) = C(s0)) + (" (s) , @/(s)))

On sait déja que f(sg) = f'(s0) = f"(s0) = 0. Dire que le cercle est hyperosculateur, c’est dire qu’en plus
f"(s0) =0, c’est-a-dire, d’apres les calculs ci-dessus :
1"
(@"(s0) , also) = C(s0)) + {@"(s0) , &/(s0)) = —(a"(s0) , %> =0
L o (50
ce qui équivaut a dire que (a’”’(so) , a”(s0)) = 0. D’apres (3-10), si k(sg) # 0, cela équivaut a dire que
k' (s9) = 0.
g.e.d.
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Exemple VI.3.8. Considérons lellipse a(t) = (cos(t),a -sin(t)), 0 <a < 1. On a:
o/ (t) = (—sin(t),acos(t)) , ”(t) = (—cos(t),—asin(t))

et donc

{((—acos(t), —sin(t)) , (— cos(t)
(sin(t)? + a? cos(t)?)

—asin(t))) a

h(t) = (sin(£)2 + a2 cos(t)?)?

)
3
2

a2

(sin(t)? + a? cos(t)?)3

k(t)? =

d’ot on tire :
(k(t)z)/ =(x)-((1- a2)2 sin(t) cos(t)) = () - (1 — a2) sin(2t)

ou (%) est une expression qui ne s’annulle pas. Les points d’hyperosculation sont donc déterminés par les

solutions de I"équation sin(2t) = 0, ce qui donne ¢t = 0, 7, T, ?jf. On trouve les quatre points d’intersection

de Vellipse avec les axes de coordonnées, que l'on peut voir sur la figure VI.2. On peut montrer que ce sont
en fait des points d’hyperosculation ordinaire.

La prochaine proposition nous dit que sur un arc de courbe réguliere compris entre deux sommets, les
cercles osculateurs sont contenus les uns dans les autres, comme le montre la figure VI.2.

Proposition VI.3.9. Soit o : I — R? une courbe réguliére, que l’on suppose paramétrée par la longueur
d’arc. Soit [c,d] C I et supposons que &' (s) #0, s € [c,d], et k'(s) # 0, s €]c,d[, ot k(s) désigne la courbure
signée. Alors, si s1,52 € [¢,d], $1 < $2, on a :

{veR?||lv—C(s2)l| < 7(s2)} C{veR*| |lu—C(s1)l| <r(s1)} sik'(s)>0Vs€ed]

ot C(s) désignent respectivement le centre et le rayon de courbure. Si k'(s) <0, Vs €]c,d], on a linclusion
1muerse.

Quitte & remplacer s par —s, on peut supposer que k(s) > 0, ce qui fait que r(s) = ﬁs) et donc

r'(s) = ;’;;S) On va travailler dans le cas k’(s) > 0, ce qui fait que k(s) est croissante et r(s) décroissant;

le cas k'(s) < 0 se traite de manieére analogue, en échangeant les roles de s; et so. Montrons d’abord que
[C(s1) = Cs2)l| <r(s1) —r(s2) , s1<s2

On a:
C(s) = a(s) +r(s) - p(c(s))

et en dérivant il vient :
(3-11) C'(s) = d(s) +1'(s) - p(a’(s)) +7(s) - p(a”(s))

mais o/ (s) = k(s) - p(a/(s)) = p(?(/s(.)s)) et pop=—1, donc il suit de (3-11) que :

C'(s) = a'(s) +1'(s) - p(a'(5)) — &/ (s) = 1'(5) - p(c(s))

et donc

IC ()]l = Ir'(s)] = =r'(s)

/ C'(s)ds

avec égalité seulement si C'(s) parcourt une droite; si ¢’était le cas, on aurait :

Or
1C(s1) — C(sa)]| = \

< / 1C"(s)] ds

1

C"(s) = 1"(s) - pla(5)) +1'(5) - p(a"()) = 0 Vs € [e,]
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ce qui, du fait que o/(s) et o/(s) sont linéairement indépendantes, entrainerait que '(s) =0 Vs € [e,d], ce
qui est contraire a ’hypotheése que &/(s) # 0 pour s €]c,d[. On a donc :

G0 = Clsll < [ IC ) ds = [ = s = r(s1) = r(s2)

S1 S1

Supposons maintenant que ||[v — C(sz2)|| < sq. Alors :
[o = Cs))ll < [lv = Cls2)ll + [[Cs2) = Cls)[| < r(s2) +7(s1) = r(s2) = r(s1)

g.e.d.

VI1.3.2 Points d’inflexion

Soit o : I — R? une courbe paramétrique réguliere. On a vu dans VI.2.3 que la droite tangente au point
a(ty) pour équation F(v) = (v — a(ty) , p(c/(to))) = 0, comme conséquence du fait que la tangente doit
avoir un ordre de contact au moins 1 avec la courbe. En général, I'ordre de contact de la courbe avec sa
tangente en un point est exactement 1; mais il arrive que cet ordre de contact soit supérieur a 1 en certains
points, qu’on appelle points d’inflexion.

Proposition VI.3.10. Soit o : I — R? une courbe réguliére. L’ordre de contact de la courbe avec sa
tangente en un point a(ty) est au moins 2 si et seulement si o (tg) et &’ (tg) sont linéairement dépendantes.

Preuve: La composition de a avec ’équation de sa tangente au point a(tg) s’écrit f(t) = (a(t)—a(to) , p(a/(to))).

Ona:
F1@) =/ (t), p((to))) » (1) ={a"(t), pla(tn)))
On sait déja que f(to) = f'(to) = 0. Dire que l'ordre de contact de la courbe avec sa tangente en a(tg) est
au moins 2, c’est dire que f”(tg) = (o' (to) , p(a’(to))) = 0, c’est-a-dire que o’ (o) est perpendiculaire &
p(a’(tg)), c’est-a-dire que o (to) est parallele & o’ (to).
g.e.d.

Définition VI.3.11. On dit que a(ty) est un point d’inflexion de la courbe réguliere a si o/ (tg) et o (to)
sont linéairement dépendantes. On dit que c’est un point d’inflexion ordinaire si o' (to) et a'(tp) ne sont
pas linéairement dépendantes.

Proposition VI.3.12. Soit o : I — R? une courbe réguliére. Le point d’inflexion a(ty) est ordinaire si
et seulement si l’ordre de contact de la courbe avec sa tangente en a(tg) est exactement 2. Dans ce cas, la
courbe traverse sa tangente en a(tg) pour t proche de tg.

Preuve: On pose de nouveau f(t) = (a(t)—a(to) , p(c/(to))) et on remarque que "' (tg) = (" (to) , p(c/(t0))).
Dire que f"'(tg) # 0 équivaut donc & dire que o’ (tg) et o’(tg) sont linéairement indépendantes. Si c’est le
cas, l'ordre de contact de la courbe avec sa tangente au point «(tg) est exactement 2 et il suit alors de la
proposition VI.2.5 que la courbe traverse sa tangente au point a(tg).

g.e.d.

VI.3.3 Le théoreme des quatre sommets

On commence par définir ce qu’est une courbe fermée simple. On est amené a considérer des fonctions
différentiables sur un intervalle fermé [a, b]; pour pouvoir parler convenablement de dérivées aux extrémités
d’un tel intervalle, on doit supposer que la fonction est définie sur un intervalle ouvert contenant [a, b].

Définition VI1.3.13. Soit I = [a,b] un intervalle fermé. On dit que oo : I — R™ est de classe C™ §'il existe
une extension @ :Ja’,b’'[— R"™ de a, ot @’ < a, b < V', qui est C>.

Une courbe fermée paramétrique est une application « : [a,b] — R™ de classe C* telle que a(a) = a(b),
et a®(a) = aP(b), VE > 1.

Une telle courbe est dite simple si elle est réguliere et de plus a(t) # a(t’) si t,t’ € [a,b] et ¢ # t'.
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Par exemple, Dellipse a(t) = (cos(t), asin(t)), 0 < a < 1, t € [0,27] est une courbe plane fermée, simple
et réguliere.

Définition VI.3.14. On dit que la courbe plane fermée, simple, réguliere o : I — R? est conveze si pour
tout t € I, en désignant par ¢ la droite tangente & « au point «(t), on a a([a,b]) N ¢ = {a(t)}. En particulier,
la trace «([a,b]) de la courbe est entiérement située d’un méme c6té de la droite tangente & « au point «(t).

Remarque VI.3.15. Si a : [a,b] — R? est une courbe plane fermée simple convexe et si X = a([a,b])
désigne sa trace, alors toute droite ¢ coupe X en au plus deux points. Sinon, supposons que £ N X contient
trois points distincts p, g, 7 et que ¢ soit situé entre p et r; alors la tangente a la courbe au point g doit
coincider avec ¢, sinon p et r seraient de part et d’autre de cette tangente, contredisant la convexité. Mais
cette tangente a la courbe au point ¢ rencontre X encore en p et ¢, contredisant encore une fois la convexité
de la courbe (voir figure VI.4).

Figure VI.4: Une droite coupe une courbe convexe en au plus deux points

Si a : [a,b] — R? est une courbe fermée, la courbure k(t) : [a,b] — R est une application continue et
possede donc au moins un minimum et un maximum, ce qui se traduit par le fait que a posséde au moins 2
sommets. Le théoréme des quatre sommets nous dit que si la courbe est simple, alors elle possede au moins
quatre sommets, dont nécessairement deux sont des maxima locaux et deux autres des minima locaux de la
courbure. Nous démontrerons ce théoréeme dans le cas plus simple ou la courbe est convexe. La figure VI.5
montre une courbe fermée, non simple, dont la courbure présente un seul minimum et un seul maximum; la
courbure est maximale en (1,0), minimale en (3,0).

Théoréme VI.3.16 (Théoréme des quatre sommets). Soit a : [a,b] — R? une courbe fermée, simple,
convexe. Alors elle posséde au moins quatre sommets.

Preuve: On peut supposer que la courbe est paramétrée par la longueur d’arc; alors la dérivée de a peut étre
regardée comme une application & valeurs dans le cercle : o' : [a,b] — S*. On notera a(s) = (z(s),y(s)).
Si on choisit 6, € R tel que &'(a) = (cos(f,),sin(f,)), il suit de V.1.1 qu’il existe une unique application
0 : [a,b] — R telle que H(a) =0, et :

o/ (s) = (¢/(s),y/(s)) = (cos(8(s)), sin(6(s))
On appelle 0(s) lindicatrice tangente : 0(s) est Pangle que fait la tangente & la courbe au point a(s) avec
une droite horizontale. Notons que

a’'(s) = k(s)(=y'(s),2'(s)) = 0'(s) - (—sin(0(s)), cos(0(s)))
et donc k(s) =0'(s). On a :

(3812) [ y(s)-K(s)ds = y(s) - k(s)
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Figure VI.5: Une courbe fermée avec deux sommets

Puisque [a, b] est compact et la courbure est continue, elle posséde un minimum global en un point p et
un maximum global en un point ¢q. On peut supposer que la courbe possede un nombre fini de sommets,
sinon le théoreme est évident.

Par un choix de systeme orthogonal de coordonnées, on peut supposer que p et ¢ sont situés sur ’axe
OX, avec p a gauche de ¢q. D’apres la remarque VI.3.15, la courbe rencontre 'axe OX en p et ¢ seulement .
On peut choisir de parcourir la courbe de sorte que la partie avec y(s) > 0 est parcourue de p vers ¢, et la
partie avec y(s) < 0 de ¢ vers p (voir figure VI.6).

Puisque la courbure a un minimum en p et un maximum en ¢, au points proches de p ou proches de ¢
avec y(s) > 0 on aura k'(s) > 0. De méme, aux points proches de p ou de ¢ avec y(s) < 0, on aura k’(s) < 0.

Si on avait k/'(s) > 0 en tous les points ol y(s) > 0 et k'(s) < 0 en tous les points out y(s) < 0, on aurait
y(s) - k'(s) > 0 en tous les points, et cette fonction n’a qu'un nombre fini de zéros, car on n’a qu'un nombre
fini de sommets. Il en suivrait que

b
/ y(s) - k' (s)ds > 0

en contradiction avec (3-12). On doit donc avoir que

(1) ou bien k'(s) < 0 en un point o1 y(s) > 0, auquel cas, en allant de p vers ¢, k(s), qui croit au voisinage
de p, doit passer par un maximum local, décroitre lorsque k’(s) < 0, puis passer par un minimum local
au moins avant d’arriver & ¢ (voir figure VI.7)

(2) ou bien k'(s) > 0 en un point ol y(s) < 0, auquel cas, en passant de g & p la courbure, qui commence
par décroitre, doit passer par un minimum local, puis un maximum local au moins.

Bien entendu, les deux cas peuvent se présenter pour une méme courbe. On en déduit que la courbe possede,
en dehors de p et ¢, un minimum local et un maximum local au moins. En tous les cas, la courbe aura donc

au moins 4 sommets.
g.e.d.
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Figure VI.6: Situation de la courbe dans la preuve de VI.3.16
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Figure VI.7: Esquisse de la variation de k(s) pour la preuve de VI.3.16, cas (1), oli on a posé p = a(s,) et
q = a(sg)

VI.4 Courbes dans ’espace

Soit a : I — R? une courbe réguliere, paramétrée par la longueur d’arc. On pose :

T(s)=a'(s)(et [T'(s)=1) , K(s)=[la"(s)ll

et si K(s)#0:

T/
NG = e+ Bl = T() X V)
Notons que, comme on utilise une paramétrisation par la longueur d’arc, ||T'(s)|| = 1, donc (T"(s) , T'(s)) = 0.
Comme N(s) = ﬂ((ss)) = %, N(s) est orthogonal & T'(s) et de longueur 1. Enfin, la définition méme de

B(s) montre qu’il est de norme 1, orthogonal & T'(s) et N(s).

Définition VI.4.1. Le vecteur T'(s) est appelé vecteur tangent & la courbe. Le vecteur N(s) est appelé
vecteur normal & la courbe et le vecteur B(s) vecteur binormal & la courbe. K(s) s’appelle la courbure.
Notons que les 3 vecteurs T'(s), N(s), B(s) forment un repére orthonormal droit de R3.

Proposition VI.4.2. Soit o : I — R? une paramétrisation quelconque d’une courbe réguliére. Alors, si
tg € I, l’espace vectoriel engendré par o (to) et o' (tg) est indépendant de la paramétrisation.
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Preuve: En effet, si h: J — I est un difféomorphisme, avec h(ug) = ¢, on a :

(aoh) (ug) = o/ (to) - B (uo) , (aroh)(ug) = a(to) - (I (u0))? + ¢/ (to) - " (uo)

ce qui montre que 'espace vectoriel V' engendré par o’(tg) et o (ty) est contenu dans I’espace vectoriel W
engendré par 3'(ug) et 5”(ug) : V. C W. En échangeant les roles de o et 3, on aura W C V, et donc

finalement V = W.
g.e.d.

Définition VI.4.3. Soit o : I — R3 une courbe réguliere et supposons que o/ (¢) et o’ (¢y) sont linéairement
indépendants, ot tg € I. On définit le plan osculateur de la courbe au point «a(ty) comme étant le plan
passant par «a(tg), parallele & o/(tg) et & (tg). Il suit de la proposition VI.4.2 que ce plan ne dépend pas de
la paramétrisation de la courbe. En particulier, il coincide avec le plan par a(sg) parallele & T'(so) et N(sp)
dans une paramétrisation par longeur d’arc.

Remarque VI.4.4. Supposons a : I — R? paramétrisée par la longueur d’arc et pppelons H le plan
osculateur & o au point a(sg). Soit 7 : R® — H la projection orthogonale; alors 3(t) = 7(a(t)) est une
courbe dans le plan H, et puisque o’ (sg) et o’’(sg) sont paralleles & H, on a 5'(sg) = 7(a/(s0)) = &/ (s0),
8" (s0) = w(a”(s0)) = a’'(s0). On en déduit que K(sg) = ||a”(s0)]| est la courbure de 8 au point 5(sq).

Proposition VI.4.5. Soit o : I — R3 une courbe réguliére et to € I tel que o (tg) et o’ (ty) sont linéairement
indépendants. Alors le plan osculateur est caractérisé par le fait que son ordre de contact avec o en «(ty) est
au moins 2. Ce contact est d’ordre exactement 2 si et seulement si o/ (to) n’est pas dans le plan osculateur.

Preuve: Soit F(v) = (v — a(ty) , v) = 0 'équation d’un plan par «(tg), perpendiculaire & un vecteur v. La
composition f(t) = F(«(t)) a pour dérivées au point ty:

['(to) = ('(to) , v) , ["(to) = (" (ko) , v) [ (t0) = (" (t) , ¥)

d’ott on déduit que f’(tg) = f"(tg) = 0 si et seulement si v est perpendiculaire & o/ (¢g) et o’/ (¢g), c’est-a-dire
si v est perpendiculaire au plan osculateur. Aussi, f”/(t9) = 0 si et seulement si /() est dans le plan

osculateur.
g.e.d.

Remarquons qu’il suit de la proposition précédente et de VI.2.5 que si o'(tg), o’ (to) et &' (to) sont
linéairement indépendantes, alors la courbe traverse son plan osculateur lorsque ¢ varie dans un voisinage de
to.

Exemple V1.4.6. Prenons la courbe a(t) = (¢,t2,t%). Ses dérivées sont o/ (t) = (1,2¢,3t?), o’ (t) = (0,2, 6t),
o' (t) = (0,0,6). Pour ¢t = 0, le plan osculateur est engendré par (1,0,0) et (0,2,0). La troisieme dérivée
en ce point n’est pas dans le plan osculateur, la courbe traverse donc son plan osculateur au point (0,0, 0)
(voir figure VI.8). On appelle cette courbe la cubique gauche.

Revenons & une courbe a : I — R3 paramétrée par la longueur d’arc et supposons que o/(s) et o’(s)
soient linéairement indépendantes. Remarquons que

(B(s), T(s)) =0 , (B(s), N(s)) =0 , T'(s)=K(s)-N(s) , (B(s), B(s))=1

impliquent que

(4-1) (B'(s) , T(s)) + (B(s) , T'(s)) = (B'(s) , T(s)) =0
(4-2) (B'(s), N(s)) + (B(s) . N'(s)) =0
(4-3) (B'(s) , B(s)) = 0

Il suit de (4-1) et (4-3) que B'(s) est parallele & N(s).
Définition VI.4.7. La torsion de « au point s est le scalaire 7(s) tel que

B'(s) = —7(s) - N(s)
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Figure VL.8: Deux visions de la cubique gauche et de son plan osculateur en (0,0, 0).

Ainsi, & tout point d’une une courbe réguliére «, paramétrée par la longueur d’arc, et telle que o/’ (s) # 0
(ce qui équivaut a dire que K (s) # 0), on a associe trois vecteurs T'(s), N(s), B(s) et deux scalaires K (s), 7(s).
Ces cinqg entités sont reliées par les formules consignées dans le théoréme suivant.

Théoréme VI.4.8 (Frenet-Serret). Soit a: I — R3 une courbe réguliére paramétrée par la longueur d’arc
et supposons que o'(s) # 0. Alors :

T'(s) = K(s)-N(s) , N'(s)=-K(s)-T(s)+7(s)- B(s) , B'(s)=—7(s)-N(s)

Preuve: Seule la formule du milieu nécessite une preuve, les deux autres viennent de la définition de K (s)
et 7(s) respectivement. Puisque T'(s), N(s), B(s) forment une base orthonormale de R3, on a :

(4-4) N'(s) = (N'(s) , T(s))T(s) + (N'(s) , N(s))N(s) + (N'(s) , B(s))B(s)
Or
(N(s), T(s)) = 0= (N'(s), T(s)) + (N(s) , T'(s)) = 0= (N'(s) , T(s)) = —K(s)
En dérivant I’équation (N(s), N(s)) =1 on voit que (N'(s), N(s)) = 0.
Enfin, il suit de (4-2) que :
(N'(s) , B(s)) = =(N(s) , B'(s)) = =(N(s) , =7(s)N(s)) = 7(s)

En remplacant dans (4-4) on trouve la formule voulue pour N'(s).
g.e.d.

On aimerait trouver maintenant des formules exprimant ces entités pour une courbe paramétrée, non
nécessairement par la longueur d’arc. Soit donc a : I — R3 une courbe réguliere, to € I et s(t) =
ftto llo/ (7)|| dr. On pose a(s(t)) = a(t), ce qui fait de @ une reparamétrisation de « par la longueur d’arc; on
suppose que sa courbure ne s’annulle pas. Si on désigne par T(s), N(s), B(s), K(s), 7(s) respectivement les
vecteurs tangent, normal, binormal, la courbure et la torsion de @, on pose :

T(t)=T(s(t) . N(@)=N(s(t) , B(t)=B(s(t) , K@) =K(s(t) . 7(t)=7(s(t))

On pose encore v(t) = ||&/(t)]| = s'(t). On a alors les formules suivantes :

(45) T'(t) = (s(0)) - /(1) = K(8) - (t) - N()

(4-6) N'(t) = N(s(t)) = N'(s(t)) - 8'(t) = —v(t) - K(t) - T(t) + v(t) - 7(t) - B(t)
(4-7) B'(t) = B(s(t)) = B'(s(t)) - s/ (t) = —v(t) - 7(t) - N(t)

Lemme VI1.4.9.

(4-8) o (t)y=w(t)-T(t)
(4-9) (1) = (t) - T(t) +v(t)? - K(t)- N(t)
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Preuve: 1l suffit de dériver a(t) = a(s(t)) :

Théoréme VI1.4.10. Soit o : I — R3 une courbe réguliére telle que o/(t) et o’'(t) soient linéairement
indépendantes. Alors :

_ a/(t) . _ Oé'(t) « Oé/'(t)
T(t) = O N(t)=B(t)xT({t) , B(t) = TICRTE]
K(t) = M . T(t) = <a’(t) X O/I(t) , O/H(t)>

la’ (0)]1° lo’ () > @ (8)I”

Preuve: Seules les formules pour B(t), K(t) et 7(t) nécessitent une preuve. Calculons a l'aide des for-
mules (4-8) et (4-9) :

o (t)xa’(t) = (v(t) - T(t)) x (V') - T(t)+v(t)* K(t)-N(t)) = K(t)-v(t)* T(t) x N(t) = K(t)-v(t)* B(t)

d’oti on tire les formules énoncées pour K (t) et B(t).
Pout 7(t), dérivons la formule (4-9) :

/

o(t) = (v'(t) - T(t) +v(t)*- K(t) - N(t)) = K(t)-v(t)* - N'(t) + R(t)
ou R(t) est un vecteur orthogonal & B(t). En utilisant VI.4.8, on trouve :
o(t) = K(t) -v(t)* - 7(t) - B(t) + S(¢)
ot S(t) est un vecteur orthogonal & B(t). De la on tire :

(o'(t) x a”(t) , (1)) = ||/ (t) x &"(B)]| - (B(t) , " (t)) =

K(t)-ot)(B(t) , B(t)) - K(t)-v(t)’ 7(t) =

K(t)? - v(t)°-7(t) = o/ (t) x a”"(B)]|* - 7(2)

~—

et la formule énoncée pour 7(t) en suit.
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Chapitre VII

Géométrie différentielle des surfaces
de ’espace

VII.1 Définitions et exemples

Définition VII.1.1. Une surface réguliere de I’espace est un sous-ensemble X de R? qui peut étre recouverte
par des cartes réguliere de classe C*®. Cela veut dire que pour tout P € X, il existe un ouvert V de R? tel
que V 3 P et une application ¢ : U — V de classe C*®, ol U est un ouvert de R?, telle que

(1)

® est une bijection sur V' N X.

(2) la dérivée dep(, ) : R* — R? est injective, V (u,v) € U.

On appelle ¢ une carte sur la surface réguliere X. Il suit du théoréme du rang (voir [6]) que ¢ est un
homéomorphisme sur son image. On dit aussi que ¢ est une paramétrisation locale réguliere de X. Tradi-
tionellement, on note (u,v) les variables de la source d’une carte .

Exemples VII.1.2.

(1) On a vu dans V.2 comment définir les projections stéréographiques de la sphere S? depuis le pole nord
et le pole sud, oy et og respectivement, dont les inverses forment un systéme de cartes sur la sphere

(2) Si F:Q — R, on Q est un ouvert de R3, est une fonction de classe C* telle que sa dérivée dFp est

non nulle en tout point P tel que F(P) = 0, alors ’ensemble de ses zéros :

X ={PeR®|F(P)=0}

est une surface réguliere de l'espace. En effet, si P = (ug,v9,20) € X, puisque dFp # 0, on peut
supposer par exemple que %—Z(P) # 0. 11 suit alors du théoréme des fonctions implicites qu’il existe un

ouvert V C R3 contenant P, un ouvert U C R? et une fonction C* g : U — R tels que :
XnvV= {(u,v,z) eU xR ‘ z :g(u,v)}
et donc (u,v) — (u,v,g(u,v)) est une carte sur X contenant P.

L’ellipsoide d’équation

2 2 2
T Y z
Pl + 02 + = 1=0
ou a, b, ¢ > 0 satisfait aux conditions de I’exemple précédent. Les cartes sont de la forme :
u? w2 u? 02
(u,v)»—>(u,v7ic 1_?_b72) 5 §+b72<1

ce qui fait en tout, en échangeant les roles de 3 coordonnées de l'espace, 6 cartes.
a =0b=c=1, on retrouve la sphere.

95

Si on prend
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(4) Surfaces de révolution. Si I' est une courbe dans ’espace, on obtient une surface X par rotation de T’
autour de l'axe OZ :
X= |J ReD)

0€[0,27]

ou Ry désigne la rotation d’angle 6 autour de 'axe OZ. Sous forme matricielle :

cos(f) —sin(d) 0
Ry = | sin(d) cos(@d) 0
0 0 1

e Si I' est une courbe paramétrique réguliere, simple, pamétrée par a : I — R3?, alors on peut
paramétrer la surface de révolution par

(u,0) — Ro(c(u)) = (cos(B)a (u) — sin(B)az(u), sin(f) oy (u) + cos(B)az(u), az(u))

Si I' ne rencontre pas OZ, on obtient des cartes régulieres sur X en restreignant la paramétrisation
a des rectangles de la forme I’ x J, I' C I et J C R. Par exemple, le tore est obtenu par ce
procédé, en prenant pour I' le cercle a(u) = (0, R + rcos(u), R + rsin(u)), ce qui donne comme
paramétrisation du tore

(u,v) ((R + 7 cos(w)) cos(v), (R + 1 cos(w)) sin(v), r sin(u))

e Si I' est contenue dans le plan YOZ et est décrite par une équation réguliere f(y,z) = 0, alors
la surface est décrite par 'équation F(u,v,z) = f(v/u? 4+ v2,z) = 0. Si on reprend le tore, en
partant de I' décrite par '’équation (y — R)? + 22 — 72 = 0, on obtient I’équation :

(VA T3~ B 2212 =0

(5) Surfaces réglées. Sia, 3 : I — R3 sont deux courbes régulieres, simples de I’espace qui ne se rencontrent
pas, il leur est associé la surface paramétrée par ¢ : I xR — R3, ¢(u,v) = v-a(u)+(1—v)-B(u). On dit
que c’est une surface réglée parce que c’est en fait une réunion de droites, celles qui joignent les paires
de points a(u), B(u), u € I. C’est une surface réguliere en dehors des points P qui sont image par ¢
de deux couples distincts (u,v) et (u’,v’), ainsi que les points ot a(u) — B(u) et va'(u) + (1 —v)F' (u)
sont linéairement dépendants, qui sont les points ou le jacobien de ¢ n’est pas de rang 2. Par exemple,
si on prend a(u) = (v,0,0), 8(u) = (0,1,u), v € R, on obtient la surface paramétrée par (u,v) —
(w-v,1—wv,u-(1—wv)), qui est en fait la quadrique d’équation (z + z)y — z = 0.

(6) Le cone d’équation x2 4+ y% — 22 = 0 est une surface réguliere, en dehors du point (0,0, 0).

Définition VII.1.3. Soit X C R? une surface réguliere, P € X, et soit ¢ : U — R? une carte sur X
telle que @(ug,v9) = P. Le plan tangent a la surface X au point P, noté TpX, est 'image de la dérivée
AP (ug o) - R? — R3. Si F: V — R est une équation locale régulere de X, avec V 3> P, on a

Im(do(yy,vy)) = Ker(dFp) = TpX

ceci quelque soit I’équation locale ou la paramétrisation locale, ce qui montre que le plan tangent est
indépendant de celles-cis.

Si ¢ : U — R? est une paramétrisation locale réguliere d’une surface et (ug,vo) € U, P = p(ug,vp), on
écrit
_9p _ Oy
Pu = ou (wo,v0) 5 Yoy = v (u0,v0)

Puisque ¢, ¢, forment une base de Tp X, le vecteur

Pu X Po
(1-1) N(P) = 2
llou X @ull

est un vecteur unitaire, orthogonal a TpX.
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VII.2 Premieére et deuxieme formes fondamentales

La premiére forme fondamentale Soit X C R? une surface réguliére, P € X,

Définition VII.2.1. La premiere forme fondamentale Ip(£,7n) est la forme bilinéaire symétrique sur TpX
définie par la restriction a TpX du produit scalaire :

wy,we € TpX , Ip(wi,w2) = (wy , wa) .
Si ¢ : U — R? une carte telle que ¢(u,v) = P, on définit :

E(uv U) = IP(@uv‘Pu) , F(u,v) = Ip(@ua‘%’v) > G(u,v) = IP(@?M‘PU)

de sorte que si £ = <§1> ,N = <Zl> €R?, ona:
2 2

(2-1)  Ip(dp(u,v) (&), dow,v () = Ip (dso(u,v)(fl cer+ & e2),dpy ) (m - er+ 2 62)) =

E(u,v)én - m + F(u,v)(€ 2+ & -m) + Cluv) - &1 = € @ Z) !

ol &8 = (&1, &) denote le transposé de &.

A Taide de la premiere forme fondamentale on peut exprimer 'aire d’une surface. Soit ¢ : U — R3
une paramétrisation locale d'une surface réguliere, R = [a,b] X [¢,d] C U un rectangle et supposons
qu’on ait un partage de R en petits rectangles R; ; de cotés A;, A;. Alors, si on choisit (u;,u;) € R; ;,
aire de ¢(R;,; est approximée par ||¢u(ui, v;) X @y (Ui, v;)] - A; - A; et aire de p(R) est approximée par
> i s, vg) < pu(ui, v5)|| - Ai - Ay, qui a pour limite, lorsque le rectangles deviennent de plus en plus

petits :
[ euxoul dudo
R

Or si v désigne I'angle formé par ¢, et ¢,, on a :

2 2 2 . 2 2
lew x @ull” = lleull” - leull” - sin(m)?* = lleull* - llgull” - (1 = cos(7)?)

(<§0u ) <PU>)2
u s Pu) {Pv s Po

= {Pu » Pu) {Pv s Pv) " (1 - { >) = 1p(pu, pu) - 1p(Pu; o) — I(SoanOU)Q =E-F-G*

ce qui nous donne la formule :
aire de p(R) :// VE-G—F?
R

que ’on pourra utiliser méme lorsque la paramétrisation n’est pas réguliere sur des sous-ensembles, comme
des courbes, qui ne comptent pas pour le calcul de Iaire.

Exemple VII.2.2. On considere la paramétrisation de la spheére de rayon 1 centrée a l’origine :
o(u,v) = (sin(u) cos(v), sin(u) sin(v),cos(u)) , 0<u<nm,0<v <27
On calcule les dérivées :

©u =(cos(u) cos(v), cos(u) sin(v), — sin(u))

¢y =(—sin(u) sin(v), sin(u) cos(v), 0)

d’ou on tire :

(u s pu) = cos(u)?(cos(v)? + sin(v)?) + sin(u)? = 1
(pu » vy = — cos(u) cos(v) sin(u) sin(v) + cos(u) sin(v) sin(u) cos(v) = 0

E
F
G

(po , pu) = sin(u)?sin(v)? + sin(u)? cos(u)? = sin(u)
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et donc vV EG — F? = sin(u), qui s’annulle pour u = 0 et u = m, 0 < v < 2m; ces deux segments sont écrasés
respectivement sur le pole nord et le pole sud. L’aire de la sphere vaut donc :

2m ™ 27 27
/ / sin(u)dudv = / (- cos(u)|g)dv = / 2dv = 4w
o Jo 0 0

On peut aussi utiliser les fonctions E, F' et G pour exprimer la longueur d’une courbe sur la surface. Soit
« : [a,b] — U une courbe et posons (t) = ¢(a(t)). Alors la longueur de v vaut :

b
o) = / I/ ()l dt

Mais
Iy ()1 = Ip(' (1), 7' (£)) = E(a(t))oy (£)? + 2F (a(t)) oy (£ (£) + G ax(t) vy (1)

et donc

b
(2-2) ) = / \/E(O‘(t))all(t)Q + 2F (a(t))aq () ay(t) + Glalt))ay(t)?dt

La deuxieéme forme fondamentale Soit ¢ : U — R? une paramétrisation locale d'une surface réguliere
X CR3et P=¢p(u,v) € X. Si G:V — R" est une application définie sur un ouvert V de X contenant
P,V C ¢(U), on dit que G est différentiable au point P si la composition G o ¢ est différentiable au point
(u,v). La dérivée dGp : Tp — R™ est définie par :

siw € TPX7 w = d(p(g)(u,v) 5 dGP(U)) = d(G © @)(u,v) (5)

L’expression (1-1) du vecteur normal unitaire montre que I'application N : p(U) — R? est dérivable en tout
point. En fait, elle est & valeurs dans la spheére S2; on lappelle application de Gauss.

Notons qu’en tout point P € X il y a deux vecteurs nomraux unitaires : si N(P) en est un, —N(P) est
l’autre, que 'on peut exprimer en coordonnées en échangeant le role de u et v :
lpu X ol [pw X ull

Proposition VII.2.3.
(1) Siw e TpX, de(w) S TN(p)SQ

(2)
(dNp(w1) , w2) = (w1 , dNp(w2))

Preuve:

(1) Puisque (N(P) , N(P)) =1, si w € Tp(X), en dérivant on obtient : 2(dNp(w) , N(P)) = 0 ce qui
montre que dNp(w) € Tn(p)S?.

(2) Soit ¢ : U — R3 une paramétrisation locale de X avec ¢(u,v) = P. Posons

Nu=dNp(eu) , Ny =dNp(p)
Si on dérive ’égalité (N , ,) = 0 par rapport & v, on obtient :
(2-3) (No s @u) + (N, up) =0
et en dérivant (N , ¢,) = 0 par rapport & u :
(2-4) (Nu s o) + (N, puu) =0
Or Yy = @uu, donc on tire de (2-3) et (2-4) que

(2-5) (No , pu) = (Nu, p0) = (P, Nu)
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La matrice de la forme bilinéaire (dNp(w;) , wy) dans la base @, ¢, s’écrit :

(2 )

et il suit de (2-5) que cette matrice, et donc la forme bilinéaire, est symétrique, ce qui démontre (2).
g.e.d.

Remarque VII.2.4. Il suit de (1) ci-dessus que TpX = T p)SQ7 puisque ces deux plans sont perpendicu-
laires & N(P). On peut donc regarder dNp comme application linéaire de TpX dans lui-méme :

de : TPX — TPX
La propriété (2) ci-dessus s’exprime en disant que Papplication linéaire dNp est auto-adjointe.

Définition VIIL.2.5. La deuxieme forme fondamentale IIp est la forme bilinéaire symétrique sur Tp X définie
par :
IIp(wl, ’w2) = —<dNP(’LU1) s ’LU2>

On utilisera la méme notation pour la forme quadratique associée : IIp(w) = —(dNp(w) , w)

Interprétation de la deuziéeme forme fondamentale. Soit o : I — X une courbe réguliére sur la surface X,
paramétré par la longueur d’arc. Alors o'(s) € To(5)X, donc (N(a(s)), o/(s)) =0Vs € I et en dérivant on
obtient :

(N(als))", o (s)) + (N(a(s)) , a(s)) = (dNa(s) (@ (5)) , @ (s)) + (N(als)) , a"(s)) =0

ce qui montre que

IIa(s) (O/(S)a O/(S)) = <N(S) ) O[”(S»
et si on suppose que la trace de « est contenue dans un 2-plan contenant N(«(sp)), alors on peut prendre
N(a(sg)) comme vecteur normal & « dans ce plan, ce qui fait que (N(sg) , a”(sg)) = k(so), la courbure de
« en sg. En fin de comptes :

IIQ(SO)(O/(SO)aa/(SO)) = k‘(S)

ce qui veut dire que la forme quadratique associée a la deuxieme forme fondamentale associe & un vecteur
w tangent a la surface au point P la courbure au point P de toute courbe située sur la surface et dans le
2-plan par 7 et N(P), dont le vecteur vitesse au point P est w.

Rappel d’algébre linéaire. Soit B : R? x R? — R une forme bilinéaire symétrique et ¢(w) = B(w, w) la forme
quadratique associée. Alors il existe une base orthonormale {e1,e2} dans laquelle g s’écrit :

q(wrer + waeq) = Alw% + )\ng

avec A1 > Aa. Notons que si ||w|| = 1, si on pose t = w1, alors q(w) = t2Xy + (1 — t2)A\; = t2(A\1 — X2) + Ao,
—1 <t < 1; on voit donc que A\; est le maximum de g(w) sur le cercle ||w|| = 1, et Ay la valeur minimale.
Voici une fagon de démontrer l'existence de la base {e1,e2}. On pose Ay = sup{¢(x)|||z|| =1} et on

choisit e; tel que g(e1) = A1. On choisit es orthogonal & e1, de norme égale a 1, et on pose Ay = g(ez). Alors,

siw # 0, Ty €st sur le cercle unité et q(ﬁ) = %. On en déduit que

a(w) < M Juwl® VRw e
et si on écrit w = wieq + waeq, on voit que :
q(w) = B(wiey + waeq, wiey + waes) = wiq(er) + 2wiwaBley, ex) + wiq(es) =

Alw% + 2urwaB(ey, e2) + /\2w§ < Al(w% + wg)
— 2wlw28(61,62) < (/\1 — )\g)wg
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ce qui n’est possible que si B(ep,e2) = 0, sinon en prenant wy = 1 et wy > A=Az y on contredit I'inégalité

2B(e1,es
précédente. On a donc g(w) = A\jw? + Aaw3. Dans cette nouvelle base, la matrice de B s’écrit :

A 0
(0 )\2)
et on voit que A1, Ay sont les valeurs propres de B et leur produit A; - Ay est le déterminant de B.

Dans le cas de la deuxieme forme fondamentale d’une surface réguliere X, on note ki, ko les valeurs
maximales et minimale qu’elle prend sur le cercle unité. Elles correspondent a une base orthonormale
{e1,e2} de TpX telle que

IIp(wlel + ’w2€2) = ]ﬁ’w% + k‘g’wg

Si av est une courbe réguliere, paramétrée par la longueur d’arc, située sur la surface et dans un plan contenant
N(P), et a(sg) = P, si w = a'(sg), la courbure de o vaut kyw? + kow3. En particulier la courbure signée
k(so) de « en sg est comprise entre kq et ka.

Notons que si on remplace N(P) par —N(P), ce qui arrive par exemple si on échange u et v dans une
paramétrisation locale de X au voisinage de P, alors {ki,k2} est remplacé par {—ko, —k1}. Par contre, le
produit K = k; - k3 ne change pas; on 'appelle courbure de Gauss de la surface au point P. La courbure de
Gauss est égale au déterminant de la matrice de IIp dans une base orthonormale de TpX.

Définition VII.2.6. On dit que le point P est

1) elliptique si K > 0

2) hyperbolique si K < 0

3) parabolique si K = 0, mais dNp # 0

(1)
(2)
3)
(4) planaire si dNp = 0

De plus, on dit que P est un ombilic si ky = ko, ce qui inclut le cas planaire, pour lequel k; = ko = 0.

Avant de regarder des exemples, il convient d’interpréter la deuxieme forme fondamentale en termes
d’équation locale réguliere de la surface.

Proposition VIL.2.7. Soit X C R?® une surface réguliére, P € X, U > P un ouvert de R3 et f : U — R
une équation locale de la surface X au voisinage de P. Alors la deuxiéme forme fondamentale 11p coincide
a un scalaire pres avec la restriction a TpX de la deuxieme dérivée de f. Plus précisément :

wETPX ) IIP( - ||dfPH Z 8 (P)'LUU}J

Preuve: On peut prendre N(P) = HZZ‘EH' Alors :

3 3

o, 1 of
Ip(w) = —(dNp(w) , w) Z Z%j(m.ﬁ)w%

= i,j=1

L9 1 of
N ||dfp\| Z axzax] (i ;axj(dfpn) (ZaTciwi) i

g.e.d.

Exemples VII.2.8. On va regarder des exemples de surfaces qui sont des graphes de fonctions g(u,v),
au voisinage de v = v = 0; elles sont donc paramétrée par (u,v) — (u,v,g(u,v)), qui est bien une
paramétrisation réguliere. On suppose que ¢(0,0) = 0 et que ¢,(0,0) = ¢,(0,0) = 0, ce qui revient &
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dire que le plan tangent & la surface au point (0,0, 0) est le plan horizontal. f(u,v,z) =z — g(u,v) = 0 est
une équation locale réguliére au voisinage de P = (0,0, 0), pour laquelle

dfp = (_gua —Gv, 1) = deP” =1
et fuu = —9uus fuo = —Guv, fo,y = —gv. Dans ces conditions :

p(w) = guuw] + 2gu,pW1W3 + gy vw5
(1) Sil’on prend g(u,v) = u? —v?, la deuxiéme forme fondamentale en P est 2w? —2w3. On a donc k; = 2,

ko = =2, K = —4 et P est un point hyperbolique.

(2) Si g(u,v) = u? +v%, P est un point elliptique, avec k1 = ko = 2; c’est donc un ombilique. Si on prend
g(u,v) = u? + 202, ky =2, ks =4, K = 8; P est un point elliptique, mais pas un ombilique.

(3) Si g(u,v) = u?, Ilp(w) = 2w?, donc P est un point parabolique et K = 0.

(4) Si g(u,v) = u® +v3, I[Ip =0, P est un point plainaire et K = 0.

VII.2.1 Les ombilics de I’ellipsoide

On a vu qu'un point P d’une surface réguliere X est dit ombilic si la deuxiéme forme fondamentale s’écrit
sous la forme k(2% + 23) dans une base orthogonale, et donc en fait dans n’importe quelle base orthogonale
de TpX. Cela revient a dire que IIp(w) = k- (w , w). On va utiliser ce fait pour calculer les ombilics de
I'ellipsoide défini par I’équation L’équation

N 2 2 2\ 2

F(z,y,2) = (7> + (g) + <7) ~1=0

a b c

que nous désignerons par X. Sans perte de généralité, on peut supposer que a > b > ¢ > 0.

L’espace tangent au point P = (x,y, z) s’écrit

x Y z
TpX = {(fﬂ%o | E’f‘i' p2l T Cjc = 0}
et si z # 0, on peut le paramétrer par I'inverse de sa projection sur le plan OXY, soit :

2

a:R*=TpX , aln) = (5777, —Z(;&er‘ygn))

Il suit VII.2.7 que, a un coefficient non nul pres, la deuxieme forme fondamentale s’écrit, a ’aide de cette
paramétrisation de TpX :

2
2 2 2
Ip(a(E,m) =g + 1 + 5 (C(If + bin))

2
n C (X" 9 Ty Yo o
?4_7—’—;(?6 +2€nﬁ+b7n)
1 c? x? 1 cy? 1 /zxy
2 2
¢ (E—’— )+77 (b7+b7z7) +2§n?(;ﬁ)

at 22

La premiere forme fondamentale s’écrit comme la composition de o avec le produit scalaire usuel dans R? :

ct(a® zy |y

2 4 y2 c4 Y C4

e B0 (e ) ()

Supposons que IIp = k- Ip, pour un k a déterminer.
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Si z,y # 0, cela entrine, en regardant le coefficient de &n, que k = C%, et en regardant le coefficient de &2

on en déduit :
1 c? x? 1 2% 9 9
— a” = ¢

2 a2 2 2at
ce qui est impossible.
Supposons donc que y = 0. Alors

2,2 2 4
Ll @ 1 ﬁiéﬁ(ﬁ_i):i_iiﬁ(b%t&):a2—b2
a2 Tt 2 T2 T 242 2 \at  a4p2 2 a2 22 atp2 a2b2
22 a? ra?® — b?
ZT_CZ(beCQ)

et comme suit de I’équation de I'ellipsoide que i—; =1- i—z, on en déduit que

x? a? — 2%\ 4ra% —b? 9 a? —b? 5 ra® — b
72:( a? )a (bQ—cz)éx(1+b2—02>:a(b2—02:>

9 b2 — 2 + a2 — b2 o a? —b? B a? — b2
x( b2 — ¢2 >_a(b2_02)éaj—:|:a a? — ¢2

et en échangeant les roles de x et z, ce qui revient a échanger a et ¢, on trouve que

b2 — 2
2

z = *c 5
a? —c¢

ce qui nous donne en tout 4 solutions.
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