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Chapitre 1

Introduction

Le but original de la géométrie algébrique est I’étude des sous-ensembles de R™ décrits par des équations
polynomiales.
Par exemple, dans le plan R? on peut définir le cercle 22 + y? — 1 = 0 ou Dellipse (%)2 + (%)2 —1=0.
Par contre, la spirale qui s’écrit en coordonnées polaires p = pge~? n’admet pas d’équation polynomiale.
Bien que l'inspiration nous vienne a l'origine de R", il convient de passer a ’espace C™ pour avoir des
résultats qui s’expriment bien. Par exemple, prenons un polynéme de degré d & une variable complexe :

fe)=z2+ecz" '+ +eq , a€C

On sait que 'ensemble de ses racines est constitué de d points, a condition de compter ces racines avec leur
multiplicité. Par contre, si
fR(z):xd+a1xd*1+~~+ad , a; €R

on peut seulement dire que le nombre de racines, comptées avec leur multiplicité, est de la forme d — 2k,
avec 0 < k < d/2, ou 2k est le nombre de racines non réelles, en nombre pair car elles viennent par paires
conjuguées.

Le théoreme de Bézout dans le plan Nous allons voir maintenant un énoncé approximatif du théoreme
de Bézout et esquisser quelques-unes de ses applications.

Supposons d’avoir deux courbes planes, d’équations f(z,y) = 0 et g(z,y) =0, ol f, g € Rz, y] ou C[z, ]
sont des polynomes de degré respectivement d et e; on notera par I'y et I'y les courbes correspondantes.

Théoréme 1.0.1 (Théoreme de Bézout). SiT'yNT, est constitué d’un nombre fini de points, alors ce nombre
estd-e.

Dans le cas particulier ot g(x,y) = y, I'y NI’y est constitué des racines de f(z,0), et on retrouve la
situation plus haut, & condition que f(x,0) soit effectivement de degré d.
Ce théoreme n’est pas entierement correct tel quel, il y a des précautions a prendre :

e prenons f(z,y) =y — 2%, g(x,y) = y — ax, ol « est une constante; alors d = 2, e = 1. Mais :

—sia#0, f et g ont en commun les 2 points (0,0) et (a, a?), conformément & I’énoncé de Bézout,
autant sur R que sur C

— si « tend vers 0, ces deux points viennent se confondre en le seul point (0, 0)

e D’autre part, si on fait tendre a vers co, ce qui revient & prendre la droite g(z,y) = x, le point («a, a?)
tend vers l'infini et disparait & la fin.

e Sion prend g(z,y) =y> —¢:

— lorsque € > 0, on trouve deux points d’intersection (&, £/€)



2 CHAPITRE I. INTRODUCTION

— lorsque € passe de valeurs positives a des valeurs négatives, ces deux points viennent se confondre,
puis deviennent imaginaires (i.e. non réels).

Ceci suggere que pour avoir un enoncé correct il faut :
e travailler sur C ; apres, dans la mesure du possible, on essayera d’avoir des résultats sur R
e compter les points d’intersection avec multiplicité

e compter les points a l'infini

Enfin, si on veut travailler sur R, on peut dire seulement que I'y N I'y est constiuté de d - e — 2k points, ou
0<k<d-e/2

Note : il semble que Bézout, dans sa premiere version du théoréeme qui porte son nom, ait oublié de tenir
compte des points a l'infini!

La conchoide de Nicomeéde C’est une courbe algébrique, dont la découverte est attribuée a Nicomede
(300 a.C.), que les grecs anciens ont utilisé pour construire un instrument permettant diviser un angle en
3 parties égales (trisection d’un angle); on sait par ailleurs qu’il n’est pas possible en général de faire la
trisection a 'aide de la regle et du compas uniquement.

Soit ¢ une droite et ) un point fixés dans le plan. La conchoide de Nicomede est le lieu des points P(z,y)
tels que la droite mobile § par P et Q coupe £ en un point S qui est a une distance fixée a de P.

Si on prend un systeme de coordonnées tel que @ est l'origine et ¢ la droite parallele a 'axe OX, a une
distance b de l'origine, on a :

y—b _y
z x
(voir figure I.1), d’ott l'on tire 1’équation :

(y—b)?(2® +y°) —a’y*> =0

, o z=+/a®— (y—0b)?

Lorsque a=2d (comme ici),
I’angle 3 vautle tiers de v

Pl

Figure I.1: La conchoide de Nicomede

Il s’agit d’une courbe de degré 4, dont seulement la partie supérieure est utilisée pour la trisection de
I’angle. Voici comment on procede. Etant donné un angle «, on place son sommet en et un de ses cotés
sur 'axe OY; si d désigne la longueur du segment joignant @@ a l'intersection de I'autre c6té de I'angle «
avec £, on choisit a = 2d.



Figure 1.2: Instrument pour faire la trisection de ’angle
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Chapitre 11

Variétés athlines

On désignera par K un corps de charactéristique nulle, par exemple R ou C.
On notera K[z,y] 'espace des polynémes en z et y, a coefficients dans K, et K[z, y]s le sous-espace
vectoriel des polyndémes de degré plus petit ou égal a d; il est de dimension (d;Z)‘

II.1 Premiers contacts : le théoreme de ’hexagone de Pascal

Une courbe algébrique plane est déterminée par une équation de la forme f(x,y) =0, ou f € K|z, y]. Notons
que si on remplace f par A- f, o A € K\ {0}, on obtient la méme courbe. Par définition, 'espace des courbes
de degré d est l'espace des droites par l'origine de ’espace vectoriel K[z, y]4, qu'on désigne par P (K[z,ylq);
en d’autres termes :

P (K[z, yla) = Klz,y] \ {0} / ~

ou ~ est la relation d’équivalence qui identifie f,g € K[z, y] \ {0} si elles sont sur une méme droite par
l'origine, c’est-a-dire s’il existe A € K tel que g = A - f. Pour justifier pleinement cette définition, il faudrait
savoir que si f et g sont de méme degré et définissent la méme courbe, alors il existe A\ # 0 tel que g = \- f,
ce qui nécessite de supposer que f est réduite et d’utiliser le Nullstellensatz de Hilbert; on en reparlera au §
suivant.

Remarque II.1.1. Un polynoéme de degré d s’écrit sous la forme

flzy) = Z ai,jxiyj

4,720, 1+j<d

avec a; ; € K. Mais il se peut que les termes avec i + j = d soit tous nuls; c’est le prix a payer pour que
K[z, y]q soit un espace vectoriel. Si on veut préciser que f comporte des termes de degré d non nuls, on dit
que f est de degré strictement égal a d.

Soit P € K2 et f € K[x,9]q ; la condition que la courbe définie par f passe par P s’écrit : f(P) = 0, qui

est une condition linéaire en f. Si Py,..., P, € K2, on pose :

Vgl,.“,Pk ={feKz,yla| f(P) == f(P)=0} ;
c’est ’espace vectoriel des équations de courbes de degré d qui passent par Pi,..., P;. Il est obtenu en
imposant k conditions linéaires sur les éléments de K[z, y]q4; on peut donc s’attendre & ce que cet espace soit
de dimension dim(Klz,y] — k = % — k, tout au moins si les points P, ..., P ne sont pas dans des

positions particulieres. Les deux propositions suivantes donnent, dans des cas particuliers, des conditions
explicites pour que la dimension de Vgl _..p, soit effectivement ce qu’on attend.

Proposition I1.1.2. Soient Py, ..., Ps € K? des points distincts, tels que 4 d’entre eux ne sont pas alignés.
Alors il passe une et une seule conique par Py, ..., Ps.



6 CHAPITRE II. VARIETES AFFINES

Preuve: L’espace vectoriel K[z, y]s est de dimension (2;2) = 6; il suffit de démontrer que 'on a :

2 2 2
K[$7y]2 2 VPI 2 VPl,P2 2 2 VP1>~~7P5

car dans cette suite chaque espace s’obtient a partir du précédent par une condition linéaire; si I’inclusion est
stricte, la dimension chute exactement de 1 a chaque fois, et donc Vlgl’w p, est de dimension 1 : Vlgl’w P =
{A-flIXeK} et feKx,y]a\ {0} est I'équation de la conique cherchée.

Rappelons que K[z, y]2 contient aussi les polynémes de degré un. Tout d’abord, il est clair que

K[I, y]2 2 Vgl

car on peut trouver une conique ¢; ne passant pas par P; : par exemple, si P; = (a,b), on prend ¢;(x,y) =
r+y—a—0b+ 1. Nous allons donc construire une suite de conique ¢s,...qs5, ¢; passant par Pi,..., P;_1
mais pas par P;.

Si parmi les P; il y en a 3 qui sont alignés, on peut supposer que ce soient P;, P», P;. On prend pour ¢
I’équation d’une droite passant par P; mais pas par Py. Soit @3 ’équation d’une droite passant par P, mais
pas par Ps : on peut prendre alors g3 = g2 - ©3.

Si Py, Py, P3 sont sur une méme droite d’équation (4, Py ne sera pas sur cette droite, ni Ps, et on peut
prendre q4 = 4. Puis on choisit ’équation d’une droite 5 par Py mais pas par Ps, et alors g5 = ¢4 - 5
sera une conique par P;, P, P35, P, mais pas par Ps.

Par contre, si Py, P>, P; ne sont pas alignés, Ps, P53, P4 ne le sont pas non plus, et on peut choisir pour
g4 le produit des équations d’une droite par P;, P> avec I’équation d’une droite par Pj, pas par Py, et enfin

pour g5 on prend le produit des équations des droites par Py, Py et P3, Py. p
g.e.d.

Nous allons établir un résultat du méme type pour les cubiques. Cependant, nous allons supposer que
certains des points sont en position spéciale (Py,..., Ps sur une conique non dégénérée), parce qu’il nous
sera utile sous cette forme, mais aussi parce que cela sera utile pour faire la démonstration. On dit qu’une
conique est non dégénérée si elle ne contient pas de droites.

Proposition I1.1.3. Soient Py, Ps, ..., Py € K2 des points distincts, et supposons que Pi, ..., Ps soient sur
une conique q non dégénérée, ne contenant ni P; ni Pg. Alors l’epace vectoriel

3
VPI N
est de dimension 2.
Preuve: Notons que K]z, y]3 est de dimension 574 = 10, et donc I'affirmation consiste a dire que les conditions
de passer par Pi,..., Pg sont linéairement indépendantes. Il nous suffit alors de montrer que :

3 3
K[xvy] 2 VP1 2 2 VPl,...,Pg

ce que nous ferons de maniere analogue a la preuve de 1.2 : pour montrer que la premiere des inclusions est
stricte, on prend une droite qui ne passe pas par Pp; pour les autres, on va définir des équations de cubiques
ci, 1 =2,...,8, avec ¢; passant par Pi,..., P;_1 mais pas par P;.

Tout d’abord, remarquons que 3 des P;, ¢ = 1,..., P ne sont pas alignés sur une méme droite; sinon,
I’équation de la conique restreinte a une telle droite s’annullerait en 3 points distincts, donc elle serait
identiquement nulle, et la conique serait alors dégénérée.

e ¢y : on prend I’équation d’une droite par Py, pas par P;

e c3 : I’équation de la droite par Py, Py

e ¢4 : le produit de c¢3 par ’équation d’une droite par Ps, pas par Ps

e ¢5 : le produit de I’équation de la droite par Py, P, par I’équation de la droite par Ps, P,

® ¢ : le produit de c5 par ’équation d’une droite par Ps, pas par Py
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e c7 : la conique ¢
e cg : le produit de g avec I’équation d’une droite par Py, pas par Ps.

(voir figure IL.1)
g.e.d.

Figure I1.1: L’hexagone de Pascal

Théoréme II.1.4 (Théoreme de 'hexagone de Pascal). Les 3 intersections des paires de cotés opposés d’un
hezxagone inscrit dans une conique non dégénérée sont alignés.

On suppose implicitement que ces 3 intersections existent, c’est-a-dire que les cOtés opposés ne sont pas
paralleles.
Preuve: Soient Py, Py, P, Py, Ps, Ps les sommets successifs de ’hexagone et posons :

Pr=PP,NPPs ., BR=PRP3NPE , Q=PP NP ;

nous devons montrer que P7, Py et @ sont alignés (voir figure I1.1.)
Soient :

e f I’équation de la cubique qui est réunion des 3 droites P, P», Ps, Py et Ps, Py

e g ’équation de la cubique qui est réunion des 3 droites P, Ps, Py, P5 et FPs, Py
e h I’équation de la cubique qui est réunion de la conique et de la droite P;Pxg.

Alors, V(f) et V(g) ont en commun les 8 points P, ..., Ps, ainsi que @, et comme V' (f) # V(g), on ne peut
avoir de relation de la forme g = A- f, A € K\ {0}. D’aprés 1.3, U'espace vectoriel V3 p est de dimension
2, donc f et g en forment une base. D’autre part, h(P;) =0, ¢ =1,...,8, donc h € VP§1,...,P87 et on peut
I’écrire sous la forme :

h=X-f+u-g , \Npek

Il en suit que
MQ)=A-f(Q)+n-9(Q)=0

ce qui implique que @, qui ne peut pas étre sur la conique, est forcémment sur la droite P;Ps.
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I1.2 La topologie de Zariski

On commence par quelques rappels d’algébre commutative élémentaire (voir par exemple [2]). Soit A un
anneau commutatif avec unité.

On désigne par A[X] Panneau des polynomes a coefficients dans A. Les éléments de A[X] s’écrivent sous
la forme :

d
f(X):ZahXh s ap € A
h=0

L’anneau A[Xy,...,X,] des polynémes en les n variables Xi,..., X, est défini par induction sur n :
AlX1, ..., Xn) = (A[X1, ..., Xn-1]) [Xn]. Notons que la multiplication des polyndmes en fait une A-algebre,
c’est-a-dire un A-module muni d’une multiplication (ici la multiplication des polyndmes), qui est une appli-
cation bilinéaire.

Idéaux Un idéal de A est un sous-ensemble A C A qui est un sous-A module de A :
abeAdA=>a+bec A ; acAceA=cacA

Si A C A est un sous-ensemble quelconque, on notera (A) I'idéal engendré par A; c’est Pensemble des
éléments de la forme

k
Zah)\h , avecap € A, \pb €A
h=1

Anneaux noethériens On dit que A est noethérien si tout idéal A C A est de génération finie, c’est-a-dire
qu’il existe ay,...,an € A tels que A = (aq,...ayn). Cela équivaut & dire que si Ag C A; C--- C A, C -+~
est une suite croissante infinie d’idéaux, elle est statonnaire, c’est-a-dire qu’il existe N tel que A, = Ay si
h> N.

Le théoreme de la base de Hilbert affirme que si 'anneau A est noethérien, alors ’anneau A[X] est aussi

noethérien, et par conséquence l'anneau A[X7,..., X, ] est noethérien, pour tout n. En particulier, tout
corps K est noethérien, puisque ses seuls idéaux sont (0) et K lui-méme; donc Panneau K[Xq,..., X ] est
noethérien.

Anneaux factoriels Une unité u € A est un élément qui possede un inverse. On dit que a € A est premier
si ce n’est pas une unité et si

a=>b-c=bou cest une unité

L’anneau A est dit factoriel si tout élément a € A\ {0} posséde une décomposition a = aj - -+- - an, ol les
ap, sont premiers, de maniere essentiellement unique : toute autre décomposition du méme type s’obtient en
permutant les aj et en les multipiant par des unités. On a le

Théoréme I1.2.1. Si A est factoriel, alors A[X] est factoriel.

Tout corps est factoriel, par conséquent anneau K[X1, ..., X,] est factoriel.

Anneau principaux Un anneau est dit principal si tout idéal est principal, ¢’est-a-dire de la forme (a),
a € A. Pour tout corps K, 'anneau K[X] est principal : si A C A est un idéal non nul, on prend un élément
non nul f € A dont le degré est minimal parmi les degrés des éléments non nuls de A, et on montre que
A= (f).

Par contre K[X,Y] n’est pas principal : 'idéal (X,Y) ne peut étre engendré par un seul polyndme.
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Ensembles algébriques affines

Définition I1.2.2. Un ensemble algébrique affine est un sous-ensemble X C K" tel qu’il existe une famille
de polynémes A C K[X,,...,X,] telle que :

X={z=(21,...,2) € K" | f(z) =0, Vf €A}
En d’autre termes, X est décrit par un ensemble A d’équations polynomiales. On notera : X = V/(A).

On dira aussi simplement que X est un ensemble algébrique, 'attribut ”affine” ayant pour but de spécifier
que c’est un sous-ensemble de K™ plutot de 'espace projectif, que nous considérerons au chapitre III.

Notons que A C K[X7,...,X,] et I'idéal engendré (A) définissent le méme sous-ensemble de K™. Mais
puisque K[X7, ..., X,,] est noethérien, il existe un ensemble fini f1,..., fi € A de générateurs de (A), et alors
V(A) = V(f1,..., fr) : tout ensemble algébrique peut en fait étre défini par un ensemble fini d’équations
polynomiales.

Les 2 propositions qui suivent donnent quelques propriétés élémentaires des relations entre les ensembles
algébriques et les idéaux qui les définissent. Si A C K™ est un sous-ensemble quelconque, on note Z(A)
I’ensemble des polynémes qui s’annulent en tout point de A, qui est en fait un idéal :

I(A) ={f eK[X1,....X,] | f(x) =0,V e A}
Proposition 11.2.3.
(1) Soit A C K[X1,...,X,] un idéal et X =V (A). Alors T(X) C A.
(2) Soit X C K™ un ensemble algébrique. Alors V(Z(X)) = X.
(8) SiACc M CK[Xy,...,X,], alors V(A) D V(M)

La preuve est élémentaire et laissée au lecteur. Si on a une famille { Ay}, ., didéaux de K[X7,..., X,],
on notera par y_, ., Ax I'idéal engendré par les Ay, qui peut s’exprimer ainsi :

k
ZA)\ = {Zaibi
h=1

AEA

{Al,...,)\k}CA,aiEK[Xl,...,Xn]7bi€A)\i, izl,...,/{?}

Si A, B C K[Xy,...X,] sont des idéaux, on désigne par A - B I'idéal engendré par les produits a - b, a € A,
beB.

Proposition I1.2.4. Soient A, B C K[X1, ... X,] deus idéauz
(1) ACB=V(B)CV(A)
(2) VIA)UV(B) =V(ANB)=V(A-B) .
(3) Si {Ax} ca est une famille d'idéaux de K[X1,...,X,], alors :

V(A =V (Z AA>

AEA AEA

Preuve: L’affirmation 1) est évidente. Pour 2), nous allons montrer que
VA UVB)CVANB) CV(A-B) Cc V(A UV(B)

Puisque ANB C A, il suit de 1) que V(A) C V(ANB); de méme, V(B) C V(ANDB), et donc V(A)UV(B) C
V(AN B).

Puisque A-B C AN B, il suit de a) que V(ANB) C V(A-B).

Pour la derniére inclusion, supposons que A = (f1,..., fx) et B={g1,...,9). Alors A-B = (f;-g;, 1=
L....k,j=1,...,0). Soitz € V(A-B);siz ¢ V(A), il existe i tel que f;(z) # 0, donc g;(z) =0Vji=1,...,¢
et x € V(B), ce qui montre bien que V(A - B) C V(A) UV (B).

g.e.d.
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Topologie de Zariski sur K™ On définit cette topologie en prenant comme fermés les ensembles algébriques,
qu’on appelle aussi fermés de Zariski. En effet :

(1) L’ensemble vide () et K™ peuvent étre considérés comme ensembles algébriques :

b=v(1) , K'=V({0)

(2) la proposition I1.2.4 montre que la réunion finie et 'intersection quelconque de fermés de Zariski est
encore un fermé de Zariski.

Les ouverts de cette topologie sont, comme d’habitude, les complémentaires de fermés de Zariski; on les
appelle ouverts de Zariski.

Cette topologie de Zariski vérifie encore la propriété suivante, appelé noethérianité : toute suite décrois-
sante de fermés

XoDXiD---DXyD---

est stationnaire, c’est-a-dire qu’il existe un indice Ng tel que Xy = Xy, pour N > Ny. Cette propriété
est une conséquence immédiate du fait que 'anneau K[X7, ..., X,] est neothérien : a la suite décroissante
d’ensembles algébriques { Xy} correspond la suite croissante d’idéaux Z(Xy), qui est stationnaire, ce qui
implique que la suite { Xy} est stationnaire.

Topologie de Zariski et topologie transcendante Si K = C ou R, ce que nous supposons dans tout
ce paragraphe, on a aussi une autre topologie sur K™, celle qui est induite par la métrique euclidienne; dans
ce contexte, on 'appelle topologie transcendante. Puisque les polynémes sont des fonctions continues pour
la topologie transcendante, les fermés de Zariski sont aussi fermés pour la topologie transcendante.
SizeK"etreR, r>0, on désignera par B(z,r) la boule de centre z et rayon r :

B(x,r) ={y e K" [ [z =y <r}

Les ouverts de la topologie transcendante sont des réunions quelconques de boules.
On va établir quelques résultats qui lient ces deux topologies. Le premier nous dit que les ouverts de
Zariski non vides sont tres gros.

Proposition I1.2.5. Soit U C K" un ouvert de Zariski non vide. Alors, pour tout x € K" et tou r > 0 on
a:

B(z,r)NU #£0

En d’autres termes, I’adhérence de U dans la topologie transcendante est K™ tout entier, ce qui s’exprime
encore en disant que U est dense dans K" pour la topologie transcendante.
Preuve: Sinon, il existerait x € K™ et r > 0 tel que B(z,r) NU = 0, ce qui implique, en posant F = K"\ U,
que B(z,r) C F, qui est un fermé de Zariski, donc lieu de zéros de polynomes : F = V({f1,..., fr)). Mais
ces f; doivent s’annuller sur toute la boule B(z,r), donc ils sont identiquement nuls, ce qui impliquerait que

F =K" et donc U = 0.
g.e.d.

Corollaire 11.2.6. Si Uy,..., U, C K™ sont des ouverts de Zariski non vides, alors leur intersection Uy N
<N Uy est un ouvert de Zariski non vide.

Preuve: 11 suffit de faire la preuve pour k=2. Puisque U; est non vide, on peut prendre x € Uy; puisque Uy
est aussi ouvert dans la topologie transcendante, on peut trouver r > 0 tel que B(z,r) C U;. D’apres 2.5,
B(z,r)NUs # 0, donc Uy N Uy D B(z,r) N Uz # 0.

g.e.d.
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Le théoréme des zéros de Hilbert (Nullstellensatz) Lorsqu’on définit un ensemble algébrique X C K™
par des équations polynomiales :

fl(ﬂf17...,fl7n) =
fQ(CL'la...,xn): , fl,-~-7fkeK[X17"'7Xn]
fe(wr, o wn) =0

il n’est pas vrai en général que Z(X) = (f1,..., fx), par exemple si 'on prend I'équation f(X) = X2, Le
théoréme des zéros de Hilbert nous dit comment retrouver Z(X) & partir des équations fi,..., fn, dans le
cas ou on travaille sur un corps algébriquement clos, par exemple le corps C.

Définition II1.2.7 (Définition - radical d’un idéal). Soit A C K[X7,...X,,] un idéal. On appelle le radical
de A, ou encore racine de A, 'idéal :

VA={feK[X1,...X,] | 3N € N tel que f € A}
On vérifie que c’est effectivement un idéal.

Théoréme I1.2.8 (le Nullstellensatz de Hilbert). Soit A C C[X1, ..., X,] unidéal. Alors, si f € C[X1,...,X,]
et f s’annulle sur V(A), il existe N tel que fN € A.

u
En d’autres termes :
I(V(A) = VA
11 existe une grande variété de démonstrations de ce théoréme : voir par exemple [3, Chapter One,§ 7).
Nous en proposons une au § I1.8.4. Dans [1], cinq preuves différentes sont proposées.
Si A est un idéal principal, A = (f), f € K[X1,...,X,], qui est un anneau factoriel; f admet donc une
décomposition :
f=fH - fF
ou les f; sont irréductibles, f; # f; sii # j, r; € N\ {0}. Alors, si g € K[X3,...,X,] et g s’annulle sur V(f),
le Nullstellensatz nous dit qu’il existe N tel que

gN =h-fre

ce qui entraine que g est divisible par le produit fi,..., fx, et comme ceux-cis sont premier, g est divisible
par fi ... fr. En d’autres termes :

IV = o)

Notons que ceci reste vrai sur R : si f € R[Xy,...,X,], on peut le regarder comme élément de
C[X1,...,Xy,)] et le décomposer en produit d’irréductibles de C[Xy,...,X,] : f = f{* - ... f*. Mais

puisque f = f (conjugaison de ses coeflicients), si f; n’est pas a coefficients réels, f; doit aussi apparaitre
dans la décomposition de f. La décomposition de f s’écrit alors sous la forme :

f:fl'?1-""fz'7Z.f2+1""'fk

avec fry1,..., fr & coefficients réels, et alors, si on pose g; = fi- f;, ¢ =1,...,¢, les g; sont irréductibles dans
R[X1,...,X,], sans quoi les f; ne seraient pas irréductibles dans C[ X1, ..., X,)]
Sig € R[Xy,...,X,] s'annulle sur V(f), alors 3N tel que :

N =h-fi. o fe

et puisque g est a coefficients réels, h est aussi a coefficients réels. Donc :

IV =ZCgr-----ge- fear---- fr)

oules g1,...,9¢, fox1,---, frx sont les irréductibles de R[ X}, ..., X,] qui divisent f.
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I1.3 Décomposition en composantes irréductibles

Définition I1.3.1 (Ensemble algébrique irréductible). Soit ¥ C K™ un fermé de Zariski. On dit qu’il est
irréductible si

Y =Y, UYs, Y] et Y5 fermés de Zariskide K" =Y, =Y ou Y, =Y
On appelle variété affine un fermé de Zariski irréductible de K".

Autrement dit, Y est irréductible s’il ne se décompose pas comme réunion de deux fermés de Zariski,
sauf de maniere triviale.

Exemple I1.3.2. Soit f(z,y) = y? — 2. Alors V(f) = V(y — ) UV (y + x) n’est pas irréductible.
Rappelons qu’un idéal A d’'un anneau R est dit premier si :
a,beR a-beA=>acAoubec A
Proposition I1.3.3. Soit Y C K™ un fermé de Zariski.

i)

Y est irréductible < son idéal Z(Y) est premier

ii) si'Y est irréductible et U C'Y un ouvert de Zariski non vide, alors U =Y, ot U désigne I’adhérence
de Zariski de U dans Y .

Preuve: Pour i), si f,g € K[X1,...,X,] et f-g€Z(Y), posons Y1 =Y NV(f) et Ya = V(g). Alors A; et
Y> sont des fermés de Zariski et Y = Y7 UY3; donc Y = Y7y, auquel cas f € Z(Y), ou bien Y = Y5, et alors
geI(Y).

Pour ii), on pose Y1 = Y \ U et Yo = U. Alors Y; et Y3 son des fermés de Zariski, et Y = Y; U Y. Si

Y = Y1, cela impliquerait que U = @, doncon a que Yo =U =Y. ;
q.e.d.

Supposons que l'on ait une décomposition ¥ = Y7 U---UY)y; on dit qu’elle est incompressible si Y; 2 Y
pour i # j.

Proposition I1.3.4. Soit Y C K™ un fermé de Zariski. Il existe une décomposition incompressible :
Y=Y1U---UYy
ou les Y; sont des fermés de Zariski irréductible, et elle est unique a permutation des Y; pres.

Preuve: Pour lexistence, il suffit de montrer l'existence d’une décomposition; on pourra la rendre incom-
) I

pressible en laissant tomber les termes inutiles. On procede par ’absurde. Si une telle décomposition n’existe

pas, Y ne peut étre irréductible; il peut donc s’écrire sous la forme :

Y =Y, UY" avec Y1,V fermés de Zariski Y1 G YV et Y GV

et 'un de Y7 ou Y’ ne possede pas de décomposition, sinon on en déduirait une décomposition pour Y
supposons que ce soit Y;. De nouveau, Y7 ne peut pas étre irréductible, et en procédant comme avant on
trouve Ys ; Y qui ne possede pas de décomposition. En continuant ainsi, on trouve une suite infinie de
fermés de Zariski :
D) ... ...
Y2V 2 2 Yy

ce qui contredit la noethérianité de la topologie de Zariski.
Supposons d’avoir deux décompositions incompressibles :

Y=YiU--UYy=2ZU--UZy

alors, pour i € {1,...,N}, on a:
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et puisque Y; est irréductible, il existe j; tel que Y; = Y; N Z;,, ce qui entraine que Y; C Z;;,. De méme, il
existe un i’ tel que Z;, C Y;,. Donc, puisque ces décomposisitions sont incompressibles :

YéCZjiCYé/éi:’ilet}/i:Zji

De méme, pour tout j € {1,..., N}, il doit exister i; tel que Z; =Y;,.
g.e.d.

I1.4 Anneaux de fonctions régulieres et morphismes

Fonctions réguliéres et rationnelles

Définition I1.4.1 (Anneau des fonctions régulieres). Soit X C K™ un fermé de Zariski. L’anneau des
fonctions régulieres sur X est le quotient :

R[X] = K[X1, ..., Xn]/Z(X)
On le note aussi K[X].

Un polynéme f € K[Xq,...,X,] détermine une application, toujours notée f : K" — K, (x1,...2,) ~
f(z1,...,2,), de maniére univoque, et par restriction une fonction f|X : X — K. Si f,g9 € K[X1,...,X,],
alors f|X = g|X si et seulement si f — g € Z(X), c’est-a-dire si et seulement si elles ont la méme image dans
le quotient K[X71,...,X,]/Z(X). On peut donc interpréter R[X]| comme étant 'anneau des fonctions sur X
qui sont restriction d’une fonction polynomiale.

Notons que R[X] est une K-algebre de type fini, engendrée par les images X1,. .., X,, des X; dans R[X].

Définition II.4.2. Soit X C K™ un fermé irréductible. Alors I'idéal Z(X) est premier, et 'anneau R[X] est
donc integre. On définit le corps K(X) des fonctions rationnelles sur X comme étant le corps des fractions
de anneau R[X] :

K(X)={(f,9) e RIX]xR[X]|g#0}/~ , ou(f,g9)~(f9)ef-9d—f-9=0
f

Comme d’habitude, on note g la classe d’équivalence du couple (f,g).

Si f € K[Xy,...,X,], notons par [f] sa classe d’équivalence dans R[X]; ainsi, les éléments de K(X)
sont des classes d’équivalence de couples ([f], [g]), avec [f],[g] € R[X], avec [g] # 0, c’est-a-dire g ¢ Z(X).
La notation o = [%] € K(X) indique que l'on a choisi des représentants f,g € K[Xy,...,X,]; on pose
Uy ={xz € X | g(z) # 0}, qui est un ouvert de Zariski de X non vide. Alors on a une application bien définie

g:Ug—)K,IW%. On pose :

U = JUs
/]

ou la réunion se fait sur tous les g tels que o = Td U, est un ouvert de Zariski de X, et a induit une

application bien définie & : U, — K : siz € U,, 3 f,9 € K[X1,...,X,] tels que a = % et g(z) # 0, on
- f(x) TS . ] , flx) _ f(x)

ose a(x) = . On vérifie immédiatement que si a = ¥, avec ¢'(z 0, alors = . Donc
pose (1) = 4 “ [y Ve I # o) = @)

on déduit de a une fonction qui est définie sur 'ouvert de Zariski non vide U,; pour ne pas avoir a préciser
I'ouvert U,, on note : a: X --» K. On dit que « est une fonction rationnelle sur X.

Morphismes

Définition I11.4.3 (Morphisme régulier). Soient X C K™ et ¥ C K" des ensembles algébriques. Un
morphisme régulier ¢ : X — Y est une application qui est restriction & X d’une application F' = (f1,..., fn) :
K™ — K", f; € K[X1,...,Xm] qui envoit X dans Y :

F=(fi,...fa) : K" =K' | FX)CY , et o=F|X
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Exemple I1.4.4. (1) X =K, Y =V(y* —2) C K?, p(t) = (t,1?)
(2 XCK", k<n, mp: X =K m(@,...,20) = (21,..., 7).

Si¢: X — Y est un morphisme régulier, il induit un homomorphisme d’anneaux :
" R[Y] = R[X] , [f]~[foF]

ou [f], [foF] désignent la classe de f dans R[Y], respectivement R[X], et foF est la composition z ~> F(f(x));
du fait que F(X) C Y il suit que [f o F] ne dépend que de la classe de f dans R[Y]. On vérifie aussi
immédiatement que ¢* est un homomorphisme d’anneau

Proposition I1.4.5. i) Sif: X =Y ety:Y — Z sont des morphismes réguliers, alors la composition
Yop: X — Z lest aussi, et
()" =" o y)"

it) Silx : X — X désigne lidentité, alors

Iy =1Igrix

iti) Le morphisme régulier ¢ : X — Y est entiérement déterminé par ’homomorphisme d’anneau ©* :

R[Y] — R[X].
iv) Tout homomorphisme d’anneauz R[Y| — R[X] provient d’un morphisme régulier X —Y

v) Le morphisme ¢ : X — 'Y admet un inverse si et seulement si ’homorphisme d’anneauz ©* : R[Y] —
R[X] admet un inverse.

Preuve: Les propriétés i) et ii) se vérifient immédiatement.
Pour iii), supposons que X C K™ et ¥ C K" et que ¢ soit la restriction & X de (f1,...,fn), fi €
K[Xy,...,X,]. Appelons Y;, i = 1,...,n les coordonnées sur K”; alors la classe de f; dans R[X]| =

K[X1,...,X,]/Z(X), notée f, vérifie 'égalité f, = ©*(Y;). Ceci montre comment ¢ est determiné par
©*. Mais aussi cela nous indique comment démontrer iv); en effet, si ¢ : R[Y] — R[X] est un homomor-
phisme d’anneau, ’équation @, = ¢(Y;) nous dit comment définir le morphisme ¢ : X — Y qui induit
.
Enfin, v) est conséquence immédiate de i) & iv).
q.e.d.

On dit que le morphisme ¢ : X — Y est un isomorphisme s’il existe un inverse, c¢’est-a-dire un morphisme
Y:Y - Xtelquepop=1Ix et porp=1Iy.
La propriété v) de cette proposition peut se répeter sous la forme suivante :

Corollaire I1.4.6. Le morphisme ¢ : X — Y est un isomorphisme si et seulement si o* : R[Y] — R[X] est
un isomorphisme d’anneauz.

Remarque I1.4.7. Une morphisme ¢ : X — Y qui est une bijection n’est pas nécessairement un isomor-
phisme : par exemple, si X =Ket Y = {(1:, y) €eK? | y? — a3 = 0}, alors p(t) = (t2,1%) est un morphisme,
qui est une bijection sur Y, mais R[X] est principal, alors que R[Y] n’est méme pas factoriel.

Morphismes rationnels Soit X C K™ une variété algébrique. Un morphisme rationnel ¢ : X --» K"
est un n-tuple ¢ = (p1,...,¢n), avec @; € K(X). Soit U, = NI, U,,; alors ¢ induit une application de U,
dans K™; l'image de ¢ est par définition ¢(U.,).

Si Y C K", un morphisme rationnel de X dans Y est un morphisme rationnel ¢ : X --+ K" dont 'image
est contenue dans Y. En général, un morphisme rationnel ¢ : X --+ Y (méme s’il est régulier, c’est-a-dire de
la forme ¢ = (fy, ..., fn), fi € K[X1,...,X,]) n’induit pas un homorphisme de corps ¢* : K(Y) — K(X) :
pour cela, il faut supposer que ¢ est don}inant, c’est-a-dire que 'adhérence de Zariski de I'image de ¢ est Y

tout entier. En effet, cela assure que si [5] € K(Y), alors g ne s’annulle pas identiquement sur l'image de ¢,
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sans quoi g serait nulle sur Y ; cela a pour conséquence que la composition 5 o (2%7 ey Jg‘—:) définit bien un
élément de K(X).

En particulier, si ¢ : X --+ Y est dominant et ¢ : ¥ --» Z est un autre morphisme rationnel, la
composition ¥ o ¢ : X --+ Z est définie sur un ouvert de Zariski non vide de X.

Définition 11.4.8 (Equivalence birationnelle). On dit que le morphisme rationnel dominant ¢ : X --» Y
est une équivalence birationnelle s’il existe un morphisme rationnel dominant ¢ : ¥ --+ X tel que v op = I,

pop=ly.

Exemple I1.4.9. Le morphisme ¢ : K — K2, o(t) = (¢2,#?) induit une équivalence birationnelle avec la
courbe Y = {(x,y) ’ y? —a® = 0}, dont l'inverse s’écrit :

Y(z,y) = %

II.5 Anneaux locaux

Définition II.5.1. On dit que 'anneau commutatif avec unité A est local s’il possede un et un seul idéal
maximal m,4. Dans ce cas, A/m4 est un corps, que 'on appelle corps résiduel.

Soit X C K™ une variété affine, K(X) le corps des fonctions rationnelles sur X. Si z € X, on définit
I’anneau local de X au point = par :

Ox: = {L e x| g(a) 0}

ce qui veut dire que la fraction % possede un représentant tel que g(x) # 0.

Proposition I1.5.2. L’anneau Ox , est local et noetherien.

Preuve: L’idéal m, = {g € Ox» | flz) = 0} est maximal, car le quotient Ox ,/m, s’identifie & K par

I’homomorphisme [ﬂ — g Eg Si on avait un autre idéal maximal, il devrait contenir une fraction 5 ¢ mg,

donc f(x) # 0 et alors g est inversible et cet idéal coincide alors avec I’anneau tout entier. L’anneau Ox ,
contient donc bien un seul idéal maximal, dont le corps résiduel s’identifie au corps de base K.

Soit T C Ox,, un idéal; alors 7 N R[X] est un idéal de R[X], qui est noethérien, donc engendré par
fioo- frERXINZ. SipeZ, p= 5 et f € Z, donc il existe des a; € R[X] tels que

fzzaifi = izzﬁfi
=1 9 =1 g

ce qui montre que Z est engendré par f1,..., f..

Proposition I1.5.3.
R[X] =NyexOxa

Preuve: Soit ¢ € Ox ., Vx € X et posons

A={geK[X1,....X,] | g- ¢ € RIX]}

C’est un idéal de K[X1,...,X,]. Pour tout € X, on peut écrire p = g—” avec g,(x) # 0, ce qui fait que
gz € A et donc z ¢ V(A); il en suit que V(A) N X = 0. D’autre part, si g € Z(X), g- ¢ = 0 € R[X],
donc A D Z(X), et alors V(A) C X. En conclusion, on doit avoir que V(A) = ), et il suit alors du

Nullstellensatz I1.2.8 que 1 € A, et donc ¢ € R[X].
g.e.d.
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I1.6 1Idéaux définissant des ensembles finis de points

Les résultats de ce paragraphe sont importants pour la démonstration du théoréeme de Bézout II1.7.3.

Proposition I1.6.1. Soit T C K[Xy,...,X,] un idéal. Alors V(Z) est un ensemble fini de points si et
seulement si :
dimg (K[X1, ..., X,]/I) < oo

Lemme I1.6.2. Si Py,..., P, € V(I) sont distincts, alors

dimK(K[Xl,...,Xn]/I) >r

Preuve: Choissons un i, 1 < ¢ < r. Puisque {Pl, .. .,131-, .. .,PT} est algébrique et ne contient pas P, il
existe un polynéme F; € K[X,...,X,] tel que F;(P;) # 0, et F;(P;) = 0 pour ¢ # j. Quitte & remplacer
F; par %, on trouve des polynémes Fi, ..., F, tels que F;(P;) = 0; ;. Montrons que les images [F;] des
F; dans le quotient K[X1,...,X,]/I sont linéairement indépendantes. S’il existe A1,..., A\, € K tels que
[>i_i AiF;] =0, cela veut dire que Y_._; \;F; € I. Supposons qu’il existe iy avec \;, # 0. Alors

Fi, = — Z ;\iFi+I

i=1,i#ip 0

et on en tire que F(P;,) = 0, contradiction.
g.e.d.

Preuve de 11.6.1. 11 suit du lemme que si dimg (K[X1, ..., X,]/I) < oo alors V/(I) est fini.
Pour la réciproque, supposons que V(I) = {Py,..., P.} et posons

Pi=(al,a?,...;a) , i=1...r
Posons
(6-1) Fi(X)=Fj(X;)=[[(X;—-al) . j=1,....n
i=1

Alors F;(P;) = 0, Vi, Vj. Il suit du Nullstellensatz I1.2.8 qu'’il existe un entier N tel que FjN e I,
j=1,...,n. En utilisant (6-1), on voit que

I> FjN = X}"'N + termes de degré plus petit en X; mod I

et doncsi M >r-N, XJM est combinaison des X7, 0 <s <r-N—1, mod I. Il en suit que K[Xy,..., X,]/]
est engendré sur K par les {X{"* - -- X, 0<m; <r-N—1}.
g.e.d.

Proposition 11.6.3. Soit T C K[X;,...,X,] tel que V(Z) ={P1,...,P.} est fini. Alors I’homomorphisme
naturel d’anneaux :
0:K[Xy,...,X,)/T — ][ Or/ZOp,

1=1,..., r

qui ¢ € K[X1,...,X,]/T associe le r-tuple de ses images dans Op, /ZOp,, i = 1,...,r, est un isomor-
phisme.

Preuve: Tout d’abord, identifions les idéaux maximaux de K[Xy,...,X,]/Z. Considérons la projection
canonique 7 : K[ X1, ..., X,] = K[X1,...,X,]/Z; m C K[Xy,...,X,]/T est un idéal maximal si et seulement
sim = m(m’) ot m est un idéal maximal de K[X7, ..., X,,] qui contient Z, ce qui fait que m’ est de la forme
Z(P),pourundesi=1,...,7.
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0 est injective : ‘

Soit ¢ € K[X1,...,X,] un représentant de % € K[X,...,X,]/Z et supposons que #(@) = 0. Si § # 0,
I'idéal :

A={Y eK[X1,....X,]/T | ¥ -7 =0}
n’est pas K[X7, ..., X,,]/Z tout entier et il est donc contenu dans un idéal maximal, de la forme m = 7(Z(P;)),
pour un certain ig. Mais puisque 6(®) = 0, 'image de  dans Opio /IOpl.0 est nulle, donc @ = v - %, avec
v €T et B(P,)#0. Donc ¢ -5 =~ a¢cZ, mais 3(P,) # 0, donc § ¢ m, contradiction.

’ 0 est surjective : ‘

Comme dans la preuve du lemme I1.6.2, on trouve des polynoémes F; € K[X1,..., X,,] tels que F;(P;) =

d; ;. Posons m; = Z(P;); alors m; - F; C Z(V(Z)) et il suit du Nullstellensatz IT1.2.8 qu’il existe un entier d tel
d . .
que (mi . Fi) CZ,Vi=1,...,r. Il en suit que
(mi . Opi)d cZ- Opl.
car si ¢1,...,p4 € m; - Op,, alors ;- F; € m; - Op,, donc
(pl'...'(,Or'FidG(mi'Fi)d'OPiCI'OPZ. = (,01'...'(,OTEI'OPiCElI‘Fi(F)i):l
Or (1—F)d e (m;-0p)" CT-Op, et donc :
(6-2) Gi=1-(1-F)'=1 modZ- Op,
On peut factoriser comme suit ’homomorphisme 6 :
0:K[X1,..., Xa]/T 2 [ or/m®-0Op 5 II or/z0F
i=1,...,r i=1,...,r

et comme p est surjective, il suffit de montrer que 6, est surjective. Remarquons que si s; = % € Op,/m;Op,,
on peut supposer que 3(P;) = 1 et on peut écrire :
@

=g =0 A A=8) - +1=-8)"") modmf-Op

ce qui fait que l'on peut toujours trouver un représentant s, € K[Xy,...,X,] de 5;. Donc si (51,...,5,) €
[, ,.Op/mOp, et s; € K[Xy,...,X,] est un représentant de §;, on pose

T
S = E G181
i=1

et il suit de (6-2) que 0:1(s) = (51,...,5,)
g.e.d.

11.7 Extensions d’anneaux

Tous nos anneaux sont commutatif et munis d’une unité. Une extension d’anneauz est une inclusion
d’anneaux : R C S.

Définition II.7.1. On dit qu'une extension R C S est de type fini s’il existe vy,...,v, € S tels que
I’homomorphisme d’anneaux ¢ : R[X7,..., X,;] — S, défini par o(X;) = v;, est surjectif.
Autrement dit, tout élément s € S s’écrit sous la forme :

SZZTQWO‘ , T« €R , a=(oq,...,an) €N"

mais cette écriture n’est pas unique.
On dit que l'extension S est engendrée par vy, ..., v, et on écrit S = R[vy,...,v,].
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Remarques I1.7.2.
(1) Si R C S et S est un module de type fini sur R, c’est aussi une extension de type fini.

(2) Si RC S C T sont des anneaux et T est un S-module de type fini, et que S est un R-module de type
fini, alors T est un R-module de type fini. Plus précisément, si t1,...,%, engendrent T en tant que
S-module, et s1,..., s, engendrent S en tant que R-module, alors les s;-t;,1=1,...,n,7=1,...,m
engendrent T' en tant que R-module; en effet, sit € T :

n

n
t:Zaj~tj , aj:Zbi,jsi,jzl,...,n - t:Zbi,j'si'tj
i=1 .7

i=1

(3) SSRC SCTetT=Sw,...,w,| est une extension de type fini de S et S = R[v,...,v,] est une
extension de type fini de R, alors T' = R[v; - w;,i = 1,...,m, j =1,...,n] et donc T est une extension
de type fini de R.

Exemples I1.7.3. (1) Si A est un anneau, A[X] est une extension de type fini, mais pas un module de
type fini.

(2) Le quotient A[X]/(X?) est un module de type fini sur A
(3) L’extension Z C Q n’est pas de type fini.

Définition I1.7.4. Soit R C S une extension d’anneaux. On dit que v € S est entier sur R s’il existe
ai,...,a, € R tels que :
vHa "+ 4+a, =0

On dit que l’extension R C S est entiére si tout élément de S est entier sur R.

Remarque I1.7.5. Dans le cas d’une extension de corps K C L, dire que v € L est entier sur K équivaut
a dire que v est algébrique sur K, voir I1.8.1

Exemples I1.7.6. (1) Dans l'extension Z C C, I'élément i = v/—1 vérifie 'équation i? + 1 = 0, il est donc
entier sur Z.

(2) Soient X, Y des variétés affines sur le corps K et f: X — Y une application polynomiale surjective.
Alors f* : K[Y] — K[X] est injective, ce qui permet de regarder 'anncau K[X]| comme une extension
de K[Y]. Si cette extension est entiere, alors f~1(b) est un ensemble fini pour tout b € Y. En effet,
supposons que Y C K7; les projections y; : Y — K, i =1,..., N sont dans K[Y], et f*(y;) = fi()
doit satisfaire une équation de la forme :

file)™ +ai(@) S+ ta, =0
et il n’y a donc qu'un nombre fini possible de solution de I’équation f;(x) = b;, ceci pour i =1,..., N.

Définition I1.7.7. Soit R un anneau intégre et soit Qg son corps des fractions. On dit que R est
intégralement clos si 'extension R C Qg est entiere.

Exemples I1.7.8. (1) Z est intégralement clos. En effet, si £ € Q, avec p et ¢ premiers entre eux, d’une

q
relation du type :

p n p n—1
() +a1-<) +...+a,=0 , @ €Z
q q

P arpt gt L an gt =0

en déduirait que

d’out on déduirait que ¢ devrait diviser p.

Le méme type d’argument s’applique plus généralement a tout anneau factoriel, comme par exemple
K[Xy,...,X,]
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(2) L’anneau R = K[X,Y]/(Y?— X?3) n’est pas intégralement clos. En effet, ¥ € Qr\ Ret (¥)? = % =
X, donc % est entier sur R.

Proposition I1.7.9. Soit R C S une extension d’anneauzx et v € S. Les trois conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) v est entier sur R
(2) R[v] est un module de type fini sur R.
(3) Il existe un anneau R’ tel que R[v] C R’ C S et R’ est un module de type fini sur R.

Preuve: 1l est clair que 1) = 2) = 3).

Montrons que 3) = 1). Soient wi,...,w), € R’ des générateurs de R’ en tant que R-module. Puisque
v-w, € R, i=1,...,n, il existe a; ; € R tels que :
v-w, = Z aij-w; , i=1,...,n
j=1,....n

ce que l'on peut encore écrire sous la forme :

d’out on déduit que

dét(éiyj—aiyj) :v"—i—al-v”_l—l— oo +a, =0 a; € R

ij=1,...,n

et donc v est bien entier sur R.

g.e.d.
Corollaire I1.7.10. Soit A C B une extension d’anneaux et x1,...,x, € A. Alors :
les z; sont entiers sur A <= A[zy,...,z,] est un A-module de type fini
Preuve: Supposons que les x1,..., 2, soient entiers sur A. Alors il suit de I11.7.9(2) que A[z1] est un A-

module de type fini. Puisque x5 est entier sur A, il est & fortiori entier sur A[z;], donc A[zq, 3] est un
Alz1]-module de type fini; il suit alors de la remarque I1.7.2(2) que A[xy, z2] est un A-module de type fini;
en continuant ainsi, on voit que A[zy,...,z,] est un A-module de type fini.

La réciproque suit de I1.7.9(3).

g.e.d.
Corollaire I1.7.11. Soit A C B une extension d’anneauzx. Alors
A= {’U eB } v est entier sur A}
est un sous-anneau de B. On Uappelle cloture intégrale de A dans B.
Preuve: Si v,w € A, il suit du corollaire précédent que A[v,w] C B est un A-module de type fini, d’olt il

suit par I1.7.9(3) que v 4+ w et v - w sont aussi entiers sur A.
g.e.d.

Corollaire I1.7.12. Soient A C B C C des extensions d’anneauz. Si C est entier sur B et que B est entier
sur A, alors C' est entier sur A.
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Preuve: Siv € C, il est entier sur B; il existe donc by,...,b, € B tels que :
(7-1) Vb b L+, =0

Soit B’ = Alby,...by]; puisque les b; sont entiers sur A, il suit de I1.7.10 que B’ est un A-module de type
fini. 11 suit de (7-1) que v est entier sur B’, donc B’[v] est un B’-module de type fini; il suit alors de I1.7.2(2)

que B’[v] est un A-module de type fini, et de I1.7.9(3) que v est entier sur A.
g.e.d.

Définition I1.7.13. Soit A C B une extension d’anneaux. On dit que A est intégralement clos dans B si :
vE B, ventiersur A=— veA

Rappelons (I1.7.7) que si A est inteégre (i.e. v-w =0 = v = 0 ou bien w = 0), alors on peut définir son corps
des quotients @ 4; on dit que A est intégralement clos (sans plus) s'il est intégralement clos dans @ 4.

Corollaire I1.7.14. Soit A C B une extension. Alors le sous-anneau
A= {veB]|wv est entier sur A}
est intégralement clos dans B.

Preuve: Siv € B est entier sur A, A[v] est entier sur A, qui est entier sur A, donc par le corollaire précédent
Alv] est entier sur A.
g.e.d.

I1.8 Extensions de corps

Dans ce § nous établissons quelques résultats sur la théorie des extensions des corps, qui seront utils pour la
notion de dimension d’une variété. Pour simplifier I’exposition, nous supposons que tous les corps sont de
caractéristique nulle.

1I1.8.1 Rappels

Soit K C L une extension de corps, @ € L. On dénote par K[a] le sous-anneau engendré par K et «, et par
K («) le sous-corps engendré par K et a.
On a une surjection ¢ : K[X] — K|a], déterminée en posant ¢(X) = a. Deux cas sont possibles :

p est injective | Cela signifie que « n’est racine d’aucun polynome a coefficients dans K, sauf le polynoéme

identiquement nul. Dans ce cas on dit que « est transcendant sur L.

’90 n’est pas injective‘ Dans ce cas son noyau est un idéal, qui est de la forme Ker(a) = (f), avec

f e K[X]\ {0}, car K[X] est un anneau principal. Ainsi o est racine de f : f(a) =0 et f est le polynéme
non nul de plus petit degré qui admet o comme racine; on dit que c’est le polynéme minimal de « sur K et
que « est algébrique sur K. Notons que dans ce cas K[a] ~ K[X]/{f) est un corps, donc K[a] = K(a).

Si dans une extension K C L tous les éléments de L sont algébriques sur K, on dit que c’est une extension
algébrique.

I1.8.2 Base de transcendance

Définition I1.8.1. Soit K C L une extension de corps, S C L un sous-ensemble. On dit que S est
algébriquement libre sur K si :

Vay,...,an € Set fe K[Xy,...,Xn] , fla,...;a,)=0=f=0

Définition I1.8.2. Soit K C L une extension de corps et S C L un sous-ensemble algébriquement libre sur
K maximal, c’est-a-dire tel que si z € L\ S, alors S’ = S U {x} n’est pas algébriquement libre sur K. On
dit que S est une base de transcendance de L sur K. Si un tel ensemble S est vide, L est une extension
algébrique de K.
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Proposition I1.8.3. Soit K C L une extension de corps. Alors il existe une base de transcendance S C L
de L sur K, et L est algébrique sur le corps engendré par K et S, noté K(S).

Preuve: Pour montrer I'existence d’une base de transcendance, on doit recourir au lemme de Zorn. On
considere I’ensemble S des sous-ensembles S C L algébriquement libres sur K, ordonnés par l'inclusion. Si
K C S est un sous-ensemble totalement ordonné, Ugex S est encore un élément de S; il suit alors du lemme
de Zorn que S possede un élément maximal, qui est évidemment une base de transcendance.

Soit S une base de transcendance de L sur K et soit z € L\ K(S). Alors SU{z} n’est pas algébriquement
libre sur K; il existe donc zs,...,z, € S et P € K[X,...,X,] tel que P # 0 mais P(z,z3,...2,) =0. On

ne peut avoir que P € K[Xo,...,X,] car z3,...,x, sont algébriquement indépendants sur K. On a donc :
d .
P(X1,..., Xp) = ai(Xa,...,Xn) - X]
i=0
d .
et si ¢q(X)= Zai(xg, ceyZp) - X' € K(xg,...,20)[X] , ¢(X)#0mais ¢(x) =0
i=0

donc x est algébrique sur K(xa,...,z,) C K(S5).

Remarque II.8.4. Si on a une extension de corps K C L et S C L est algébriquement libre sur L et que
L est algébrique sur K(5), alors S est une base de transcendance de L sur K. En effet, si x € L'\ S, = est
algébrique sur K (S) et il existe donc un polynéme ¢(X) # 0 de la forme :

d
q(X) =) ai(s1,...,80)X" | a; € K(S1,...,5)
i=0
tel que ¢(z) = 0. Si ai:%’ bi,c; € K[S1,...,8,],i=0,...,d, posons c=c¢y - ... - ¢y, de sorte que
d .
F(S1 S, X) =Y (e(S1, ..., 8n) - ai(Sh,. ., S) X'
i=0

est un élément de K[Si,...,S,, X]\ {0}, et f(s1,...,8n,2) = 0, ce qui montre que S U {x} n’est pas
algébriquement libre sur K, et donc que S est maximal, donc une base de transcendance.

Dans le cas ou L = K(S), on dit que L est une extension transcendante pure de K. On peut toujours
décomposer I'extension K C L en K C K(S) C L, ot K C K(S5) est transcendante pure, et K(S) C L est
algébrique.

Définition I1.8.5. Soit K C L une extension de corps et S = {s1,..., s, } une base de transcendance de L
sur K. On appelle n le degré de transcendance de L sur K. Pour que cette définition ait un sens, il faudrait
montrer que n ne depend pas de la base de transcendance choisie; c’est ce que nous verrons par la suite
(voir 11.8.15).

Exemples I1.8.6. (1) L’extension K C K(Xj,...,X,) est transcendante pure, de degré de transcendance
n.

(2) Soit F € K[X3,...,X,] irréductible. On a une suite d’extensions :
KCK[Xy,...,X,]/)(F) c K(V(F)) = K(X1,...,X,)

ot on rappelle que K(V(F')) est le corps des fonctions rationnelles sur V(F'), c’est-a-dire le corps des
fractions de l’anneau intégre K[X,..., X,]/(F); on a noté par X; les images des fonctions X, dans
KV (F)),i=1,...,n.

Si on choisit comme axe de la coordonnée X; une droite sur laquelle F' n’est pas identiquement nulle,
on aura F(X1,0,...,0) # 0. On va montrer que, avec ce choix de Xj, les Xo,..., X, sont une
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base de transcendance de K(V(F)) sur K : si G € K[Xa,...,X,] et G(Xa,...,X,) = {%} =0¢€
K(V(F)), o, 8 € K[X1,...,Xy], cela signifie que a € (F), et donc G(Xa,...,X,) = H(Xy,...,X,) -
F(Xy,...,X,). Comme F(X1,0,...,0) # 0, on en déduit que H = 0, et donc Xo,..., X, sont
algébriquement libres sur K. D’autre part, F(Xy,...X,) = 0, donc K(V(F)) est algébrique sur
K(Xa,...,X,). En conclusion, le degré de transcendance de K(V(F)) sur K est n — 1.

I1.8.3 Le lemme de normalisation de Noether

Théoréeme I1.8.7. Soit K un corps, que l'on suppose infini. Soit A # 0 une K- algébre de génération finie
sur K : il existe x1,...,2, € A tels que A = K[zxq,...,x,]. Alors il existe des éléments y1,...,y, € A qui
sont algébriquement indépendants sur K et tels que A soit entiére sur Klyy,...,y.]. De plus, on peut choisir
les y1,...,yr comme combinaisons K-linéaires des x1,...,Ty,.

Preuve: Quitte a renuméroter les x1, . .., x,, on peut supposer que x1, . . ., z, sont algébriquement indépendants
sur K, et que x,41,. .., 2, sont algébriques sur K[z1,...,z,].

On procede par induction sur n. Sin = r, il n’y a rien a démontrer. On peut donc supposer que n > r
et que le résultat est vrai pour les K-algebres avec n — 1 générateurs. Le générateur x,, est algébrique sur
Klz1,...,2n-1]; soit donc f € K[zy,...,z,-1][X,] son polynéme minimal, que I'on peut regarder comme
polynéme en z1,...,Z,. Soit F(x1,...,x,) la partie homogene de degré maximale de f; comme K est infini,
il existe A1,..., Ap—1 € K tels que F(Aq,...,An—1,1) # 0. Posons

! .
T =T — ATy , t=1,...,n—1

Supposons que F soit de degré d et soit ! - ... - % un mondéme apparaissant dans F'; en termes des .’13/-
1 n ) i
= 1,...,TL* 1, il s’ecrit :

Ay —
P aln = () A )™ e (W A ) xS = A A )
ou p est un polynéme en ...,z _;,x, de degré strictement inférieur & d en z,,. On en déduit que
d d—1 / / / /
flze, .. xn) =25 - F(A, .., p—1, ) 2o cag (2, .oy, q) + oo +ag(z), ... 2, _1) =0
#£0

et donc x, est entier sur 'anneau A’ = K[z},...,2],_;]. Il en suit que 'anneau A est entier sur A’; par
hypotheése d’induction, il existe des combinaisons linéaires yi,...,y, des z,...,z,,_; (qui sont finalement
des combinaisons linéaires des 1, ...x,), telles que les yq, ..., y, sont algébriquement indépendants sur K
et que A’ soit entier sur K[y, ..., y,]; puisque A est entier sur A’, il est aussi entier sur K[y, ..., y.].

g.e.d.

11.8.4 Une preuve du Nullstellensatz

On suppose que le corps K est algébriquement clos, ce qui implique en passant qu’il est infini. Une
conséquence du Nullstellensatz I1.2.8 est ce qu'on appelle sa forme faible : si fi,..., fr € K[X1,...,X,]
n’ont pas de zéros en commun, alors l'idéal qu’ils engendrent est K[X,...,X,] tout entier; en effet, si
V(f1,-.-, fx) =0, le polyndme constant 1 s’annulle sur V(f1,..., fx), donc d’aprés 11.2.8 1 € (f1,..., fr).
Nous allons démontrer la forme faible du Nullstellensatz comme conséquence du lemme de normalisation
de Noether, puis déduire la forme forte du Nullstellensatz de la forme faible en utilisant le "Rabinowitsch’s
trick”, ce qui se traduit par ”le tour de passe-passe de Rabinowitsch” (voir [4]). Mais d’abord un lemme :

Lemme I1.8.8. Soit L un corps, A C L un sous-anneau et supposons que L soit entier sur A. Alors A est
un corps.

Preuve: Soit a € A, a # 0. Alors a~! € L est entier sur A, donc satisfait une équation du type :

a"+a ™Yo+ ta,=0 , ay,...,an €A
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d’ou on tire, en multipliant par a™ ' :

at=—a;——a" 2% ap_9—ay-a""

et donc a~! € A.
g.e.d.

Théoréme I1.8.9 (Forme faible du Nullstellensatz). Soient fi,...,fr € K[X1,...,X,]. Si Uensemble
V(fi,..., fr) des zéros communs auz f; est vide, alors il existe ay,...,a; € K[X1,...,Xy,] tels que

ap-fi+-tap- fyp=1

Preuve: Supposons que Uidéal (fi,..., fr) engendré par fi,..., fr ne soit pas K[Xi,...,X,] tout entier.
Alors il est contenu dans un idéal maximal m et il suffit de montrer que V(m) # 0, puisque V(m) C
V(fi,..., fr). Puisque m est maximal, le quotient K[X7y,..., X,]/m est un corps; on notera zi,...,T,
les images des X; dans K[X1,...,X,]/m. On applique le lemme de normalisation I1.8.7, et alors, quitte &
renuméroter les X;, le corps K[ X1, ..., X,,]/m est entier sur K[x1, ..., 2,] et les z1, ..., 2, sont algébriquement
indépendants sur K, pour un certain r < n. Alors, d’aprés le lemme précédent, K[z, ..., z,] est aussi un
corps, donc la seule possibilité est que r = 0 et que K[zy,...,2z,] = K. Donc K[X3,...,X,]/m est une
extension algébrique finie de K, qui est algébriquement clos, donc l'inclusion naturelle K C K[ Xy, ..., X,]/m
est un isomorphisme. Si on appelle aq,...,a, € K les éléments qui correspondent aux classes des X, les
images des X; — a; par le passage au quotient :

K[X1,...,X,] = K[X1,...,X,]/m

sont nulles, i = 1,...,n, donc on a 'inclusion

m = <X1 —al,...,Xn—an> cm
mais l'idéal m’ est aussi maximal, puisque K[X1,...,X,]/m’ = K. 1l en suit que m = m’, et donc V(m) =
{(a1,...,an)} #0.

g.e.d.

Preuve du Nullstellensatz fort I1.2.8 Soit A C K[X1,...,X,] un idéal, fi,...,fr € K[X1,...,X,] des
générateurs de cet idéal. Supposons que f € K[Xi,...,X,] s’annulle sur les zéros communs aux f;,
it =1,...,r. Construisons un nouvel idéal B dans K[X;, ..., X, X,+1] :

B:<f1a"'af’raf'xn+1_1>

On voit que V(B) = 0, donc d’aprés le Nullstellensatz faible on peut trouver A4;, ¢ = 1,...,r et B dans
K[X1,..., X,41] tels que :

i=1
On travaille maintenant dans K(Xi,...,X,11); on substitue X, 11 par % dans (8-1) et on obtient une

expression de la forme :
n
Z Af( Xy, X)) 1
Jm a
et en la multipliant par fV avec N suffisamment grand pour chasser tous les dénominateurs, on obtient une
expression de la forme :

i=1

n

S AN Xy, X)) = N

i=1
avec A7 € K[X1,...,Xn]
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I1.8.5 Dérivations

Définition I1.8.10. Soit R C S une inclusion d’anneaux commutatifs avec unité. Une application D : R —
S est appelée dérivation de R dans S si :

(1) D(a+b) = D(a) + D(b)
(2) D(a-b) = D(a) - b+a-D(b)

Exemple I1.8.11. Voici ’exemple dont s’inspire en fait la notion algébrique de dérivation que I’on vient de
définir : on prend R = S = K[X,..., X,]. On définit la dérivation 5% en posant
K2

0
0X;

(XPre o Xgm) = o XPre XX

que 'on étend par linéarité a tous les polynomes.

Remarquons que si Dy, Dy : R — S sont des dérivations et ¢ € S, alors D1 + D5 et ¢+ Dy sont aussi des
dérivations.

Lemme I1.8.12. Soit R un anneau (intégre) contenu dans un corps L : R C L. Soit D : R — L une

dérivation. Alors il existe une unique dérivation D : Qr — L qui étend D, ou Qg désigne le corps des
fractions de l’anneau intégre R.

Preuve: Si on a pu trouver une extension D, on doit avoir :

Vae R.be R\{0} , D(a)=D(; -b)=D(3)b+D

G“\@

1

= D(%) = bfz(fv(a) b Db)-a) = = (D(a) - b—a- D))

ce qui montre que ’extension est unique. Cette méme formule permet de définir D. On pose
D) = 2 (D(@)-b—a- D)
et on vérifie tout d’abord que cette définition est cohérente : si % % alors
D(a-d—b-¢)=D(a)-d+a-D(d)—D(®b)-¢c—b-D(c) =0= D(c) =

d’ou 'on tire :

D(c)-d—c-D(d) 1 D(d) D(a)-b—a-D(b) d—b
e = 2 (D(@) + 5D(d) = D(b)7) — e~z = = ~D(d)- 5

ce qui montre que la définition de D est cohérente. On peut encore vérifier par le calcul que D vérifie les
conditions (1) et (2) de la définition II.8.10.

Proposition I1.8.13. Soient K C F C L des corps et supposons que F = Kla]. Alors toute dérivation
D : K — L admet une et une seule extension D : F' — L.

Preuve: Soit f(X) € K[X] le polynéme minimal de o sur K; alors f(«) = 0, mais f'(a) # 0, sans quoi on
aurait f'(X) = 0, ce qui n’est possible sur un corps de caractéristique nulle que si f(X) = 0. Supposons
que D : F — L soit une extension de D : K — L. Posons f(X) = Y a; X*; alors f(a) =0 = Y a;a’ et en
appliquant D on obtient :

Zaz i-al” 1D JrZD a;) = JrZD a;) =



I1.8. EXTENSIONS DE CORPS 25

d’ot1 'on tire que : _
= > D(as)o’
D(a) = —=—"——

@ =""F@

ce qui montre que D est entierement déterminé par D, et nous suggere de définir D de la maniere suivante;
on pose :
D(a;)a’
u = 772 /( ) er
f'(a)
et on définit d’abord

o)

KIX] =L D(3obX7) =3 Dba’ + (Y bi-i-a'!)u

Puisque Y~ b, X* — > D(b;)a’ est une dérivation et > b; X" — w- (> b;-i-a'~') aussi, on en déduit que D
est une dérivation. D’autre part :

D(h(X) - f(X)) = D(h(X)) - &+h(a)-5(f> :

= D(h(X)- f(X))=0

et on déduit de la que D passe au quotient de K[X] par l'idéal engendré par f(X), ce qui nous fournit

P’extension cherchée.
g.e.d.

Corollaire I1.8.14. Soit 8 C K C L une inclusion de corps et supposons que R C K soit une extension
algébrique. Alors toute dérivation D : 8 — L admet une unique extension a K.

u
Et voici enfin le résultat tant convoité de ce §.

Théoreme I1.8.15. Soit K C L une extension de corps, S une base de transcendance finie de L sur K.
Alors :
#(9) = dimg {D L — L ’ D dérivation et D|x = 0}

Remarque I1.8.16. Dire que la dérivation D : L — L est nulle sur le sous-corps K C L, revient a dire que
D est K-linéaire; en effet :

D(k-6)=D(k)-L+k-D()=D(k)-£ < D(k)-£=0

prewve de I11.8.15 Soit S = {x1,...,x,} une base de transcendance de L sur K, de sorte que K(z1,...,z,) C
L est une extension algébrique. Considérons le diagramme :

L—5>L

]
K(zy,...,2,)
K(X1,...,X»)

Il suit de I1.8.14 que l’espace vectoriel des dérivations D : L — L s’identifie & I'espace des dérivations
D:K(xy,...,2,) — L et donc aussi & espace des dérivations D : K(Xy,...,X,) — L.
Montrons que les dérivations

0
0X;

K(Xy,...,X,)— L
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définies & partir de exemple I1.8.11, en les étendant & K(Xy,...,X,) par le lemme I11.8.12 forment une
base du K-espace vectoriel V' des dérivations D : K(Xy,...,X,) — L telles que D|K = 0. Si D € V,
D(X;) = \; € L, et puisque D est K-linéaire, si les a, € K, on a :

n

DY aaX*) =Y aa( D anXit - XPT X DX ) = (A aixi)(zaaX“)

a =1
ce qui montre que D = """ | \;- 8% D’autre part cette écriture est unique, car (Z:L:l A aiX) (X;) = A
7 7
g.e.d.

Corollaire I1.8.17. Soit K C L une extension de corps qui admet une base de transcendance finie S. Alors
#S est indépendant du systéme algébriquement libre mazimal choisi : si S” en est un autre, alors #S5' = #S.
On appelle #S le degré de transcendance de L sur K.

u
Définition I1.8.18. Soit X C K™ une variété affine. On définit sa dimension par
dim(X) = degré de transcendance de K(X) sur K
On a0 <dim(X) <n.

I1.9 Propriétés de la dimension

I1.10 Exercices
A Variétés affines, théoremes de Pappus et Pascal

1. Montrer que l'espace vectoriel K[z, y]4 est de dimension (‘“2'2) = %Q(dﬂ) sur K. Plus généralement, si

on désigne par K[X7, ..., X,]q Vespace vectoriel des polynémes en X7, ..., X,, de degré d, il est de dimension
("+d) sur K
M .

2. Démontrer le théoreme de Pappus, qui dit que si on a deux droites distinctes 1 et f5, et six points
distincts Py, ..., P, dont Py, P3, Ps sur {1 et Py, Py, Pg sur {5, les P; étant distincts de l'intersection de ¢;
et £y, les 3 points

P =P BNPP; , Pa=PPNPsP et Q=P N PP,

sont alignés. C’est un cas particulier du théoréeme de I'’hexagone de Pascal, dans lequel la conique dégénere
en les deux droites distinctes ¢1 et ¢5.

3. Démontrer la réciproque du théoreme de ’hexagone : si les 3 points d’intersection des cotés opposés d’un
hexagone sont alignés, alors il est inscrit dans une conique.

B Topologie de Zariski, idéaux

4. Décrire les fermés de Zariski de K.
5. Trouver un ouvert de K pour la topologie transcendante qui n’est pas un ouvert de Zariski.

6. Trouver une fonction f : R — R telle que pour tout ouvert de Zariski U C K, f~1(U) est un ouvert de
Zariski de K, mais qui n’est pas continue pour la topologie transcendante.

7. Trouver 'adhérence de Z dans R au sens de la topologie de Zariski (’adhérence d’un ensemble est
Pintersection de tous les fermés qui le contiennent).

8.
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Figure 11.2: Le théoreme de Pappus

(1) Trouver un idéal A C K[X1,..., X,] tel que Z(V(A)) # A.
A

(2) Trouver un sous-ensemble A C K™ tel que V(Z(A)) 2

(3) Trouver A G M C K[X1,..., X,] avec V(A) = V(M).

9. Montrer que VA est effectivement un idéal.

10. Montrer que pour un idéal A, il existe Ny tel que

VA={feK[Xy,...,X,] | ffo e A

11. Montrer que le Nullstellensatz est faux si on remplace C par R, par exemple en prenant pour A I'idéal
engendré par f(X,Y) = X2+ Y2,

C Morphismes

12. Montrer que l'application ¢ : K — K, & ~~ |z| (valeur absolue de x) est continue pour la topologie de
Zariski, mais n’est pas un morphisme.
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Chapitre 111

Variétés projectives

III.1 Premiers contacts

On définit I’espace projectif de dimension n sur le corps K, noté PK", comme étant le quotient de K*+1\ {0}
par la relation d’équivalence qui identifie z,2’ € K"*!\ {0} ¢’ils définissent la méme droite par l'origine,
c’est-a-dire sl existe A € K\ {0} telle que A -z = 2’. En symboles :

PK" = K™™'\ {0}/ ~ , avecx~2a' & 3IN€ K\ {0} telle que z = \- 2’

Nous pouvons tout de suite définir la topologie de Zariski sur PK", quitte & la comprendre plus tard : c’est
la topologie quotient par la relation ~ de la topologie induite sur K**1\ {0} par la topologie de Zariski sur

K"t Soit 7 : K"\ {0} — PK" la projection canonique, celle qui & x = (g, ..., x,) € K* 1\ {0} associe
la classe d’équivalence de (zg,...,z,). On la note 7(zg,...,2n) = [xo : --+ : ] et on appelle zg, ..., 2,
les coordonnées homogenes de 7(x); la notation [zg : --- : x,] a pour origine le fait que, bien que les z;

dépendent du représentant de 7(x), les quotients x;/x; 11, qui ont un sens si z;41 # 0, n’en dépendent pas :
sia' =Nz, 2} /2) ) =2/

Si X C PK", 7~1(X) est I'ensemble des points de K"*! qui se trouvent sur des droites appartenant &
X : on I'appelle le cone sur X, noté CX; on peut reformuler la définition de la topologie de Zariski sur PK"
en disant que X C PK" est un fermé pour cette topologie si et seulement si CX C K"t! est un fermé de
Zariski.

Une des raisons d’étre des espaces projectifs est qu’on peut les voir comme compactifiés des espaces affines;
de plus, comme on le verra au § II1.3, cette compactification s’étend aussi aux sous-ensembles algébriques.
En effet, on a une application

vo: K[X1,...,. X =2 PK" | (21,...,2n) ~ [Lizy: 1y
et si on pose Uy = {[zg : -+ : @] € PK" | 29 # 0}, ¢o est une bijection sur Uy, d’inverse
[0 : ... xn] ~ (21/20,22/T0, - .., Tn/T0)

Ainsi, ¢y permet d’identifier ’espace affine K™ & un ouvert de PK". Le complémentaire de Uy dans PK",
que l'on note Hy et qu’on appelle "I’hyperplan & l'infini”, s’identifie & PK™ ' :

PK"\Up={[0:21: - :2,] € PK" | (0,21,...,2,) € K"\ {0}} ~ PK""

Notons que PK™" ™! nest autre que Uespace des droites par l'origine de K™. Ainsi, on peut voir PK" comme
la réunion de K™ et des droites par 'origine de K”.

Dans le cas o1 K = R ou C, on peut munir PK" de la topologie transcendante, qui est la topologie
quotient sur K"*1\ {0} / ~ de la topologie induite sur K"+ \ {0} par la topologie transcendante sur K"**.
Pour comprendre cette topologie, si on a une suite de points {Pk}k:1,2,... C K" telle que || Px|| — o0, et telle
que Py/ || Pg| a une limite v, alors dans ¢ (Px) tend vers [0,v] € PK".

29
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On peut définir de maniere analogue :
i K" > PK" | (21,...,Zp) ~ [T1: i@yt limpcee @y

qui est une bijection sur U; = {[xo:---:x,] | z; #0}. Notons que la réunion des U; recouvre PK"; on
appelle les ¢; cartes affines sur PK".
Plus généralement, si o : K"t — K est une forme linéaire non nulle, on pose :

Hy, ={[zo: 2] | a(zg,...,xn) =0} , U,=PK"\ H,
On a alors une bijection :

Us = {(@0,...,20) €K™ | alao,...,20) =1}

Zo

[l’o"'*xn]“(m’ o ﬁ)

Si (0,...0,1,0,...,0) # 0, l'espace affine {(zo,...,z,) € K" | a(xo,...,z,) =1} s'identifie & K" par
D
1
projection sur les coordonnées (zg, ..., Ti—1,Tit1,.-.,T,). La carte affine ¢; correspond au cas ol on prend
pour « la forme linéaire (xq,...,Z,) ~ x;.
Dans le cas olt n = 2, on peut visualiser ¢q (voir figure ?7).

Montrons maintenant comment les équations de courbes planes peuvent s’étendre & PK2. Soit flx,y) €
K[z, y] un polynéme de degré exactement d :

flz,y) = Z ai jz'y’ et I (ig, jo) avec ig + jo = d et a;, j, # 0
4,j=0...d
On définit alors 'homogénéisé f* de f comme étant le polynéme en 3 variables (¢, z,y) défini par :
f* (ta &€, y) = td : f(x/tv y/t) = Z ai,jtdiiijxiyj
4,j=0...d

C’est un polynéme homogene de degré d, ce qui est dire que c’est une somme de monoémes tous de méme
degré d, et qui entraine que :

O tay) =X fftay) , VAEK
En particulier, f*(t,z,y) = 0= f*(A\- (t,2,y)) =0, VX € K. Cela a donc un sens de poser :
I =A{[t oyl | f7(t 2, y) = 0}
et c’est un fermé de Zariski, puisque
CT* = {(t,x,y) cK3 | f*(t,x,y) = 0}
Posons I' = {(z,y) € K? | f(z,y) = 0}. Puisque f*(1,2,y) = f(z,y), on a:
¢ (I =T
Drautre part, f*(0,z,y) =3, ;4 a; jx'y’ = fa(x,y) est la partie homogene de d de f, et
"N Ho ={(0,2,y) | fa(z,y) = 0}

En identifiant K? & Uy via g, on peut donc dire que I'* est obtenue en ajoutant a I' les points & I'infini, qui
sont les droites de K2 sur lesquelles ¢4(w,y) s’annulle.

Par exemple, prenons f(z,y) = xy — 1. Alors f*(t,z,y) = vy — t2, et fo(z,y) = xy, qui s’annulle sur les
droite [1:0] et [0: 1]. En fait :

r'={{txzvy) |2y—1=0yU{[0:0:1],[0:1:0]}

Donc, en passant de I' & I'*, on a ajouté 2 points a 'infini, qui ici sont en fait les 2 asymptotes z = 0 et
y = 0. (voir figure ?7.)
On a ’habitude de représenter les points de Hy a distance finie, pour ”voir” ce qu’il s’y passe.
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I11.2 Ensembles algébriques projectifs

Un polynéme F' € K[Xp, ..., X,] est dit homogéne de degré d s’il est somme de mondmes de degré exactement
d:
F(Xo,.... Xn) = Y aaX®
|ar]=d
ot @ = (ag,...,a,) € N Ja| = ag + -+ + ay, et X = X§° - X7 ... - X2, Notons que, si ¢ =
(0,...,2y) € K" F(X-2) =\ F(x), et donc, comme on en a déja vu des exemples au § précédent, ce

polynéme homogene définit un sous-ensemble V,,(F') de PK" :
Vp(F) ={[zo: -+ 1 zp] | F(zo,...,2zn) =0}

Notons cependant que, contrairement au cas affine, F' ne définit pas une fonction sur PK", seulement le lieu
de ses zéros est bien défini.

Dans la suite, nous essayerons de noter par des majuscules les polynomes homogenes, par des minuscules
des polynomes pas nécessairement homogenes.

SifeK[Xo,...,X,], f(X)= Z|a|<d ao X est un polynéome de degré au plus d, on peut les décomposer
de maniére unique en somme de polynémes homogenes :
d
FX) =Y faX) . ot fa(X)= ) aaX®
h=0 la|=h

On appelle f;,(X) la composante homogene de degré h de f.
Définition II1.2.1. Définition L’'idéal A C K[Xo,..., X,] est dit homogéne si

feA=fre A , YVh=0,...,d

Pour comprendre la topologie de Zariski de PK", il faut comprendre quels sont les sous-ensembles X C
PK"™ dont le cone CX C K"*! est algébrique :

Proposition II1.2.2. (1) Soit A C K1 un sous-ensemble algébrique. Alors A est un cone si et seule-
ment si Z(A) est homogéne.

2) Si AcCK[Xo,...,X,] est homogéne, alors V(A) C K" est un céne.
( ) 05 ) q )

(3) L’idéal A C K[Xy,...,X,] est homogéne si et seulement si il posséde un systéme de générateurs qui
sont des polynomes homogenes.

Preuve:
g.e.d.

Si A C K[Xy,...,Xp,] est un ensemble quelconque de polynémes homogénes, on pose :
Vo(A) ={[zo :...xy) € PK" | F(xg,...,2,) =0V F € A}

On appelle les sous-ensembles de PK™ définis ainsi des sous-ensembles algébriques, ou fermés de Zariski. On
déduit immédiatement de 2.2 :

Corollaire ITI.2.3. X C PK" est un fermé de Zariski si et seulement si X = V,(F1,...,Fy), ot les
F; € K[ Xy, ..., X,] sont des polyndmes homogénes.
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I1I.3 Passage de l’affine au projectif
II1.4 Dimension des variétés projectives
III.5 Produits d’espaces projectifs et élimination

II1.6 Le théoreme de Bézout, premiere version et premieres ap-
plications

Dans ce § , nous travaillons sur le corps C. Nous allons démontrer une premiere version simplifiée du théoreme
de Bézout, qui permet tout de méme d’en comprendre le mécanisme et d’avoir des applications intéressantes.

I11.6.1 Le théoréme de Bézout

Ici on travaille sur le corps C.

Définition III.6.1. Définition Soient I'p = V,(F) et I'¢ = V,(G) deux courbes projectives planes, ou
F,G € C[t, x,y] sont des polynémes homogenes de degré respectivement m et n. On dira que I'r et ' sont
transverses au point P = [tg : g : yo] € P? si :

P eTrNTg = dF 0,y € dGty,20,y0) sONt linéairement indépendantes
Notons que puisque dF(ty,z0,y0) = )\m—ldF(

choisi (to, o, yo) de P.
On dira simplement que I'r et I'¢ sont transverses si elles sont transverses en tout point de I'e N T'g.

to,20,40)> 12 condition ci-dessus ne dépend pas du représentant

Cela revient a dire que I'r et I'; sont transverses, si elles ne se coupent qu’en des points qui sont réguliers
sur 'une et ’autre courbe, et que leur droites tangentes en ces points sont distinctes.

Théoréme II1.6.2. Soient I'pr = V,(F) et T'q = V,(G) deux courbes projectives planes transverses, ou
F,G € Cl[t, z,y] sont des polynémes homogénes de degré respectivement m et n. Alors T'r NT'q consiste en
exactement m - n points.

Corollaire II1.6.3. Quels que soient des polyndomes homogénes F' et G de degré au moins 1, l'intersection
de V,(F) et V,(G) est non vide.

En effet, si V,,(F)NV,(G) = 0, les courbes I' p et I'; sont évidemment transverses, et donc leur intersection
devrait consister en au moins degré(F) - degré(G) > 1 points.
Preuve du théoréme de Bézout. Nous allons utiliser les notations et résultats du § 2 de I’appendice.

Posons P,,, = P(Clt, z, y|m), qui est espace des courbes de degré m. Considérons I’ensemble algébrique :

W = {([F], [G], [t,z,y]) € Py, x Py, X P? | F(t,z,y) = G(t,z,y) = O}

et soit m: W — P, x P, la restriction & W de la projection naturelle : 7([F], [G], [t,z,y]) = ([F], [G]).
Considérons le cone de W

CW = {(F,G,v) € Clt,z,ylm X Clt,z,y]ln x C* | F(v) = 0,G(v) = O} (o v = (¢, z,y))
Définissons ¢ : (C[t, z,y]m \ {0}) x (C[t,z,y], \ {0}) x (C*\ {0}) — C? par :
¢(F,G,v) = (F(v),G(v))

Alors sa dérivée s’écrit :
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et si (A, ) € C%, puisque v # 0, on peut trouver F et G tels que F(v) # 0, G(v) # 0 (par exemple, si

v = [vg : v1 : o] avec vy # 0, on prend F = t™ G = t"), et alors

A = _
do(r,Gv) <F(v) -F, @l(Lv) -G,O) =(\p)

0
ce qui montre que 7¢(F,G,v) est surjective. Il en suit que W est lisse, de dimension égale a :

JI(F,G)
dim(P,, x P, x P?) — 2 = dim(P,, x P,,)
et que son espace tangent au point z = ([F], [G], P) est donné par :
TW. = {[F,G,v] | F(v) + dF,(v) =0, G(v) + dG,(v) = 0}

Comme le noyau de la dérivée de m au point z est l'intersection de TW, avec le noyau de la dérivée de la
projection Py, x P, x P? — Py, x Py, qui consiste en les [0,0,7] € T(Pp,)(r] X (Ppn)c) X P%, on a

Ker(dr.) = {[0,0,7] | dFp(v) = 0, dGp(T) = 0}

Or dFp et dGp sont linéairement indépendantes si et seulement si Ker(dFp) N Ker(dGp) est de dimension
1. Comme dFp(P)=m-F(P)=0et dGp(P) =n-G(P) =0, on voit que dire que la dérivée de m au point
z = ([F],[G], P) n’est pas bijective revient a dire que V,(F) et V,(G) ne sont pas transverses au point P.
Soit

Y= {z eP,, xP, x P? | drr. n’est pas bijective}

Alors (X)), qui est une variété projective, est I’ensemble de paires de courbes non transverses.
Si on prend

FE=@—-t)-(x—=2t)-----(xz—m-t) , Go=@w—-1t)-(y—2t)-----(y—n-t)

on vérifie immédiatement que ces deux courbes se coupent transversalement, en les m - n points [i : j : 1],
i=1,...,m,j=1,...,n. En particulier, 7(X) C P, x P, ce qui entraine que V = P,,, x P,, \ m(X) est
connexe (la trace de m(X) sur au moins un produit de cartes affines U’ x U”, U’ carte affine su IP,,,, U” carte
affine sur P,,, doit étre non vide, donc U’ x U” \ w(X) est connexe, et donc aussi P,,, x P, \ 7(X), car il est
contenu dans ’adhérence, dans la topologie transcendante, de U’ x U \ 7(X).)

Posons M = 7= 1(V) = W \ 7= }(n(X)); parce que 7 est propre (dans la topologie transcendante),
w|M : M — V Dest aussi. Il suit alors de la proposition 1.2.7 (principe de la conservation du nombre) et du
fait que la fibre de 7| M au dessus de (Fy, Gy) consiste en m -n points, que toutes les fibres de 7|M : M — V

consistent en m - n points, ce qui démontre le théoreme.
g.e.d.

I111.6.2 Définition des points d’inflexion des courbes planes

Soit f € K[X1, X2] Péquation d’une courbe affine plane, que I'on suppose réduite. Soit P € V(f) un point
régulier et 7 € K2 un vecteur non nul, tangent & V(f). Alors a(t) = P +t - 7 est une paramétrisation de la
droite tangente & V(f) en P, avec a(0) = P, et donc f(«(0)) = 0.

Définition II1.6.4. Définition On dit que P est un point d’inflexion de V'(f) si :

(foa)(0) = (foa)"(0) =0

On dit que c’est un point d’inflexion ordinaire si de plus :

(foa)™(0) #0
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Si P = (a1,a2) et 7 = (11, 72), dire que P est un point d’inflexion, c’est dire que :

0 02
(6—1) f(al, ag) =0 s 87;(‘111112)7_1' =0 s Z aiﬁ(a1,a2)7'i7'j =0

i=1,2 i,j=1,2

et il est ordinaire si de plus

o3f
6-2 —————(a1,a2) T; T 0
(6-2) 2 G, omy T

Par exemple, la courbe X5 — X7 a un point d’inflexion ordinaire en (0, 0).

Cette notion de point d’inflexion n’est pas invariante par des isomorphismes quelconques. Par exemple,
toute équation de courbe de la forme X5 — f(X1) = 0 (graphe de la fonction f(X7)) est équivalente a la
courbe d’équation X} = 0, par Iisomorfisme X| = X, X} = Xy — f(X1). En particulier, Xo — X7 = 0 est
équivalente & Xo — X2, qui n’a point de point d’inflexion.

Si I' ¢ PK? est une courbe projective, P = [ag : a1 : as] € T un point régulier et ¢y : K2 — PK? est
une carte affine contenant P, on dit que P est un point d’inflexion de I si ¢ 1(P) est un point d’inflexion
(ordinaire) de ¢j 'T.

On peut vérifier directement que cette définition ne dépend pas de la carte affine choisie, mais cela
résultera aussi de la proposition du numéro suivant, qui exprime la notion de point d’inflexion directement
en termes de I’équation homogene de T'.

111.6.3 Courbes polaires

Soit F € K[Xg, X1, X2]m un polynéme et a = [ag : a; : ag] € PKZ. La polaire F, de F par rapport & a est le
polynéme de degré m — 1 défini par :

oF
F,(X) = X) - a;

(X) i:OZM ax; 0

Comme d’habitude, on abuse du langage, en confondant la courbe polaire et son équation.
Pour comprendre la polaire, il faut se rappeler de la relation d’Euler pour une fonction homogene

G(Xo,...,X,) de degré d :

" 9G
X,

x)- X, =d-G(X)

i=0
ce qui se voit en posant, pour z fixé et A € K: ¢(A) = G(A- X) = X'G(X). En dérivant par rapport & A, il
vient :

oG
0X;

d-ATIGN-X) =) L ox) - X;
1=0

et il suffit ensuite de poser A = 1 pour obtenir la relation d’Euler.

Proposition III.6.5. Supposons que a ¢ V,(F). Alors b € V,(F) NV, (F,) st et seulement si la droite par
a et b est tangente a V,(F) en b.

Au cas ou b est singulier, on admet que toute droite par b est tangente & la courbe V,,(F).
Preuve: Puisque b € V,(F,), on a:

2
OF
(1) Fu(b) =) o i =0

=0

et puisque b € V,,(F'), en appelant d le degré de F, on déduit de la relation d’Euler que :

2
OF
(II) d.F(b)zzaX(b)ai:o
=0

=
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d’ot1 on déduit que

2
oF
(II1) > oy ®(ai—b) =0

=0

ce qui veut bien dire que la droite par a et b est tangente & V,(F'). Réciproquement, si la droite par a et b
est tangente, de (IIT) et (II) on déduit (I).
g.e.d.

II1.6.4 Polaire, Hessienne et points d’inflexion

Si F € K[Xy, X1, X2],, un polynéme homogene de degré n. On peut lui associer un polynéme homogene de
degré 3(n — 2) que l'on appelle la Hessienne, en posant :

O*F

o) = aar( 25
r(7) ¢ aXian() i,j=0,1,2

Proposition II1.6.6. Soit F(Xo, X1, X2) un polynéme homogéne de degré n et soient b,a € PK? tels que
F(b) =0, F(a) #£0, Fy(b) = 0. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(1) b est un point d’inflexion ou bien un point singulier de V (F')

(2) be V(F)NV(Hp)

(3) V(F) et V(F,) ne sont pas transverses au point b.

Preuve: On va montrer que (1) < (2) et (2) < (3).

On peut supposer sans perte de généralité que a et b sont a distance finie, soit : a = [1 : a1, as],
b=1[1:b1:0b2], de sorte que a — b = (0,a; — by, az — bz). Posons f(z1,22) = F(1,21,22).
(1) & (2)

Si b est un point singulier :

2
Z 0*F OF
;= — 1 - —_ =
im0 axlaxj (b) b (n ) afﬂj (b) 0

et donc Hp(b) = 0. Si b est un point régulier et un point d’inflexion, d’apres (6-1) :

0% f 0?F
(6-3) 2 Gunon, = bi)(a; —bj) = D, —bi)(a; —b;) =0
4,7=1,2 4,7=0,1,2
Posons : )
0°F
h(v,w) = (b) - v - W,
War 0x;0x;
de sorte que (6-3) peut s’écrire :
h(a —b,a —b) =
D’autre part
h(b,b) = O°F b) +bi-bj=n(n—1)F()=0
) 83?](9.%1( ) i U5 = =
1,7=0,1,2
et
62
h(a,b) = B0, ) -a;-bj =Fu(b)=0
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d’ot1 on déduit que
0=h(a—b,a—0b)=h(a,a)+2h(a,b) + h(b,b) = h(a,a)

En résumé : h(a,a) = h(a,b) = h(b,b) = 0. Si on prend comme base de K3 les vecteurs e = (0, 1,0), a, b, la
matrice de la forme bilinéaire h s’écrit :

(6-4)

b S
S O *
S O

et on voit que son déterminant, qui est en fait Hg(b), vaut 0, donc on a bien b € V(F) NV (Hp).
Réciproquement, h(b,b) = 0 puisque b € V(F), et h(a,b) = 0 puisque b € V(F,). Donc la matrice de h
s’écrit :

* h(e,a) h(e,b)
* h(a,a) 0
* 0 0

et si b n’est pas un point singulier, h(e,b) # 0; alors, puisque le déterminant de la matrice de h doit étre nul,
cela implique que h(a,a) = 0, et donc d’apres (??) que b est un point d’inflexion.
(2) = (3)

Dire que V(F) et V(F,) ne sont pas transverses au point b signifie qu'il existe v € K? linéairement
indépendant de b tel que :

(6-5) AZ gfi ®) - v; = h(b,v) =
i=0,1,2
O*F
(6-6) N D0z, ®) - a; -vj = h(a,v) =0
1,7=0,1,2

Si b n’est pas un point singulier de V(F'), il suit de (6-5) que v est de la forme v = a-a+ 5 -b, a, 8 € K,
a # 0. Puisque h(a,v) = a - h(a,a) + B - h(a,b) = 0, il en suit que h(a,a) = 0, et donc b est un point
=0
d’inflexion.
Réciproquement, si b est singulier, on peut toujours trouver un v qui satisfait (?7), et (?7) est satisfaite

puisque dF, = 0. Si b n’est pas singulier, on prend v = a. p
g.e.d.

Avant de pouvoir tirer des conséquences de cette proposition, il nous faut un lemme.

Lemme II1.6.7. Soit X une courbe projective plane ne contenant pas de droites. Alors elle posséde un
nombre fini de points d’inflexion

La preuve de ce lemme utilise que I'on travaille avec les nombres complexes ou réels, mais il reste valable
sur n’importe quel corps de caractéristique nulle.

Corollaire II1.6.8. Soit I' € PC? une courbe lisse de degré > 1 e soit a € PC? \T" un point qui ne se trouve
sur aucune tangente a des points d’inflexion de I'. Alors il existe exactement n(n — 1) droites tangentes a T’
passant par a.

Corollaire II1.6.9. Soit I' € PC? une courbe lisse de degré n > 3 alors T’ posséde des points d’inflexion, en
nombre égal a 3n(n — 2) quand tout va bien.

I11.7 Le théoreme de Bézout avec multiplicités

K est de nouveau un corps de caractéristique nulle, algébriquement clos.
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Définition ITI.7.1. Soient f,g € K[X7,...,X,] et P € K2. On définit la multiplicité d’intersection de f et
gen P par:

u(P. f.9) = dimg (Op/{,9))

ou (f, g) désigne I'idéal engendré par f et g dans Op; si cette dimension n’est pas finie, on pose u(P, f, g) = .
Exemples I11.7.2.
(1) SiP¢V(f)nV(g), alors (f,g) = Op et donc u(P, f,g) = 0.

(2) Soit f(z,y) =y, g(z,y) = y> —zy + 2% et P = (0,0). Alors (f,9)Op = (y,2%)Op. Désignons par OF
I'anneau local de C en 0; on a Op/(y,z%) = OF /(x?), ce qui fait que u(P, f,g) = dimcOF /(z?) = 2.

Si F,G € K[Xy,...,X,] sont des formes homogenes et P € PK2, on définit w(P, F,G) en prenant une
carte affine qui contient P et on vérifie que cela ne dépend pas de la carte choisie.

Théoréme II1.7.3 (Bézout avec multiplicités). Soient F,G € K[X1,...,X,,] des formes homogénes de degré
respectivement m et n, sans composantes communes. Alors :

Z wP,F,G)=m-n

PePK?

Notons que puisque F et G n’ont pas de composantes communes, V(F') N V(G) consiste en un nombre
fini de points, ce qui fait que la somme ci-dessus est finie.

Puisque V(F)NV (G) consiste en un nombre fini de points, on peut supposer, quitte a faire un changement
de coordonnées linéaire, que sur la droite & l'infini, définie par z = 0, V/(F') et V(G) n’ont pas de points en
commun; alors on peut utiliser I11.6.3 : on est ramené & montrer que si V(F) NV (G) NV (z) = 0, alors

(7-1) dimg (K[m,y]/(F*, G*>) =m-n

Notons, pour nous encourager, que si f(z,y) = 2™ et f(z,y) = y™ et P = (0,0), alors comme base du
K-espace vectoriel K[z,y]/{(x™,y™) on peut prendre les classes des 2° -4/, 0 <i<m —1,0<j<n—1, et
leur nombre est précisément m - n. La preuve de (7-1) repose sur quelques propositions préliminaires, dont
le but est de montrer que la dimension de Kz, y]/(F%, G«) ne dépend pas de F' et G mais seulement de leurs
degrés. En prenant F' = 2™ et G = y™ on a vu que cela donne m - n.

Voici quelques notations. Posons R = K|z, y, z], et notons R, le sous-espace vectoriel de R des formes
homogenes de degré d. Si F,G € R sont des formes homogenes de degré respectivement m et n, on pose

I'=R/(F,G) , T.=Kzy]/(F.,G.)

ou Fy(x,y) = F(1,z,y) est le déshomogénéisé de F. On note encore I'y le sous-espce vectoriel de I' engendré
par les classes de formes homogenes de degré d.

Proposition I11.7.4. Sid > m + n, alors
dimgl'g=m-n

Preuve: La suite d’espaces vectoriels :

0—R-“ReRL R T —0

ouna(C)=(-C-G,C-F),B(A,B)=A-F+ B-G et v est la projection canonique, est exacte.
Vérifions par exemple que Im(a) D Ker((), les autres vérifications sont faciles. Si (A, B) = A-F+B-G =
0, alors A-F = —B -G, et comme F et G n’ont pas de composantes communes, cela implique que F' divise
B,soit B=C-F,ouC€R OrA-F=-B-G=-C-F-G,donc A= —-C -G, ce qui montre que
(A, B) = o(C).
On en déduit que la suite d’espaces vectoriels :
vIR4

0— Rg—m-n oy Ri—m ® Rg—n Bly Ry —Tq—0
>0
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obtenue en restreignant les homomorphismes «, 3,7 est exacte. On en déduit que
(7—2) dlm(Fd) = dlm(Rd) — dim(Rd_m) — dlm(Rd_n) + dim(Rd_m_n)

ce qui montre déja que dim(T'y) ne dépend pas de F' et GG, mais seulement de d, m et n. Or dim(Ry) =

M;dw) et il suit alors de (7-2) que

d+1)(d+2) (d—m+1(d—m+2) (d—n+1)(d—n—|—2)+(d—m—n+1)(d—m—n+2)

dim(Fd): 9 — 9 — 9 B
_d+1)(d+2) (d+1)(d+2) dm—-14+m—2) (m—2)(m—1)
- 2 Bl 2 2 B 2
d+1)(d+2) dn—-1+n-2) (n—-2)(n—-1)
B 2 + 2 B 2
(d+1)d+2) dm+n—-14+m+n—-2) (m+n—-1)(m+n-—2)
2 a 2 + 2
_ (m+n—-1(m+n-2) (m-2)(m—-1) (n—2)(n-1)
2 2 2
_m2+n2+2mn—m—n—2m—2n—m2+3m—n2+3n_mn
2

On peut aussi éviter ce long calcul, en prenant F' = 2" et G = y" et de remarquer que les classes dans 'y
des x% - 97 - 2377 0<i<m—1,0 < j <n—1 forment une base de I'y. ved.
Proposition II1.7.5. On suppose que V(F)NV(G)NV(z) =0. Alors Uapplication linéaire
a:T'—T | [H]~ [z H|
est injective, ot H € K|x,y, z] est [H] désigne sa classe dans T' = K[z, y, 2] /(F, G), et Uapplication
ag:Tqg —T4qy1 , [H]~ [z-H]
est bijective dés que d > m +n
Preuve: Si a([H]) = 0, cela signifie qu’il existe A, B € K[z, y, 2] tels que
(7-3) 2-H=A-F+B-G

Comme V(F)NV(G)NV(z) = 0, les formes Fy(z,y) = F(x,y,0) et Go(z,y) = G(z,y,0) n’ont pas de facteur
commun. On pose encore Ag(z,y) = A(z,y,0) et Bo(x,y) = B(z,y,0) et alors il suit de (7-3) que

Ay Fo+By-Go=0 =— By=C-By , Ay=-C-Gy , CGK[I‘,y]

Posons Ay = A+C-G,B;=B—C-F. Alors A;(z,y,0) = Ag + C - Go = 0, de méme B;(z,y,0) = 0; on
peut donc écrire Ay = z- Ay, By = z- Bo, et :

2 H=AF+B-G=(A~C-G)F+(B,+C-F)-G=A;-F+B,-G = 2-(Ay-F+By-G) = H = Ay-F+B5-G

et donc [H] = 0, ce qui montre bien que « est injective. D’autre part, on a montré dans la proposition
précédente que dim(T'yy1) = dim(Ty) si d > m + n, donc a4 : 'y — Tgt1, qui est injective entre espaces
vectoriels de méme dimension, est une bijection. J

g.e.d.

Proposition II1.7.6. On suppose toujours que V(F)NV(G) NV (z) = 0. L’homomorphisme d’espaces
vectoriels

Ba:Ta—T. , B([H]) = [H.]

ot H, € K[z,y] désigne le déshomogénéisé de H, a savoir H.(x,y) = H(x,y,1), est un isomorphisme dés
qued>m+n
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Preuve: Si h € K[z, y], soit h* son homogénéisé et H = 2" -h*, olt on prend r assez grand pour que le degré d’
de H soit supérieur a d > m + n; alors B4 (H) = h. Il suit de la proposition précédente que 24=d. T, — Ty
est un isomorphisme; il existe donc H' € Tg tel que [(z2~¢ - H'| = [H], et alors B4([H']) = [h]; ceci montre
que [4 est surjective.

Montrons que 4 est injective. Soit [H] € Ker((); cela veut dire qu’il existe a,b € K[z, y] tels que

H.,=a -F.,+0b -G,
En prenant les homogénéisé, on en déduit une relation de la forme
2 H=z2a"-F+4+2'b"- G

et donc [z"H] = 0 dans "4, ce qui entraine que [H] = 0 dans I'; par la proposition précédente.
g.e.d.

Démonstration du théoréme de Bézout. Comme on I’a déja remarqué a la suite de I’énoncé du théoreme de
Bézout, on peut supposer que V(F)NV(G)NV(z) =0, et alors il suit de 11.6.3 qu’il suffit de démontrer que

dimgl'y, =m-n

Or il suit de II1.7.6 que dimgI', = dimgI'y pour d > m+n, et de I11.7.4 que dimgl'y = m-n pouréi > m-+n.
g.e.d.
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Appendice A

Variétés différentiables

I.1 Rappels: Théoreme des fonctions implicites et de I’application
inverse

1.2 La notion de variété différentiable

Définition I.2.1. Soit M un espace topologique séparé; un atlas C*>° de dimension n sur M est une famille
de couples {(Us, i) };cp, Ol

(1) {Ui};c; est un recouvrement de M par des ouverts, ce qui veut dire que les U; sont des ouverts de M,
et que leur réunion est M.

(2) ¢;: U; — R™ est un homéomorphisme de U; sur un ouvert §2; de R™

Pour mériter le qualitificatif C*°, cette famille doit vérifier la condition que les changements de cartes sont
C, ce qui veut dire que pour toute paire i,j € I, la composition :

@j o (s|Us N Uj)_l cpi(UsNUj) — R

doit étre de classe C*°. On appelle les ¢; des cartes sur M, et la condition ci-dessus c’est la compatibilité
C* des cartes. On dit encore que ¢; o (¢;|U; N Uj)f1 est un changement de cartes.
Une variété de classe C*° de dimension n est un espace topologique séparé muni d’un atlas C*°.

Cette structure permet de définir la notion d’application f : U — RP de classe C°, ou U C M est
un ouvert quelconque : on dit qu'un tel f est C*° si pour toute carte p; : U; — R™ la composition f o
(iU nUY ™"+ ;(UNU;) — RP est C*. La condition de compatibilité montre immédiatement que si
UcU;nUj,si fo (@s|U) " est €, alors f o (ij|U)_1 Pest aussi.

Soit U C M un ouvert et ¢ : U — R™ un homéomorphisme sur un ouvert de R", qui est aussi une
application C* au sens que lon vient de définir; on dit que (U, ¢) est une carte compatible avec 1atlas
{(Us, vi) }ic;- Etant donné un atlas C>° sur M, I'ensemble de toutes les cartes compatibles avec cet atlas est
un nouvel atlas C*°, qui contient ’atlas de départ, et qui est maximal, pour la relation d’ordre sur les atlas
que le lecteur zélé pourra deviner par lui-méme. Avec le méme zele, on remarquera qu’il y a une ambiguité
dans la notion de variété C* : si on remplace un atlas par un atlas compatible, en principe on obtient un
objet différent; la définition rigoureuse de variété C*> est la classe d’équivalence de tous les atlas compatibles
avec un atlas donné, et I'atlas maximal est un représentant distingué de cette classe d’équivalence.

Exemples 1.2.2.

(1) L’espace projectif PR", est une variété C> de dimension n, muni de l'atlas {(U;, ¥3)};_o ., ou U; =
{lzo: - :xy] | ®; # 0}, comme toujours, et 1); est Uinverse du ¢; des § précédents :

YVi(lro : - xn]) = (®o/Tiy - ooy Tim1 [ Ti, Tig1 [Ty o ooy T [ X5)

41
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Le changement de cartes ; o (wj)_l s’écrit, par exemple si ¢ < j :
(Wi, oy un) ~ (W /g, i Uy, Ly, wifug, o w1 fug, . fuy)

qui est visiblement une application C*.

L’espace PC", muni des cartes analogues, devient une variété de dimension 2n, si on identifie C et R?
de la maniere habituelle.

Exercice. Vérifier et éventuellement corriger la formule de changement de cartes ci-dessus. Faire aussi
le cas ot i > j.

On dit que M C R™ est sous-variéte de dimension k si pour tout x € M, il existe un systeme d’équation
local F : U, — RF de rang maximum, ce qui veut dire que :

(a) U, est un ouvert de R", contenant x.

(b) F:U, — RF est de classe C™, sa dérivée est surjective au point z, et F~1(0) = U, N M.

Pour avoir une carte sur M au voisinage de x, on peut prendre des restrictions a M de projections

pil,...,in_k :Rn _>Rn_k ) (xlw"vl.n) ~ (xilu"'7xin_k)
oun 1 <4 < -++ < ip_r < n est choisi de sorte que si 1 < j; < ---jr < n dénote la suite
complémentaire & {i1,...,i,—} dans {1,n...,n}, alors dét (aafi (2) # 0. En effet, si on
in ih=1,...k
note ' = (4, ..., x;,_,) et "’ = (z;,,...,%; ), on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites

pour exprimer U, N M comme le graphe d’une application C* allant de I’espace des 2’ dans celui des

2" (voir le § précédent dans cette appendice.)

Plus généralement, si M est une variété C> de dimension n, on dit que N C M est une sous-variété de
dimension n — k, si pour tout x € N il existe une carte (U,, ¢, ) sur M et une application f : U, — R¥
qui est C*°, et telle que

(@) f7H0)=NNU,
b) la dérivée d(f o ¢! «) est surjective.
x Wz( )

De maniere analogue au numéro précédent, on déduit un atlas C* sur N en appliquant le théoreme
des fonctions implicites & f o ¢, . Ces applications f sont des équations locales de N dans M.

Soit F' € K[Xo, ..., Xn]m un polynéme homogene de degré m et supposons que si ¢ = (zg,...,Tn) # 0
et F(r) = 0, alors dF, # 0. Alors V(F) \ {0} est une sous-variété de K"*! de dimension n si
K =R, 2n si K = C. De plus, V,(F') est une sous-variété C> de P™ : sur la carte Uy de P™ on

peut prendre comme équation locale fo(x1,...,2,) = F(1,21,...,2,) = Fu(x1,...,2,); en effet, si
[l:imy:-rx,] €U NV,(F):
1(0F OF oF
0=F(l,zy,....,7,) = — | — : ) - T
(Lz1,...,2n) m((%l(x) t o 2t g @ e )
et alors

F F
dfx=<a <),--~,a(x>>=0 = dF; =0

~ T
81’2 8xn
ce qui est impossible; on procede de maniere analogue sur U;, en posant
fi($17 ven ,xn) = F($1, ey Lj—1, 1,.131‘4_1, ‘e ,l‘n)
—_———
i

Les f; jouent le role de f o ¢, du numéro précédent. Cet exemple sera généralisé dans la proposition
2.5.
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1.2.1 Espace tangent et dérivées d’applications

Définition I1.2.3. Soient M et N des variétés C* et f : M — N une application continue. On dit que f est
C® si pour tout € M il existe des cartes (Uy, ) sur M, U, > z, et (V,,9), on y = f(z) et V,, > v, telles
que f(U;) CV, et que ¢po fop! soit C.

Soit M une variété C> de dimension n et {(U;, ¢;)},c; un atlas. Nous allons considérer des sommes
disjointes de familles d’espaces de la forme {A;},.; : nous la noterons ), ; A;, et un élément de cette
somme disjointe sera noté (a,i), pour indiquer que a € A;. Par exemple, on a l'identification naturelle
d’espaces topologiques :

M:ZUi/N ou (x,1) ~ (x,j) pour x € U; N Uj
iel

Définition 1.2.4. Le fibré tangent 7'M de M est défini par :

TM = ZUi X R™/ ~ ou (z,i,v) ~ (x,j,d(p; o @;1)%(1;) (v))
iel

Notons par [z, i, v] la classe de (z,4,v) dans M. On a une projection naturelle mp; : TM — M, wpr([x,i,v]) =
z. On a un atlas sur TM en prenant pour cartes les ﬂ&l(Ui), qui s’identifient & ;(U;) x R™ par [z, i, v] ~
(¢i(z),v). On vérifie sans peine que c’est un atlas C* sur TM. Si x € M, on note TM, = my}(z);
puisque lidentification (z,,v) ~ (x,j,d(gpi o @]1)%@)(1})) est linéaire en v, T M, est muni naturellemnt
d’une structure d’espace vectoriel.

Soit f : M — N une application C*, et soit x € M, (U;, ¢;) une carte sur M avec x € U, et (V}, ;)
une carte sur N contenant y = f(x). La dérivée de f est I'application df : TM — TN définie par :

dfo([x,i,0]) = [f(2), 4, d(1hj o f 0 0; )y () (V)]

et de nouveau il y a des tas de vérifications faciles a faire : cette définition est cohérente (i.e. ne dépend
pas des représentants choisis), df est elleeméme une application C*°. Notons que 7wy o df = df o mp, et
que dfy = df|TM, — TN, est linéaire; la notation df, coincide avec la notation usuelle dans le cas d'une
application entre espaces numériques.

Par exemple, si M C R”™ est une sous-variété de dimension n — k, pour z € M prenons un systeme
d’équations locales de rang maximum f : U, — R*. Alors, par la carte locale au voisinage de 2 déduite du
théoreme des fonctions implicites (voir exemple ??), on voit que T M, s’identifie & :

TM, ~{v eR"|dF,(v) =0}

Sim: M — R™ est la projection 7(x1,...,x,) = (z1,...,Zm), pour x € M, sa dérivée dm, : TM, — R™ est
simplement la restriction de la projection naturelle R™ — R™, (zq,...,2Zpn) ~ (Zq, ..., Tm)-

Dans le cas d’un ouvert U C R"™, on a une identification naurelle TU ~ U x R" : il suffit de prendre
I'atlas avec la carte U C R™ et d’appliquer la définition de I’espace tangent.

Dans le cas de 'espace projectif, on a la représentation suivante de son espace tangent. La projection
canonique p : K"\ {0} — PK" est C*, et on vérifie facilement en utilisant les coordonnées affines que sa
dérivée est surjective. Si x = (xg,...,z,) € K" on a donc une surjection :

dp, : K" — TPK,
et son noyau est précisément la droite [z] C K"*1. On peut donc écrire :
TPKy ={T K"} /~ |, ouZ~T & IXeKtellequeZ—T =X -z

Notons cependant que cette représentation fait appel au représentant explicite z de [x]. Comme d’habitude,
on notera par [T] la classe de 7 € K"*! dans TPKT,).

Si M et N sont des variétés C>°, leur produit M x N l’est aussi, si on le muni de 'atlas constitué de
produits d’une carte sur M par une carte sur N, et on vérifie que

T(M x N)=TM x TN
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En particulier, on a une repésentation de I’espace tangent a un produit d’espace projectifs :

TPK™ x PK™) () ey = { (@), 7)) € TPR }

[z]
1ti uiv i u i i u I I Vi Sométri ébri .
La proposition suivante traite d’une situation qu’on rencontrera souvent en géométrie algébrique

Proposition 1.2.5. Considérons lapplication F = (Fy,...,F,) : K™+ x K™l — K* ou F; est un
polynéme homogéne par rapport & chaque facteur Kmr+1,
Supposons que si F(x) =0 et x # 0, alors dF, : K™ T x K™+l  K* est surjective. Alors

M =V, (F,...,Fy)

est une sous-variété de PK™ x --. x PK™ de codimension k, et si P = ([z'],...,[z"]) € M, on a :

TMp = {[z'],...,[7"] € TPK™ x PK™)p | dFp(z",...,7") = 0}
Preuve: Pour la preuve, on se limite au cas ou ¢ = 2, le passage au cas général se faisant simplement au
prix d’une notation plus compliquée. Sans perte de généralité, on peut supposer que z' = (1,zf,...,z}, ),
2?2 = (1,2%,... ,xfm), et donc le vecteur x! est un supplémentaire & I’hyperplan de K™ décrit par z1 = 0,

et de méme 22 est un supplémentaire & 'hyperplan de K™2 décrit par 22 = 0. Si F est de bidegré (dy,ds),
on a la relation d’Euler :

— OF
«?) -xp =dp - F(a',2%) =0

dF (1 42y (2", 0) = §p1 ) " T

=0

et de méme dF;1 ;2)(0, 22) = 0. Donc, puisque dF (31 42y est surjective par hypothese, et que le plan [21] x [22?]
est dans le noyau de dF};, et que ce plan est supplémentaire a V = {(0, T, .. ,x}m 0,28 ... ,xfnz)}, la restric-
tion de dF, a V doit étre surjective; or cette restriction c’est précisément la dérivée de la déshomogénéisation
F, de F :

1 12 2\ _ 1 1 2 2
Fo(wy, ..z, 21, ,x,,) = F(Lay,.. o, Loy, ..., x5 )

et F, est alors I’équation locale de M dans le produit de coordonnées affine correspondantes & xf = 1, 23 = 1,

ce qui montre que c’est un systeme d’équations de rang maximum, et aussi que ’espace tangent est donné
par l'expression énoncée.

g.e.d.
Notons que si 7 : PK™ x --- x PK™ — PK™ x --- x PK™", h < £, est la projection naturelle sur les h
premiers facteurs, sa dérivée au point P([z'],. .., [z?]) s’écrit naturellement :
drp([7Y],...,[7]) = ([FY,...,[7")

et la dérivée de la restriciton 7|M de méme. Ce qui fait que le noyau de la dérivée de 7| M s’écrit :

Ker(d(m|M)p) = {(0,...,0,"*"],....[2]) | dFp(0,...,0, E,...,[7]) =0}

1.2.2 Variétés algébriques et variétés C*

Le but de ce § est de faire le lien entre la notion de dimension d’'une variété algébrique et celle introduite au
paragraphes précédent pour les variétés C*°. Nous traiterons simultanément le cas réel et le cas complexe.
Pour éviter toute confusion, si X C K™ est une variété algébrique, et a € X, nous posons :

T?7 X, = {v e K" | df,(v) =0, VfcI(X)}

alors que pour une variété M de classe C*°, par exemple un ouvert transcendant de Xrég’ on notera par
T M, son espace tangent au sens C™.
Proposition 1.2.6. Soient fi1,...,fr € K[X1,...,Xn], X = V(f1,...,fr) et a € X. Supposons que la

dérivée de f = (f1,..., fr) soit surjective au point a. Alors :



1.2. LA NOTION DE VARIETE DIFFERENTIABLE 45

1) il y a une seule composante irréductible Y de X qui passe par a, qui est un point régulier de Y

i) T#9Y, = Ker(df,), et en particulier la dimension de Y au sens des variétés C* est égale a la dimension
Y en tant que vatiété algébriques si K =R, ou au double de cette dimension si K = C.

Preuve: Quitte & renuméroter les coordonnées de K[X7, ..., X,], on peut supposer que la dérivée au point
ade f=(f1,...,fx) par rapport aux variables 2’ = (z1,...,z)) est bijective. Il suit alors du théoreéme des
fonctions implicites qu’il existe un voisinage transcendant U de a, V' de @’ et une application g : V — K"
tels que :

pour (z',2")eU , f(a',2")=0&2"=g(a)

et alors lapplication h : V- — U, h(z') = (2/, g(2)) est une bijection de V sur UN X, et dhys, &' € V est une
bijection sur Ker(df 1,(,)). Notons que I'inverse de h est la restriction plUNX : UNX — V de la projection
naturelle p(z’, 2") = «'.

Soient ¢1,...,9¢ € K[X1,...,X,] les générateurs de Z(X) et posons g = (g1,...ge¢); alors il existe des
a;; € K[X1,...,X,] tels que :

0
fi= E ;.5 * g5
j=1

d’ou il suit que, si x € X :

’
d(fi)e = d(a;j)z - gi(z) + ij () - d(g;)e
; a g\:% ;a T g
et donc

Ker(df;) D Ker(dgz) , ze€X

Mais puisque g|X = 0, on a que go h = 0 et donc dgp,y o dh), = 0, 2’ € U’, ce qui entraine que
Ker(dg,) D Ker(df;), x € UNX, et donc finalement que Ker(df,) = Ker(dg,), € UNX. On a ainsi montré
que T?* X, = TX, pour tout z € U N X.

Il reste & montrer qu’il n’y a qu'une composante irréductible de X qui contient a.

Soit = {x € X | df, est surjective }; c’est un ouvert de Zariski de X et a € Q. Soit Y C X une
composante irréductible de X qui contient a, et soit X; la réunion de toutes les autres composantes, de
sorte que X = Y U X;. Soient hy,...,h, € K[Xy,...,X,] des générateurs de Z(Y). Siz € QNY,
T?%y, C T?X, = Ker(df,); d’autre part, si b € QNY \ Xy, 3 F € Z(X;) avec F(b) # 0. Alors
F-h,eZ(X),i=1,...,r, et Ker(d(F - h1,... F - hy)p)) = Ker(d(hq, ..., hy)p, dou :

Ker(dfy) = T?*" X}, C Ker(d(F - hy,... F - h,)p)) = Ker(d(hy, ..., h.)y = T?*"Y;, C Ker(dfy)

d’ott on déduit que Ker(dfy) = T#9"Y;, pour tout b € QNY \ Xi, ce dernier étant un ouvert de Zariski
non vide de Y. Donc, en procédant comme dans la premiere partie de la preuve, il existe des ouverts
transcendant U’ C U, U’ 2 a, et V! C V, V' 3 d/, tels que p|lU' N Y — V' est une bijection. Comme
plU'NX :U' NX — V’/ est aussi une bijection, on doit avoir que U’ NY = U’ N X; comme on peut répéter

le raisonnement en remplagant a par n’importe quel point de QNY, ona que QNY =0 N X. p
g.e.d.

1.2.3 Le principe de la conservation du nombre

Nous donnons ici une version du ”Princip von der Erhaltung der Anzahl”, di au Dr. Hermann Schubert
(1874).

Proposition 1.2.7. Soit f: M™ — N™ une application C* entre les 2 variétés C*° ayant méme dimension
n. Supponsons que :

i) f est propre, c’est-a-dire que si K C N est compact, alors f~1(K) C M est compact
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ii) pour tout x € M, df, : TM, — TNy, est bijective.
Alors, pour touty € N, il existe un ouvert V, de N, V,, 3 y, et des ouverts de M disjoints U;, i =1,...,k,
tels que :

i) f_l(vy) = Ui:l,....k Ui

i) pour tout i : 1,... .k, la restriction f|U; est une bijection sur V.
En particulier, le nombre de points de f~1(y') est k, pour tout y' € V.

Corollaire 1.2.8. Dans les hyothéses de 2.7, si de plus N est connexe, alors f~1(y) est un ensemble fini et
son nombre de points ne dépend pas de y.

Preuve: En effet, soit y € N et soit k la cardinalité de f~1(y), que nous désignerons par #(f~*(y)); alors,
d’apres 2.7, 'ensemble

Fr={y e N|#(f'(y) = k}

est ouvert, et non vide car il contient y.
Toujours d’apres 2.7, le complémentaire de F} est aussi ouvert, donc F} est aussi fermé, et puisque N

est connexe, F, = N.
g.e.d.

Preuve de 2.7. Soit x € f~1(y); puisque df, est bijective, il suit du théoréme de l'application inverse
qu'il existe des ouverts U, > « de M et V,, 2 y de N tels que f|U, : U, = Ve En particulier,
f~Yy)nU, = {z}. Alors
f_l(y) = Uxeffl(y)Uw

et comme f~1(y) doit étre compact, nécéssairement f~1(y) = {x1,...,71}, un ensemble fini. Pour tout
i = 1,...,k, on peut restreindre 'ouvert U,, en un ouvert noté U/, avec z; € U! C U,,, de sorte que
uin U]'- = si i # j. 1l suit du fait que f est propre, et M, N localement compacts, que 'image par f d’un
fermé est fermé; en particulier, f(M \ U;=1,. xU}) est un fermé, et il ne contient pas y. Posons alors :

Vy =PartezNi—1, ;Va,y \Partezf(M \ Ui=1,. xU;) . U;=U/N fﬁl(Vy)

et alors f|U; : Uy — Vy, Vi=1,...,k.
q.e.d.

1.3 Exercices

A Variétés affines, théoremes de Pappus et Pascal

1. Trouver les points & I'infini des courbes f(z,y) = y? — 2%(z + 1), f(z,y) =y — 23

2. Une droite est une courbe d’équation ax + by + ¢ = 0, avec (a,b,c) # 0. Montrer que deux droites
distinctes se coupent toujours en exactement 2 points dans PK2.

3. La polaire d’une conique est de degré 1, donc une droite. Soient ¢ une conique et ¢ une droite dans le
plan. Montrer que les polaires de ¢ par rapport aux points de la droite ¢ passent toutes par un méme point
L.
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