Chapitre IV

Formes différentielles

Sommaire. Le théoreme fondamental du calcul intégral dit que 'intégrale d’une fonction f(z) sur un intervalle
[a,b] est égale & la variation d’une primitive F'(x) de f(x) sur le bord de 'intervalle :

b
[ H@ds=F®) - Fla) . ot Fo)= ()

C’est en fait le cas particulier de la dimension 1 du théoreme de Stokes, qui, exprimé en termes trés vagues,
permet de comparer se qui se passe sur le bord d’un objet de dimension k et a son intérieur. Par exemple,
le théoreme de Stokes nous permettra de montrer qu’il n’existe pas d’application continue du disque sur son
bord, qui est l'identité sur le bord; de la on déduit le théoreme du point fixe de Brower, qui affirme (en
dimension 2) que toute application continue du disque dans lui-méme admet un point fixe. On en déduira
le théoreme d’existence de point d’équilibre, obtenu en 1949 par John Nash, qui lui a valu le prix Nobel en
économie en 1994.

1 Formes multilinéaires alternées sur R"

Soit E un espace vectoriel su le corps R.

Définition 1.1 On dit que 'application

a:EFx---xFE—-R
—_——

r—fois
est une r-forme alternée si elle est linéaire par rapport a chaque facteur E, c’est-a-dire :

/ " / "
(U1, Vi1, AU+ 0] Vi 1y ey Ur) = X U1y ey Vi1, Uy Vi 1y - e vy Up ) F (U1, « ooy Vi1, V) Vi1 e v 5 Op)
/ 12
U Vik1, .. 0p €EE D A peR

V’Ul, ceey Vi1, 0,05,
On dit qu'une r-forme « sur E est alternée, si elle change de signe lorsqu’on échange deux vecteurs :

Vv,v; €F, 1<i<j<r

a(v17...,vi71’vi7vi+1---,Ujfl,vj,vj+17...) = —Oz(’l)l,...7vi,1,’l}j,’l)i+1 ...,vj,l,vi,vj+1,...)

On désignera pas L"(E) Pespace vectoriel des r-formes et par A"(FE) Pespace vectoriel des r-formes alternées.
Lorsque r = 1, on parle simplement de formes linéaires (la condition d’étre alternée est toujours satisfaite,
trivialement) .
On pose AY(E) = LY(E) = R : les 0-formes se réduisent aux constantes.

Exemples 1.2
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130 CHAPITRE 1IV. FORMES DIFFERENTIELLES

(1) Soit E = R™. Alors, si vy,...,v, € R" soit dét(vy,...,v,) le déterminant de n X n matrice ayant
v1,...,V, comme vecteurs colonne. C’est une n-forme alternée sur R™.

(2) Plus généralement, si 0 < r < n, et on a une suite 1 < i; < -+ < 4, < n, on peut définir une r-forme
alternée oy, .. ;. en associant a r vecteurs vy, ...,v, € R" le r X r mineur de la matrice ayant vq,..., v,
obtenu en choisissant les 7 lignes correspondantes a iy, ..., 4, :

ail,...,ir (’Ul, e ,’UT) = dét((vihvl)h,ézl,.“,r)

Nous verrons (théoréme 1.9) que ces r-formes sont en fait une base de 1’espace vectoriel A" (R™).

Désignons par %, le groupe des permutations de {1,...,r}, c’est-a-dire le groupe des bijections de cet
ensemble ; on commence par quelques rappels sur les permutations. On appelle transposition une permutation
qui échange deux éléments de {1,...,r}, en laissant tous les autres fixes. Toute permutation o peut s’écrire
comme composition de transpositions : ¢ = 7 o ... 0 7. La signature ¢, de la permutation o est (—1)*;
car si la décomposition d’une permutation comme produit de transpositions n’est pas unique, on montre
que la parité du nombre k de transpositions nécessaire lui ne dépend que de o. Si k est pair, on dit que la
permutation o est paire, sinon on dit qu’elle est impaire.

Proposition 1.3 Soit a une r-forme sur l’espace vectoriel E. Les 4 conditions suivantes sont équivalentes :
i) la r-forme « est alternée

it) pour toute permutation o € ¥, et tout vy,...,v, € E on a :

a(vd(l)a s 7v(7(r)) =é&o- OZ(Ul, s 7UT)
iii) pour tout vi,...,v, € E, s’il existe i # j tels que v; = vj, alors a(vq,...,v,) =0.
i) sivy,...,v, sont linéairement dépendants, alors a(vy,...,v.) =0.

Preuve: La définition méme de forme alternée revient a dire que si 7 € X, est une transposition, ce qui fait
que €, = —1, alors :
a(Vr(1ys - Vr(r)) = €7 - V1, ..., 0;p)
et donc ii) entraine i). Si on écrit o € ¥,. comme produit de transpositions : ¢ = 71 0 - - - 0 7, alors il suit de
i):
k
a(vﬂ(1)7 T ’UU(T’)) = (_1) ’ OZ(Ul, s 7”7“)

et puisque £, = (—1)¥, i) entraine ii).

Si o est alternée, et v; = v;, pour ¢ # j, alors, en faisant opérer la transposition qui échange i et j sur la
suite de vecteurs vy, ..., v,, on voit que :

a(vy, ..., o) = —a(vy,...,v) = a(vy,...,v.) =0

ce qui montre que i) entraine iii). D’autre part, si « vérifie iii), en supposant que i < j, on a

a(vla"'vviflvvi+'Ujav7l+17"'vvj71avi+Uj7vj+17"'vvr) =0
:Oz(Uh...7UZ‘_1,U7;,U¢+1,...,Uj_17vi,vj+1,...,’0r)+Oé(1}1,...,Ui_l,vi,’l)H_l,...7Uj_1,1}j,1}j+1,...,1}7~)+
—|—o¢(v1,...,vi_1,vj,vi+1,...,vj_l,vi,vj+1,...,vr)+a(v1,...,Ui_l,vj,vi+1,...,vj_l,vj,vi,...,vr) =0
= a(vl, ey Ui—1, U5, U341,y - - 7’Uj71’vj’vj+1’ e ,Ur> +Ot(1}1, e ,Uifl,Uj,UlpH, .. .,Uj,17’l)i,1]j+1, AN ,Ur) =0
= Ck(’Ul, ey Vi1, V5, U1y« - ,’Ujfl,’l}j,’l)]q,l, N ,’UT) = —Ck(’l)l, .. .,'Uifl,’l)j,’l)ile, N ,’Ujfl,’l)i,’l)]q,l, .. .,'Ur)

ce qui montre bien que « est alternée.

La propriété iii) est un cas particulier de iv), car si v; = v;, ¢ # j, on a la dépendance linéaire v; —v; = 0.
Inversément, si « satisfait iii) et que vy,...,v, sont linéairement dépendants, alors il existe i tel que v; =
> j4iAj * vj, et done

(V1. y Ve, Uy) = E Aj-a(v,..,v5,..0,0,) =0
. ———
J#i
g.e.d.
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Corollaire 1.4 Sir > dim(E), alors toute r-forme alternée sur E est identiquement nulle.

Preuve: Cela suit de 1.3 iv).

g.e.d.
Nous allons définir une généralisation du symbole de Kronecker.
Définition 1.5 Soient i1,...,i, et k1,...,k, deux suites de n entiers. On pose
o +1 si les indices i1, ..., 1, sont distincts et kq,..., k, en est une permutation paire
5};1'“,5" =49 —1 siles indices i1, ...,i, sont distincts et ki,...,k, en est une permutation impaire
0 sinon

Définition 1.6 (Produit extérieur de deux formes alternées) Soient « € A"(F) et § € A*(E). On
définit la r + s-forme a A 8 par :

(aAB)(v1,. .., Upgs) = Z 511“”“]8 co(Viy s ) - By, 50)
1<iq <ig--<ip<r+s

1<j1<jg--<js<r+s

On appelle a A § le produit extérieur de « et (.
Remarque 1.7 Si A € A°(E) =R, alors \AB = \- (.

Proposition 1.8 Le produit extérieur vérifie les propriétés suivantes :

i) a A est une r + s-forme alternée

it) distributivité; si oaq, a2 € AT(E) :

(1 +a) AB=a1 AB+az AP
i) anticommutativité :
aNB=(-1)"BANa
) associativité ; siy € A(E) :
(@nB)Ny=aA(BA7)
ce qui autorise a noter a A BNy pour l'une ou Uautre de ces expressions.

Preuve: Remarquons d’abord que si hq,...h,4s est une permutation de 1,...,7 + s, alors

irindnds _ 5}1L ..... rs | giteindieds

hi...... hr+5 1~-~hr+s ... r+s
et donc
(Oé A ﬂ)(vhlﬂ s 7vh7‘+s) = Z 5}17,11“]1}“43: ! a(v’h’ R UiT) ’ ﬂ(vjl’ R Ujs) =
1<iy <ig-- <ip<r+s
1<j1<jo-<js<r+s
=0t > P a0 By vs) | =6 (@A B) (1 )

1<iy <ig-<ip<rts
1541 <z - <js<rts
ce qui montre que la propriété ii) de la proposition 1.3 est satisfaite, et donc o A 8 est bien une forme
alternée.
La distibutivité se vérifie sans difficulté. S
L’anticommutativité suit du fait que 67" "7t 7 = (=1)7® - 6f1 7ot
Vérifions 'associativité
B.ohry sk k
((a A ﬁ) A 7)(“17 ce avr+s+t) = Z 511 ’ r-li-s-',-;, ’ (a N ﬁ)(vhw s 7Uhr+s) : ’Y(Uklv s Uky)

Baeohgskyoke  citocipjies
= Z 611 JrSr-li-s-‘rz : 6;111 1r];lrjs 'a(vin B Ui'r‘) : B(an ey Ujs) : ’Y(vklv e 7Ukt)

T r+s+t
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ol il est sous-entendu que 1 < h; < -+ < hyys <7+ 5+, etcetera. On arrive a la méme expression si ’on

part de a A (B A 7).
g.e.d.

La derniere formule se généralise sans autre au produit de plusieurs formes alternées :

b
(AABA A1, oy Vpgstngt) = Zéil D (Wi, i) B, 05 Y (Vky - UR,)

ou, afin d’éviter des triples indices, nous indiquons par «, 3, ..., un certain nombre de formes alternées,
d’ordre respectivement 7, s, ..., t. En particulier, si on a des 1-formes ¢1,..., ¢, on a :
(@1 A "'Awr)(vh"'?v?“) = Z 6?7“ "Pl(vil) ' SOT’(UM) :dét(gai(vj))tj:l““r
e
Théoréme 1.9 Soient ¢1,...,p, une base de ’epace des formes linéaires de ’espace vectoriel E. Alors les

(") r-formes alternées {¢;, A+ A Pinti<iy<..ci,<n Jorment une base de Uespace vectoriel A”(E).

Preuve: Désignons par ey, ..., e, la base de E dont ¢1,..., ¢, est duale, de sorte que
1 sii=j
(es) =
iles) {0 sinon
Prenons oo € A"(F) et r vecteurs vy, ...,v, € E, que 'on peut écrire dans la base ey, ..., e, sous la forme :

n
Vi = § Vij * €j
j=1

et alors, puisque « est multilinéaire :

n

n
a(vy, .. .,0.) = a( E V11 €igyeo s g ’U1,7:T€ir> = g I oY (A

i1=1 ip=1 i1yeerir=1,.,m
et puisque « est alternée :

. . . . . . . f— . . il” 1;7« . . . .
E Vig ove Upip - 0€4 .. €)= E o€y, €5) ( E (5j1v_'ij1,J1 Umr)
115l

1<i1 << <n J1yeeesdr€{81eenyin }

=dét(vn,i, ) he=1,...r

= Z aleiy, e ) (wip Ao Api (1, ..., 0p)

1<y <---<ip<n
et donc, si on pose o, ;. = afe;,...,e,.) ER ona:
o= E iy ,siy Py N oo N @i,
1<y <--<ip<n

ce qui montre bien que les {¢;, A~ A i }1o; ..oy <, engendrent l'espace vectoriel A"(E). Montrons
qu’elles sont linéairement indépendantes. Supposons d’avoir une relation du type :

Q Z )\i17~~-yi7‘ Qi N N =0 , )‘il,m,ir eR
1<iy < <ip<n

et remarquons que
_ 51:17---,2}

(Qail /\"'/\cpiT)(ejl7'..76j7‘) J1eedr
11 suit alors de © que :

Z >\i17"'1i7‘ . (QDH VANPIRAN @iT)(ejl,. . .,Bjr) = >\j17"'1j7‘ =0 V1 < j1 << jr <n
1<ii < <ip<n
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et donc les {¢i, A+ Awi }ioy o i <, forment bien une base de A"(E).
q.e.d.

Dans le cas ou £ = R™ muni de la base naturelle, dans ce contexte on a I’habitude de noter dz1,...,dz,
la base duale, de sorte qu'une forme r-alternée sur R™ s’écrit :

o = E Qy iy " d.’Eil VANIAN d{Eir s (678
1<in < <ir<n

,,,,,

Remarque 1.10 Dans R3, les espaces A'(R?) et A%(R3) sont tous deux de dimension 3, donc isomorphes
entre eux et isomorphes & R3, et A3(R?) est de dimension 1, donc isomorphe & R. Si on choisit les isomor-
phismes :
R3 i)Al (RS)
R3 iA2 (RS)

, (a1,a2,a3) — a1 - dry + az - doy + a3 - ds
, (a1,a9,a3) — ay - dxg Adxs + as - deg A dxy + az - dxg A dxg
(notez la permutation cyclique des indices 1,2, 3)

le produit extérieur de deux 1-formes fournit un produit sur R?, qui n’est autre que le produit vectoriel :

(Cl1 -dm1—|—a2-dx2—|—a3-da:3)/\(b1-dm1—|—b2-dx2—|—b3-da:3) =
(a2b3 — a3b2> ~dxo A dxs + (a3b1 — a1b3) . (dl‘g A dl‘1> + (a1b2 — a2b1> . (dl‘l A dl‘g)
soit :

(CL17CL27CL3) X (bl, bg, bg) = (agbg — a3b2, a3b1 — 0,1[)3, a1b2 — agbl)

Transposition par une application linéaire

Soient E et F' des espaces vectoriels sur R et soit A : £ — F une application linéaire. On en déduit une
application linéaire A"(A) au niveaux des r-formes de la maniere suivante :

A"(A):A"(F) = A"(E) , A(A)()@,,..0) = a(Av1),..., A(v,))
Notez que si r = 1, on retrouve la définition de la duale d’une application linéaire.

Proposition 1.11 (1) Si E, F et G sont des espaces vectoriels sur R, et A: E — F et B: F — G des
applications linéaires, alors
A'(BoA)=A"(A)o A"(B)

(2) siIg : E — E désigne Uapplication identité, alors
A (Ig) = Iz ()
(3) sia € A"(E) et € A°(E), on a :

AT (A) (@ A B) = A7(A)(@) A A*(A)(B)

(4) si e1,...,e, est une base de E et fi,...,f, est une base de F, avec bases duales respectivement
@1y s P €Y1, ..., Yy, alors, pour toute suite 1 <i; < --- <i, <nmona:
AT (A) (Wi, A A= Y A (i A A )

1< <-<gr<p

ot A;j désigne le mineur de la matrice de A dans les bases ey, fo, correspondant aux suites i et j;
explicitement, si (age) désigne la matrice de A :

Aij = dét(ai, g )g o1,

Toutes ces propriétés se vérifient aisément & partir des définitions. m
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U= (g, vy)

Fia. IV.1 — Interprétation géométrique de la forme w

2 Formes différentielles

Définition 2.1 Soit U un ouvert de R™ et r un entier compris entre 0 et n. Une r-forme différentielle sur
U est une application w : U — A" (R™) de classe C*.

En d’autres termes, une r-forme différentielle sur U est la donnée, pour tout point x de U, d’une r-forme
alternée sur R™, dépendant de maniere C* du point z.

En utilisant la base naturelle de R™ et la base de A"(R™) qu’on en déduit, on peut écrire

w(z) = Z Wiy, (@) - dag, Ao AN dwg,

1<in < <ir<n

les (:f) fonctions w;, .. ;. (x) étant définies sur U et de classe C*.
On dénote par Q7 (U) l'espace des r-formes différentielles sur U

Exemples 2.2
(1) Voici une 1-forme sur R :
To - dry + $§$3d$2 — 123 - dTs
(2) La 1-forme sur R?\ {0} suivante nous sera utile par la suite :
zdy — ydx
T2 72
On peut interpréter cette forme en remarquant que w(m)(v) vaut tan(a), ol « est 'angle constitué par
le vecteur (z,y) et le vecteur v = (v, v,) (voir figure 4.1). Si « est petit, tan(a) ~ «a.

(3) Si f:U — R est une fonction C*°, on note par df sa dérivée, qui peut étre vue comme un élément de
QYU), qu’on peut aussi écrire :

3
df =) of dx;

oz;
i=1 v

(4) On note par Q°(U) 'espace des fonctions C* sur U ; c’est cohérent avec le fait que A°(R™) = R.
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Les constructions que 1’on a introduites pour les formes alternées induisent des constructions analogues
pour les formes différentielles.

Tout d’abord, notons que 2" (U) est un espace vectoriel sur R, de dimension non finie en général : si
a,B€Q7(U) et A\, u € R, on peut poser

Aa+p-B)(x) = a(x)+p- Bz)

Produit extérieur de deux formes

Soient o € Q" (U), € Q*(U); on définit leur produit extérieur par :

(a@nB)(z) = (a(z)) A (B(2))

les propriétés de distributivité, anticommutativité et associativité pour le produit extérieur de formes diffé-
rentielles sont conséquence des propriétés analogues pour le produit de formes alternées établies dans la
propostion 1.8.

Notons que si a(z) € Q°(U) est une fonction et 8 = Di<iycociy<n Qinyoiy - dTiy Ao A day,, alors

a(x) NG = Z a(x) -y, 4 - dxgy Ao ANdeg,

1<i1 < <in<n

que l'on peut aussi bien écrire a(z) - 3.

Transposition par une application C*

Soient U C R™, V C RP des ouverts et f : U — V une application C*°. Elle induit une application
f:Q7(V) — Q" (V), pour tout r, définie par la formule suivante :

fr(w)(z) = A" (df ) (w(f (2)))

soit, explicitement :
@) 01,00y = O (@) (a2 00), e 00)

On voit qu’il est indispensable que f soit au moins de classe C', puisque 'expression de f* fait appelle & la
dérivée de f. Sion note f = (f1,..., fp) et dy1,...,dy, le 1-formes de base duales a la base naturelle de RP,
on a:
Notons qu’il suit de 1.11(3) que f*(a A B) = f*(a) A f*(8).

Vient maintenant une nouvelle opération sur les formes différentelles, qui généralise la dérivée d’une
fonction.

La différentielle extérieure
Définition 2.3 Soit U C R" un ouvert et w € Q"(U), que 'on peut écrire :

w = Z Wiy i (@) - dxiy AL A da,

1<iy<--<ip<n

ou les wj, .. ;. (x) sont des fonctions C* sur U. On définit la différentielle extérieur de w comme étant la
r 4+ 1-forme différentielle définie par

— Owi, i
dw(z) = Z ZM(I) cdxy Ndxgy Ao N dxg,

ox;
1<iy < <ip<n i=1 B

Ceci définit une application d : Q"(U) — Q"T1(U) pour tout r > 0.
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Exemples 2.4 (1) Soit
w=uzyz-dr+yz-dy+ (zx+y+2z) dz

alors

dw=yz -de Ndex+zz-dyNdex +zy-dzNde+y-dzNdy+deANdz+dy Ndz =
=0
(1-y)-dyNdz+ (zy—1)-dzNdx —zz-deAdy

(2) Si f e QU), df = %‘daci, ce qui montre que cette notation est cohérente avec la notation de
dérivée d’une application.

(3) Calculons la différentielle extérieure de la forme différentielle de 'exemple 2.2(2) :

xdy — ydz 0 x 0 x
dl———|=— | ———= | dzAd — | ——= ) -dyANd
< 22 1 42 > oz \ 22 + 42 x y+8y 22 1 2 u

9 y 9 y
5 (i) st () wnes

$2+y2—2$2 $2+y2—2y2
- () o (St ) o=

(4) Soit (a,b,c) un triplet de fonctions C* sur un ouvert U de R3, que 'on peut regarder comme un champ
de vecteurs sur U. En utilisant les isomorphismes de la remarque 1.10, on peut lui associer

(a) une 1-forme différentielle ¢ sur U :
p=a-dc+b-dy+c-dz
(b) une 2-forme différentielle w sur U :

w=a-dyANdz+b-dzANdr+c-dxNdy

On a:
da da ob ob oc oc
d(p—a—ydyAdm—i—%dzAda:—F%dax/\dy—i—&dzAdy—Fa—xdx/\dz—Fa—ydyAdz
dc  0b da  Oc ob  Oa
(%_E) dy N dz + (E_ﬁ_x)dZ/\dm—’— (%_%) dx A dy

et on reconnait les 3 composantes du rotationnel du champ (a, b, ¢) dans les facteurs de dy A dz,
dz A dz et dx A dy respectivement (dans cet ordre).

Au tour de la différentielle de w :

Oa 0b Oc
dLU—(%—Fa—y—F&)dZ‘/\dy/\dz

et on reconnait que le facteur de dz A dy A dz est la divergence du champs (a, b, ¢).

Voici les propriétés fondamentales de la différentielle extérieure.

Proposition 2.5 Soient U C R™ et V C RP des ouverts.
i) Soient ay,aq € Q7 (U). Alors
d(O&l + 042) = da1 + dOéQ

it) Soient « € Q" (U), B € Q*(U), r,s > 0. Alors :

dlaANB)=daANB+(-1)"-ands
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iii)
d(da) =0
iv) Soit f: U — V de classe C* et w € Q"(R™). Alors :
d(f*(w)) = f*(dw)
Preuve: 1) est une conséquence immédiate de la linéarité de la dérivée.
Pour ii), prenons d’abord un cas particulier de formes :

a=a(z) de;, N...Ndz;, , [=0b(x) dxj A...Ndxj,
alors

(a/\ﬂ) = d( (x)b(z) - dxiy Ao Adxy, ANdxy, AL Adxy,)

—Z

d i Ndzg, Ao ANdxy Ndxg, AL N dx, =

N ob
Z( a ~b—|—a-8 )dxi/\dxil/\.../\dxir/\dle/\.../\dxjs:

aSCZ‘ Xr;

<Z g_admi Adwi Ao A dxir) A (b(@) - dwjy A~ Adwj )+
;
=1

(a(w) - dziy Ao Adwg, ) A <Z gxb' (=1)"dx; Adxj, A... A dxjs> =

daNp+(—1)"'ands

et de la on déduit le cas général par linéarité de la différentielle extérieure et distributivité du produit
extérieur.
Pour iii) et

s

Z Oa (=1)7(=1)dz; A dx; + Oa (=) (=1) dx; Adxj | Adxi, A ... Adx;, =0
X 8$j8.1‘i J ‘ 8.1318.13] ! J “ o e
1<i<j<n

on utilise le méme procédé. Soit o = a(x) - dx;, A... Adz;, ; alors

n
0%a

Didz; Adxiy, A .. A dxir> = (=1 (=1)'dx; Adw; Adxiy Ao Ndxy, =

,j=1

Pour iv), prenons d’abord le cas ou @ = a(y), une 0-forme, auquel cas f*(a) est simplement la composée

aof:

o) NN ;
f*(da) = f* < a—:dyi = Z 8_;-(f(z))dfl — ZZ (f(r . —fd.rj —
v Ly

i=1 I 7131

Maintenant on prend o = a(y) - dy;, A ... Ady;, . Alors :
(@) =a(f(z))-dfs, N...Ndfi, = f*(a) Ndfi, Ao Ndfs,
et donc

d(f* () = d(f*(a)) dfs, /\.“/\dfir)par:ii)

— d(f*(a)) /\(dfil A A dfi,,,) + f*(a) A d(dfle A A dfi,r) -
—f*(d())

=0 par ii) et iii)

= f*(d(a)) A f*(dyi) Ao A fH(dys,) = f5(d(a) Adys, A Ady, ) = f(d()
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g.e.d.

3 Intégration de formes et théoreme de Stokes

Soit U un ouvert de R™, w = a(z) -dxy A. .. Adx, une n-forme sur U et A C U un sous-ensemble de bord
néligeable, au sens de la théorie de la mesure. On définit 'intégrale de w sur A par :

[ o

Soit I™ =[0,1] x --- x [0,1] le cube standard et définissons, pour i =1,...nete=0,1:

Gie  I"V ST @i (@1, 1) = (T Tim1, €, Ty, Ty))
————

i
il s’agit de paramétrisations naturelles des 2n faces du cube I".

Proposition 3.1 (Le lemme de Stokes) Soit U C R" un ouvert contenant le cube I" et soit w une n—1-

forme sur U. Alors :
[oaw= 3 o[ v

i=1,....n -t

Preuve: On peut écrire

n
ZCM dl‘l/\ /\d$i_1 /\dl‘7/\d$l+1/\/\d$n
i=1

ou le symbole Jx\l indique que ce terme est 6té. Alors

dw = ( 8(1, — ) dri A ... Ndz,
axl
et donc
v / dw = En:/ (11 2% g A A day = En:(—w'—l 0ai 1oy . d
. 2 . 81'7 n o b 811 1...Qp
Or
! 8&1' e—1, *
—d.i?i = Cli(l‘l, vy Li—1, 1, [0y S [P l‘n) — ai(arl, ey L1, O,xi_,_l, ey ],‘n) = Z (—1) (pi E(w)
o Ox; e=0,1 7
et alors O donne :
[ao= 3 o[ e
! S !
g.e.d.

On étend les intégrales de formes a des objets paramétrés. Soit ¢ : I” — U une application C*°, ou U est
un ouvert de R™ et soit w € Q"(U). On pose :

[ ] e



4. APPLICATIONS 139

Exemple 3.2 Soit

xdy — ydx 1132
=—" " c (R
w= "0 LT U\ (o))

et ¢ :[0,1] — R?\ {0} la paramétrisation du cercle :
o(t) = (cos(2nt), sin(2mt))
Alors

cos(27t) - d(sin(27t)) — sin(2wt) - d cos(27t)
cos(2mt)? + sin(27t)?

1
/w:/ 27 - dt = 27
] 0

Ce résultat n’est pas étonnant, au vu de 'interprétation de w donnée dans 2.2(2)

o (w) = =27 - dt

et donc

Définition 3.3 Une r-chaine cubique, singuliere de U est une expression de la forme :

4
> k- pn
k=1

ol ¢ € Ret gy : I" — U est une application C*°, k =1,... /.
On dit aussi simplement que ¢ = 22:1 ¢k + @k est une r-chaine. Remarquons que le signe somme est
purement formel : aucune somme n’est effectuée, c’est une facon de se donner la collection des ci et pg.
On définit le bord dp comme étant la r — 1-chaine :

O(pr) =Y (1) (propic)

et le bord de la k-chaine ¢ = Zi:l Ck + Pr par :

L

Oc = ch - 0y
k=1

On note par C,.(U) lensemble des r-chaines cubiques singuliére, qui est naturellement muni d’une structure
d’espace vectoriel sur R; 0 : C.(U) — C,_1(U) est une application linéaire.
Sic= Zi:l ek ok € Cr(U) et w e Q7(U), on pose :

¢
/w:g ck~/w
¢ k=1 Ch

Théoréme 3.4 (Théoréme de Stokes) Soit c € C,.(U) et w € Q"~1(U). Alors :

/wz/dw
dc c

Preuve: Cela résulte immédiatement du lemme de Stokes et des définitions. m

4 Applications

Le théoréme du point fixe de Brower

Théoréme 4.1 Soit D? C R? le disque unité et S* son bord. Il n'existe pas d’application continue f : D? —
St qui soit Uidentité en restriction au bord S'.
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Preuve: Soient

o= TET Q@A) L e 0RO} (t) = (cos(2mt), sin(2nt)
et

d) : 12 — R2 s d)(tl, tg) = tl . ((COS(QT(tQ), sin(27rt2))

de sorte que
oY = (—1)-0-(cos(2mts), sin(27ts)) +t1 - (cos(0), sin(0)) + (cos(2mts), sin(27ts)) — t1 (cos(2m), sin(27)) = ¢

On se rappelle aussi que dw = 0 (exemple 2.4(3)). Par abus, et souci de clarté, on écrira S au lieu de ¢ et
D? au lieu de 9, de sorte que S* = 9D2.

On raisonne par ’absurde : supposons qu’il existe f : D? — D? qui soit l'identité sur S*.

Supposons d’abord que f soit C*°, ce qui signifie qu’il existe un ouvert U O D? et une application C>®
g : U — R? qui étend f; cela permet de donner un sens a la transposition f*(w). Puisque f|S* = idg1, on
aurait, en appliquant le théoreme de Stokes :

[o=[re=] rw=-[ are)-oztn
st St D2 D2 N———

=f*(dw)=0

donc un tel f ne peut pas exister.
Dans le cas général, prenons d’abord ¢ > 0 petit et définissons g : D? — R? par :

g(z) = {f(‘"”)(l —¢)) izl <1

z(1—¢) sinon

de sorte que g est & valeurs dans {x € R? | ||z > 1 — €}, et pour [|z]| > 1 —¢, g(x) = x(1 — ¢) est proche de
I’identité ; en particulier, g est de classe C* pour ||z|| > 1—&/2. On invoque alors le théoréme d’approximation
de Weierstrass' pour conclure & 'existence d’une application h : D? — R? de classe C*, proche de g avec
ses premieres dérivées pour [[z| > 1 —¢/2; en particulier, h sera & valeurs dans R? \ {0}. Alors [, w est
proche de |, g1 h*(w), donc non nulle, mais d’autre part on trouve comme tout-a-I’heure, par le théoréme de

Stokes :
[ = we=[ arw) -o
St oD? D2 N——
=h*(dw)=0
ce qui est une contradiction.
g.e.d.
On exprime le resultat précédent en disant que D? ne peut pas se rétracter sur son bord. En fait ce
résultat est valable pour les disques de toute dimension : D" = {(:z:1, coyxp) ERY |23+ 422 < 1} ne
peut pas se rétracter sur la spere "7t = {(z1,...,2,) €R" |2} 4+ -  + 22 = 1}. Pour n =1 c’est un petit

exercice, pour n > 3 cela peut se démontrer de maniére analogue au théoreme précédent.
Une conséquence du théoreme précédent est le théoréme du point fixe de Brower :

Théoréme 4.2 Toute application continue f : D?> — D? posséde un point five : 3a € D? tel que f(a) = a.

Preuve: Si f : D> — D? n’a pas de point fixe, on en déduit une rétraction g de D? sur son bord de la maniere
suivante : si # € D?, puisque f(x) # z, on peut tracer la demi-droite issue de f(z) passant pas x; g(x) sera
I'intersection de cette demi-droite avec le bord de D?. En formule, cela donne

Viza— f@)2 + 1= [2lP) - |2 — f@)I° (@2 — f(2)
o — F(@)I?

1Une version simplifiée de ce théoreme & été démontrée dans 1.2.10

g(x) =z +
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g9(z)
[h]

F1c. IV.2 — La rétraction g(z) associée a f(x)

Le lecteur pourra faire les multiples vérifications nécessaires par lui-méme, ou simplement s’en convaincre
sur le dessin (figure IV.2).
g.e.d.

Notons que le théoreme de Brower est vrai en toute dimension, avec une preuve qui suit suit le mémes
lignes que le cas particulier que nous avons traité ici.

Le théoréme de Nash sur I’existence de points d’équilibre

Ce résultat de Nash se place dans la théorie des jeux, et trouve son application dans la modélisation
de stratégies économiques. On en donne ici une version simplifiée, calquée sur I’exposition donnée par John
Milnor dans|7].

On suppose qu’il y a n joueurs, numérotés de 1 a n. Le i-éme joueur choisit la valeur d’une variable

s; dans un ensemble S;, ’ensemble des stratégies possibles pour le i-eme joueur, ceci pour ¢ = 1,...,n;
les joueurs choisissent leur stratégies simultanément. A chaque joueur correspond une fonction ”gain” p; :
S1 % --» x5, — R. Chaque joueur essaie de maximaliser son gain p;(s1,..., Sn), mais ne peut choisir que

sa propre stratégie s;. Le but du jeu est de faire en sorte que chaque joueur puisse gagner de maniere
satisfaisante (par opposition aux jeux dits ”& somme nulle”, comme la guerre, ou les uns gagnent dans la
mesure ol les autres perdent).

La premiere contribution importante de Nash a été de donner une notion appropriée de point d’équilibre
pour ces jeux; la voici :

Définition 4.3 Un n-tuple de stratégies (sy,...,8,) € S1 X -+ xS, est un point d’équilibre si aucun joueur
ne peut augmenter son gain p;(s1,...,S,) en changeant la valeur de s;, pendant que les s;, j # i, restent
fixes.

Exemple 4.4 Un groupe de n personnes va diner au restaurant. Le prix des menus varie de 20 a 30 francs;
on décide de partager la facture en n parts égales, indépendamment du menu choisi. Ici s; = prix du menu
choisi par 4, et S; = [20,30] ; le gain de chacun est la différence entre le prix du menu qu’il a choisi et ce qu’il
paye :

Pi(51,...,80) = 8; — 1/n(sy+ -+ sy)

On voit que p; est strictement croissante en s;, quelles que soient les valeurs des autres s;. Le seul point
d’équilibre est donc (30, ...,30) : tout le monde choisit le menu le plus cher.
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Fia. IV.3 — Interprétation du lemme 4.7

Et voici le résultat principal.

Théoréme 4.5 Supposons que les ensembles S; soient des sous-ensembles convexes de R™,i=1,...,n et
que les fonctions p; 1 S; — R soient continues par rapport a l'ensemble des variables (s1,...,sy,) et linéaires
par rapport a la variable s;. Alors il existe au moins un point d’équilibre.

Nous ferons la démonstration seulement dans le cas o n = 2 et S; = Sy = [—1,1]; I'idée est de se ramener
au théoreme de Brower, que nous avons démontré dans le cas n = 2. Donc on suppose dorénavant que
S1 =5y =[-1,1].

Exemple 4.6 Voici un exemple abstrait. On prend p;(s1,s2) = 51 - 52 et py = s - 55 — 357 + 2. Les points
(0,0) et (1,1) sont des points d’équilibre.

Lemme 4.7 Soit K = [-1,1] x [-1,1] et v: K — R? continue. Alors :
- soit il existe § € K avec v(§) =0
— soit il existe § sur le bord de K tel que v(8) pointe vers Uextérieur de K.

Preuve: Soit p : R? — K la rétraction de R? sur K définie par

(z,y) ;

st ||(a, >1 .

ple,y) = { ot % 1)k » ot (2, y)llo = sup {J2], [y[}
(z,y) sinon

Alors l'application f: K — K, f(s) = p(s+ v(s)), admet un point fixe § d’apres le théoreme du point fixe
de Brower 4.2.
- si §4+v(8) € K, alors
§=54vi8) = vi8)=0
— sinon §4v(8) ¢ K, donc § = p(§+v(8)) est sur le bord de K, et v(8§) pointe vers 'extérieur de K (voir

figure IV.3).
g.e.d.

Preuve de 4.5. On applique le lemme & v(s1, $3) = (2_1571’ g—i’i).

g.e.d.



