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1. Formule de Taylor avec reste. Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert Ω contenant D(0, R). Pour
|z| < R et n ∈ N, établir la formule

f(z) = f(0) + f ′(0)z + ... +
f (n−1)(0)

(n − 1)!
zn−1 + fn(z)zn, où fn(z) =

1

2πi

∫

|ζ|=R

f(ζ)

ζn(ζ − z)
dζ.

Indication : Remplacer
1

ζ − z
par

1

ζ
+

z

ζ2
+ · · · +

zn−1

ζn
+

zn

ζn(ζ − z)
dans la formule de Cauchy.

2. Calculer les intégrales suivantes :

∫ ∞

0

log x

(x + 1)3
dx,

∫ ∞

0

dx

x2 + 6x + 13
,

∫ ∞

0

sin2 kx

x2
dx .

3. Etudier la convergence de

+∞∏

n=2

n2 − 4

n2 − 1
,

+∞∏

n=1

(

1 +
(−1)n

n

)

,

+∞∏

n=0

(1 + z2n

).

zzzz zzzz

4. Trouver les points singuliers du champ de vecteurs suivant et étudier leur stabilité par linéarisation :

ξ(x, y) = (x2 − y2, xy − 1)

5. Etudier les trajectoires de la famille de champs de vecteurs :

ξε = (−y + x(ε − x2 − y2), x + y(ε − x2 − y2))

a) Etude à priori :
– Montrer que la famille des trajectoires est invariante par rotation (indication: si R est une rotation,

montrer que ξε(R(P )) = R(ξε(P )), P ∈ R
2).

– Etudier la nature du point critique (0, 0), par linéarisation si ε 6= 0, à l’aide de la méthode directe
de Liapounov si ε = 0

– Montrer que si ε > 0, le cercle x2 + y2 = ε est une trajectoire.
b) Par résolution explicite en passant en coordonnées polaires. On peut ensuite résoudre par séparation

des variables.

6. Soit α ∈ A2(R2n) définie par

α = dx1 ∧ dx2 + · · · + dx2n−1 ∧ dx2n

Calculer α ∧ . . . ∧ α
︸ ︷︷ ︸

nfois

.


