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1. Résoudre les équations y′ = A(y) en calculant l’exponentielle, dans les 2 cas suivants :

a) A =

(
λ 1
0 λ

)

b) A =

(
µ −α
α µ

)

Dans le cas b), écrire A = µ · I + α · J , où I est la matrice identité et J =

(
0 −1
1 0

)

. Observer que J2 = −I

et calculer l’exponentielle de (t− t0) · J à partir de la série qui la définit.

2. Soit In la matrice identité de rang n, λ ∈ C, t ∈ R et N la matrice n× n matrice nilpotente :
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0 0 0 · · · 0
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.

Posons A = λIn + ·N . Montrer que :

etA = eλt ·
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3. On désigne par M(n, n,R) l’espace des n × n-matrices à coefficients réels et par G`(n,R) celles qui sont
inversibles.

– Soit ϕ : M(n, n,R) → G`(n,R), ϕ(A) = eA. Montrer que la dérivée de ϕ en 0 est donnée par

dϕ0(A) = A

– Soit Asym(n) = {A ∈M(n, n,R) | A+At = 0} (matrices antisymétriques). Montrer que l’application
ψ qui est la restriction de ϕ à Asym(n) est une paramétrisation locale du groupe orthogonal O(n) =
{R ∈M(n, n,R) | RtR = I} au voisinage de I =identité. (Indication : montrer que ψ est à valeur dans
O(n) et que l’image de la dérivée dψ0 est égale à l’espace tangent à O(n) au point I)

– Soient ω =





ω1

ω2

ω3



 , x =





x1

x2

x3



 ∈ R
3. Soit

Ω =





0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0





Montrer que
dψ0(Ω) · x = Ω · x = ω × x (produit vectorirel)


