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Chapitre

Introduction

De trés nombreuses situations sont naturellement modélisées par une famille de va-
riables aléatoires (X;);cv, indexées par les sommets d'un graphe G = (V, E), ou V dénote
I’ensemble des sommets de G, et E ’ensemble des ses arétes.

Exemple 1.0.1.

— Physique : V = Z%, et chaque sommet correspond & un atome du réseau cristallin
correspondant. X; peut alors représenter une quantité associée a l’atome placé en
1, par exemple son spin, ou son état d’excitation, etc.

— Ecologie : on décompose un territoire en petites parcelles, et on place un sommet
dans chacune d’entre elles; dans ce cas on peut prendre V.= 7Z2. X; peut alors
représenter le type de plantes se trouvant dans la parcelle i.

— Epidémiologie : chaque sommet correspond a un individu, et deur sommets sont
reliés si ces individus ont des contacts fréquents (par exemple, membres de la méme
famille, partenaires sexuels, etc.). X; peut alors indiquer si l'individu i est malade
ou en bonne santé.

— Sociologie : chaque sommet correspond d un individu, et X; da l'opinion de l'individu
1 sur un certain sujet.

— Imagerie : G = Z?, et chaque sommet correspond d un pizel de limage. X; peut
alors représenter la couleur du pizel correspondant.

On peut évidemment en trouver beaucoup d’autres. Un point commun & tous ces
exemples est que les variables ne sont en général pas indépendantes, mais que leur dé-
pendance doit refléter la structure locale du graphe. Par exemple, la loi de X; ne devrait
dépendre principalement que des variables X; dans un voisinage de 7. Supposons pour le
moment que G soit un graphe fini, et associons a chaque sommet 7 € V' son voisinage

ME{EV (i,)) e By ={j~i}.
Une formalisation de la remarque précédente revient a exiger que
Prob(X; = a| Xj;,j # i) = Prob(X; = a| Xj,j € H); (1.1)
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1.1. CHAINES DE MARKOV ET CHAMPS MARKOVIENS

c’est ce qu’on appelle la propriété de Markov. Les lois de probabilité sur G possédant cette
propriété sont appelées champs aléatoires markoviens sur G. La définition précise dans le
cas d’un graphe infini est plus délicate et sera discutée plus loin dans le cours.

1.1 Chaines de Markov et champs markoviens

Soit (X¢)ten une chaine de Markov a temps discret sur un espace S avec probabilités
de transition py(i, j), i,7 € S, t € N. Pour simplifier, considérons simplement une fenétre
de temps finie, c¢’est-a-dire restreignons-nous a la famille (Xo,...,X7), 0 < T < o0, et
supposons ’espace d’état .S fini. Par définition, la chaine satisfait la propriété de Markov
suivante :

PI‘Ob(Xt = Tt |X0 = TQy .-y Xt,1 = l‘tfl) = PI"Ob(Xt = Tt |Xt71 = :L'tfl)
( = ptfl(l‘tfla :Bt))a
pour tout 0 <t < T et xg,...,xs € 5. Cette propriété, reposant sur I'ordre total propre a

N, n’est pas aussi symétrique que ([1.1]). Il est cependant aisé de vérifier qu’elle implique
la propriété suivante :

PI'Ob(Xt = Tt | XS = Tg, S 7é t) = PI'Ob(Xt = Tt ’Xt—l = xt—lth—f—l = l't_t,_l),

pour tout 0 < t < T et zg,...,z7 € S, ce qui est exactement (1.1)). En effet, en notant
7(+) la loi de Xy, on a

Prob(Xo = 29, X1 = 21,..., X7 = z7) = 7(z0)po(x0, 1) - - - pr—1(T7-1, 2T),
et donc

Prob(X; = o4 | X5 = x5, s # 1)
_ 7(20)po(To, 1) - - - pr—1(T7-1, T7T)
- Yyesm(xzo)po(zo, 21) - peo1 (-1, Y)pe (Y, e11) - - - pro1(zT_1, 27)
_ Pr—1(Te—1,2)pe (T4, Ty y1)
B ZyGS Pe-1(Te—1,Y)pe(Y, Te11) ’

ce qui montre que le membre de gauche n’est fonction que de z;_1 et z441 (et x; évidem-
ment).

Les chalnes de Markov fournissent donc un exemple de champs aléatoires markoviens
(sur le graphe avec sommets V = N et arétes £ = {(i,7) : i,j € N,|[i — j| =1}). La
réciproque n’est pas vraie : on peut construire des champs markoviens sur Z qui ne sont
pas des chalnes de Markov ; ainsi, méme sur N, cette notion est plus générale. C’est bien
sir lextension a des graphes plus généraux que N (ou Z) qui est 'application la plus
intéressante et utile des champs markoviens.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

FIGURE 1.1 — Graphes avec condition au bord périodique, en dimension 1 et 2.

1.2 Le modele d’Ising

1.2.1 Définition

Dans cette section, nous allons discuter de fagon informelle un exemple particulierement
important de champ markovien : le modele d’Ising. Son analyse rigoureuse nous occupera
une bonne partie du cours (¢f. Chapitre .

Le modele d’Ising a été introduit en 1925 par le physicien Ernst Ising dans sa theése de
doctorat, suivant la suggestion de son directeur de these Wilhelm Lenz. Son but était de
décrire la transition entre les régimes ferromagnétique et paramagnétique des matériaux
ferromagnétiques, mais il posséde de trés nombreuses autres interprétations, cf. la discus-
sion plus bas.

Ce modele peut étre défini sur un graphe arbitraire, mais il est usuel de le définir sur le
graphe avec ensemble de sommets Vy = {1,..., N }d et avec une aréte connectant chaque
paire de sommets plus-proches-voisins (c’est-a-dire tels que ||j — il = 1). Afin de ne pas
introduire de distinction entre les sommets se trouvant au bord de Vi et ceux se trouvant
a l'intérieur, nous ajoutons également un lien entre chaque paire de sommets ¢ et j tels
quil existe k € {1,...,d} avec i, = 1, jp = N et iy = jp pour tout k' # k (cf. figure[L.1)).
On dit alors que le modéle est & condition au bord périodique ; notons GR* = (Viy, EX™) le
graphe correspondant.

On appelle configuration du modéle d’Ising un élément w € Qy = {—1,1}""; Qu est
I’espace des configurations. Le role des variables aléatoires X; décrites ci-dessus est tenu par
les variables aléatoires o; : Qn — {—1,1}, 0;(w) & ;1 0y est appelée le spin au sommet i.
A chaque configuration w est associée son énergie

W)= =B > ai(w)oj(w),

(i.§)EEY"

ol le paramétre 3 € R est appelé température inverse. On introduit alors la mesure de
probabilité suivante sur (Qy, #n) (la tribu %y étant ici simplement ’ensemble des parties
de Q N),

u 1
fin;p(w) = I exp(— Ay (w)).

9



1.2. LE MODELE D’ISING

La constante de normalisation

Zng = Y exp(—BAn(w))

wWENN

est appelée fonction de partition et jouera un réle important dans ’étude du chapitre
On voit que cette mesure favorise les configurations ayant une énergie basse.

Il est immédiat de vérifier (exercice) que l'on a bien la propriété de Markov : soit
s € Qp, alors la probabilité que o; prenne la valeur s; étant donné que le reste de la
configuration est donné par s est

exp(Bsi X ju;i 55)
exp(B X jmi85) +exp(=B i 55)

Hia(os = sil oy = 5,5 # ) =
ce qui ne dépend bien que de {s; : j ~ i}.

1.2.2 Transition de phase

On voit que, lorsque S # 0, un spin va avoir tendance a prendre la méme valeur que la
majorité de ses voisins (puisque s; >_j~iS; est maximal lorsque les signes de s; et -, ; s;
coincident). On peut alors se demander si cette interaction entre spins voisins va conduire
a un ordre dans tout le systeme. Commencons par considérer deux cas limites.

1. B8 = 0. Dans ce cas, les spins forment une famille de variables aléatoires indépendantes
suivant chacune une loi de Bernoulli de parametre % La loi des grands nombres im-
plique que lorsque N est trés grand, N ¢ > ievy Oi = 0, et le théoreme central limite
montre que cette derniére quantité est en fait de ordre de N~%2. En particulier,
une réalisation typique du champ aura approximativement la méme densité de spins
prenant valeur 1 et —1.

2. 8 = oo. Dans ce cas, les spins sont tres fortement dépendants : seules deux confi-
gurations ont probabilité strictement positive (égale a 1/2 par symétrie), wy =1 et
w_ = —1. En effet, toute autre configuration w’ a une énergie plus élevée, et donc
limg o0 ;g (') / g (ws) = 0.
Manifestement, aucune information ne peut étre transmise lorsque S = 0 : la connaissance
de la valeur d’un spin ne fournit aucune information sur I’état des autres spins. La situation
est opposée lorsque 5 = oo : la connaissance de la valeur du spin en un sommet donné du
graphe détermine completement la configuration lorsque 5 = oo, et donc que I'information
est transmise arbitrairement loin dans ce cas. Le probleme a présent est de déterminer quel
type de comportement a lieu pour les valeurs intermédiaires (plus intéressantes) de 3.
Les figures [I.2] et contiennent des configurations typiques du modele d’Ising avec
condition au bord périodique en dimension, respectivement, 1 et 2, pour diverses valeurs
du parametre 5 (en fait, en fonction du parametre pg L1_e2We [0, 1]). Dans les deux
cas, on constate (comme on pouvait s’y attendre) une augmentation de la taille des amas
de spins de méme valeur lorsque pg augmente. En dimension 1, la symétrie entre les deux
valeurs possibles du spin semble maintenue, en tout cas jusqu’a des valeurs de ce parametre

10



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

FIGURE 1.2 — Configurations typiques du modeéle d’Ising en dimension 1 avec condition au bord

périodique (N = 500), pour différentes valeurs du parameétre pg L1 e 28, (de haut en bas) de
040,509, 0,95, 0,99.

tres proches de 1; 'ordre apparent pour pg ~ 1 semble bien n’étre qu'un phénomene de
taille finie, et il semble raisonnable d’imaginer que la symétrie serait encore présente, pour
toute valeur de pg < 1, si on considérait un systéme suffisamment grand. Par contre, en
dimension 2, la situation semble tres différente : si les amas grandissent tout en maintenant
la symétrie entre les deux types de spins jusqu’a pg ~ 0.58, un changement abrupt a lieu
pres de cette valeur, et a partir de pg =~ 0.59, les densités des deux types de spins ne sont
plus égales, le systeme semblant avoir spontanément fait un choix en faveur d’'un des deux
types de spin.

Afin de faire une analyse un peu plus convaincante, il est utile de faire des observations
plus quantitatives. Les graphiques présentés sur la figure montrent le comportement
approché (moyenné sur un échantillon) de la fonction suivante,

(IN"ES" oil)wvig = (Imavis|) viss
i€EVN

ol (-)n,s est une notation standard pour I’espérance sous la mesure py.3. Cette quantité
mesure bien la différence entre les densités des deux espeéces de spins. (La raison pour
laquelle on prend la valeur absolue est que sinon 'espérance est nulle par symétrie.) La
variable aléatoire my g est appelée aimantation.

Ces graphes confirment l’analyse précédente : en dimension 1, il semble bien que la
fonction limite, que 'on notera m*(/3), soit identiquement nulle, sauf en pg = 1 (c’est-a-
dire 8 = c0) ou elle vaut 1, alors qu’en dimension 2, la fonction limite semble non triviale,
devenant strictement positive & partir d’une valeur p ~ 0.58 (la courbe limite est aussi
représentée).

Nous verrons dans le chapitre [2| que tout ceci est effectivement correct. On appelle
transition de phase le phénomeéne abrupt observé en dimension 2 (et qui est en fait aussi
présent en dimensions supérieures); nous en verrons une définition précise plus tard. La
perte de symétrie qui ’accompagne est appelée brisure spontanée de symétrie. L’absence
de transition de phase en dimension 1 est le résultat principal de la these d’Ising [12], et
est en fait tres simple ; nous démontrerons un résultat plus général dans la section (et
en verrons des preuves alternatives élémentaires en exercices). La preuve de 'existence
d’une transition de phase en dimension 2 et plus est due a un autre physicien, Rudolf
Peierls, qui introduisit en 1936 un argument qui a depuis lors été généralisé a une classe
immense de systemes [20]. Nous I’étudierons dans la section En dimension 2, il est
en fait possible de calculer explicitement la fonction limite m*(/3) apparaissant dans le

11



1.2. LE MODELE D’ISING

ps = 0.7

FIGURE 1.3 — Configurations typiques du modele d’Ising en dimension 2 avec condition au bord
périodique (N = 500), pour différentes valeurs du parameétre pg L 28,

12



CHAPITRE 1. INTRODUCTION
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FIGURE 1.4 — Espérance de |my.s| en fonction de pg pour le modele d’Ising en dimension 1
(gauche) et 2 (droite) avec condition au bord périodique, pour différentes valeurs de N. (Les
oscillations présentes sur certaines courbes sont dues aux fluctuations statistiques.)
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graphe de la figure ; ce résultat est dii au chimiste (prix Nobel de chimie, mais aussi
physicien et mathématicien virtuose a ses heures) Lars Onsager [19] [29]. On trouve qu’elle
est donnée par la fonction

_ 4 1/8
m*(p) = [max (1 - (M) ,0)] : (1.2)

ce qui implique en particulier que la valeur de 8 a laquelle la transition a lieu, appelée
valeur critique et notée f., est

Be = Lasinh(1) 2 0.4406867935097715239 . ..,

ce qui correspond & pg, = V/2/(1 + /2) = 0.5857864376269049655 . . .. Ces formules, dont

la preuve est de nature plus combinatoire, ne seront pas démontrées dans ce cours.

On voit que le phénomene de transition de phase est d’autant plus marqué que la taille
du systeme est importante. Il est donc mathématiquement raisonnable d’approximer les
tres grands systémes par des systémes infinis (par la suite, il faudra bien str estimer les
corrections dues aux effets de taille finie). Au vu des exemples précédents, on constate que
des systémes de taille modérée sont déja raisonnablement approchés par le cas limitelﬂ
Un tel passage a des systémes infinis est appelé passage a la limite thermodynamique. Dans
cette limite, il va étre possible de donner des définitions précises des transitions de phases
et d’autres concepts associés.

Le passage & la limite pose plusieurs problémes. En particulier, celui de définir de
fagon précise les champs de Markov sur des graphes infinis. Il existe plusieurs moyens de
procéder, et nous en étudierons deux dans ce cours. La premiére méthode, particulierement

1. Surtout si 'on pense que pour les applications & la physique, on a souvent N¢ de lordre de 10%°!

13



1.2. LE MODELE D’ISING

appropriée pour étudier les propriétés générales de telles mesures, est de donner un sens
a la propriété de Markov énoncée plus haut : on peut montrer que, pour un graphe fini,
la donnée d’un tel systéme de probabilités conditionnelles (ceci sous-entend certaines pro-
priétés de consistance) permet de reconstruire une unique mesure de probabilité. L’exten-
sion de ce résultat a des graphes infinis n’est pas vraie : il existe en général une infinité
de mesures de probabilité compatibles avec un tel systeme de probabilités conditionnelles.
L’absence d’unicité correspondra précisément au régime ou il y a transition de phase (in-
tuitivement, dans le cas du modele d’Ising, on obtiendra, par exemple, une mesure avec
une densité supérieure a 1/2 de spin +1, et une autre avec une densité supérieure a 1/2
de spin —1, et également toutes les combinaisons convexes de ces deux mesures).

La seconde approche est plus intuitive, mais moins adaptée a la construction d’une
théorie générale des champs markoviens. Dans cette approche, on considere des suites de
mesures de probabilité sur des graphes de plus en plus grands, et on définit les mesures
sur le graphe limite comme étant ’ensemble des points d’accumulation de ces suites. Pour
cela, il faudra évidemment introduire une topologie appropriée sur I’espace des mesures de
probabilité. L’ensemble de mesures obtenu de cette fagon est le méme (modulo quelques
subtilités que l'on discutera plus loin) que celui obtenu avec l'approche précédente. En
particulier, 'existence de plusieurs points d’accumulation correspondra a nouveau a la
présence d’une transition de phase.

1.2.3 Champ magnétique

Nous venons de voir que la présence d’une transition de phase dans ce modele se traduit
par une brisure de la symétrie entre les deux especes de spins, les configurations typiques
possédant des densités différentes de chacun des deux types de spins. Il est donc naturel
de généraliser le modele d’Ising en introduisant un parametre supplémentaire permettant
de jouer sur la symétrie entre les spins. Ce parametre a aussi une interprétation naturelle
en terme de la modélisation originelle d’'Ising, et était déja présent dans son analyse : le
champ magnétique (extérieur) h. On associe donc a chaque configuration 1’énergie suivante,

(W) = =B Y oiw)oiw) —h Y oi(w),

(i) BB i€V

et la mesure de probabilité correspondante,

i (w) = exp(—Hp.n(w)).

La figure montre 'effet du parametre h sur le comportement de la fonction limite
m(B, h), définie par

m(B,h) = lim (N4 3" 03)nvign = (maign) viga-
N—oo iV

Le graphe de gauche montre que 'asymétrie induite par la présence d’un champ magné-
tique non nul fait disparaitre la transition abrupte observée dans le cas h = 0 : m(53, h)

14
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m(f, h)
(mn) v

1 — —

14
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FIGURE 1.5 — Gauche : l'aimantation m(8, k) en fonction de pg pour le modele d’Ising en di-
mension 2 avec condition au bord périodique, pour diverses valeurs de h. Droite : 'aimantation
m(B, h) en fonction du champ magnétique h pour le modele d’Ising en dimension 2 avec condition
au bord périodique, lorsque pg = 0.2 et pg = 0.6.

dépend de maniere lisse de pg. La dépendance de m(3,h) par rapport au parametre h
(graphe de droite) rend par contre trés manifeste la transition de phase : si m(f3,h) est
une fonction lisse de h lorsque pg est inférieur a la valeur critique, elle devient discontinue
en h =0 (ou elle prend la valeur 0, alors que les limites limy o m(5, h) = —limpyo m(5, h)
sont non nulles) lorsque p est supérieur a la valeur critique. En fait cette derniére limite
coincide avec la valeur obtenue pour m*(3) lorsque h = 0.

La présence des deux comportements typiques (aimantations positive et négative)
lorsque h = 0 et p > pg, peut ainsi étre vue comme une trace de la sensibilité a la pertur-
bation par un champ extérieur : pour p < pg,_, I'introduction d’un petit champ magnétique
h > 0 produit une aimantation positive approximativement proportionelle (la “réponse” du
systéme & la perturbation est linéaire pour petit h), alors que pour p > pg,, 'introduction
d’un champ magnétique infinitésimal h > 0 produit une aimantation d’ordre 1! Intuitive-
ment, on peut dire, dans ce dernier cas, qu’en champ magnétique nul le systeme “hésite”
entre deux comportements différents, et que 'introduction d’un champ magnétique non
nul arbitraire suffit a faire pencher la balance dans la direction correspondante.

1.2.4 Conditions au bord

Il y a une autre facgon, tres utile, de comprendre la présence de cette transition de
phase comme résultant d’une sensibilité extréme du systéme a certaines perturbations :
au lieu (ou en plus) de briser partout la symétrie entre les deux espeéces de spin par
Iintroduction d’un champ magnétique, on peut également considérer 'effet de différentes
conditions au bord. On ne consideére alors plus le modele sur un graphe fini, avec condition
au bord périodique, mais sur un graphe infini (ici Z?) avec une configuration de spins gelée
a extérieur de la boite. Plus précisément, on associe a chaque configuration w € €2 son
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énergie a l'intérieur d’'un sous-ensemble fini V € Z¢,

éf
Hrpnw) = =6 Y olw)ojw) —hY oiw).
{i,j}INV#£D icV
i~j

Remarquez que cette énergie prend également en compte 'interaction entre les spins de
V et ceux hors de V' (grace a la premieére somme).

Notons < {—1, 1}Zd et Qy = {—1,1}V. Soit @ € Q; étant donnée une configuration
w € Qy, on construit une nouvelle configuration ww € ) par

(ww)i =4
w; sinon.

déf {wz sie € V,

On introduit alors une nouvelle la mesure probabilité sur (Qy, Zy ),

() ot exp(— A (02).
V;B,h

@ est appelée la condition au bord. Cette derniére peut favoriser un type de spin au voisinage
du bord de V. La question est de déterminer si cette information peut se propager dans
V tout entier. Il n’est pas difficile a imaginer, et nous le démontrerons au chapitre [2, que
deux configurations jouent un rdle extrémal (dans le sens qu’elles favorisent au maximum
la valeur 1, resp. —1) : wy = 1 et w— = —1. On notera les mesures correspondantes
simplement N\t;g,h et fiy.5p-

Soit (Vy)n>1 une suite croissante (pour l'inclusion) de sous-ensembles finis de Z%
tels que Uy>1 Vv = Z%, ce que l'on notera Viy T Z. On introduit alors les aimantations
moyennesﬂ -

m*(8) = Jim (V™' - oif 50

1€EVN
— déf . -1 =
m”(B) = A}E)HOOUVN‘ ZEZV Uz>VN;,3,0'
N

Nous verrons au chapitre 2| que m™(8) = limpjom(8,h) et m™(8) = limpyom(B,h) =
—m™*(B). En particulier, m™(8) = m~(83) si 8 < B, alors que m™*(8) # m~(B) si 8 > fe.

1.3 Quelques ouvrages de référence

Le livre de Georgii [8] est probablement le livre le plus proche du cours; il est mal-
heureusement plutot difficile d’acces. Le livre de Simon [26] est plus facile d’acces, mais a
un point de vue assez différent de celui du cours. En particulier, les techniques employées
sont du type analyse fonctionnelle plutét que probabilistes ; il contient aussi une discussion
détaillée du cas quantique.

2. Pour tout C C Z%, |C| ' #{i € C}.
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CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Les livres de Ruelle [24], Sinai [27] et Israel [I3] sont tous des classiques. Ils ont certes
un peu vieilli, mais restent une excellente source d’informations. La longue préface du livre

d’Israel est une tres belle introduction a la thermodynamique.
Les livres de Prum [23] et Kindermann et Snell [I5] sont plus introductifs. Le premier
est en francais, et le second est a présent disponible gratuitement sur internet.
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Chapitre

Le modele d’Ising

Notre but dans ce chapitre est de déterminer sous quelles conditions sur ses parametres
B et h, le modele d’Ising possede une transition de phase, et de confirmer ainsi rigoureu-
sement les observations faites dans l'introduction. Au passage, nous aurons l'occasion de
découvrir quelques-unes des méthodes tres variées (issues de la combinatoire, de 1’algébre,
de Panalyse complexe, de l'analyse convexe, de la théorie des probabilités, etc.) utilisées
dans I’étude mathématique des champs aléatoires.

2.1 Définition du modeéle

Nous commengons par quelques définitions et notations, dont certaines different 1ége-
rement de celles utilisées dans I’introduction.

Configurations. Une configuration du modeéle d’Ising est une application w : Z¢ —
{=1,1}, i — w(i) = w;. L’ensemble de toutes les configurations, appelé espace des confi-
gurations, est noté 2. On note wyy la restriction de la configuration w € Q a A C 7z,
c’est-a-dire la famille (w;);ep. L'ensemble des configurations restreintes & A C Z? est noté
Qp. Etant donné w € Qa, A C 7% et @ € Q, on construit la configuration ww € Q par
(ww); =w; sii €A, et (ww); = w; sinon.

Spin. A chaque sommet i € Z%, nous attachons une variable aléatoire o; : 0 — {-1,1},
w0 (w) < W, le spin en i.

Hamiltonien. On associe a chaque configuration w € () son énergie dans un domaine
A € Z%. Celle-ci dépend de deux paramétres : la température inverse 5 € R, que Ion
suppose positive, et le champ magnétique h € R. Elle est donnée par ’Hamiltonien suivant

Hpnw) = =B > oi(w)oj(w) —h D oi(w).
{i.73NA#D i€A

i~j

Mesure de Gibbs. Soit A € Z®. Nous allons & présent introduire une mesure de proba-
bilité sur (2,5, %), o Z#, est la tribu produit (et donc simplement 1’ensemble des parties
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de Q, ici). On fixe également une configuration w € €2, la condition au bord. La mesure de
Gibbs du modele d’Ising avec interaction entre plus-proches-voisins, parametres 3 et h, et
condition au bord @, est la mesure de probabilité sur (Qy,.%#,) définie par

déf

Mi;ﬂ,h(w) exp (= ,pn(ww)) -

Zii6.n
La constante de normalisation Zf{,ﬁ ,, est appelée fonction de partition.

Par la suite, il sera souvent utile de voir cette mesure de probabilité comme étant
définie sur (£2, F), ou .Z est la tribu produit, c’est-a-dire la tribu engendrée par les cylindres
G\ « {weQ:wy =1}, AN eZ neQy. Ceci peut se faire naturellement en posant,
pour w € €,

1 . _
_ o | 77— exp (= Hhpn(w))  siwpe =wp
déf VA P
HRspn(w) = q ZAsn .
0 sinon.
En d’autres termes, on ne donne de poids qu’aux configurations coincidant avec la condi-
tion au bord @ hors de A. Nous ne ferons pas de distinction de notation entre ces deux
mesures, et utiliserons 'une ou l'autre interprétation lorsque cela se révélera avantageux.

Conditions au bord. Parmi les différentes conditions au bord, deux sont particuliere-
ment intéressantes : w = 1, appelée condition au bord +, et @ = —1, appelée condition au
bord —. Les mesures de Gibbs correspondantes sont notées simplement uj{; g.h € Ly
Il sera aussi parfois utile de considérer un autre type de condition au bord : la condition
au bord libre. Il s’agit d’un systéme sans interaction avec I’extérieur. La mesure est définie
comme précédemment, mais en restreignant, dans I’Hamiltonien, la somme aux couples

{i,j} CA:

6 1
1i.p.n(w) e o exp(ﬁ > oi(w)oj(w) + hZUi(w)).
AsBh {i,j}CA i€A
i~vj

On note la mesure correspondante 1. 8h

2.2 Quelques interprétations

Du point de vue mathématique, I'intérét de ce modele est évident, puisqu’il s’agit d’un
des modeles les plus simples de champ aléatoire (variables aléatoires binaires, interactions
quadratiques, etc.), et on a déja eu, dans 'introduction, un apercu de la richesse de son
comportement. Ce modeéle est cependant aussi intéressant pour décrire qualitativement
(et parfois quantitativement) une grande variété de phénomenes, dont on liste ici quelques
exemples, principalement tirés de la physique.

2.2.1 Ferro-aimant

Il s’agit de 'interprétation originelle du modele d’Ising. Le parametre 8 correspond a
'inverse de la température. Les sommets de Z% correspondent aux positions des atomes
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CHAPITRE 2. LE MODELE D’ISING

d’un réseau cristallin. Chaque atome possede un moment magnétique (le spin) qui est
supposé ne pouvoir prendre que deux orientations, indexées par +1 ou —1. Ce modele
associe donc une énergie plus basse lorsque les spins sont alignés entre eux, et alignés avec
le champ magnétique extérieur h. Le but est d’expliquer et de décrire la transition entre
les comportements paramagnétique et ferromagnétique du systeme lorsque sa température
est changée. Quelle que soit sa température, un morceau de fer placé dans un champ
magnétique va développer une aimantation en réponse a ce dernier (les spins s’alignant
avec le champ magnétique). A haute température (au-dessus de 1043°K, la température
de Curie du fer), cette aimantation disparait lorsque le champ magnétique est enlevé;
on parle de comportement paramagnétique. A basse température (c’est-a-dire en-dessous
de la température de Curie), 'aimantation développée en réponse au champ magnétique
extérieur ne disparait plus lorsque celui-ci est enlevé : il reste une aimantation résiduelle,
appelée aimantation spontanée ; on parle de comportement ferromagnétique.

2.2.2 Gaz réticulaire

Dans cette interprétation, on suppose que R? a été partitionné en cellules cubiques de
coté 1. Chaque cellule est soit vide (w; = —1), soit occupée par une molécule (w; = +1). 1l
est impossible d’avoir deux molécules dans la méme cellule. Il est alors naturel de faire le
changement de variables n; < (14 03)/2, n; représentant alors le nombre de molécules (0
ou 1) dans la cellule i, et 'Hamiltonien prend la forme (& une constante additive triviale
pres) : —%ﬁ’ D imj MM — [ 30 My, oL 3 % 48 a linterprétation d'une température inverse,
et p & (%h — 2d) est le potentiel chimique (quantité qui mesure le coiit énergétique lié a
I’addition d’une molécule supplémentaire dans le systeme). L’énergie d’interaction favorise
donc la condensation des molécules, puisque I’énergie décroit lorsque deux cellules voisines

sont toutes deux occupées.

Ce que 'on désire comprendre dans ce cas-1a, c’est la transition liquide/vapeur, c¢’est-
a-dire la transition entre une phase dense et une phase diluée.

2.2.3 Alliage binaire

Dans cette interprétation, chaque sommet du réseau est soit occupé par un atome de
type A (w; = —1), soit un atome de type B (w; = +1). Le terme d’interaction favorise
le regroupement d’atomes de la méme espéce, alors que le champ magnétique permet
de contrdler les densités respectives des deux especes (différence de potentiels chimiques),
similairement a ce que ’on a vu pour le cas de l'interprétation en termes de gaz sur réseau.

On désire alors comprendre la transition de démixtion dans de tels alliages binaires :
lorsque plusieurs composés dans un alliage sont partiellement miscibles et qu’'un composé
en solution a dépassé sa limite de solubilité, plusieurs phases de compositions différentes
se forment.
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2.2.4 Quelques autres interprétations et applications

Il y a de trés nombreuses autres interprétations possibles (et utilisées) : agents écono-
miques, modeéle écologiques, etc.

Du coté des applications plus pratiques, ce modele est utilisé en analyse et traitement
d’images. Dans ce cas, il faut imaginer chaque sommet comme un pixel de 'image, et
w; comme son état (allumé ou éteint). Divers algorithmes permettent alors d’effectuer des
taches aussi diverses que la restauration d’images bruitées, la segmentation, ou la détection
des contours. Bien siir, il est en général intéressant d’avoir plus de deux états par pixel (ce
qui ne permet de décrire que des images monochromes), et on peut alors utiliser diverses
généralisations du modele d’Ising (par exemple le modele de Potts, qui autorise ¢ > 2
états, et se réduit au modele d’Ising lorsque ¢ = 2).

2.3 Les inégalités de corrélation

Le but de cette section est d’introduire un outil particuliérement important dans I’étude
du modele d’Ising : les inégalités de corrélations. La preuve de ces inégalités est reléguée
a la fin du chapitre, cf. la section [2.10]

Parmi la multitude de telles inégalités, deux jouent un role prépondérant : les inégalités
GKS et FKG.

2.3.1 Inégalités GKS

Les inégalités GKS (pour Griffiths, Kelly et Sherman [9] 14]) sont limitées aux condi-
tions au bord + et libre et aux champs magnétiques positifs. Elles s’appliquent aux produits
de spins, c’est-a-dire aux fonctions de la forme o4 s [Licaoi-

Théoréme 2.3.1 (Inégalités GKS). Soit A € Z¢, et h > 0. Quels que soient A,B C A et
B=>0,

<UA>X;g,h >0, (2.1)
(0498) 5 2 (04D R0 (0B) R g e (2:2)

Ces inégalités restent vraies pour la mesure ,uiﬂ -
, k)

2.3.2 Inégalités FKG

Les inégalités FKG (pour Fortuin, Kasteleyn et Ginibre [7]) sont une extension de
I'inégalité suivante sur les fonctions réelles : soit f et g deux fonctions croissantes de R
dans R et p une mesure de probabilité sur R ; alors

(F9u = (Fulg)p-

La preuve est élémentaire, puisqu’il suffit de dupliquer le systeme :

(fPu—Hulghp = %( (f(x) = f(2")(g(x) — g(z")) )@
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CHAPITRE 2. LE MODELE D’ISING

et d’observer que f(x)— f(a') et g(x) — g(a’) ont nécessairement le méme signe puisque f
et g sont toutes deux croissantes.

Soit A € Z%. L’ensemble {—1,1} étant totalement ordonné, on peut définir un ordre
partiel sur Q) : w < W’ si et seulement si w; < w, pour tout i € A. Ceci permet de
définir la notion de fonction croissante : f : Q24 — R est croissante si et seulement si
w<w = f(w) < f(w'). Une classe importante de fonctions croissantes est formée des
produits des variables d’occupation n; &t %(1 +0;) i na = [Ticani-

Les inégalités FKG affirment que les fonctions croissantes sont positivement corrélées.
Leur grand avantage est d’étre applicables quelle que soit la condition au bord, et pour
toute valeur (pas seulement positive) du champ magnétique.

Théoréme 2.3.2 (Inégalités FKG). Soit A € Z¢ et @ une condition au bord arbitraire.
Alors, quels que soient B > 0 et h € R, pour toute paire de fonctions croissantes f et g,

(f9)Rian = (HRisnl9) o0 (2.3)

2.4 Limite thermodynamique

On n’a pour I'instant défini le modele d’Ising que pour des sous-ensembles finis de Z.
Une facon naturelle de définir le modele sur Z? tout entier (on dit parfois “en volume
infini”) est de considérer une suite de parties finies A,, 1 Z¢, et une suite de conditions au
bord (@Wy,)n>1. On aimerait a présent prendre la limite de la suite de mesures (,u“X’:L; B h)n>1-
Pour cela, il est nécessaire d’introduire une topologie appropriée.

On dit qu’une fonction f : © — R est locale si elle est mesurable par rapport a %,
pour un A fini (c’est-a-dire qu’elle ne dépend que des spins situés a l'intérieur de A); en
d’autres termes, une fonction est locale si elle ne dépend que de I’état d’un nombre fini de
spins. On note supp(f) le support de la fonction f, c’est-a-dire le plus petit ensemble de
sommets dont les spins déterminent la valeur de f.

On dira qu’une suite de mesures y, sur (£2,.%) converge vers la mesure p si et seulement
si

lim <f>un — <f>u7

n—oo

pour toute fonction locale f.
On appellera mesure de Gibbs (en volume infini) du modeéle d’Ising tout point d’accu-
mulation des suites (43" 5 ;,)n>1 introduites ci-dessus.

Remarque 2.4.1. Supposons que l'on ait montré que (f),, converge vers une valeur
c(f) lorsque n — oo, pour toute fonction locale f. Peut-on en déduire lexistence d’une
mesure de probabilité p sur (Q, F) telle que c(f) = (f), ¢ La réponse est positive, comme
le montre l'argument suivant.

Soit F|y = UCQQA{U|A € C} la tribu des événements ne dépendant que des spins
dans A € Z%, et € = Upege Z|a Valgebre des cylindres fini-dimensionnels. On définit une
fonction p : € — [0,1] par

p(A) < Tim g, (A),

n—oo
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ce qui peut se faire puisque A est un événement local. Nous allons vérifier 4 présent que
est une mesure de probabilité sur €, et par conséquent peut étre étendue, grace au théoréme
d’extension de Carathéodory, & une mesure de probabilité sur F = o(%).

Manifestement, p(Q2) = 1. Vérifions a présent que p est finiment additive : soient
A1, A €€, A1 N Ay = 0. Alors,

p(ALU Az) = lim pin (A1 U Ag) = lim (pn(A1) + pin (A2)) = (A1) + p(As).

1l reste done, pour établir la o-additivité, a montrer que toute suite décroissante Ay D
Ay D -+ telle que, pour tout i, A; € € et u(A;) > ¢ > 0, satisfait (; A; # 0. Puisque
A; # 0, pour tout i, on peut trouver une suite de configurations w®) € Ay, k=1,2,....

Ordonnons totalement les sites de Z¢ : i1, s, . ... Puisque wi, € {—1,1}, il existe une sous-

1

7" = const = w;,. On peut alors en extraire une nouvelle
2

k2
sous-suite (krjz)j le long de laquelle wéj) = const = w;,. En procédant de la sorte pour tous
les sites, on obtient finalement une configuration w avec la propriété que w € Ay, pour tout

suite (kjl)] le long de laquelle wi(l

n > 1. En effet, quel que soit n > 1, il existe jo(n) suffisamment grand tel que W=
sur le support de A, pour tout j > jo(n), et donc w € A,. Par conséquent, ,, An # 0.

Comme cela a déja été mentionné dans l'introduction, il n’y a pas nécessairement
unicité de la mesure limite associée a un couple (3, h) donné (I'existence d’au moins un
point d’accumulation est par contre garantie par compacité de ’espace des mesures de
probabilité sur (€2,.%#) pour la topologie que l'on vient d’introduire). On dira qu'’il y a
transition de phase du ler ordre en (8, h) si et seulement si il y a non-unicité. Nous verrons
plus loin que cette définition correspond précisément a la transition de phase observée
dans l'introduction via 'apparition d’une discontinuité de ’aimantation comme fonction
du champ magnétique.

La topologie introduite reposant sur les fonctions locales, il est utile de déterminer
certaines classes de fonctions locales engendrant toutes les autres. Le lemme suivant en
propose deux, qui sont particulierement adaptées aux inégalités de corrélation présentées
dans la section précédente.

Lemme 2.4.1. Soit f une fonction locale. Alors

f= 3 Jaoa,
ACsupp(f)
y fa L o—lsupp(f)| § o o w 5 5
ot fa=2 ZwGqupp(f) f(@)oa(D). Par conséquent, on a également
f= > fana,
ACsupp(f)

pour des coefficients fa appropriés.

Démonstration. Pour démontrer la premiere affirmation, il suffit d’utiliser la relation

217! Z O-A((D)O-A(w) = 1{w55 sur B} *
ACB
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Cette relation d’orthogonalité se démontre tres facilement. Supposons tout d’abord que
w; = W;, pour tout i € B. Alors 04(w)oa(w) = [[;eq @iws = 1, puisque wiw; = 1 pour tout
i € B. Supposons donc & présent qu’il existe i € B tel que w; # w; (et donc w;w; = —1);
on a alors

> oa@oaw) = > (0a@)eaw) + caugy @)oau @)

ACB ACB\{i}
= Z (UA((:))UA(CU) + wi@mA(&?)aA(w))
ACB\{i}
= Y (oa(wd) + (-1)oa(w)) =0.
ACB\{i}
La seconde affirmation suit immédiatement en insérant o4 = [[;c4(2n; — 1) dans la
premiere formule. O

Les inégalités de corrélation introduites dans la section précédente permettent de
démontrer de nombreux résultats concernant les limites possibles. Commencons par mon-
trer que les mesures avec conditions au bord + et — admettent bien chacune une limite,
quelle que soit la suite A, 1 Z% considérée.

Théoréme 2.4.1. Soit 3 > 0 et h € R. Pour toute suite A, T Z¢, la suite de mesures
(F‘j\rn;ﬁ,h)n converge vers une Mmesure F‘E,h (indépendante de la suite (Ay)n>1). De méme,

la suite (piy, .5)n converge vers une mesure pg, (indépendante de la suite (An)n>1)-
De plus, les mesures “Z%rh et fug, sont invariantes sous Uaction du groupe des transla-
tions de 72 : si 0y est la translation par t € 74, (f o 0t>251h = <f>g,h'

Démonstration. Montrons tout d’abord la convergence de la suite de mesures ,an, gp- Les
inégalités FKG impliquent que pour toute fonction f locale et croissante,

FEpn = DE s (2.4)

En effet, on vérifie facilement que

(kg = (Floi=1,i € At \ AR o

Comme l'indicatrice 1(5,—1 vica,,,\A,} €St une fonction croissante, il suit bien des inéga-
lités FKG que

n (fL{oi=1,VieAns1\An} ) Ay 1 B
<f>An;ﬁ,h = 1 ] T
< {Jizl,VzEAn+1\An}>An+1;57h

+ +
o PR Moimt vien DR i ot

> — Vi
<1{oi=1,VieA,L+1\An}>XH+1;57h nt1ih,
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F/supp(f )

supp(f o f;)_|

FIGURE 2.1 — Preuve de 'invariance sous les translations.

f étant nécessairement bornée, on en déduit la convergence de la suite (( f)Xn s pin
pour toute fonction locale croissante f. Par conséquent, une application du lemme m
montre que, pour toute fonction locale g,

i (g)} 5= D ga lim (na)y g5
ACsupp(g)
= Z ga <nA>—5’—,h = <9>—5|—,h )
ACsupp(g)

puisque les fonctions n4 sont locales et croissantes. Par conséquent, on a bien convergence
de la suite (uj(n 5.1)n VEIS Une mesure ME B

Vérifions & présent que la limite ne dépend pas de la suite A, 1 Z¢ considérée. Soit
AL 179 et A2 1 Z¢ deux telles suites, et notons ,ugﬁ et M;E les limites correspondantes.

On construit une nouvelle suite A, 1 Z? de la facon suivante : A; = A, et, pour k > 1,

Ao = ({AZ : A2 2 Mg a},
Agpsr =) {Aqlq, DAL D A2k}~

. + . . +,1 +,2 N
La convergence de la suite (u An;ﬁ,h)nzl implique donc que Bghn = Mg, Ces dernieéres
correspondant, respectivement, aux limites obtenues pour les sous-suites (uX%H.B h)n21
+
et <'U/A2n§ﬂ1h)n21.

La preuve pour la suite (MXn 8 p)n st identique.

L’invariance sous les translations est immédiate. Soit t € Z¢, f une fonction locale et
A, T Z%. Alors f o6 est également une fonction locale et 0_;A,, 1+ Z¢ (0_;A L A— ¢, pour
tout A C Z%). On a donc

<f>Xn;5,h - <f>?5rh et (fo 0t>;——t/\n§5,h — (fo 0t>;§,ha

et la conclusion suit puisque (f o 6;), AniBh = <f>Xn5 h 0
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2.5 Critéres d’unicité/non-unicité

L’importance des mesures ,ug p et pgp, est rendue manifeste par le résultat suivant, qui
permet de réduire le probléme de 'unicité/non-unicité des mesures de Gibbs du modeéle
d’Ising & celui de comparer uniquement ces deux mesures.

Théoréme 2.5.1. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. Il y a une unique mesure de Gibbs en volume infini.

+ _ —
2 Mg n = Hgh
+ _ —
3. <UO>5,h = <UO>5,h-

Démonstration. Une application des inégalités FKG montre que, pour toute fonction f
locale et croissante, dont le support est inclus dans A,,,

<f>Xn;ﬂ,h < <f>cl_<n;ﬁ,h < <f>}\i_n;/37h7 (25)

quelle que soit la condition au bord w. En effet, en utilisant que, pour tout w € Q,, et
w,w € Q,
Hnpn(wo) = Ay (@) + 8 wil@; — @),
€N, JEA

on a par exemple
<65 EiEA,ng(l_wj)gif>

w
An; 7h »
Bh > (PR

<f>Xnyﬁ»h = ’BZ‘EA .gA(l—@j)Ui )
<6 = >An§ﬂvh
puisque la fonction exp (83 ,cp jga (1 — @j)oi) est croissante.
On en déduit qu’il y a une unique mesure de Gibbs si et seulement si Pgn = ug h-
Pour montrer qu’il est suffisant de vérifier (o9) 5 ), = <UO>E 5, on utilise une fois de plus les

inégalités FKG. On observe tout d’abord que pour tout A € Z¢, la fonction dicANi—NA
est croissante. Par conséquent, (2.5)) implique que

(Qmi = Ay, on < Qo —na)k g
icA icA
ce qui nous fournit I'inégalité suivante sur les mesures limites,
Do ((na)g, = (nadgn) = (na)ky, — (na)g -
i€EA

11 suit de que le membre de droite de cette derniére inégalité est positif. Par invariance
sous les translations, la condition (00)g, = <00>Eh (et donc (no)g, = <”0>E,h) implique
que le membre de gauche est nul. Il suit que (n A>E,h = (na)g, pour tout A fini. Ceci
conclut la démonstration grace au Lemme [2.4.1] O
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2.6. AIMANTATION ET TRANSITION DE PHASE

2.6 Aimantation et transition de phase

Dans cette section, nous relions la présence de plusieurs mesures de Gibbs en volume
infini avec certaines propriétés de 'aimantation, faisant ainsi le pont entre les résultats
mathématiques démontrés dans ce chapitre et les observations faites dans l'introduction.
Pour ce faire, il sera nécessaire d’introduire une quantité tres importante dans I’étude de
ces champs aléatoires : I’énergie libre.

2.6.1 Quelques propriétés élémentaires de ’aimantation

Le critére d’unicité de la section fait intervenir les espérances <O’0>E7h et (00) 5,
La premiere question que I'on peut se poser est s’il y a une relation entre ces espérances
et 'espérance de l'aimantation dans une boite finie. Le lemme suivant montre qu’elles
coincident dans la limite, au moins pour de bonnes boites. C’est la raison pour laquelle
nous appellerons également aimantation ces espérances.

Proposition 2.6.1. Soit A, = {—n,...,n}?. Alors

(o) = Jim (100l 3 )
€Ay

et similairement pour (00) g -

Démonstration. On utilise (2.4). D’une part,

N +
i (o), gp 2 (00) Ay,

et donc

1
lim

A - o
A T > (o)X, 5 = Jim (00)3, 55 = (00) 50

1€EA,
D’autre part, soit R > 0; pour tout ¢ € Ay se trouvant a distance au moins R du bord de
An, <Gi>lJ\rn,,5,h < <UO>XR,B,h‘ On a donc

li !
im ——-:

Z <Ui>Xn,B,h < <UO>XR;BJL'
i€EAn

La conclusion suit en laissant R — oo. O
Montrons a présent quelques propriétés élémentaires de ces fonctions.

Proposition 2.6.2. 1. Soit A € Z°. <O'0>X,Bh et (00)p.5, sont des fonctions crois-
santes de h, pour tout 3 > 0.

2. Soit A € 7. <JO)X,6h (resp. (00)..,) €5t une fonction croissante (resp. décrois-
sante) de [3, pour tout h >0 (resp. h <0).

3. <O'0>E’h (resp. (00)5,) est une fonction continue a droite (resp. a gauche) du champ
magnétique h.
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CHAPITRE 2. LE MODELE D’ISING

Remarque 2.6.1. Evidemment, les propriétés de monotonicité sont encore vérifices dans
la limite thermodynamique. Il est en fait possible de montrer que <O‘0>E’h est concave (et
en particulier continue) pour h > 0. Nous ne le ferons pas ici, la preuve reposant sur une
mégalité de corrélation, 'inégalité GHS, que nous me discuterons pas. Par contre, nous
prouverons plus loin (Théoréme W que <O’0>E7h est en fait une fonction analytique de
h pour h # 0.

Par symétrie, on a des résultats analogues pour <‘70>,§,h et h négatif.

Démonstration. 1. C’est une conséquence immédiate de (2.3) :
0

%<UO>X;5,h - Z (<000i>X;B,h - (UO>X;5,h<Uz‘>X;5,h) > 0.
e
2. C’est une conséquence immédiate de (2.2)) :
9 + + + +
%<O’O>A;ﬁ,h = Z (<‘70‘7i‘7j>/\;,3,h - <‘70>A;/3,h<‘7i‘7j>/\;5,h) > 0.
{1.5}NA#0
i~j

3. Soit (hg)k>1 une suite telle que hy, | h. D’une part, <00>§ ;, est une fonction monotone
de h, par le point 1, et donc la limite des <O’0>E’ n,, €xiste et satisfait

: + 1
%gﬁl<00>ﬂ,hk > (00) 5,1,

D’autre part, il suit de (2.4) que, pour tout A € Z¢,

. + . + _ +
i&lﬁzwwﬁ,hk = %}ﬁ}zww/\;ﬂ,hk - <UO>A;WI’

puisque <00>X, 5. €st évidemment une fonction continue de h. On conclut en laissant A 1
yAS O
2.6.2 Energie libre

Nous allons avoir besoin d’une notion appropriée de convergence de parties finies de Z¢
vers Z® tout entier. L’idée est que I'on désire extraire les effets de volume, et négliger les
corrections dues aux effets de surface. Nous dirons qu’une suite (Ay,),>1 telle que Ay, 1 Vi
converge vers Z% au sens de van Hove, A, f} Z%, si et seulement si

nlgrolo ‘6An|/|An| =0, (2'6)
ondCE{ieC :3jeC,j~il}.
Théoréme 2.6.1. Soit f3(8,h) < |A| " og Z. 5 ,. La limite

J(8,1) = lim JR(8,h)

existe et est indépendante de @ et de la suite A v Z%. De plus, la fonction f(B,h) est
convexe.
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2.6. AIMANTATION ET TRANSITION DE PHASE

FIGURE 2.2 — Un cube B, 1 et sa partition en 29 cubes B,,. Les interactions entre les différents
sous-cubes sont indiquées.

La quantité f(B,h) joue un role essentiel dans la relation entre physique statistique
et thermodynamique; on ’appelle énergie libre. Nous verrons plus bas que les propriétés
analytiques de cette fonction sont profondément liées a la présence de transitions de phase.

Démonstration. Ezistence de la limite. On commence par démontrer la convergence dans
le cas de la condition au bord libre. La preuve se fait en deux étapes : tout d’abord pour
une suite de boites cubiques, puis pour des boites générales.

Soit B, e {z = (i1,...,1q) € Z4 1< < 2”}. L’énergie libre associée a la boite
By,41 peut aisément étre comparée a celle associée a la boite B,,. En effet, si ’'on décompose
Byy1 en 2¢ copies disjointes de B, notées BS), e 737(12«1) (cf. Figure , alors I’énergie
provenant de l'interaction entre les spins de deux sous-boites différentes est bornée par 5
multiplié par le nombre de sites dans une face de By, soit 24~ Comme il y a précisément
%de faces a considérer (chacune étant partagée entre deux cubes), on en déduit que

2] _ Bw;w; hw;
2 on= > I & I e
welp, 11 {4.}CBn11 i€Bn+1
i~
1 27
—B5d2d 2n(d=1) Bwiw; hw;
> e’ > 1T II ™= ]I
WEQBn+1 k=1 {27‘7}23’2]“) iGBﬁLk)
i~j
2d
_ (n+1)(d—1) . i
— ¢ Fd2 I > II & II ¢
F=Lwe o0 (i g By ieB
i~

—Bdan V@D (g 2!
€ BuiBh)
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CHAPITRE 2. LE MODELE D’ISING

I
|

FIGURE 2.3 — Un ensemble A,, et un recouvrement possible par des translatés de By.

et donc que

f§n+1 (B,h) = 2~dn+D) log Zan+1;/37h
)2d ,8 d2(n+1)(d—1)

—d(n+1)
2 277" log(Z5 9d(n+1)

Bn;ﬂvh
= f5 (B,h) — Bd27 (")

En procédant de la méme facon pour obtenir une borne dans 'autre direction, on arrive a

’fgnﬂ(ﬂ’ h) — f5,(B,h)| < Bd2—(nt1),

L’existence de la limite le long de la suite de cubes B, suit immédiatement ; on la note

f(B,h).

Considérons & présent une suite A, f Z¢ arbitraire. On recouvre A, par des translatés
disjoints de By, k fixé (¢f. Figure . On note AS“* 1a partie de Z? ainsi obtenue. On
vérifie facilement que AS%¥\ A,, contient au plus |OA,||By| sites.

En procédant comme ci-dessus par découpage de A%Xt’k en ses sous-boites (exercice!),
on voit que, pour tout € > 0, on peut trouver ko(e, 3, d) tel que, pour tout k > ko,

F e (B ) — £3,(8, )] < /3.
Comme fgk (B,h) — f(B,h), on a donc également
F e (B, ) = F(5 )| < /2

pour tout k > ki(e, 5,d).

D’autre part, on peut comparer Z} . s et Z°

Aext,k' h
n b
toutes les interactions liant un spin de AS%¥\ A,, & ses voisins. On obtient ainsi

de fagon similaire, en éliminant

_ 2d|By|0A,|

|f§n(ﬁ’h) - :%xt,k(ﬁvh” = ‘An| C(/Buh)
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2.6. AIMANTATION ET TRANSITION DE PHASE

Par conséquent, il suit de (2.6) qu’il existe ng(e, k) tel que, pour tout n > nyg,
|fKn(/37 h) - :ext,k(67 h)’ S 6/2

La conclusion suit.

Indépendance de la condition au bord. Le fait que la méme limite est atteinte quelle
que soit la condition au bord se vérifie de facon élémentaire, puisque pour tout @,

BA|OA| po w —Bd|OA| 7o
ML o = TRipa = N TG,

et que affirmation suit alors immédiatement de la propriété (2.6|).
Converité. La convexité peut se vérifier de multiples facons. Par exemple, en utilisant

I'inégalité de Holder,

Z e_a%A?Bl,hl (w)_(l_a)jﬁ\;ﬁ}hz (w)
wENA

Zi;aﬁl+(1—a)52,ah1+(1_a)h2 =
= ( Z 6_%/\#31%1(“))&( Z 6—%A;52,h2(w)>(1*a)’

wEN) weNp

et donc

fR(aB1+ (1 = @)z, ahy + (1 = a)ha) < aff (Br, ) + (1 = a) fR (B2, ha) -
O

Le théoréme suivant montre que la présence d’une transition de phase dans le modele
d’Ising se manifeste par une singularité de I’énergie libre : une dérivée premiere de 1’énergie
libre est discontinue; c’est pour cette raison que l'on parle de transition de phase du
premier ordre.

Théoréme 2.6.2. On a les identités suivantes, pour tout >0 et h € R,

0
gl (B ) = (00) 1
0 _
on=1(B:h) = {o0)g

ot a}% et ahi_ représentent les dérivées da droite et a gauche respectivement. En particulier,
la dérivée

O f(s.m)

oh ’

existe si et seulement si il y a unicité de la mesure de Gibbs en (5, h).

Démonstration. La démontration qui suit repose sur un certain nombre de résultats élé-
mentaires sur les fonctions convexes, qui sont regroupés dans la section [2.11]
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(00) 5 1 (00) 5 1
_________ A______ L ___RhA______
1 1/
[
'h / h
S § il S § Aty

FIGURE 2.4 — Représentation schématique de <00>;r , en fonction de h. Gauche : régime d’unicité.
Droite : régime de non-unicité.

Soit A, le cube de coté 2n + 1. La convexité de f(B,h) implique que les dérivées a
gauche et a droite par rapport a h existent, sont respectivement continues a gauche et a
droite, et different au plus pour un ensemble dénombrable de valeurs de h. Par conséquent,
pour tout h il est possible de trouver une suite hy | h telle que f est différentiable pour
tous les hy, et donc

0

.0

En volume fini,

0 +
%'fl\n(/@’ k ‘A | Z n,ﬁ,hk

1€EA,

et donc
0
%f(ﬂ’h’f) Jim ]A | DA = (T0) 5y
€Ay,
puisque que la dérivée existe. La derniere identité suit de la proposition [2.6.1l On en
conclut que

0 .
ahif(ﬁa h) = flL}cIEL<O-O>Ehk = <O-O>E,h7

la derniere inégalité suivant du point 3 de la proposition [2.6.2
On montre de la méme fagon que 8% f(B,h) = <O’0>Eh, ce qui prouve que 'existence
de la dérivée est équivalente a <00)Eh = (00) 5 1,» ce qui caractérise le régime d’unicité. [

2.7 Transition de phase a basse température

Armé du critere établi dans la section nous pouvons nous tourner vers la détermi-
nation de conditions sur les parametres 3 et h (et la dimension d) assurant 1’existence ou
I’absence d’une transition de phase du premier ordre.

Commencons par nous intéresser au modeéle sans champ magnétique, c’est-a-dire h = 0.
Avant de procéder, il convient de faire une remarque.
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2.7. TRANSITION DE PHASE A BASSE TEMPERATURE

Tout d’abord, <UO>B 0 = —(00) 50, et donc <00>2§0 # (00) 5, si et seulement si <‘70>,75Lh >
0. Il suit de la proposition que <00>EO est une fonction croissante de 3. Par conséquent,
la température critique inverse [.(d) € [0, oo], définie par

Be(d) = sup{B8 >0 : (00)}, =0},

sépare (pour h = 0) le régime d’unicité du régime de non-unicité : il y aura transition de
phase du premier ordre lorsque 3 > ., mais pas lorsque 5 < .. La question est donc de
déterminer si 0 < . < oo.

Le résultat principal de cette sous-section est le théoréeme suivant, qui montre que
lorsque d > 2 et h =0, 5. < oo et donc il y a transition de phase a basses températures.

Théoréme 2.7.1. Pour toute dimension d > 2, on a B.(d) < oo.

Remarque 2.7.1. Ce théoréme ne dit rien de ce qui se passe lorsque B = (.. Cette
question est beaucoup plus délicate, et sort du cadre de ce cours. On peut montrer [2]
que pour d > 4, <00>;§C,0 = 0, et donc il y a unicité en B.. Il suit également du calcul
explicite (1.2) qu’il en est de méme lorsque d = 2. Le cas de la dimension 3 est encore
ouvert aujourd’hui. Le consensus est qu’il devrait aussi y avoir unicité. Notez que ceci n’est
pas générique : par exemple, il est connu que dans le cas du modéle de Potts a q états,
une généralisation du modele d’Ising dans laquelle chaque spin peut prendre q valeurs, il
y a transition de phase du premier ordre a la température critique dés que q est assez
grand [16].

Remarque 2.7.2. Ce théoréme montre qu’il n’y a pas unicité lorsque 3 > B. et h = 0,
mais ne décrit pas l’ensemble des mesures de Gibbs. En dimension 2, on peut en fait mon-
trer que toutes les mesures de Gibbs en volume infini sont de la forme auZ{O +(1- a),ug’o,
1> a >0 (Théoréme d’Aizenman-Higuchi [1, [10]). Ce n’est plus le cas en dimension 3
et plus [].

Démonstration. La méthode utilisée dans la preuve suivante est tres importante, et peut
étre étendue a des situations beaucoup plus générales; on ’appelle I’argument de Peierls.

Soit A, le cube de c6té 2n + 1 centré a lorigine. Il est suffisant de montrer qu’uni-
formément en n, <<70>Xn; 5o > €> 0 pour tout g suffisamment grand. Nous ne traiterons
que du cas de la dimension 2, puisque le cas général est similaireﬂ Bien siir, <00>Xn B0 =
1-— QMXR;/&O(O'O = —1), et il est donc suffisant de montrer que /‘j{n;ﬁ,o(ao =-1)<3-g
pour une constante ¢ > 0 indépendante de n.

La preuve repose sur une représentation geometrlque des configurations du modele

1172

d’Ising. A chaque sommet i € Z%, on associe le carré .%; = i + [—3%,5]? centré en 1. A une

configuration w telle que w; = 1 hors de A,,, on associe le sous-ensemble de R? défini par

M= | A

’iGAn : wi:—l

1. En fait, on peut utiliser I'inégalité (2.11)) pour montrer que <UO>XH;B,0 est une fonction croissante de
la dimension (exercice!), et le résultat général suit donc de celui en dimension 2.
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t++++ A+
+ +[-]+ +[=]+ ++
+ - = JF + ]+ +
+H--[F++++++
+H-[F+++++++
+ =+ + - =]+
+ 4+ +]-|+ + -]+
+= = - ]+ - = |+
+ -+ +
+ +|—[+++ + +[]+ +
FH+F+++ T+

FIGURE 2.5 — Les contours d’une configuration du modeéle d’Ising bidimensionnel dans une boite
finie avec condition au bord +.

Les composantes connexes maximales du bord de .# (w) sont appelées les contours de la
configuration w, et sont notées I' = (71, .. ., V() (voir la figure[2.5)). I1 est évident qu'une
telle configuration w est entierement déterminée par 1’ensemble de ses contours.

L’énergie d’une configuration w s’exprime de maniere particulierement simple en termes
de ses contours :

Hnpow) =28 Y h+C,

vET (w)

ou la constante C' = C(n, ) est indépendante de la configuration w, et |y| représente la
longueur du contour . En effet, il suffit de réécrire I’Hamiltonien sous la forme

%\;B,O(w) = _B Z (O'i(LU)O'j(UJ> - 1) + Ca
{i.7}A 0

i~j

et d’observer que 0;(w)o;(w)—1 # 0 si et seulement si w; # wj, ¢’est-a-dire si et seulement
si les sommets ¢ et j sont séparés par un segment d’un contour.

A présent, I’observation cruciale est que
{w :wp=—-1} C{w : F¥* € I'(w),y" entoure 0}.

Soit 4* un contour; a chaque configuration w telle que I'(w) > 4*, on peut associer la
configuration &+ (w) telle que I'(&4+ (w)) = I'(w) \ {7*} (en d’autres termes, la configuration
&y« (w) est la configuration qu’on obtient en partant de w et en enlevant le contour v*).
Introduisant 1’ensemble

deéf
(") ={&(w) : T'(w) 27"}
de toutes les configurations que I'on peut obtenir en éliminant le contour v* d’une autre
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configuration, on peut alors écrire

,LLXM&O(JO =-1)< MX,L;,B,O(}Y* € I', entourant 0)

-2
Z'y* entourant 0 Zw:F(w)B’y* H'yEF(w) e dul

Zw H'yEF(w) e=26D

_ Z 6725‘7*‘ ZwEQ(’y*) H'yef(w) e

<

28]

=28
~* entourant 0 Zw H’yEF(w) €

< Z e 2817

v* entourant 0

Z 6_2ﬁk#{7* entourant 0, |y*| = k}
k>4
<4 Z E3k—16—25k ,

k>4 2

IN

ce qui est strictement inférieur a 1/2, dés que [ est suffisamment grand. La derniere
inégalité provient des observations suivantes :

— Le nombre total de contours de longueur k£ partant d’'un point donné est au plus
égal & 4 - 3F=1. En effet, on a 4 directions possibles pour le premier segment, puis
au plus 3 pour les k — 1 segments suivants (puisque le contour ne peut pas revenir
sur ses pas).

— Un contour de longueur k£ entourant 'origine intersecte nécessairement ’ensemble
{(u—3,0) : w=1,...,[k/2]}. Par conséquent, on peut choisir le point de départ
dans cet ensemble et appliquer ’observation précédente.

O

2.8 Unicité a haute température

Dans cette section, nous terminons ’analyse du modele sans champ magnétique, en
montrant le résultat complémentaire que 8. > 0, et en prouvant qu’il y a toujours unicité
en dimension 1.

1l existe plusieurs approches pour montrer ce type de résultat : par exemple, on peut
démontrer que I’énergie libre est analytique pour S suffisamment petit, en utilisant un
développement perturbatif (le développement en amas, cluster expansion en anglais) ; une
autre approche trés générale repose sur le critére d’unicité de Dobrushin. Nous utiliserons
une méthode plus probabiliste, aussi trés générale : une technique de couplage. Un couplage
de deux mesures de probabilité P; et Py sur un espace probabilisable commun (2, %) est
une mesure de probabilité Q sur (2 x , . F x F) ayant les propriétés suivantes :

QAX Q) =P1(4),  Q(Qx A) =Py(A),

pour tout A € #, c’est-a-dire que les marginales de QQ par rapport & chacune des deux
variables redonnent les mesures Py et Po.

36



CHAPITRE 2. LE MODELE D’ISING

Théoréme 2.8.1. Pour tout d > 1, B.(d) > 0. De plus, (1) = co.

Démonstration. Soit A, le cube de co6té 2n 4 1 centré a 'origine. On désire construire un
couplage P des deux mesures /J,Xn_ 5.0 €t K, 50 P doit donc étre une mesure de probabilité
sur (Q x Q,.7 x F) telle que

Y P@.w) =0l Y Pl = i3, 0le):

W'GQAn wEQAn

On désire que ce couplage posséde également la propriété suivante :
0 < (00)% 50— (0001, .50 < 2P(0 <75 AS) (2.7)

ou {0 P AS} représente I’évenement “il existe un chemin reliant 0 a extérieur de A,, le
long duquel w et w’ différent en chaque site”.

Le couplage est construit a ’aide de l'algorithme suivant. On munit A,, d’'un ordre
total arbitraire, et si A C Z%, on note 9°*A & {icZ\A:3FjecA j~i}

ETAPE 0. On pose A = A,, w; = 1 pour tout i € A, et
wi = —1 pour tout i € A,,.
ETAPE 1. On suppose que ’on a déja construit w et w’ pour
tout i € A.
— Siw =W sur 0=*A, alors on étend w et w’ & A,, tout
entier en choisissant w = w’ sur A avec la mesure
PA. 50 = ,u,Z/’ 5,0 €t le couplage est terminé.
— Si ¢a n’est pas le cas, soit ¢ le premier site de A
dont un voisin j au moins est tel que w; # w}. On
étend la construction de w et w’ & (Z¢\ A) U {i}
de la fagon suivante : Soit p = u3 g,(0; = 1) et
p = MZ/;/;,O(UQ =1). Alors on pose

1,1) avec probabilité p A p/,
—1,—1) avec probabilité (1 —p) A (1 — p/),

(whw;) = 17_1)
)

avec probabilité p — (p A p'),
~1,1

o~~~ o~

avec probabilité p' — (p A p').

Ayant défini le couplage au site i, on remplace A par
A\ {i} et on retourne a I'étape 1.

Il est clair que cette construction s’achéve en un nombre fini de pas. Vérifions qu’elle
fournit bien un couplage de ,uXm 50 €t ka0

On va vérifier qu’a chaque étape de la construction on a 'identité (I'identité analogue
pour l'autre marginale suit par symétrie) :

> Plog =wn, 05, = o, Ve & A) = pf (o) = wp, Yk € A), (2.8)

‘D/GQAn\A
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pour tout w € 4, \ . Supposons qu’on I'ait vérifiée pour A et montrons que cette propriété
est encore vérifiée a 'étape suivante. Il y a deux cas & considérer, selon que w et w’
coincident ou non sur 9°**A. Dans le premier cas, on a

P(Uz‘ = wj, Vi €A|0k :(;Jk,U;C :@;m szg_fA)
:pxn(ai:@i,wEA\ak:@k,ngA),

pour tout choix des w;, i € A, et le résultat suit de (2.8]), puisque

P(o;j =w;,Vi € Ay) =P(o; = w;, Vi € Ao = wy, Yk & A)
X P(og = Wi, Vk &€ A)
= ,an(Ui =w;, Vi € Aloy =wg, Yk & A)
X ,an(Jk = wg, Vk € A)
= ,an(ai =w;, Vi € Ay).

Dans le second cas, soit j le site mis a jour lors de cette étape de la procédure. Alors
Z P(oj = wj,0; = &} | o) = Wy, 0}, = @y, Yk € A)
o =+1
J
=y, (0j = wj| oy, = wr, Yk & A),

car (pAp)+(p—(pAp))=pet (L=p)A(L—p"))+(p'—(pAp))=1—p. On a donc
bien

> Ploy = wp,0p = &, Yk & A\ {5})

‘D/GQAU{J‘}
= p} (05 = ;| o) = wp, Yk & A)pif (o = g, Yk & A)
= uf (o = @y, Yk & A\ {5}).

Vérifions & présent que le couplage ainsi construit possede également la propriété (2.8)) :
puisque

<0—0>Xn;570 —(00)x,80 = 2MXn§B»O(0—O =1) = py,p0(00 = 1)
= 2(Li5o=1} — Loy=1})P
= 2(L{sp=1,0y=—1} — L{op=—1,04=1})P
< 2P(09 = L,09 = —1)
< 2P(UO # 06)7
et que la seule facon d’avoir oy # of, sous P est qu'il y ait un chemin connectant 0 &

O\, le long duquel w # w'. Pour voir cela, supposons que wy # wy, et considérons I’étape
de la construction ci-dessus lors de laquelle wg a été mis a jour. Manifestement celui-ci
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CHAPITRE 2. LE MODELE D’ISING

n’a pas pu étre mis a jour simultanément avec d’autres sommets a ’aide de la procédure
appliquée lorsque w = w’ sur 9™*A, car sinon wy = w|, par construction. Donc i a été mis
a jour individuellement. Mais 0 n’a pu étre choisi lors de cette étape que si I'un au moins
de ses voisins hors de A, appelons-le j, satisfaisait w; # w;-. En répétant cet argument,
on construit de proche en proche un chemin reliant 0 et 9A,, le long duquel w et w’ ne
prennent jamais la méme valeur.

L’observation suivante est qu’a chaque étape de l'algorithme précédent, la probabilité
que w; # wi est au plus de |[p — p/| < ME};B’O(O’%’ =1)— “{2‘};5,0(‘7%’ = 1) = tanh(2d3). On en
conclut que

PO A) < S Ploi # 0, View)

w:0—A¢

< > (tanh(2dB))" #{w : 0 «— AS, Jw| = k}
k>n

< (2d/(2d — 1)) > (tanh(2dB))* (2d — 1)*

k>n

et cette derniere expression tend vers 0, lorsque n — oo, pour tout S suffisamment petit.
(Pour obtenir la borne 2d(2d — 1)*~! sur le nombre de chemins auto-évitants de longueur
k partant de 0, il suffit d’observer qu’a chaque pas, sauf le premier, il y a au plus 2d — 1
voisins encore inoccupés.) Ceci prouve le résultat pour d > 2. Pour d = 1, on a bien
entendu un résultat plus fort :

P(0 <2 AS) < 2P(0; 2 o), Vi € Ay, i < 0) < 2(tanh(26))"+!

qui tend vers 0 pour tout 5 > 0. O

2.9 Unicité en champ magnétique non nul

Il nous reste donc a étudier 'effet du champ magnétique h. Dans cette section, nous
allons montrer qu’il y a toujours unicité de la mesure de Gibbs du modele d’Ising lorsque
le champ magnétique h # 0. Il existe deux facons de démontrer ce résultat : la premiere
passe par une autre inégalité de corrélation (inégalité GHS) qui implique que <O’0>§7h est
une fonction concave (et donc continue) de h > 0. Ici, nous utiliserons un autre type
d’argument, montrant que ’énergie libre est analytique lorsque h # 0. Bien entendu, la
fonction de partition en volume fini est analytique en h, et ne s’annule pas (c’est une
somme de termes strictement positifs). Ce qu’il convient donc d’exclure, ¢’est qu'un zéro
complexe approche 'axe réel dans la limite thermodynamique.

Théoréme 2.9.1. L’énergie libre f(B,h), vue comme fonction de la variable complexe h,
est analytique dans le domaine |Rh| > |Sh|. En particulier, il y a une unique mesure de

Gibbs dés que h € R\ {0}.

Remarque 2.9.1. [l est en fait possible démontrer que f(S,h) est analytique dans tout
le domaine Rh # 0 ; c’est le célébre Théoréme du cercle de Lee-Yang [18].
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Remarque 2.9.2. Il suit du théoréme[2.6.3 que 'aimantation est également une fonction
analytique de h lorsque Rh #£ 0.

Démonstration. Puisque ’énergie libre ne dépend pas de la condition au bord, il suffit de
considérer le modele avec condition au bord libre. Par symétrie, on peut aussi se restreindre
au cas Rh > 0, c’est-a-dire se restreindre au domaine 2 = {Rh > |Ih|}. On verra plus
bas que, pour tout A € Z%,

]Z h| > ZAﬁ%h Sk 2 Zi;ﬂ,o >0, (2.9)

dans le domaine Z.

Soit A, 1 Z% une suite croissante de cubes. On introduit la suite de fonctions g, (h) =
(Z3, .5, )1/ Anl On a les propriétés suivantes :
gn(h) est analytique dans le domaine 2, puisque |Z3 5| > 0 (on choisit la déter-
mination qui est réelle pour h € R,.)

— |gn(h)| < gn(Rh), et donc g, est localement uniformément bornée dans 2.

— La suite de fonctions g,, converge vers une fonction g sur I’axe réel (Théoreme|2.6.1]).
On rappelle deux théoremes classiques d’analyse complexe :
Théoréme de convergence de Vitali. Soit D un domaine ouvert de C, et (f,) une
suite de fonctions analytiques, localement uniformément bornées, dans D, convergeant
sur un ensemble ayant un point d’accumulation dans D. Alors f, converge localement
uniformément dans D, la limite étant par conséquent une fonction analytique.
Théoréme de Hurwitz. Soit D un ouvert de C et (f,,) une suite de fonction analytiques
convergeant localement uniformément dans D vers une fonction analytique f. Si fn(z) # 0,
pour tout z € D et pour tout n, alors f est soit identiquement nulle soit jamais nulle dans

D.

Il suit du Théoreme de convergence de Vitali que la suite de fonctions g, converge
localement uniformément vers une fonction g analytique dans le domaine Z. De plus, le
théoréme de Hurwitz montre que g ne s’annule pas dans & ; par conséquent, log g est aussi
analytique dans &, ce qui démontre le théoréme.

Il reste a montrer (2.9)). On utilise un argument de duplication du systéme : on écrit

‘Zi;ﬁ,hP = Z eﬁz{i,f'}cmiw(“i“’ﬁ” Wi+ sen (hwithes) )

On fait le changement de variables suivant : cosf; = 3(w; + w}) et sinb; « 3w — wl);
manifestement 6; € {0, 7/2,m,37w/2}. On vérifie aisément que
wiw;j + wiw; = 2cos(0; — 0;) = el0i=05) 4 6_1(91_91),
hw; + hw! = 2Rh cos(6;) + 2iShsin(6;) = (Rh + Sh)el% + (Rh — Sh)e i

Par conséquent, en développant ’exponentielle, on voit que

Bh|2 S S ameiZieAme

(9 )ZGA m= (mL)ZEA
m;€{0,1,2,3}
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avec des coefficients ., positifs, et croissants en Rh + Sh et en Rh — Sh. A présent, on
observe que

S ieamiti - ]S et =

{4A| sim; =0,Vi €A
(91')1'61\ ieN 6;

0 sinon.

On en déduit que |Z;’”\;ﬁ’h|2 = 4|A‘a(0707“_70), et donc que |Zi; 7h|2 est croissant en $th + Sh
et en Rh — Sh. Ceci prouve (2.9), puisque Rh — |Sh| = min(Rh + Sh,Rh — Sh) (et
évidemment, pour h € R, la fonction de partition est strictement positive puisqu’il s’agit
d’une somme d’exponentielles). O

2.10 Preuve des inégalités de corrélation

Dans cette section, nous démontrons les inégalités de corrélation utilisées dans les
sections précédentes.

2.10.1 Inégalités GKS

Il est plus naturel de les énoncer dans un cadre un peu plus général que celui introduit
précédemment.

Soit A un sous-ensemble fini de Z4, et J = (Ja)aca, une famille de nombres réels. On
considere la mesure de probabilité suivante sur (Qy,.%,) :

déf 1
vag(w) = exp{ Y Jowc},
’ Zyg
; CCh

ou l'on a utilisé la notation we = [[;cc wi.

Remarque 2.10.1. Les mesures /‘X;ﬁ,h’ /‘i;ﬁ,h et /‘X?E,h peuvent étre mises sous la forme
ci-dessus, avec Jo > 0, VC C A, si h > 0. Par exemple, pour la condition au bord +, il
suffit de prendre

h+B-#{jgA:j~i} siC={i} CA,
Jo=142 siC={i,j} CA, in~j

0 sinon.

Théoréme 2.10.1. Soient J = (Jo)oca et I = (J5)oca tels que Jo > |JG| (en particu-
lier Jo > 0), pour tout C C A. Alors, pour tout A, B C A,

(0a)r3 >0, (2.10)
(caoB)ng > (0a)a3(oB)AT, (2.11)
(Ca)rg = (oa)rdr s (2.12)
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Démonstration. Manifestement la fonction de partition Zj.5 est strictement positive. I
suffit donc de démontrer les résultats correspondants pour les numérateurs.

Zyg(oadng = > wa [] e’ev°

w CCA
=Y [T Y %
w CCAn>0

=2 wa ) H

(nc)oca CCA

’I’Lc>0
JAe
= 2 I 2 wa ]l wee
(nc)oca CCA w CCA

’I’Lc>0
La sommation sur w dans la derniére expression est de la forme
.
> Il
w 4eA

ou les m; dépendent des n¢ et de A. On voit alors aisément que

D e =11 2. wi™=0

w GeA €A Wz—il

uisque _ 1 w™ vaut 2 lorsque m; est pair, et 0 lorsque m; est impair. Ceci prouve
puisq wi=+1 Wi q pailr, q p p

Paffirmation (2.10)).
Afin de démontrer (2.11)), il est utile de dupliquer le systéme, c’est-a-dire d’écrire la

covariance de la fagon suivante :

<0'A0'B>A;J - <0'A>A;J<UB>A;J = <UA(UB - U/B)>VA;J®VA;J ’

la premiére mesure agissant sur w, et la seconde sur w’; et ot 'on a introduit o;(w, w') = w;
et o}(w,w’) = wl. On peut donc écrire

(ZA;J)2<UA(UB - UIB VA JQVA T — Z wA wB — wB H eJC wc+wc

CCA
Introduisant les variables w = wlw =w! " /wi, on obtient
!
Z walwp — wh) H elolwetwe) = Z wawp (1l — wh H ¢’eltwe)we
w,w’ CCA CCA
11
S )3 o [ erewiee,
OJ// CCA

Puisque 1 — wf; > 0, il suffit d’appliquer a la somme sur w (avec constantes de
couplages Jo(1 + wi) > 0) pour obtenir
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La preuve de (2.12)) est essentiellement identique. On écrit

(ZraZpg ){0A — O)ups0vy, = D (wa—wly) I elovetJowe

w,w CCA
U "
= 301 ol e et
W' w CCA
et on conclut comme précédemment puisque Jo + JHwd > 0. ]

2.10.2 Inégalités FKG

A nouveau, il est utile de considérer une situation substantiellement plus générale.

Soit x = (z1,...,2n),y = (Y1,...,yn) € E", 2 C R, n > 1. On déﬁnitﬂx\/y =
(1 Vyr, ..,z Vyp) et Ay = (21 Ay1,...,Tn Ayp). On écrit z < y lorsque x Vy =y,
et on dit qu'une fonction f : R™ — R est croissante si x <y = f(x) < f(y).

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.10.2. Soient fi,..., f1 des fonctions boréliennes, positives, sur Z", telles
que
fl(x)fQ(y) §f3($/\y)f4(ﬂc\/y), V:c,yEE".

Soit p=p1 ® ... R p, une mesure-produit o-finie sur B(="). Alors,
(fi)p(fo)p < (f3)ulfa)u -

Pour le modele d'Ising, = = {—1,1}. En choisissant p;(0; = s) = P2 e ©is
s = *£1, pour tout ¢ € A, et notant p la densité de MLX;,B,h par rapport & p = @;ca i, On
voit que le théoreme précédent appliqué aux fonctions

filw) =pw)f(w), fa(w) = pw)g(w), f3(w) = p(w), fi(w) = pw)f(w)g(w),
(f et g peuvent étre supposées positives sans perte de généralité, sinon il suffit de leur
ajouter une constante, ce qui ne change pas leur covariance) implique (2.3) pourvu que
p(w)p(w) < p(w V' )p(w Aw).

Or, puisque

p(w) o eXP(ﬁ > Wiwj) :
ijeA
i~vj

il suffit de vérifier que

wiw;j + wiw] < (wi Vwi)(wj V wh) 4 (wi Awj) (wj Aw}),
ce qui se voit immédiatement sur les 16 cas possibles (en fait, moins en utilisant les
symétries présentes).

Il reste donc & démontrer le Théoréme [2.10.2

2. On utilise les notations standards a Vb % max(a,b) et a Ab S min(a, b).
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Démonstration du Théoréme 2104 1’idée est la suivante. Ecrivons z = (X, u) et y =
(Y,v),ou X = (z1,...,2p-1) et Y = (y1,...,Yn—1). On va montrer que l'inégalité

fi(@) fay) < fs(z Ay) fa(z Vy). (2.13)
implique I'inégalité . . . .
HX)f2(Y) < fs(XAY)fa(X VYY), (2.14)

ot fi = (fi(X,)) uns 12 moyenne étant prise sur la derniére coordonnée. Par conséquent,
en appliquant cet argument n fois, on obtient I'inégalité recherchée.
Le membre de gauche de (2.14) peut s’écrire

(X, w) oY, 0) pnopn = (Lu=op [1 (X 10) f2 (Y, 0)) i
+ (1{u<v}(f1(X7 u)f2(Y7 ’U) + fl(X7 'U)fQ(K u))>,un®un'
De méme, le membre de droite de s’écrit
([s(XAY, u) fa(X VY, 0))p@p, =

(Lu=o} [3(X AY,0) fa(X VY, 0)) p,0pn
+ (Luco} (BXAY u) fa(X VY, 0) + f3(X AY,0) fa(X VY, 0))) p i -

On voit donc que lorsque v = v, 'inégalité donne immédiatement le résultat désiré.
Lorsque u < v, on pose A £ fi(X, u)fo(Y,v), B £ fi(X,0)fa(Y,u), C £ f3(X A
Y, u)f2(X VY,0) et D= f3(X AY,0)fs(X VY,u). Il suffit alors d’observer que
implique que A < C, B < C et

AB = f1(X,u) f2(Y,u) f1(X,v) f2(Y,v)
< (X AY u)fy(X VY,u) fs(X AY,0)f4(X VY,v)=CD.

(2.14) sera donc établie si I'on peut montrer que A+ B < C + D. Mais ceci est évident
puisque

(C+D—-A—-B)/JC>1—(A+B)/C+ AB/C*=(1—-A/C)(1 - B/C) > 0.

(Observer que l'inégalité désirée est trivialement satisfaite si C' = 0.) t

2.11 Résultats élémentaires sur les fonctions convexes

Dans cette section sont regroupés quelques résultats élémentaires sur les fonctions
convexes d’une variable réelle.

Théoréme 2.11.1. Soit I C R un ouvert, et f: I — R une fonction conveze. Alors
1. Les dérivées a droite et a gauche, OF f(z) et O~ f(x) existent en tout point x € I.
2. 0% f(x) > 0~ f(x), pour tout x € I.
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0T f et O~ f sont croissantes.
0T f est continue a droite, O~ f est continue d gauche.
L’ensemble {x : 0T f(x) # 0~ f(x)} est au plus dénombrable.

Si (gn)n>1 est une suite de fonctions convezes de I — R convergeant ponctuellement
vers une fonction g, alors g est également convexe. De plus, si g est dérivable en x,
limy, 00 0T gn(2) = limy, 00 0 gn(x) = ¢'(2).

S @A

Démonstration. Laissée en exercice. O
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Chapitre

Champs aléatoires markoviens et mesures

de Gibbs

Dans ce chapitre, nous revenons a la problématique générale. Nous allons commencer
par définir précisément la notion de champ aléatoire markovien sur un graphe, fini, et
celle de mesure de Gibbs avec potentiel plus-proches-voisins. Nous montrerons ensuite
I’équivalence de ces deux notions de champs aléatoires.

3.1 Définitions

Soit G = (V, E) un graphe fini simple (c’est-a-dire sans boucles, ni arétes multiples),
et S un ensemble dénombrable non-vide. On note i ~ j la relation “i et j sont connectés
par une aréte de E”. Une clique de G est un sous-ensemble K C V tel que i ~ 7, Vi, 5 € K.

On note Q < SV T'espace des configurations, et .# = () Pensemble des parties de
Q2. On note oy, i € V, les variables aléatoires définies par o;(w) = w;.

L’ensemble des mesures de probabilité sur (£2,.%#) est noté .#1(Q2,.%); on appelle de
telles mesures de probabilité des champs aléatoires. Afin d’alléger I’écriture, on utilise la
méme notation pour le champ aléatoire et sa densité, c’est-a-dire qu’on écrit P(w) pour
P({w}).

On dira qu’un champ aléatoire est strictement positif si P(w) > 0 pour toute configu-
ration w € Q.

3.1.1 Champs aléatoires markoviens

Un champ aléatoire P € .# (2, %) est markovien s’il est strictement positif et possede
la propriété de Markov suivante : pour toute configuration w € €2 et tout ¢ € V,

P(o; = wi|ox = wi, k # 1) =P(0; = wj | o) = wg, k ~ 7).

Remarque 3.1.1. Tout champ aléatoire sur G peut étre vu comme un champ aléatoire
markovien sur un graphe auquel on aura ajouté suffisamment d’arétes; en particulier,
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tout champ aléatoire sur G est un champ aléatoire markovien sur le graphe complet avec
sommets V' (c’est-a-dire le graphe G = (V, E) tel que i ~ j, Vi, j € V tels que i # j).

3.1.2 Mesures de Gibbs

On appelle potentiel une collection (®4) acy de fonctions 4 : @ — R telles que chaque
® 4 ne dépende que des valeurs (w;)ic4 prise par w sur A.

Un potentiel (®4)acy est dit plus-proches-voisins (p.p.v.) si ®4 = 0 lorsque A n’est
pas une clique de G.

Etant donné un potentiel (®a)acy, on définit I’énergie de la configuration w par

H(Ww) =Y Paw).

ACV

A est appelé ’Hamiltonien.
La mesure de Gibbs associée au potentiel (® 4) acy est le champ aléatoire P € .7, (92, .F)
défini par

ot la fonction de partition Z = 3 o e ).

3.1.3 Potentiels canoniques

Manifestement, il existe une infinité de potentiels donnant lieu & la méme mesure de
Gibbs. On parle de potentiels physiquement équivalents. Il est utile de pouvoir associer a
une mesure de Gibbs un unique potentiel de fagon canonique.

Soit P € #1(Q,.#) un champ aléatoire strictement positif, et soit 0 un des éléments
de S. Le potentiel canonique (:ISA)AQV associé a P est défini par

Dp(w) E Y ()PP,
BCA

ol U(w) = —(logP(w) — logP(0)), avec 0 € Q, 0;(0) = 0, Vi € V, et wP € Q est définie
par

(2

B déf {OJZ SIZEB,

0 sinon.

On vérifie immédiatement que ceci définit bien un potentiel. Le lemme suivant implique
que si P est une mesure de Gibbs associée & un potentiel (4)acy, et si (P4)acy est le
potentiel canonique associé a P, alors (®4) acy et (&) A) Acy sont physiquement équivalents ;
par conséquent, on peut associer de maniére unique un potentiel canonique a une mesure

de Gibbs.

Lemme 3.1.1. Soit P un champ aléatoire strictement positif et (&)A)Agv le potentiel
canonique qui lui est associé. Alors P est la mesure de Gibbs associée a ce potentiel.
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Démonstration. La mesure de Gibbs associée au potentiel (&) A)Acy est donnée par

Bw) = > expd — 3 &>A<w>}

ACV BCA
= % exp | — Z \If(wB) Z (—1)0}
BCV CCV\B
1
-z )
= m]}”(w)
=P(w)

La quatrieme identité suit du fait que ch/\B(—l)‘C| = (1 — 1)"\Bl est nulle pour tout
B #V, et la derni¢re du fait que P et P sont des mesures de probabilité (en particulier,
on montre par la méme occasion que Z = 1/P(0)). O

3.2 Equivalence

Dans les sous-sections précédentes, on a défini deux types de champs aléatoires sur G.
Le théoréme suivant, habituellement appelé théoréme de Hammersley-Clifford (mais sur
lequel de nombreux autres probabilistes ont travaillé, parmi lesquels Averintsev, Spitzer,
Besag, Preston, Grimmett, Kozlov, Sullivan), montre que ces deux notions coincident
lorsque le potentiel associé est p.p.v..

Théoréme 3.2.1. Un champ aléatoire P € 4, (Q, . F) est markovien si et seulement si P
est une mesure de Gibbs avec potentiel p.p.v..

Démonstration. Soit P une mesure de Gibbs avec potentiel p.p.v., et soit w € Q. Alors

H €—<I>A(w)

. ACV
P(o; = w; | o = wg, Yk # i) = Z H Al
neQ ACV
nj=w;,VjFi
H e~ Paw)
ACV
_ A>i
Z H e—2aln)’
neq ACV

nj=Ww; Ni#i A>i
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Le membre de droite ne dépendant que de w; et des (w;),~i, on en déduit que
P(o; = wi | o = wi, Yk # i) = P(o; = w; | o) = wg, VEk ~ 1),

et donc que P est markovien.

Réciproquement, supposons que P soit un champ aléatoire markovien et (EIV> A)ACV son
potentiel canonique. Le Lemme [3.1.1] montre que P est la mesure de Gibbs associée au
potentiel (513 A)Acy. Il ne reste plus qu'a vérifier que celui-ci est p.p.v., c’est-a-dire que
d4=0si Anest pas une clique. Soit A CV, et i,j € A tels que i o j. On a alors

®a(w) = Y (~HNPloP)
BCA
= Y (_1)|A\B|{q/(w3) — (B — (B \I](wBu{ivj})}_
BCA\{i,j}

Il suffit donc de montrer que
log P(w?) — log P(wPU}) — log P(wPY1}) 4 log P(wBYH}) = 0,

or ceci est équivalent a
p(wBu{i}) p(wBU{iJ})

P(wB) — P(wBY})’

c’est-a-dire

P(o; = w; | ok :wfu{j},Vk#i) _ P(o; = w;| o) = wP Yk # i)
P(o; =0]op =wl W Wk £i)  Ploi=0]ox=wpVk#£1i)’

Puisque P est markovien, cette derniere identité peut également s’écrire

P(oi = wi| o = w9 Wk~ i) P(o; = wi| oy = wB,VE ~ i)

P(aizolak:wfu{j},kai) Py = 0] = wf,Vk~i)

et la conclusion suit puisque wfu{j - w,? pour k ~ 1. ]
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Chapitre

Simulation de champs markoviens

Dans ce chapitre, nous allons décrire quelques méthodes permettant d’obtenir des
échantillons d’'un champ markovien en volume fini. La simulation de champs aléatoires est
un domaine tres actif, et on pourrait facilement y consacrer un cours entier. Ici, nous nous
contenterons donc d’un bref survol.

4.1 Méthode de Monte-Carlo

Soit P € #1(2,.#) un champ markovien sur le graphe G = (V, E), a valeur dans un
ensemble S que l'on supposera fini, S = {1,...,|S|}. On désire tirer une configuration
de €2 avec probabilité P. Une facon naturelle de procéder est d’introduire une chaine de
Markov irréductible et apériodique sur ’ensemble fini €2, choisie de sorte a ce que son
unique mesure invariante soit P. Nous allons discuter le cas standard de l'algorithme du
“réservoir thermique” (heat bath, en anglais). Dans celui-ci, on passe d’une configuration
w & une autre configuration w’ de la fagon suivante : on tire un nombre u € [0, 1] avec la
mesure uniforme, et un sommet i € V, également de fagon uniforme. On partitionne (a
un ensemble de mesure 0 pres) Uintervalle [0,1] =\ cg s en |S| sous-intervalles ouverts
disjoints de longueur |.%| = P(0; = s|0; = wj,Vj ~ 7). On pose alors

w; sijg#i,
o {j J#

= L (4.1)
s sij=ietuée .

En d’autres termes, apres avoir choisi un sommet au hasard, on fixe la valeur de la confi-
guration en ¢ a s € S avec probabilité

P(Ui = S’O’j = w]',Vj ~ 7,)
Notons T(w — w') les probabilités de transition correspondantes.

Lemme 4.1.1. L’unique distribution stationnaire de la chaine de Markov construite ci-
dessus est P.
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4.2. SIMULATION PARFAITE

Démonstration. Tout d’abord, la chalne construite est manifestement irréductible et apé-
riodique, et par conséquent posseéde une unique mesure stationnaire. Soit w’ € €. On
a

Z Pw) T(w — ') = Z Z P(w) T(w — ')
icV

wehd wj:woz:,Vjii
= |V|_IZP(0'¢:w£|ak:w;€,Vk‘~i) Z P(w)
i€V W
wj:wj,‘v’j;éz
=[VI7' Y P(W)
%
=P(w'),
ce qui montre que la distribution stationnaire de la chaine est bien P. ]

On est alors confronté & un probléme d’ordre pratique : on ne peut évidemment laisser
cet algorithme tourner infiniment longtemps, et il faut donc 'interrompre apres un nombre
fini M d’itérations. Comment doit-on choisir M si I'on veut étre assuré d’étre proche de
la distribution stationnaire 7 Une approche possible est d’étudier la vitesse de convergence
de la chaine. Malheureusement, une telle approche ne fournit en général que des bornes
trop grossieres pour étre réellement utiles en pratique, méme si elles peuvent donner des
indicationslﬂ Par chance, il existe une variante de ’algorithme ci-dessus, ne nécessitant
qu’un nombre fini (mais aléatoire!) de pas, et garantissant que la distribution obtenue est
eractement la distribution stationnaire : on parle alors de simulation parfaite.

4.2 Simulation parfaite

Nous avons vu qu’il est aisé de construire des chaines de Markov dont la mesure sta-
tionnaire est le champ markovien que ’on désire simuler. Nous allons a présent en donner
une variante appelée “couplage depuis le passé” (coupling from the past, en anglais) qui
permet de générer des configurations distribuées exactement selon la mesure stationnaire
tout en ne nécessitant qu’un nombre fini d’itérations. Cette variante est diie a Propp et
Wilson [22].

Soient gy, ., w,w’ € Q, les probabilités de transition d’une chaine de Markov X
irréductible et apériodique de mesure stationnaire P. Afin d’analyser la dépendance en
I’état initial de la chaine, on démarre, au temps tg, |2| copies de celle-ci, chacune partant
d’un état différent. L’évolution se fait de facon indépendante, tant que les trajectoires ne
coincident pas. Si deux (ou plus) trajectoires coincident & un temps ¢, alors on les fait
évoluer ensemble pour tous les temps ultérieurs, comme représenté sur la Figure [{.I On

1. Pour nuancer un peu ces propos, de tels algorithmes de simulations sont utilisés régulierement, par
exemple par les physiciens, méme en ’absence d’information sur la vitesse de convergence ; pragmatiques,
ils se content souvent de lancer la simulation & partir de différentes configurations initiales, et estiment
avoit attendu suffisamment longtemps si les résultats obtenus ne dépendent pas (trop) de la configuration
initiale.
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CHAPITRE 4. SIMULATION DE CHAMPS MARKOVIENS

FIGURE 4.1 — Trois copies d’une chaine partant de trois états différents. Les (ici, deux) instants
de coalescence sont indiqués.

1/2 1/2

A T
I/QCQA oB ocC

>~ o~
1/2 1

FIGURE 4.2 — Un exemple montrant qu’a l'instant de coalescence, on n’a pas la distribution
stationnaire : ’état C ne pouvant étre atteint qu’en venant de I’état B, il n’est pas possible que les
chaines soient dans I’état C au moment de la coalescence.

réalise ainsi un couplage de ces |€2| chaines. Une fagon équivalente de présenter ce couplage
est de considérer une famille ( fx)xez de fonctions aléatoires i.i.d. f : © — Q de loi Q telles
que, pour tout w’ € Q, Q(fo(w) = ') = ¢y indépendemment pour chaque w € . La
distribution au temps t € N de la chaine partant de I’état w au temps ty < t est donc
identique a celle de F} (w) = fi—10 fi_a 00 fro410 fro(w).

Lemme 4.2.1. Il existe Q-presque-sirement un temps N < oo tel que F{V est une
constante.

Démonstration. Par irréductibilité et apériodicité, il existe K < oo tel que la proba-
bilité d’aller de w & w’ en K pas est strictement positive pour toute paire w,w’ € Q.

Par conséquent, Q(Ff€ = const) est également strictement positive. Les événements
{Fn}?:_ll = const}, n > 0, étant i.i.d., on peut trouver, avec Q-probabilité 1, un n tel que
Fr(;;;;ll)K soit constante. /

Soit t5 > t1 > 0; observant que Fttf = const implique F{' = const pour tout ¢’ > t5, on
en déduit que F{ sera constante pour tout ¢ suffisamment grand. O

Manifestement, une fois que les || trajectoires ont coalescé, toute information sur
I’état de départ est perdue, et on pourrait donc penser que 'on obtient & cet instant
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4.2. SIMULATION PARFAITE

iFET(w) =F'p(w)

0 T T/

FIGURE 4.3 — Représentation schématique de ’évolution. Haut : couplage depuis le passé; F°,
étant constante, c’est également le cas de F,,, et leur unique image est identique. Bas : évolution

Ve / . . . . ’ ’ .
vers le futur; F étant constante, F l'est aussi, mais il n’est plus vrai en général que leur unique
image est identique.

un échantillon distribué selon la loi stationnaire. Mais c’est faux, comme on peut le voir
facilement sur 'exemple de la Figure [£.2]; le probléme est que 'observation n’est pas faite
en un temps déterministe, ce qui conduit a un biais. Cette idée n’est cependant pas a
rejeter complétement, et il se trouve qu’une modification tres simple permet de la faire
fonctionner.

L’idée est de ne pas chercher a coupler “dans le futur” comme on vient de le faire,
mais “depuis le passé” : on va démarrer les |{2| chaines & un temps suffisamment reculé
dans le passé, et observer le résultat au temps 0. Plus précisément, on sait que F°, =
f-10foo0---f_4i10 f4 est constante pour tout ¢ suffisamment grand (remarquez que
I’on n’exige pas que le temps auquel la coalescence de toutes les copies a lieu soit égal a
0, mais seulement que cela ait eu lieu avant 0; cette différence est cruciale).

Lemme 4.2.2. Soit M une variable aléatoire telle que FEM soit constante (M peut étre
choisie finie, Q-presque strement). Alors la distribution de 'unique image de FEM est
précisément P.

Démonstration. Soit w € 2. Comme FET est Q-presque stirement constante pour tous les
T suffisamment grands, la limite

FO () ¥ lim FOp(w)

T—o0

existe Q-presque silirement, et est Q-presque siirement indépendante de w (voir la Fi-
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CHAPITRE 4. SIMULATION DE CHAMPS MARKOVIENS

gure [4.3]). De plus, on a 1'égalité suivante (presque stirement)
0 0
F—oo == F—M‘

La conclusion suit, puisque, par ergodicité de la chaine de markov, F' 900 suit la distribution
invariante,
d

F° =P

O

Remarque 4.2.1. Il peut étre utile de réaliser ce qui me marcherait pas si l'on avait
procédé “vers le futur” : dans ce cas, il n’est pas vrai que la limite

. T
55, Fo ()

existe. En effet, il est méme faux que FJ (w) = Fy T (w) en général! Un coup d’oeil d la
Figure[4.5 peut peut-étre aider.

En résumé : si FctAleatoire() est une routine qui retourne une fonction f distribuée
selon Q, alors I’algorithme

t<+<0

F? + identité

répéter
t—t—1

f « FctAleatoire()
F)+ FY of
jusqu’a F? est constante
retourner 1'unique valeur dans I'image de F)

renvoie un élément de ) distribué selon P apres un temps presque-siirement fini.

Faisons a présent quelques commentaires a propos de I'implémentation d’un tel algo-
rithme.

Temps d’échantillonage. Il n’est pas nécessaire (et pas désirable du tout!) d’appliquer
I’algorithme ci-dessus pour chaque ¢ < 0. Il suffit bien sfir de choisir une suite décroissante
de temps T < 0, Ty | —o0, et de vérifier successivement, pour k = 1,2,..., si F%g est
constante. On peut montrer que le choix T}, = —2* est proche du choix optimal.

La dynamique sous-jacente. Bien entendu, un pas de temps dans ’algorithme ci-
dessus ne correspond pas nécessairement a ’application d’un pas de la chaine de Markov
sous-jacente. par exemple, dans le cas de la dynamique du bain thermique, un pas de la
chaine de Markov ne modifie qu’au plus un spin, et ne favorise donc guére la coalescence
des trajectoires. Il est beaucoup plus judicieux pour chaque pas de ’algorithme ci-dessus,
d’effectuer un nombre suffisant de pas de la chaine de Markov.
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4.2. SIMULATION PARFAITE

Il est aussi important de bien choisir cette dynamique sous-jacente. Plus elle converge
rapidement, plus l'algorithme de couplage depuis le passé s’arrétera rapidement. Par
exemple, appliquée au modele d’Ising, la dynamique de bain thermique introduite précé-
demment converge rapidement dans le régime d’unicité, mais sa convergence est catastro-
phique dans le régime de coexistence des phases. Heureusement, il en existe de meilleures,
au moins dans certaines situations, cf. la section

Couplage indépendant. Le couplage utilisé ci-dessus est tel que fo(w) est choisie
comme étant égale a w’ avec probabilité ¢, . indépendemment pour chaque w € 2. Le
choix d’un tel couplage indépendant entre les différentes trajectoires jusqu’a leur rencontre
n’est bien entendu pas le seul possible. En fait, on peut en général faire beaucoup mieux,
en choisissant un couplage qui favorise une coalescence plus rapide du processus. On en
verra un exemple ci-dessous.

Couplage monotone. Une faiblesse de ’approche esquissée ci-dessus devrait étre évi-
dente : la nécessité de considérer des chalnes partant de chaque état de 2 peut sembler
rendre cette approche inutile pour les champs aléatoires. Apres tout, pour le modele d’Ising
dans une boite carrée de 500 sites sur 500 sites (la taille utilisée pour les simulations de
la Figure , le nombre de configurations est déja de 2250090 ~ 1075257 | Heureusement,
dans de nombreuses situations importantes il est possible d’utiliser des propriétés d’ordre
afin d’éliminer cette difficulté. Décrivons le principe dans le cas du modele d’Ising. Nous
avons vu, dans la sous-section [2.10.2} que Q,, peut étre muni d’un ordre partiel naturel.
On introduit le couplage suivant : on tire un nombre u uniformément dans [0, 1] et un site
i uniformément dans A, = {—n,...,n}? et on définit fy(w) comme dans (4.1), c’est-a-dire

qu’on pose fo(w) = w’, on wé- = wj pour tout j # ¢, et w} prend valeur 1 avec probabilité

_ -1
1o (0i = 1|0k = wi, Vh ~ i) = (14 exp(—28 Y w; — 2h))

j~i

et valeur —1 sinon. Remarquez que ce couplage n’est pas du tout indépendant, puisque
I’on utilise les mémes 7 et v pour toute configuration initiale w. En observant que

(1+exp(-28Y w; - 2h)>71

g

est une fonction croissante de w, on constate que ce couplage possede la propriété suivante :
si w < W', alors fo(w) < fo(w'). Un tel couplage est dit monotone.

L’intérét de ce couplage est qu’il suffit de comparer deuz trajectoires : celles partant
des configurations w = 1 et w = —1 dans A,. En effet, comme toute trajectoire partant
d’une autre configuration va toujours étre prise en sandwich entre ces deux trajectoires-ci,
ce seront les dernieres a coalescer.

En outre, ce couplage est plus efficace que le couplage indépendant, dans le sens qu’il
couple plus rapidement des trajectoires distinctes.
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CHAPITRE 4. SIMULATION DE CHAMPS MARKOVIENS

4.3 Algorithmes par amas

Dans le cas du modele d’Ising, la dynamique de bain thermique converge tres lentement
dans le régime de coexistence des phases. En effet, la dynamique va rapidement converger
vers un état ou la boite se retrouve partagée en régions occupées soit par la phase -+, soit
par la phase —, séparées par des interfaces. La relaxation de ces interfaces est tres lente,
car il n’y a pas de biais en faveur d’une des deux phases (sauf éventuellement au bord du
systéme). Ceci donne lieu a des temps de convergence explosant comme une exponentielle
étirée avec la taille du systeme.

Nous allons présenter dans cette section une dynamique alternative, moins locale, qui
ne souffre pas de ces défauts (du moins sur Z?¢ et pour des conditions au bord appro-
priées; remarquez aussi que d’'un point de vue théorique, il y a tres peu de résultats
sur les vitesses de convergence de cet algorithme, bien que d’un point de vue pratique
il fonctionne si bien qu’il est, avec d’autres algorithmes analogues, presque toujours uti-
lisé aujourd’hui). Cette dynamique repose sur une représentation géométrique du modele
d’Ising connue sous le nom de représentation de Fortuin-Kasteleyn, ou représentation en amas
aléatoires (random cluster representation, en anglais). Celle-ci est aussi extrémement utile
pour I’étude mathématique du modele d’Ising et de certaines de ses généralisations.

4.3.1 FK percolation

L’espace de configuration du modele est Z & {0,1}4% on 2(z4) ¥ {{i,j} c z¢ :
i ~ 7} est ’ensemble de toutes les paires (non-ordonnées) de plus-proches-voisins de Z4,
que l'on appellera les liens. Etant donné un élément w € = et un lien e, on introduit
la variable aléatoire n.(w) = we; un lien e € Z(Z%) sera dit ouvert ou fermé dans la
configuration w selon que n.(w) = 1 ou 0. Les composantes connexes maximales de liens
ouverts sont appelés les amas de w, chaque sommet isolé de Z% étant considéré comme un
amas.

Soit A € Z¢ et 7 € Z. La mesure de FK dans A, avec condition au bord 7 et parameétres
p € [0,1] et ¢ > 0, est la mesure de probabilité suivante sur la tribu-produit associée a =

_ L FK7,F7‘ _1 L ZeﬁA;ﬁ@ ne(w) 9’t("‘}) 1 = n p—
Visp.q(@) ar ) (Zyyg) (%) q i ne(w) = fie, e N A =,

0 sinon,

ou la variable aléatoire M(w) compte le nombre d’amas disjoints intersectant A, et la
. o FK,n S
fonction de partition Z A,p’Z sert de constante de normalisation.
Dans cette section, on va s’intéresser tout particulierement au cas de la mesure avec

condition au bord ouverte (wired boundary condition, en anglais), n = 1, que 'on notera

1
Vg

Le cas ¢ = 1 est connu sous le nom de modéle de percolation; il s’agit d’'un modele
extremement étudié. Dans ce cas, on voit que la mesure introduite ci-dessus n’est autre
que le produit sur .& (Zd) de mesures de Bernoulli de parameétre p (c’est-a-dire que chaque
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4.3. ALGORITHMES PAR AMAS

lien est ouvert avec probabilité p et fermé avec probabilité 1 —p, indépendemment de 1’état
des autres liens).
Le facteur ¢ introduit une dépendance entre ces variables aléatoires, et pour cette
raison le modele de Fortuin-Kasteleyn est souvent présenté comme un modele de percola-
tion dépendante.

Il se trouve que le modele de Fortuin-Kastelyn se réduit a de nombreux autres modeles
d’intérét (pas tous décrits dans ce cours) lorsque ¢ varie : au modele d’Ising lorsque ¢ = 2,
au modele de Potts a ¢ états, lorsque ¢ € N, ¢ > 3, & la mesure uniforme sur les arbres
couvrants de Z¢ dans la limite ¢ | 0 et ¢/p — 0.

Nous ne décrirons ici que le cas ¢ = 2, et sa relation avec le modele d’Ising. Soit uj{; 5.0
la mesure de Gibbs en volume fini du modele d’Ising dans la boite A, avec condition au
bord +, et parameétres 8 et h = 0.

Considérons les algorithmes suivants :

Entrées : une configuration w tirée selon la mesure ,uX; 5.0
pour chaque lien e = {i,5} de £ (Z%) faire
si w; # w; alors
| Me <0
sinon
u <— Uniforme([0, 1])
si u < p alors
| e <1
sinon
| Me <0
fin

fin

fin
retourner la configuration n € =

Entrées : une configuration 7 tirée selon la mesure V}\;p’Q
pour chaque amas fini de la configuration n faire

s < Bernoulli({—1,1},1/2)

pour chaque site i de l’amas faire w; + s
fin
pour chaque site i de l’amas infini faire w; < 1
retourner la configuration w € {—1,1}%°

Lemme 4.3.1. Supposons la relation p = 1 — €2 satisfaite. Alors la configuration 1 re-
tournée par le premier algorithme est distribuée selon V}\.p 9, €t la configuration w retournée

par le second algorithme est distribuée selon NX-B 0

Démonstration. Le lemme est une conséquence immédiate de ’observation suivante : on
. + 1 . -
obtient un couplage Py, des mesures A:8,0 €6 VA, o € associant au couple (w,n) € QX E
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CHAPITRE 4. SIMULATION DE CHAMPS MARKOVIENS

une probabilité proportionnelle &

11 (p”e(l - p)l‘”el{wi—w)ﬁe:@)
e={i.jleZ (2%

siw; = 1 pour tout 7 € A et . = 1 pour tout e N A = (). En d’autres termes, on choisit
indépendemment et uniformément le spin en chaque site et ’état de chaque lien, puis
on conditionne sur le fait que si deux sites sont reliés par un lien ouvert alors les spins
correspondants coincident. Vérifions que ceci fournit bien un couplage : en notant Pj{’;;s la
marginale sur €2, et PI}S‘; la marginale sur =, on a

Pip@ oy I (0= s n=a)
N e={i,j},eNA£D

= II 0t
e={i,j},eNA#0
— eiw Ze:{i,]’},eﬂA;ﬁ({) l{wﬁéwj-}

X MX;ﬁ,o(w)a

ou la somme est prise sur toutes les configurations n € = telles que 7. = 1 pour tout
e N A = (). Similairement,

Pz <X T (709 s o)
w e={i,j}
= 2" T (p™(1-p)'™)
e={i.j)
X le\;p72(7])7

ou la somme est prise sur toutes les configurations w € €2 telles que w; = 1 pour tout
1€ A. O

4.3.2 Dynamique de Swendsen-Wang

Il est a présent tres facile de construire une nouvelle chaine de Markov dont la me-
sure stationnaire est MX; 50 ° On passe d’une configuration w a une configuration w’ en
appliquant successivement (et dans lordre) chacun des deux algorithmes présentés avant
le lemme La premiere application génere (aléatoirement) une configuration n de
liens, compatible avec la configuration de spin w; la seconde application retourne une
nouvelle configuration (aléatoire) de spins w’, compatible avec la configuration de liens
intermédiaire 7.

Lemme 4.3.2. La chaine de Markov introduite ci-dessus converge vers :“Xﬂ 0

Démonstration. Le lemme montre que si la configuration w est distribuée selon /‘X- 5.0

alors c’est encore le cas pour la configuration w’, donc uj{, 50 €st bien une mesure station-
naire de la chaine. Puisque n’importe quelle configuration w’ (compatible avec la condition
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4.3. ALGORITHMES PAR AMAS

au bord) peut étre atteinte en une étape (ceci est possible, par exemple, si tous les liens
de la configuration intermédiaire 7 sont fermés), la chaine est irréductible et apériodique,
et donc ergodique. O

Les grands avantages de cette dynamique par rapport a celle du bain thermique sont
sa nature non-locale, qui lui permet de se déplacer plus rapidement dans ’espace des confi-
gurations, et le fait qu’elle ne distingue pas les différentes phases d’équilibre et fonctionne
ainsi tres efficacement méme dans le régime de coexistence des phases.

Remarque 4.3.1. Une limitation de cette approche est liée a la condition au bord. S’il
est bien entendu possible de traiter également les conditions au bord —, libre et périodique,
il n’en est pas de méme pour des conditions au bord générales i, car celles-ci induisent en
général des contraintes sur les connections autorisées a lintérieur de A (si w; # wj, alors
il ne peut pas y avoir d’amas connectant i a j).

Remarque 4.3.2. Malgré le caractére non-monotone de cette dynamique, il est tout de
méme possible de l'utiliser dans une approche “couplage depuis le passé”, en utilisant une
technique dite de chaine dominante (bounding chain, en anglais) afin de détecter le moment
de la coalescence. Nous ne discuterons pas de cette technique ici.
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Chapitre

Modeles avec symétrie continue

Dans le chapitre [2| nous avons étudié de fagon assez détaillée la transition de phase du
modele d’Ising. En particulier, nous avons vu que la transition de phase en température
(qui a lieu lorsque h = 0 et d > 2) correspond a une brisure spontanée de symétrie : lorsque
B < B¢, il y a une unique mesure de Gibbs en volume infini, invariante sous ’échange des
spins + et — ; au contraire, lorsque 8 > ., il n’y a plus unicité, et I’on a montré I’existence
de deux mesures distinctes ME,O et g n’étant plus invariantes sous 1’échange des spins
(puisque, par exemple, <0’0>EO > 0). Notons toutefois que I'image de :“E,o sous échange des
spins est précisément 1,00 €t réciproquement.

Dans le présent chapitre, nous allons étudier l'effet de la présence d’une symétrie
continue (c’est-a-dire 'invariance sous I’action d’un groupe de Lie) sur les transitions de
phases. Nous verrons en particulier que celles-ci sont beaucoup plus difficiles a briser : il n’y
a généralement pas de transition de phase pour de tels modéles markoviens en dimension
2.

Avant de faire cela, nous allons briévement discuter de facon générale la relation entre
les symétries présentes au niveau de I’Hamiltonien, et celles présentes au niveau des me-
sures de Gibbs (en volume infini).

5.1 Symétrie et mesures de Gibbs

On considere un champ markovien dont ’espace des configurations est 2 = SZ. Soit
(Miﬁ)nzl une suite de mesures de Gibbs en volume fini, convergeant vers une mesure de
Gibbs en volume infini p. Soit G un groupe de transformations g : S — S'; on note g(w) la
configuration telle que o;(g(w)) = g(w;), pour tout i € Z¢. On suppose que I'Hamiltonien
du systéme est invariant sous l'action de G, c’est-a-dire que Hp(g(w)) = Hp(w) pour tout
geG weNet Az

Lemme 5.1.1. Sous les hypothéses décrites ci-dessus, les mesures g(u) - pog ! gegG,
sont aussi des mesures de Gibbs en volume infini (pouvant éventuellement coincider avec
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5.2. DEFINITION DU MODELE

w). En particulier, s’il y a unicité de la mesure de Gibbs en volume infini, on doit avoir
g(p) = p, pour tout g € G.

Démonstration. Il nous suffit de construire une suite de mesures de Gibbs en volume fini
convergeant vers g(u). Etant donné que, pour toute fonction f, tout sous-ensemble A € Z?
et toute configuration w,

Z e—«%”A(w)f(w) — Z e—ifA(g(w))f(g(w))

w:

wimi; Vi A wimg— L (@), VigA
= Y e Wf(gw),

w:
wi=g " (@;),VigA

on voit immédiatement que
(DR = (Fog)in.

Or, le membre de droite converge, lorsque n — oo, vers

<f ° g>,u = <f>,u,og*1 = <f>g(,u)7
(@n))

n

et la suite (ug n>1 convient donc. O

Remarque 5.1.1. Nous avons supposé, pour simplifier les notations, que le groupe de
symétrie agissait directement sur S. On aurait pu supposer que son action n’était définie
que sur Q, et qu’en particulier le groupe puisse agir sur les coordonnées i € Z%. Ceci
permet par exemple de discuter la symétrie sous les translations. 1l est facile de vérifier
que l'argument ci-dessus s’applique également a cette situation plus générale.

Dans le cas du modele d’Ising avec champ magnétique nul, I’Hamiltonien est invariant
sous 'action du groupe de symétrie G = {e, f} sur {—1,1}, oil e est I'identité et f(s) & —s.
Nous avons vu que cette symétrie est préservée lorsque d = 1 ou lorsque d > 2 et § < f.(d),
puisqu’il y a unicité de la mesure en volume infini dans ces cas-la, alors qu’elle est brisée

en dimension d > 2 lorsque 8 > (., puisque “E,o * o = f (N,JBF,O)'

5.2 Définition du modeéle

Une configuration du modele est une application w : Z¢ — S', ot S! est le cercle unité
les éléments de S' sont paramétrés par I’angle correspondant. L’ensemble des configura-
tions est noté Q. A chaque site i € Z%, nous attachons une variable aléatoire 9; : Q — S!
associant & une configuration w ’angle correspondant a w;.

Pour A € Z%, I'Hamiltonien est défini par

W) E Y V(0w) — i),
(1.7 }NA#0

wn~]
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ot V: S — R est une fonction paire de classe C? et telle que V(0) = 0 (pensez a
V(xz) = 1—cosx; dans ce cas V(¥ (w)—1;(w)) correspond, & une constante sans importance
pres, au produit scalaire entre les spins en i et 7).
~ La mesure de Gibbs dans A, avec condition au bord 9 € Q, est la mesure de probabilité
pf sur (,.7) définie par
Mi(dw) act {(Z}Z)l e~ 2@ XM dw)  siw = hors de A,

sinon,

ot \ est la mesure uniforme (mesure de Haar) sur S'.

Manifestement, I’'Hamiltonien est invariant sous ’action du groupe SO(2) des rotations
du cercle. Nous allons voir qu’il est plus difficile de briser une telle symétrie continue qu’une
symétrie discrete.

5.3 Absence de brisure de symétrie

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant, habituellement appelé
Théoréeme de Mermin-Wagner (bien que ces derniers n’en aient démontré qu’une version
beaucoup plus faible) ; la version que nous en donnons ici est essentiellement dtie a Pfis-
ter [21]. Notons ry : © — § la rotation simultanée par un angle v : w; — w;+1, Vi € Z4; on

o1 ~ . . . déf
utilise la méme notation pour son action sur les fonctions et sur les mesures : ry, f = for_y,

déf

<f>fwuﬁ = <L¢f>,ﬁ9\-

Théoréme 5.3.1. En dimensions 1 et 2, toutes les mesures de Gibbs (en volume infini)
sont invariantes sous 'action de SO(2) : pour toute fonction locale f,

. 9 Iy _
Jim R~ Rl =0,

pour tout choiz de condition au bord ¥, et pour tout angle 1.

Remarque 5.3.1. Le résultat ci-dessus peut étre étendu a des systémes invariants sous
Uaction d’un groupe de Lie compact connexe arbitraire [6] (les spins prenant valeur dans
une variété appropriée). L’ hypothése de régularité C? de la fonction V peut également étre
affaiblie [11] (la continuité suffit).

Avant de passer a la preuve, il est utile d’expliquer heuristiquement la différence essen-
tielle avec le cas du modele d’Ising. Considérons le modeéle dans la boite A, = {—n, ..., n}?,
avec condition au bord 9 = 0. Quelle est I'énergie minimale d’une configuration avec
fo(w) = w7 Dans le cas du modele d’Ising, la présence d’un spin — dans une telle boite
avec condition au bord + nécessite la formation d’un contour entourant l’origine. En par-
ticulier, le coflit énergétique pour mettre un spin —1 au centre de la boite est d’au moins 843
(si tous les autres spins sont dans 1’état +1). La situation est ici radicalement différente :
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FIGURE 5.1 — Une onde de spin retournant le spin situé au centre de la boite.

le colit minimal pour avoir 6y(w) = 7 tend vers 0 lorsque n — oo ! En effet, considérons la

configuration (¢f. Figure

OSW <1 B log(1 + HZHOO)> T
! log(1 +n) ’

sii e Ay et w™ =0 sinon. Son énergie peut facilement étre estimée : les seules contribu-
tions non-nulles a ’énergie (se souvenir que V' (0) = 0) sont celles provenant des paires de

sites i, j voisins avec [|i||.. = ||j]|- — 1. Dans ce cas, en faisant un développement en série
de Taylor,
log(1 + =1—)
V(wV =) =V g Mill=") Ly ( - T )
log(1 +n) 7]l Tog (1 + n)
V" (0) 1
2 (log(1+n))? l711%
On a donc
vﬂ/ n+1 C
<%AAn(WSW)N ( ) Z 74—2§77
2 (log(14+n))* = log(1 + n)

qui tend bien vers 0 lorsque n — oco. C’est l'existence de telles excitations d’énergie ar-
bitrairement faible, appelées ondes de spin, qui rend impossible I’application d’un argu-
ment de Peierls. Un calcul similaire peut étre fait en dimension 1 (en prenant wiV =
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(1 —=(||¢]|s/m))7), mais pas en dimensions d > 3, I’énergie minimale ne tendant plus vers 0
(essayez!). On verra plus bas que dans ce dernier cas, il peut y avoir brisure de la symétrie
continue a basse température.

La preuve du théoreme rend rigoureux cet argument heuristique.

Démonstration du théoréme[5.31. Soit A, = {—n,...,n}% On introduit

R min{n : supp(f) C A,},
N € max{n : A, C A}.

Comme N — oo lorsque A 7 Z4, on peut, sans perte de généralité, supposer A suffisam-
ment grand pour que N > R.

Soit ¥ € € une configuration telle que ¥; = v pour tout i € Agr, et ¥; = 0 pour tout
i € AN ; on spécifiera cette configuration plus tard. Soit tg : © —  la transformation
w = (wj — ¥;);ez4. On considere la mesure de probabilité suivante :

Hp :
sinon.

ﬁ;ql(dw) def {(Z?\)l e~ e (@) NA(dw)  siw =0 hors de A,

Notez que la fonction de partition est inchangée. L’intérét de cette nouvelle mesure est
que 'on a manifestement

9 _ 15;‘11
(rpf)A = (oA (5.1)
et qu’on se ramene donc a comparer I'espérance de f sous deux mesures différentes. Pour
ce faire, on va utiliser I'inégalité de Pinsker.

Lemme 5.3.1 (Inégalité de Pinsker). Soit u et v deux mesures de probabilité sur un méme
espace, avec i absolument continue par rapport a v. Alors,

H(u|v) > 5 (lu = vlw)?,

ot H(u|v) £ (log %>u est Uentropie relative de p par rapport a v et ||p — vljov =

(11— %Dy est la distance en variation totale entre les mesures p et v.

Démonstration du lemme[Z.31l Notons m = 3% —1. On a évidemment (m), = 0. On peut

donc écrire

H(p|v) = ((1+m)log(l +m)),

= ((1+m)log(l 4+ m) —m), ({m), = 0)
m2
> <2(1 T %)ﬁ (voir plus bas)
m? m
= <2(1+%)>1/< +§>V (<m>1/:0)
> %(<|m‘>1/)2 (Cauchy-Schwarz)
% (I = vllev)
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5.3. ABSENCE DE BRISURE DE SYMETRIE

La premiére inégalité résulte d’une application de

-1
(1+x)log(l+z) — 2 > ia° (1+§) ,
elle-méme conséquence de 'inégalité de Jensen,

1
1+ xs

1 t
(1+:U)1og(1—|—:c)—x:x2/ dt/ ds
0 0

> 1.2 1 1 2(1_1_95)_1
> 5T =5z .
At fydtfids2s 2 3

Revenons a la preuve du théoréme En utilisant (5.1)) et en appliquant 'inégalité

de Pinsker, on obtient
9 9 9 9,0
(AR = (re DR < 1l V2EGR | ™).

Il reste & contréler I’entropie relative entre les deux mesures. Un développement de Taylor
au second ordre nous donne ’expression suivante

H( | p5Y) = (A (w) — A (@)}

= Y (V0(w) — 9i(w) = V(;(w) — 5 — 9;(w) + T}
{idggj{\#@

= > (VW) — Du(w)R (Wi — Ty)
{6, }NA£D

i~j

pour certaines fonctions ¢;; : 1 — S!. Puisque V est deux fois continfiment différentiable
sur S, on sait que V" () < C uniformément pour tout ¢ € S'. Afin d’éliminer les termes
de premier ordre, on utilise la méthode suivante : puisque ’entropie relative est toujours
positive (il suffit d’appliquer 'inégalité de Jensen), on peut écrire

9 9,0 9 90 9 9=
H(pp [y ™) < H(py [py ™) +H(py [py )
Le second terme du membre de droite de cette derniére expression peut étre traité comme
ci-dessus, et donne lieu aux mémes termes de premier ordre mais avec le signe opposé. On
obtient donc o
UAIA Y 2
H(ug [ py") < C 0 D0 (0 —0))%.
{i,3}NA£0

i~y
La conclusion du théoréme est donc immeédiate si on choisit pour V¥ la configuration utilisée

dans I’argument heuristique donné plus haut. Il est cependant instructif de déterminer la
configuration optimale; c’est le contenu du lemme suivant.
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Lemme 5.3.2. La fonctionnelle

Z (\Ijt - \Ilj)Q )
{1.J}NA0
irj
définie sur les fonctions ¥ : Z = R avec U; = 0 pour tout i ¢ Ay et ¥; =1 pour tout i €
AR, atteint son minimum pour la fonction \IIII:’N S Py (X wvisite A avant de quitter Ay),
ot Py, est la loi de la marche aléatoire simple sur Z¢ avec condition initiale Xo = k.

De plus,
li BN _piNy2
o, 2 (TSR0,
{4.33NA#0
i~j

st et seulement si d =1 ou 2.
Démonstration du Lemme[5.3.2. Soit An g LAy \ Ag. 1l convient tout d’abord de re-
marquer que la propriété de Markov pour la marche aléatoire simple implique que W%V

est harmonique dans Ay g, c’est-a-dire que, pour tout i € Ay g,
RN _ 1 R,N
Ui =5 Z\Ijj )
i~

Soit & présent a € R et § € RZ? telle que &; = 0 pour tout ¢ € Ay et §; = a pour tout
1€ ARr;ona

S U - 6) = S8 (Y — W)

{63 }NA#0 ieh  jei
o
=a Y > (1-wkY), (5.2)
1EAR j~i

puisque, par harmonicité,

DGy (U —WEY) = N 524N =Y WEY) =0,

ieAN,R J~e ieAN,R J~i

On en déduit que, pour tout § € RZ? comme ci-dessus avec a = 0,

Do s - =) = Y (U WINPT (6 65)°,
{i4)A0 {i4)A0 {i.4)A0

i~ i~ i~y

et la premiere affirmation du lemme est démontrée.
Une seconde application de (5.2]), avec § = U™ (et donc a = 1), et la propriété de
Markov montrent que

Z (\Iff"N — \Ilf"N)2 = Z ZIP’j(X quitte A avant de visiter Ar)

{i,}NA£D i€AR jri
i~]

=2d Z P;(X quitte Ay avant de revisiter Ag).
1€EAR
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Or limpy 00 P (X quitte A avant de revisiter Ar) = 0 si et seulement si la marche aléa-
toire simple est récurrente, c’est-a-dire si et seulement si d =1 ou 2. O

O]

5.4 'Transitions de phases

Dans cette section, nous énongons sans preuvelﬂ deux résultats trés importants concer-
nant les mesures de Gibbs avec symétrie continue. Pour simplifier, nous nous restreignons
a un modele bien particulier, le modele XY, pour lequel V(z) = —f cos(z) (c’est-a-dire
que l'interaction est proportionelle au produit scalaire entre les spins). 5 > 0 possede a
nouveau l'interprétation d’une température inverse.

5.4.1 Brisure de symétrie

Le premier résultat montre que le théoréme [5.3.1] est optimal pour ce modele, en ce
sens qu’a basse température il y a brisure de I'invariance sous SO(2) des que d > 3.

Théoréme 5.4.1. En dimension d > 3, il existe une famille de mesures de Gibbs (Mg)wegl
telles que, pour tout B suffisamment grand,

(cos(bp — @ZJ)% >0.

Démonstration. Ce sera le contenu du Théoréme [7.4.3] O

Remarque 5.4.1. Bien sir, cect implique que les mesures u% ne sont pas invariantes

sous SO(2), car dans ce cas (cos(6y — 1[}))? est indépendant de v et donc

feos(Oh ~ W)} = ([ contty — )iy =o0.

5.4.2 Transition de Kosterlitz-Thouless

Considérons le modele XY en dimension 2. Le Théoreme [5.3.1| montre que toutes les
mesures de Gibbs sont invariantes sous SO(2), mais ne suffit pas a impliquer 'unicité. On
peut cependant montrer, a ’aide d’inégalités de corrélation adaptées, qu’il implique qu’il
y a une unique mesure de Gibbs pg invariante sous les translations, pour tout § > 0 [4].
Comme l'on s’attend en fait a ce qu’il n’y ait aucune mesure de Gibbs non-invariante sous
les translations pour ce modele lorsque d = 2 (mais aucune preuve de cela n’est connue a
I’heure actuelle), il ne devrait pas y avoir de transition de phase dans le sens discuté dans
les chapitres précédents.

Le remarquable théoreme suivant, dii a Frohlich et Spencer prouve toutefois qu’il y a
une autre sorte de transition de phase dans ce modele, ce qui montre que la non-unicité
des mesures de Gibbs ne représente quun type (certes important) de transition de phases.

1. La preuve du théoreme sera donnée au chapitre [7] Théoréme [7.4.3]; la preuve du théréme m
est quant a elle beaucoup trop longue et difficile pour ce cours.
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Théoréme 5.4.2. Il existe 0 < Bxr < 00 tel que
— pour tout B < Pyr, il existe C(B) et m(B) > 0 telles que

(cos(V; —95))p < C(B) exp(=m(B)|lj —ill=) ,

uniformément en i,j € 74 ;
— pour tout 8 > Pyr, il existe ¢(5) > 0 et D telles que

. ..=D
(cos(di = 0;))5 = e(B)ll5 —ill """
uniformément en i,j € Z4.

Remarque 5.4.2. Contrairement au théoréme de Mermin-Wagner, qui est valide pour
tout groupe de Lie, ce dernier résultat semble n’étre vrai que pour les systémes dont le
groupe de symétrie est abélien. En particulier, les corrélations du modéle de Heisenberg
classique, défini comme le modéle XY, mais dans lequel les spins prennent valeur dans
la sphére S? (possédant ainsi un Hamiltonien invariant sous laction de SO(3)), devraient
décroitre exponentiellement a toute température. Ceci reste un des problemes ouverts ma-
jeurs en physique statistique.
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Chapitre

Modeles avec spin non-borné

Jusqu’a présent, dans tous les modeles considérés, les spins étaient toujours a valeurs
dans un ensemble compact. Une importante conséquence est la trivialité du probléme
de Uezistence d’une mesure de Gibbs en volume infini, I’espace des mesures de probabi-
lité sur (€2, .%) étant compact (ceci suit, par exemple, des théorémes de Tychonov et de
Banach-Alaoglu). Dans cette section, nous allons considérer un modele tres simple, mais
intéressant, de systeme dans lequel les spins prennent valeur dans un espace non-compact,
en l'occurence R. Nous verrons que le probléme de l'existence devient non-trivial, et que
les cas de non-existence correspondent a des phénomenes intéressants.

6.1 Le modeéle gaussien

Les champs markoviens suivant une loi gaussiennes jouent un roéle important dans
les applications, car ils se prétent a de nombreux calculs explicites. Afin de simplifier
I’analyse, nous nous contenterons d’étudier un modele tres simple, généralement appelé
cristal harmonique ou champ libre discret, pour des raisons que nous n’aborderons pas ici.
La motivation pour étudier cet exemple particulier de champ markovien est qu’il permet
d’étudier de maniere détaillée le probleme de I'existence d’une mesure en volume infini, et
qu’il a suscité de nombreux travail en théorie des probabilités ces dernieres années, dans
le cadre des modeles effectifs d’interfaces (cf. Section . Il est également tres similaire
aux modeles étudiés dans le chapitre précédent.

Une configuration de ce modeéle est une application w : Z¢ — R. L’ensemble des
configurations est comme d’habitude noté €. A chaque site i € Z% nous attachons une
variable aléatoire ¢; : > R, w — wj.

Soit A une partie finie de Z%. L’Hamiltonien est défini par

é B m2
S (w) = = > (piw) —SOJ(W))Q‘F?ZSO%
{i,j}m{\;aé(b i€
i~j
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ou 3 > 0 est la température inverse et m > 0 est la masse.
~ La mesure de Gibbs dans A, avec condition au bord ¢ € €2, est la mesure de probabilité
Mg-g m sur (9, %) définie par

et Z%e_%f\(w)ﬁlx(dw) si w = @ hors de A,

() & § B .
0 sinon,

ou ¢ est la mesure de Lebesgue sur R.

Remarque 6.1.1. On peut se débarasser du paramétre 3 en faisant le changement de
variables o — @/\/B; on supposera donc dorénavant que 3 = 1 et on l'omettra des
notations.

Ce qui fait 'intérét de ce modele, c’est que la mesure ,uf;m est une mesure gaussienne,
et qu’il est donc possible de calculer explicitement un grand nombre de quantités. Nous
verrons quelques exemples dans la suite.

Une conséquence du caractere gaussien de ces mesures est qu’il est aisé de vérifier la
convergence d’une suite de mesures de Gibbs vers une mesure en volume infini : en effet,
celle-ci sera nécessairement gaussienne, et il suffit donc de vérifier la convergence de la
moyenne et des covariances, quantités facilement calculables dans ce modele. Pour voir
¢a, il suffit d’observer que la marginale de ,uf;m sur un ensemble A € Z¢ est une mesure

gaussienne sur R4/,

6.2 La représentation en marche aléatoire

Nous allons & présent dériver des formules tres utiles permettant d’exprimer la moyenne
et les covariances de uf;m en termes de la fonction de Green de la marche aléatoire simple
X sur Z%.

Soit Z le processus de Markov sur Z?U {1}, ot  est un nouvel état (que I'on appellera
la mort), dont les probabilités de transition sont données par la matrice

oy Sl EeZY i,
g |1l— L5 siieZletj=+1
..\ déf 2 )
P(Z7]): Lm .. .
1 sit=j=rt,
0 sinon.

Manifestement, 1 est un état absorbant pour ce processus. Remarquez que le processus
ne peut mourir (c’est-a-dire commencer en i € Z¢ et étre absorbé en 1) que si m # 0. De
facon informelle, on peut dire que ce processus décrit la marche aléatoire simple X, jouant
a la roulette russe & chaque pas, avec une probabilité de survie égale a 1/(1 + m?). On
note E; 'espérance du processus Z partant de ¢ au temps 0.
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PUN _ e ;
Théoréme 6.2.1. Posons ¢; = 0. Vue comme une mesure sur RA, la mesure de Gibbs
957A7m

,ui,m dans A avec condition au bord ¢ est une mesure Gaussienne de moyenne u,
K

donnée par

;N )
ult" =Ei(pz,,),

ot Tp = min{n >0 : X, € A}, et de matrice de covariance G™(i,j) donnée par
TA—1
GMing) = (L m*) 7 Ei | D Lz,—py | -
n=0

Démonstration. Notons simplement u = u®™™ A¢ = 74\ A et Zfrl £ 24U {f}. On vérifie
aisément que u est I'unique solution de
ZjEZfrl(P(i’j) — (5i,j)uj =0 VieA,

En effet, on a d’une part, par la propriété de Markov que, si i € A,

> P(i,j)E;(¢z,,) = Ei(¢z,,),
JELE
et d’autre part, si i ¢ A, E;(¢z,, ) = ¢; puisque dans ce cas 7y = 0.

Pour toute configuration w telle que ¢(w) = @ hors de A, on peut réécrire

m2
Hw) = TE S 0i(w) (6 — Pl ) 03(0) = X pilw)g 3 85+ (),
ijEA ieA JEA

ou C(p) est indépendant de w. Nous allons exprimer la seconde somme du membre de
droite en termes de la fonction u. Puisque, pour tout i € A,

o . 11
0="> (P(i,j) = dij)uj = > P(i, j)uj — ui = Wm;uj —

crd j~i
jGZT J~t

on obtient la relation
1 _ 1 9 1 9 o
ﬁZw = @Zuj =(1+m )Urzﬁuy’ =1 +m?) Y (6 — P(i,)) .
JgA jgA jeh jeA
gt jrvi gt

Par conséquent, ’'Hamiltonien peut se réécrire sous la forme

m?
Hw) = TETE Y (i) = w) (5 — P, ) (5() = ) + C(@),
ijeA
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le dernier terme étant indépendant de w, et n’intervenant donc pas dans la mesure de
Gibbs. On en déduit que cette derniére mesure (vue comme une mesure sur R*) est bien
une mesure gaussienne de moyenne u, et de matrice de covariance donnée par l’inverse
de la matrice (1 + m?)(Fy — P)), out F, est I'identité et les éléments de matrices de
P, sont donnés par P(i,j), i,j € A. Il reste & vérifier que I'expression annoncée dans
I’énoncé du théoreme correspond bien a cet inverse. Mais cela suit immédiatement de la
réinterprétation de la série de Neumann,

(In =2t =3 2%,

k>0

puisque
(PX)i = Pi(Xi = j, 7a > k).

6.3 Mesures en volume infini

Gréace au Théoréme [6.2.0] il est possible de caractériser complétement I’ensemble des
mesures de Gibbs en volume infini. Nous ne le ferons pas ici, et nous contenterons d’étudier
quelques cas particuliers, notre principal intérét étant d’exhiber des conditions sous les-
quelles aucune limite n’existe.

6.3.1 Le cas massif

Nous nous intéressons tout d’abord au cas massif, m > 0. Dans ce cas, le modele se
comporte essentiellement comme un modele avec spin compact. On a en particulier le
théoréme suivant.

Théoréme 6.3.1. Soit Ay 7% et (Pr)k>1 une suite de conditions au bord bornées.
Alors, toutes les suites (:“Ki;m)kzl de ce type convergent vers la méme limite [y, . De plus,

<§Dz>m =0, <§0i§0j>m < 616702”]'72'”7
pour des constantes c1(m) et ca(m), uniformément en i,j € 72,

Remarque 6.3.1. Si on permet des conditions au bord non-bornées, alors on peut montrer
qu’il existe un ensemble non-dénombrable de mesures de Gibbs en volume infini.

Remarque 6.3.2. En travaillant plus dur, le comportement asymptotique des covariances
peut étre déterminé précisément. En particulier, on obtient que ca(m) = m+O(m?) lorsque
la masse m est petite. Ceci est la raison de l'introduction de la présence du carré dans
U’Hamiltonien.

Démonstration. Vérifions tout d’abord que pour tout sous-ensemble A € Z%, la moyenne et
les covariances de la marginale de ,ufz, ., sur A convergent vers une limite indépendante des
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conditions au bord et de la suite Ag. Soit M = sup,cza |pk| < 0o. D’apres le théoréme
on a

()% | = IEi (81X, )
< MP;(ma > d({i}, Ag))
< M (1 +m?)~ddibAp),

et cette derniere expression tend vers 0 lorsque kK — oo. On a utilisé ici le fait que la
marche doit survivre un temps au moins égal a d({i}, Af,) pour sortir de Ay en partant de
1.

Similairement,

<‘Pi¢j>ii;m (14 m? Z P; (Zn, = j,7a, >n) > 0.
n>0

On en déduit que (gpigpﬁf’; m €St indépendant de ¢ et croissant en Ag. Il suffit donc
de vérifier que la limite est finie; on va vérifier qu’elle est non seulement finie, mais
exponentiellement décroissante en ||j — i||. En introduisant la variable aléatoire Y «
min{n >0 : Z, = 1} (“heure du déces”), on peut écrire la limite sous la forme

S Pi(Zy=j4Ti>n)< > Pi(Ty>n)

n=0 nz||j—il|
< Z nP; (T+ =n)
nz||j—i|
< (1 +m?)~li- ZHZ (1+m?)~".

n>1

6.3.2 Le cas non-massif

Nous allons maintenant considérer le cas non-massif, m = 0. Dans ce cas, comme on
I’a déja mentionné, le processus Z ne meurt plus et se réduit donc a la marche aléatoire
simple X. Le comportement de ce modele est beaucoup plus intéressant dans ce régime.

Théoréme 6.3.2. Il existe des constantes c¢(d) > 0 telles que la variance du champ dans
une boite A = {—N, ..., N}? satisfasse

i ., (c(1) +o(1))N sid=1
(0} R0 — (<90i>i;0) ={(c(2) +0(1)logN sid=2
c(d) 4+ o(1) sid >3,

lorsque N — oo, indépendamment de la condition au bord ¢. En particulier, il n’y a pas
de mesures de Gibbs en volume infini lorsque d =1 ou 2.
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En plus hautes dimensions, d > 3, il y a un ensemble non-dénombrable de mesures de
Gibbs, méme pour des conditions au bord bornées. De plus, pour toute mesure limite p,

{piidu — (pidulwi)n = (r(d) + o)l — il
lorsque ||j —il| — oo.

Démonstration. 1’indépendance des (co)variances de la condition au bord ¢ suit directe-
ment de la représentation en marche aléatoire. L’existence d’un ensemble non-dénombrable
de mesures de Gibbs en volume infini lorsque d > 3 est évidente, puisque chaque condition
au bord de la forme ¢ = z, z € R, donne lieu & une mesure limite différente, de moyenne
tm(pi) = z, pour tout i. Ces mesures ne forment bien stir qu'une partie des mesures de
Gibbs en volume infini : il y en a beaucoup d’autres lorsque @ n’est pas supposée bornée.

Les comportements asymptotiques donnés ici suivent d’une analyse détaillée de la
fonction de Green de la marche aléatoire X, que 'on peut trouver dans de nombreux
ouvrages, par exemple [28] et [17]. Nous ne le ferons pas ici. O

La divergence des variances en dimensions 1 et 2 peut aussi étre vue comme résultant
de la symétrie continue de I’Hamiltonien : on voit en effet que 'Hamiltonien ne dépend
que des gradients du champ (c’est pourquoi on parle parfois pour les modeles de ce type
de modeles gradients). Par conséquent, en introduisant, pour ¢t € R, la transformation
ve: = Q) (ww); = w; — t, on voit que

J(w) = (), VEeR.

On a montré dans le chapitre [5|qu'une symétrie continue ne pouvait pas étre brisée lorsque
d = 1 ou 2. Bien siir, les résultats du chapitre[5ne s’appliquent pas directement ici, puisque
le groupe de symétrie n’est plus compact (il est isomorphe a R). Cependant, on va voir
qu’il est possible d’adapter la preuve du Théoreme de facon a obtenir des bornes
inférieures pour la variance qui ont la bonne divergence, et sont valides beaucoup plus
généralement. On consideére la classe de mesures définies comme précédemment, mais a
partir d’un Hamiltionien de la forme

Hw)= Y Vipiw) - wiw)),
{i.j}NA#0

wn~]

avec V : R — R paire, et telle que V(0) = 0. Le modéle gaussien correspond ainsi au cas
V(z) = a.

Théoréeme 6.3.3. On considére la classe de modéles introduits ci-dessus, avec V' de classe
C?, satisfaisant V(0) = 0 et sup,cp V" (z) <€ < 00. Soit d =1 ou 2, A, = {-n,...,n}<,
et posons T, (1) = /n et T,,(2) = ogn. Il existe une constante c telle que, pour tout
a >0,

e .

i, (oo = 1%,0(00)| > aTu(@)) > % ’
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Démonstration. Comme annoncé, la preuve est trés proche de celle du Théoréme [5.3.1]
Quitte a translater la condition au bord, on p(iut supposer que (cp())fn 0= 0. De plus, on
peut supposer, sans perte de généralité, que ufn.m(wo >0) > % Soit ¥ : Z% — R tel que
U = 0 hors de A, et ¥g = aT,(d), et soit vg : @ — Q, (vgw); = w; — ¥;. On introduit
une mesure déformée définie de la facon suivante

“i:l;]o(d) = Mf; o(Ved), Vo € F

On utilise a présent, en remplacement de I'inégalité de Pinsker, 'inégalité d’entropie sui-
vante.

Lemme 6.3.1. Soit p et v deux mesures de probabilité sur un méme espace, absolument
continues l'une par rapport a Uautre, et soit & un événement tel que v(&) > 0. Alors,

v e*1
(&) > exp (—W) v(&).

Démonstration du Lemme[6.3.1. En utilisant 1'inégalité de Jensen, et 1'inégalité xlogx >
—e~ !, valide pour tout = > 0, on peut écrire
d d -1
p(Fhlog o ls)  p(§hlog 90) +e

logj‘égzlogu@‘w)maogd’jcf)z— )y Ma

Le lemme précédent implique dans notre cas que

Hr0 (190l > aTu(d) > Sexp {2 (H (1Y (15 o) +¢71) |
puisque {|o| > aT,(d)} D {0 > ¥y}, et donc

oo (190l > aTu(d) = i3, (190l > 0) > 5.

La preuve se rameéne donc, comme dans le cas du Théoreme [5.3.1, & un controle de 1’en-
tropie relative. En procédant exactement de la méme fagon que lors de la démonstration
de ce théoreme, on obtient

H(uf | mf0) e > (0 - W),
{i,7 INAL#D

i~
et donc finalement, en optimisant sur ¥,
H (MA 0| MA 0) < da’T),(d)? Py(X quitte A, sans revisiter 0).

Cette derniére probabilité peut étre estimée (par exemple en utilisant le fait qu’elle est égale
al'inverse de Gp, (0,0) = >0 Po(Xk = 0,75, > k), ce qui est une conséquence immédiate
de la propriété de Markov, et des estimations standards de cette fonction de Green [28,
17]) ; on obtient ainsi qu’elle est d’ordre T}, (d) 2, ce qui démontre le théoréme. O
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6.4. MODELES EFFECTIFS DE SURFACES ALEATOIRES
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FIGURE 6.1 — Interprétation des modeles gradients comme modeles de surfaces aléatoires.

6.4 Modeles effectifs de surfaces aléatoires

Le théoreme précédent montre que I’absence de mesures de Gibbs en volume infini en
dimensions 1 et 2 n’est pas limitée au modele Gaussien, mais est un phénomene commun.

Une interprétation de ces modeles gradients est comme modéles de surfaces aléatoires
(discrétisées) d-dimensionnelles dans un espace (d + 1)-dimensionnel : on interpréte sim-
plement ¢; comme la hauteur de la surface au-dessus du site ¢ ; en d’autres termes, on voit
le graphe de la fonction aléatoire i — ¢;(w) comme une surface aléatoire, cf. Fig.[6.1

L’interprétation des résultats sur les modeles non-massifs est qu’une surface aléatoire
a des fluctuations non-bornées dans la limite thermodynamique en basse dimension (d =
1,2), alors que celles-ci restent bornées uniformément dans la taille du systéme en haute
dimension (d > 3).
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Chapitre

Positivité sous réflexion

Dans ce chapitre, nous allons étudier une classe intéressante de champs markoviens :
ceux qui possédent la propriété de positivité sous réflexion. Cette derniere donne acces a
certains outils particulierement puissants, en particulier la borne infrarouge et ’estimation
de I’échiquier. Nous verrons ensuite comment appliquer ces outils pour démontrer divers
résultats. Cette technique est apparue tout d’abord en théorie des champs, puis a été
introduite dans le contexte présent a la fin des années 1970. Pour plus de détails sur ce
sujet, nous référons le lecteur aux excellents articles de revue [25] et [3], ainsi qu’aux
livres [§] et [23].

Le cadre le plus naturel pour ce chapitre est celui des champs aléatoires sur le tore
T¢ = (Z/LZ)? (ce qui revient & considérer la boite {0, ..., L —1}% avec condition au bord
périodique) a valeur dans un espace topologique S'; on supposera toujours que L est pair.
Ce tore est invariant sous réflexion par rapport a tout plan II orthogonal aux axes de
coordonnées et (cf. Fig.[7.1)

— soit passant par des sommets de ']I‘CLl (on parlera de réflexion a travers les sommets),
— soit passant par le milieu des arétes joignant deux sommets voisins (on parlera de
réflexion a travers les arétes).

Chaque tel plan II partage le tore en deux moitiés TdL,Jr = ’]I‘dL’Jr(H) et ']I‘CLlﬁ = ']I‘dLﬁ(H),
images I'une de l'autre sous la réflexion. Dans le cas d’une réflexion a travers les arétes,
']I‘%} +N ']I‘dL’f = (), tandis que dans le cas d’une réflexion a travers les sommets, ']I‘dL’ LN ']I‘CLlﬁ
contient les sommets du tore situés sur le plan. On note 24 = 2 (IT) 'algebre des fonctions
f: STL — R ne dépendant que des spins situés dans T%} 4, et A = 2A_(IT) l'algebre de
celles ne dépendant que des spins situés dans "JI‘%}?.

Soit O : ']I‘dL — T‘i I’application associant & un sommet son image par la réflexion de
plan II. On note également O : A, — A_ Popérateur de réflexion défini par O(f)(w) =

f(Ow)), ot (O(w)); = weyi)-
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7.1. MESURES POSITIVES SOUS REFLEXION

FIGURE 7.1 — Le tore T{j,. Gauche : réflexion & travers les sommets. Droite : réflexion & travers
les arétes.

7.1 Mesures positives sous réflexion

7.1.1 Définition et propriétés élémentaires

Soit O & ST%, et %, la tribu-produit associée.

Une mesure p € 4 (Qr, F1,) est positive sous réflexion par rapport a O si

L (fO(9))u = (9O(f))u, pour tout f,g € Ay;

2. (fO(f))u >0, pour tout f € A.
L’ensemble des mesures sur le tore positives sous réflexion par rapport & O est noté RP(0).
Cette définition garantit que I'application (f,g) — (f©(g)), est une forme bilinéaire

positive, lorsque p est positive sous réflexion. Ceci implique la validité d’une inégalité de
Cauchy-Schwarz.

Lemme 7.1.1. Soit u € RP(O). Pour tout f,g € A,

(FO))ul < /(F OU))uta O9))n

Démonstration. Puisque, pour tout = € R,
(FOUNua® +2(fO(9)uz + (909 = {( f +9)O(x f +9))u 2 0,
le discriminant doit étre négatif ou nul, ce qui prouve le résultat. ]

Le résultat suivant peut étre vu comme une version améliorée de I'inégalité précédente ;
il se révele tres utile dans la pratique.

Lemme 7.1.2. Soit p € RP(©), et A,B,Cy, Dy € ;. Alors

2
[(ATOEBIHY, Ca®Da)y 12 o (ATOU+E, CaB(Ca)y (B+O(B)+E, Da®(Da)y
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Démonstration. En développant 220 Ca®(Da) o série, on obtient

( A+e +Z Ca Da M - Z Z : Oén(—)(eBDal e DO‘")>M

n>0 0417 -0n
Le lemme [7.1.T] implique que
<6ACa1 o 'CanG(eBDal Do, )
< [(¢ACay -+ Ca,©(e*Cay -+ Ca))ul€® Doy -+ Do (P Dy -+~ Do, )] 2.

En insérant cette expression, et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la
somme, on voit que

(e A+O(B)+y"_ Ca® Da Z Z an@(eACal...Can»u]l/z
n>0 ' Ay, Q

1/2

Z Z T Ocn@(eBDm "‘DOén»M] /
n>0 n! [eSPrreset

_ [<€A+@ +Za Ca®(Caq >“<€B+®(B)+Za Da@(Da)M 1/2_

7.1.2 Construction de mesures positives sous réflexion

Il convient a présent de construire des mesures possédant la propriété de positivité
sous réflexion. Le premier exemple est trivial, mais se révélera utile pour la construction
de champs plus intéressants.

Lemme 7.1.3. Soit p une mesure sur S. Alors la mesure produit pg = ®i€TdL p € RP(O),
pour toutes les réflexions © du tore.

Démonstration. Commengons par traiter les réflexions a travers les arétes. Soient f,g €
20 . Dans ce cas, puisque ']TCLl7 LN T”,—i_ = (), les variables aléatoires f et ©(g) sont indépen-
dantes sous pg. Par conséquent,

(F O o = (Fuo(O9)) o = (o {9 o

ce qui implique immédiatement la positivité sous réflexion.

Le cas des réflexions a travers les sommets est similaire, mais le support de f et 6(g)
pouvant a présent s’intersecter, il faut procéder un peu différemment. Soit P I’ensemble
des sites de ']I‘dL par lesquels le plan passe, et wyp = (w;i)iep la restriction de la configuration
a P. Alors

<f®(g) ’%P)uo = <f ‘ W\P)uo <@(g) ’w|P>u0 = <f’W\P>uo<g | W|P>#07

et la positivité sous réflexion suit & nouveau. ]
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Lemme 7.1.4. On fixe un plan de réflexion 11 et l'opérateur © correspondant. Soit p une
mesure sur S. Si ju est une mesure de Gibbs sur T4,

1 w
pldw) = e T p(duwy),
L ieT?d

pour un Hamiltonien de la forme

_% = A —+ @(A) + an@(ca),

avec A,Cy € Ay, alors p € RP(O).

Démonstration. Notons pg = ®Z-GTGLZ p. En développant I'exponentielle,
o _ b O(q) eATON+Y,, Cad(Ca)
(F O =7 {fOlg)e o Yo

1 1
- Xa ¥

n>0 " al,..,q

<f eACm -+ Cay, @(9 eACal o 'Oan»uo-

Le résultat suit de la positivité sous réflexion de la mesure produit puyo. ]

Remarque 7.1.1. On vérifie aisément que les mesures de Gibbs sur ']T‘i avec interaction
plus-proches-voisins satisfont les hypotheses du lemme précédent, et sont donc positives
sous réflexion, pour toute réflexion ©.

Remarque 7.1.2. On n’a considéré que les réflexions orthogonales auzr axes de coor-
données, mais on aurait pu €galement traiter le cas de réflexion a travers les diagonales
du tore (a travers les sommets). Celles-ci laissent évidemment le tore invariant (pour cela
il est important que le tore considéré soit “carré”). Tout ce qui sera discuté par la suite
reste vrai dans le cas de mesures positives sous de telles réflexions. En particulier, c’est
le cas des mesures avec interaction plus-proches-voisins.

7.2 L’estimation de ’échiquier

Dans cette section, nous allons démontrer une premiere conséquence particulierement
utile de la positivité sous réflexion : 'estimation de I’échiquier (chessboard estimate, en
anglais). Nous nous contenterons de traiter le cas des réflexions a travers les arétes ; I’énoncé
et la preuve dans le cas de réflexions a travers les sommets est immédiate.

Soient B < L deux entiers tels que 2B divise L, et Ag = {0,1,...,B —1}¢ C T¢. Par
choix de B et L, on peut décomposer ']I‘CLl en union disjointe de translatés de A B

T = \/ (As+ Bt).
tETL/B

1. Dans le cas de réflexions a travers les sommets, deux translatés voisins ne sont plus disjoints, mais
se partagent les sommets appartenant au plan de réflexion les envoyant I'un sur 'autre.
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F 3

3
FAF

FIGURE 7.2 — La fonction fI¥ est définie par une succession de réflexions. La fonction f se trouve
ici en bas & droite et la fonction fI* en haut & gauche (cases marquées). Observez que la définition
ne dépend pas du chemin choisi (les F bleus foncés).

On dira qu’une fonction f : 25, — R est une fonction B-bloc si elle ne dépend que de la
restriction de la configuration au bloc Ap. Similairement un événement sera B-bloc si son
indicatrice est une fonction B-bloc.

Etant donné une fonction B-bloc fette TdL /B> on définit la fonction fI par réflexions

successives. Soit tg = 0,%1,...,t; = t un chemin dans TCLl /B et soit ©; 'opérateur corres-
pondant a la réflexion & travers le plan II; passant par le milieu des arétes joignant les
blocs Ap +ti—1B et Ap + t;B. On pose alors (voit Fig. [7.2))

£l =000, 10---001(f).

On vérifie facilement que cette définition est indépendante du chemin choisi (ici, il est
important que L/B soit pair). Par construction, la fonction f[ﬂ ne dépend que de la
restriction de la configuration au bloc Ag + tB.

Théoréme 7.2.1 (Estimation de 1’échiquier). Soit p € RP(O) pour toutes les réflexions
© entre blocs de la forme Ap +tB, t € TdL/B' Alors, pour toute famille f;, t € T%/B de
fonctions B-blocs,

CIT < T[T a0

d d d
te’Jl‘L/B te’ﬂ‘L/B SGTL/B

Remarque 7.2.1. Le résultat reste vrai si le bloc Ag est remplacé par un parallélépipéde
rectangle dont le double de la longueur de chaque coté divise L.

Démonstration. On commence par le cas unidimensionnel. On pose N = L/(2B) € N, et
on introduit la fonctionnelle multilinéaire suivante sur ’ensemble des fonctions B-blocs :

2N
F(fi,- . fon) = (T £,
t=1
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Avec cette notation, I'inégalité a démontrer devient

2N
\E(fro-eo s fon)| < [T Efer- - )V (7.1)
t=1

Cette fonctionnelle possede les propriétés suivantes :

F(f1, fas- -5 fan) = F(f2, f3,- -5 fan, f1), (7.2)

et, d’apres le Lemme

F(flu"'vava+1a-"7f2N)2
SF(f17"')fN7fN7"')f1)F(f2N7"'7fN+17fN+17”'7f2N)‘ (73)

Comme chacune des espérance dans le membre de droite de est positive (elle peut
étre mise sous la forme (g ©(g)) pour une fonction g et une réflexion © appropriée), il n’y
a rien & démontrer lorsque F(fi,..., fan) = 0. Supposons donc que |F(f1,..., fan)| > 0.
Vérifions tout d’abord que cela implique que F(f¢, ..., f;) > 0 pour tout ¢t = 1,--- ,2N.
Par la propriété , il suffit de montrer que F'(fn,..., fy) > 0. En utilisant a plusieurs
reprises et alternativement les deux propriétés ci-dessus, on obtient

(i, on) S CLE(fry ooy Sy I oo f1)Y2
= CLF(fay s [Ny [Ny s f1s f1) Y2
< CoF(foro o I SN NS SN f2)Y
= Co F(fay ooy NS SN INSING o o, fon f3 f3) Y2
SC3EF(fayeo s NN NS INSINSINS INS I )M

2—]\/[

SCMF(fN7’fN) )

pour certaines fonctions positives C; de fi, ..., fay et M le plus petit entier tel que 2M >
2N. On a donc bien F(fn,..., fn) > 0. Il est par conséquent possible de définir une autre
fonctionnelle F(f o)
F 1y---5 JON
G(fl)"'anN): ‘ ’

%ivl F(fta sy ft)l/zN‘
On vérifie immédiatement que G hérite de I'analogue des propriétés (|7.2)) et (7.3]). De plus,
G(f,...,f) =1 pour toute fonction B-bloc f.
Le théoréme sera démontré si I'on parvient a établir que G(f1,..., fon) < 1, ce qui
revient a dire que G est maximisée pour les 2N-tuples composés d’une méme fonction.
Etant donné un 2N-tuple (f1,..., fon), soit (g1,...,g92n) tel que
(i) g: € {f1,-.., fan} pour chaque i € {1,...,2N};

(ii) G(g1,-..,92n) maximise G pour de tels choix de g1,...,92n;
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(iii) (g1,...,92n) est minimal dans le sens qu’il contient la plus grande chaine (en tenant
compte de la périodicité) de la forme f;,..., f; pour uni € {1,...,2N}.

Soit k la longueur de cette chaine. en utilisant I’invariance sous permutation cyclique, on
peut supposer qu’elle a lieu au début de la suite (g, ..., g2n), c'est-a-dire que g1 = go =
-+ = g = f;. Nous allons a présent vérifier que k = 2NV, ce qui terminera la démonstration
du cas unidimensionnel.

Supposons que k < 2N. Dans ce cas, gony # f. On obtient donc

G(g1,--,92N)? < GGy Ny GNs -+ -5 G1)G(GIN s+ -y N1 IN+15 - - -, G2N)
< G(gla" -3ygN,gN, - - - agl)G(gla"' 792N)7

puisque (g1, ..., gen) maximise G. On a donc

G(gla"'agQN) gG(gla"'agNtha"'vgl)a

ce qui signifie que (g1,...,9n8,9N,--.,91) maximise également G. Mais ceci entraine une
contradiction puisque (g1,...,9N,9N,---,91) posséde une chaine de f; de longueur au
moins min{2N, 2k} > k.

Pour traiter le cas multidimensionnel, on écrit

L/B
A= T( I )
teT%/B Jj=1 tE’H“z/B
t1=j

et on applique le résultat unidimensionnel au produit sur j. Ceci homogénéise le produit
des f; le long de la premiére coordonnée. En procédant ainsi dans chaque direction, le
théoréme suit. O

Un cas particulier de I'estimation de 1’échiquier qui est souvent utilisé est lorsque les
fonctions B-blocs sont des indicatrices d’événements B-blocs o7, t € ']1‘% /B Dans ce cas,
I’estimation prend la forme

S YITE 5l
MEAREZESE | IO A7 ] R
terL/B terL/B seT%/B

ot @7l¥ est événement dont la fonction indicatrice est (1)1, Afin de pouvoir I'utiliser
en pratique, il convient donc de pouvoir estimer des expressions de la forme

() =n( () )l

d
€Ty

Le lemme suivant permet de simplifier cette tache, puisqu’il permet de décomposer 1'évé-
nement o/ en sous-événements pour lesquels le calcul est plus simple.
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Lemme 7.2.1. Soient </ et o, o, ... des événements B-blocs tels que

o C | .
k

) <> 5(h).
k

Alors,

Démonstration. Puisque

N << N U»@f”] U N

teTy o teTy 5 K (kt)teTci/ teTs 5

il suit de la o-additivité de p que

s() el = ) @< 3 () )

d d
teT} g (kt)teT%/B teTy 5

Une application de I’estimation de 1’échiquier donne alors

n( N @< TI a(h)-

d d
teTL/B teTL/B

En insérant cette derniére expression, on obtient finalement

sl < S T sk =TT Ya(ah) = (Z <ﬂ>)'Ti”B‘-

(kt)teﬂ-d/ teT? teTd k

L/B L/B

7.3 Domination gaussienne et borne infrarouge

Dans cette section, nous allons dériver une autre conséquence essentielle de la positivité
sous réflexion : la borne infrarouge (infrared bound en anglais). Contrairement & 1’estima-
tion de I’échiquier, nous allons ici nous restreindre & une classe spécifique de mesures
positives sous réflexion.

On choisit comme espace de spin S = R”, et on suppose que les spins sont distribués a
priori selon une mesure p supportée sur un sous-ensemble compact 2 C R”. On considere
un Hamiltonien de la forme

Hpw)=36 D |wi—wl’
1,j€ETS jinvj
On note pur g la mesure de Gibbs définie par
dML’B( ) = 1 ~Hipw), (7.4)
dpio Zp

Avant de poursuivre, donnons quelques exemples montrant que cette classe de mesures
contient de nombreux modeles d’intéréts.
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CHAPITRE 7. POSITIVITE SOUS REFLEXION

’

FIGURE 7.3 — Les vecteurs pour le modele de Potts & 2, 3 et 4 états.

Exemple 7.3.1. 1. Modéle d’Ising. Dans ce cas, v =1, et p=39_1 + 47.

2. Modéle O(N). Dans ce cas, v = N, et p est la mesure uniforme sur la sphére
SN=1 c RN. Le cas N = 1 correspond d nouveau au modéle d’Ising, le cas N = 2
au, modeéle XY et le cas N = 3 au modéle de Heisenberg classique.

3. Modéle de Potts da q états. Dans ce cas, v = q — 1, et p est la mesure uniforme
sur les sommets du polyédre régulier a q sommets inscrit dans la sphére S*~ (cf. Fi-
qure . Observez que ce modéle peut étre décrit de facon équivalente de la maniére

suivante : les spins prennent valeurs dans {1,...,q}, et ’Hamiltonien prend la forme
H= =13 6uss ;-
i~j

Le cas ¢ = 2 correspond évidemment au modéle d’Ising. Il peut également étre lié au
modéle de percolation via la FK percolation discutée dans la série 8.

Théoréme 7.3.1 (Domination gaussienne). Soit h = (hi)z’eﬂl“z € (R”)TCLI, et

Zpp(h) = (exp(=58 > |wi—wj+hi — hil*))po-

i,j€TY invj
Alors,
Z15(h) <Zp5(0).

Remarque 7.3.1. Observez que Zp,g(0) est précisément la fonction de partition appa-
raissant dans (|7.4)).

Démonstration. Manifestement, lorsque h; — 400, pour n’importe quel i € TdL, Zp5(h) —
0. Le maximum de Zp, g(h) est donc réalisé pour un h fini. Soit 2* un tel maximiseur, pour
lequel

N(h) =#{{i.g} + i~ j, hi # hy}
est minimal parmi tous les maximiseurs. Nous allons voir que N(h*) = 0. En effet, si
N(h*) > 0, alors il existe un plan de réflexion II passant par les arétes et intersectant
au moins une aréte dont les extrémités i, j satisfont h} # h7. Soit © la réflexion corres-

pondante. On vérifie aisément que, la somme dans ’exponentielle peut étre mise sous la
forme

A+ O(B)+ > Co®O(Dy).
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Par conséquent, on peut appliquer le Lemme [7.1.2 pour obtenir
Z15(W*)? < Zpp(h,)Zrs(h"),

ou h = h* sur TdL’ L et b = O(h*) sur TdLﬁ, et similairement pour h*. A présent, on
observe que
min{ N (h*), N(h*)} < N(h*).

Pour étre spécifique, supposons que N (h’) < N(h*). Alors, puisque h* est un maximiseur,
Z1p(h*)? < Zpp(W)ZLp(h%) < Zpg(h3)ZLs(h*),

c’est-a-dire Zy, g(h%) > Zr g(h*), et donc b’ est également un maximiseur, ce qui contredit
notre choix de h*.

On a donc bien N(h*) = 0, ce qui signifie que h* est constante. Comme Zj, g(h +c) =
Zp, 3(h), pour tout ¢ € R, la conclusion suit. O

A Taide du résultat précédent, on peut facilement démontrer la borne suivante, qui
joue un role crucial dans de nombreuses applications. Comme sa formulation naturelle fait
intervenir la transformation de Fourier, nous aurons besoin du tore réciproque,

o [2m

']I‘dL’* d:f{L(nl,...,nd) :0<n; < L}.

Théoréme 7.3.2 (Borne infrarouge). Soit uy 3 une mesure du type (7.4). Alors, pour
d,*

tout p € T;™ \ {0},

ip-i 14 1 Ay —1
e P {wo - wi)py s < —(1- = E cos(p-j)) .
,Zd 134" " 24 ¢
JET j~0

Démonstration. D’apres le Théoreme Z1 g(h) est maximum en h = 0. Par consé-
quent, a h fixé,

0
oA
82

ON2

~Zp5(Ah)|,_, =0,
—5Zrs(AR)|,_, 0.

Apres un peu de calcul, on obtient que

o2 2 B
axaZraO)],_o =B 3 (@i —wj) - (i = hy)| exp{~5 3w~ wjl*})g
i,jeTd i,jETS
inj i~j
—B8 > lhi—h? exp{—* Y lwi = wil e
7]€T ,]ET
z~] zwg
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L’inégalité précédente devient donc

2 1
(Y (wi—wj) - (hi = hy)| ) < 3 S b — byl (7.5)
i,jETS i,j€TS
inj inj

Cette inégalité est vérifiée pour toute collection h de nombres réels, mais on voit, en
séparant les parties réelle et imaginaire, qu’elle ’est également pour des h complexes. On
choisit hj = e'PJey, avec p € ']I‘Ci’* \{0} et e {1,...,v}.

Le membre de droite de devient

Z j Z (2 —2cos(p- (i —j))) = 3 ‘l—chosp]
,jETd ,je’IFd JNO
i~j i~j

Similairement,

Z(wi—wj)-(hi—h)—lld1——Zcosp 7)) Z( () eIP),

i,j€TY JNO jerd
i~
et donc
2
(| Z (wi — wj) - (hi — hj)| >HLB—16d2|1——Zcosp il | Z )eldP|2) bLge
i,j€T] ]No jerd
i~

La conclusion suit en observant que l'invariance sous translation de py g implique que

(3 wi@©eTPhy, = 3 €U N wi@wi (), = ITLN Y € (wo(0) i () 50

jG'H‘dL %, E’]I‘ J G’H‘d

et en sommant sur £ de 1 & v pour récupérer le produit scalaire. ]

7.4 Applications

7.4.1 Condensation d’ondes de spin et transitions de phase

Comme premiere application de la positivité sous réflexion, et plus particulierement
de la borne infrarouge, nous allons présenter une preuve de I’existence d’une transition de
phase dans toute la classe des modeles O(N) et des modeles de Potts, lorsque 3 est grand
et la dimension au moins égale a 3.

Le premier résultat montre que, dans ces conditions, il y a bien un ordre & grande
distance (les spins restant alignés quelle que soit la distance les séparant). Nous verrons
ensuite comment démontrer I'existence de plusieurs mesures de Gibbs.
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Théoréme 7.4.1. Soit 3 la mesure de Gibbs associée & un modéle O(N) ou d un
modéle de Potts. On suppose que d > 3. Soitﬂ

v 1 oy —1
Bo = 1 /[—mr}d(l - M;)COS(P'J)) dp.

Alors, pour tout 8 > By,

Démonstration. On note

Wp = |1/2 > wie'

jeTd
On a bien siir, par invariance sous translations,

1

<|@p|2>MB,L = ﬁ Z e =) (w; - wj>MB,L = Z el {wo - wj)/—LB,L'
i,jeTd JETY
Avec ces notations,
1 2 1 1 .2
<”Td] Z wz“ >u@,L = md’g Z <Wi 'wj>/»LB,L = ‘Td‘ <‘W0’ >H6,L'
Ll ierd L jjerd L

Afin d’estimer le membre de droite, on observe que, par la formule de Plancherel,

Z ‘wp|2 Z ‘Wﬂz

d,x d
peT JeTT

puisque les spins satisfont |w;| = 1. Par conséquent,

1
~ 12 A 12
|']I' |<|W0| >/—LB,L =1- |']I' | Z (|@p] >Mﬂ,L'
peT*
p#0

A présent, la borne infrarouge implique que, pour p # 0,

.12 v 1
<’WP’ >,U«,3,L < @(1 2d]z,\;)COS p- J)) .
Comme
i = -1 1 o —1
Lhm Tmd | Z —*Zcosp J = (1——Zcos(p.])) dp,
—00 ’TL’ d,% 0 [—,m]d 2d 4 :
peTy J~ G~
p#0
la conclusion suit. 0

2. Bo est fini lorsque d > 3, cf. exercice 2, série 9.
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Le résultat précédent indique clairement qu’une transition de phase a lieu dans ces
systemes a basse température, puisque les spins sont globalement orientés. Malheureuse-
ment, il n’est pas si élémentaire d’en déduire la multiplicité des mesures de Gibbs. La
raison est que la positivité sous réflexion nous force a travailler avec la condition au bord
périodique. Afin de remédier & ce probleme, il est nécessaire de faire appel & des résultats
plus abstraits concernant les mesures de Gibbs. Le théoreme fondamental dans ce contexte
est le suivant. Nous ne le démontrerons pas entierement, car il fait appel a des résultats sur
la théorie abstraite des mesures de Gibbs que nous n’avons pas vus, mais en esquisserons
I’argument. Il permet de démontrer I'existence d’une transition de phase du premier ordre
en montrant que ’énergie libre associée au modele a une dérivée discontinue par rapport a
un “champ magnétique” approprié, similairement a ce que I’on a vu dans le cas du modele
d’Ising.

Théoréme 7.4.2. On considére une famille de spins bornés (ce qui signifie que la mesure
a priori sur S est supportée sur une partie bornée de R” ). Soit &g l'ensemble des mesures
de Gibbs en volume infini pour une famille donnée de potentiels plus-proches-voisins inva-
riants sous tmnslatzonﬁ et soit pur, g une mesure de Gibbs sur le tore 'JI' pour cette méme
famille de potentiels. Soit ;, © € Zd la translation par i, (73(w)); = wj—;. Soit g: Q@ — R
une fonction locale bornée. Alors

1. La limite

. 1
f<h)_1:1—1>20 md’log exp h%goﬂ LL.s

existe pour tout h € R et est convexe en h.
2. Sip € &g est invariante sous les translations, alors

ofr of
Bh ’h 0 — <g>H§ ah+’h 0°

3. Il existe des mesures p*,pu~ € g, invariantes sous translations et ergodiqueslﬂ,
telles que
of

(9)ux = aﬁ‘h:ﬂ'

Esquisse de preuve. Soit Aj, = {0,..., L —1}%.

1. Sous les hypotheses du Théoréme, 'existence et la convexité de f(h) se démontre
exactement de la méme maniere qu’on I’a fait pour ’énergie libre du modele d’Ising, dans le
Chapitre[2] De plus, comme dans ce chapitre, on montre en fait que la limite est inchangée
si on remplace la mesure g 1, avec condition au bord périodique, par une suite de mesures
de Gibbs dans Ay, avec conditions au bord quelconque.

2. Soit ;1 € &z une mesure invariante sous les translations. En introduisant la notation

Zr(h) = (exp(h Y go 7))
i€EAL

3. Un potentiel ¢ est invariant sous translation si ®4 = ®-, 4, pour tout ¢ € 7% et A € 7°.
4. Rappel : une mesure est dite ergodique sous I'action d’un groupe G (ici, le groupe des translations)
si tous les événements G-invariants ont probabilité 0 ou 1.
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et en observant que log Zy, est convexe en h, on peut écrire, pour tout h > 0,

0
logZr(h) —1ogZL(0) 2 h 5. log Zr(h)|,_o=h{(>_ gomi)u="h|ALl{g)u.
i€AL

Puisque f est indépendante de la condition au bord, on en déduit que

f(h) = f(0) = h{g)u,

et donc 5
O o =i T (70) ~ J(0)) 2 ()

L’autre borne est démontrée de la méme fagon.

3. Soit 7 I’'Hamiltonien associé aux potentiels de I’énoncé. Soit &g ;, I'ensemble des
mesures de Gibbs en volume infini correspondant a I’'Hamiltonien 5 — h ", g o 7;. Alors,
une variante de I'argument du point (2) permet de montrer que si p5, € &g, est invariante
sous les translations, alors

0
% < <g>uh < Dt

En particulier, si A > 0, on en déduit que

8f>8f

Ghun 2 Z3= 2 gpr -0

par monotonicité des dérivées d’une fonction convexe (¢f. Théoréeme . On considere
une suite A, | 0. Par un argument de compacité, on peut extraire une sous-suite h,, telle
que fp,, CONVerge Vers une mesure pt € Bg (ces résultats font appel a la théorie abstraite
des mesures de Gibbs que I'on verra plus tard). Par conséquent, puisque g est locale,

. of
(e = (D, = 575 o

Il suit alors du point 2. que

of
(9)+ = ahi‘h:O'

La mesure pu* est invariante sous les translations. La preuve qu’on peut en fait la choisir
ergodique est assez abstraite, et repose a nouveau sur la théorie générale des mesures de
Gibbs. O

Armé de ce théoreme, nous sommes en mesure de montrer que le Théoreme
implique D'existence d’une transition de phase de premier ordre. Nous ne traitons que les
modeles O(N), mais un résultat analogue (avec une preuve analogue) est vraie dans les
autres cas également.
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Théoréme 7.4.3. On considére le modéle O(N) en dimension 3 ou plus. Soit 5y comme
dans le Théoréme |7.4.1,. 1l existe une famille de mesures de Gibbs (y)yesv telles que,
pour tout B > By,

hm w; m* -presque surement
L%O|AL| Z i ¥, pyp-presq :

pour un m* = m*(f3) > 0.

Démonstration. Fixons un vecteur ¢ € S”, et considérons la fonction locale g(w) = wq - 9.
Par le Théoréme la limite

f(h) = hm log(exp(h Z goT; >HLB

"]Td ‘ ZETd
existe. Nous allons montrer que ah+ | he0 0 (et donc ah ’ heo < 0 par symétrie). Bien
entendu,
Z gomi =19 Z w; = My,
i€T} i€T¢
Nous savons du Théoréme que
1 Bo
g (M s 2 1= 3 = o),

le dernier terme disparaissant lorsque L — oo. Puisque |My| < |T¢|, il suit que, pour tout

O<e<l,
1

d
R (ML), < € 4 ppr(Mp| > €|TE)).
Par conséquent,

S 1 Bo

oM = 51 BT = S0 -2 — o).
A présent, par invariance sous les rotations de pg r,, il existe ¢ = c¢(v) > 0 tel que
50 1

o My 2 (1= 2T | 1MLl 2 50 - S)m) 2
et donc . 5
c 0

M T¢ —(1—=)—o0(1).

per (- My > 7 (1= )I L) = 5l B) o(1)

On en déduit que, pour h > 0,

log<exp(h1j} ' ML)>HL,B Z log<exp(h1/1 ’ ML)1{w,ML2%(17ﬁ70)|T%|}>/—LL,B

B
U——fﬂﬂ+1(2ﬂ—éﬁ—40%

.Jk\i—‘
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et on a bien
or h Bo
gt =0 2 7175

Une application du Théoreme implique donc, lorsque 8 > By, 'existence d’une mesure
de Gibbs invariante sous les translations, ergodique et telle que

of
Le théoreme ergodiquelﬂ implique que
Lh_r}réo |AL\ Z w; = m*y, [p-Presque stirement, (7.7)

pour un @Z € S¥ et m* est un nombre strictement positif tel que, au vu de (|7.6)),

~ o f

* _
m - = 8?’ h=0
Nous allons montrer que QZ = 1, ce qui conclura I'argument. Supposons que ce ne soit
pas le cas. Soit A € O(N) une rotation telle que Ay = v, et soit g = py o A™L. Par
invariance du modele sous O(N), on doit avoir i € &g. Il suit de (7.7) que (wo),,, = .
Par conséquent,

8f|

(wo - )y = (Awg - ), = m* P > m*y - ¢_8h+

Mais ceci est impossible, car i est une mesure de Gibbs et doit donc satisfaire aux bornes
données au point 2. du Théoréme O

7.4.2 Transition de phase dans les modéles O(N) anisotropes

Dans cette sous-section et la suivante, nous allons voir deux applications de ’estimation
de I’échiquier. Une autre application célebre de cet outil est pour prouver que I'aimanta-
tion du modele de Potts (pour ¢ grand) est discontinue & la température critique, ce qui
correspond & la coexistence des ¢ phases ordonnées de basse température avec la phase
désordonnée de haute température. Malheureusement, nous ne discuterons pas de cette
application par manque de temps.

5. Dans le présent contexte, celui affirme que, pour toute mesure ergodique p et toute fonction g €
Z1(n), on a, pour u-presque tout w,
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Nous allons commencer par démontrer ’existence d’une transition de phase dans
une variante du modele O(N) bidimensionnel appelée modele O(NN) anisotrope. Dans ce
modele, les spins prennent valeurs dans la sphere S¥~1. L’hamiltonien est alors de la forme

N
1
Hpalw) = =38 Y (@iws (1) +a > wilk)w; (k).
i,jET2 k=2
i

0 < a < 1 est le coefficient d’anisotropie. On voit que lorsque o = 1 on retrouve le
produit scalaire, et, par conséquent, il suit de Théoreme de Mermin-Wagner qu’il n’y a
pas d’aimantation spontanée a basse température. Le théoreme suivant montre que ceci
n’est plus vrai des que o < 1 (évidemment, dans ce cas, le Théoréeme de Mermin-Wagner
ne s’applique plus).

Théoréme 7.4.4. Pour tout 0 < a < 1 et tout € > 0, il existe By = Po(a, €) tel que, pour
tout 5 > B,

Jim (M) 50> 1 -,
ou Mp(1) = |T%|7! Yie2 Si(1) est la projection de l’aimantation moyenne le long de la
premiére coordonnée.

Remarque 7.4.1. On peut d nouveau reformuler, a Uaide du Théoréme[74.3, le résultat
précédent en terme de multiplicité des mesures de Gibbs. Comme cela se fait de maniére
similaire & ce que l'on a déja fait dans la sous-section précédente, nous nous contenterons
ici du résultat sur ['aimantation.

Démonstration. Il suffit de montrer que

(wo(Dw; (1)) Lip,a = c(B),

uniformément en L et en j € T%, avec ¢(3) — 1 lorsque 3 — oo. En effet, cela implique
que

lim (M (1)) g0 = Jim [T Y wi(l)w;(1)) 1.0

L—oo

i,j€T2
= Jim (T3S wo(Dws(1) g0 = o(8).
jeT2

En introduisant les indicatrices suivantes (0 < d < 1let i€ T%)
P (w) = 1ipw (126} P(w) =1- PP (w) = P70 (w) = 1, 1)<6}
on peut écrire
(wo(Dw;(1)) Lig.a = (wo(Dw; (1) (P + Py + PF2) (P + P7° 4+ P)) g
2 262<P0+5Pj+6>L;/3,a - 2<P0+6Pj76>L;/3,a - 52<P0<6P]'<6>L;6,a
— 46(Py P) 1. 0
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ot 'on a utilisé la symétrie sous 1’échange 0 <+ j, la symétrie sous w(1l) = —w(1), et le
fait que |w;(1)] < 1 pour tout i € TZ.
On observe a présent que

<PO—|—6P]<6>L§,8:& < <P0<6>L;B,m

1 4 0
(Po< Pj< >L;B,a < \/<P0<6>L;ﬁ,a\/<Pj<6>L;/3ﬂ = <P0< >L§ﬂ’°"

la deuxieéme ligne suivant de Cauchy-Schwarz. Comme on a également

(PP ) g = (P°(1 = P = P)) iga
= (B") o — (PP ipa — (P P=0) Ly s
et que
<P(T6>L;B,a = % - %<P]'<6>L;B7a7
on voit que le théoréme suit des deux lemmes suivants.

Lemme 7.4.1. Pour tout 0 < a<1,0< 9 <1 et tout e > 0, il existe By = Bo(e, , d) tel
que, pour tout B > [y,

<P0<5>L;,3704 <e€
Lemme 7.4.2. Pour tout 0 < a < 1, 0 < § < 1, tout ¢ > 0 et tout jT%, il existe
Bo = Po(e, ) tel que, pour tout 5 > [y,

<P6~_5P]‘_6>L;B7a <€

Démonstration du Lemme[7.4.1 On considére I’événement

szs — H Pi<6'

i€T?

L’estimation de I’échiquier implique que

1/|T2
(PF) L < ((PE0) 1.0) 1TE.

On est donc ramené a 'estimation d’un événement “global”, ce qui peut se faire beaucoup
plus simplement. On écrit

Z<5
<PL<6>L;B,04 = M7
2150
ou
Zis0 = (e P g, Bpa = (€00,
avec jo le produit des mesures uniformes sur SV !, supposées normalisées, (1) po = 1.

Commengcons par chercher une borne supérieure sur le numérateur. Pour une configu-
ration w telle que Pr%(w) =1, on a

Hipaw) = -38 Y (Va) = —26(*V ) [T}
i,jeT?
i~j
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Par conséquent,
Z<‘5 < (2B(8%Va) T3]

7 e

Cherchons a présent une borne inférieure sur Zp,.3 o. Soit 0 < 6 < 1, et

P+5 H P+5
16T2

On peut ainsi écrire
— a0 pFON =B +6
Zipa > (e 7E0o P, = (e 10 g (PL) o
ou l'on a introduit la mesure produit fip définie par

dfig P”
dpo

Par I'inégalité de Jensen, on a alors
(e™782) 5y 2 exp(—(Hi5,0) o) -

Or,
(HL:8,0)50 = B Z wi(1)) o (Wi (1)) e < 2352|T B

jE'E
invj

puisque (w;(k))z, = 0 par symétrie, pour k =2,...,N.
Finalement, pour tout 0 < ¢ < 1, il existe une constante 0 < ¢(d) < 1, ne dépendant
que de la dimension N des spins, telle que

(P, = (1 c(8))/TE.

En mettant tout cela ensemble et en choisissant 6 = (1 + (6% V @)), on obtient finalement
la borne suivante

(PE)Lipa < exp(—25(3 (52\/06)—*51%(1— ¢(0))|T7|) < exp(—3B(1— (6% v a))|T7).

Ceci implique donc que
(P g < exp(=38(1 — (62 v a))),
ce qui tend bien vers 0, lorsque § — oo, pour tout o, d < 1. O

Démonstration du Lemme[7.4.3 La preuve de ce lemme repose sur un argument de Peierls
couplé a ’estimation de I’échiquier.
Soit Pji = 1{+w;(1)>0}- On a évidemment
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Puisque P;r + P, =1, pour tout %, on peut écrire

(P P sa= B P I (PP +P)Lsa
i€T7\{0,7}
= Z ( H Pim>L;ﬁ,a'
ne{—l,I}TQL i€T?
770:1777]:71

A chacune des configurations 1 apparaissant dans la derniére somme, on associe ses
contours I'(n), comme dans I'argument de Peierls. Manifestement, puisque 79 # 7, il
existe (au moins) un contour vy séparant 0 et j. On peut alors écrire

Py P pga <Y, >, (Il B"wpas

Y n:L(n)>y i€T?

ou la somme est prise sur tous les contours séparant 0 et j. On note v, ’ensemble des
arétes (7, j) intersectant un contour ; on suppose que i est toujours du coté “+”, et j du

cOté “—” de ~. En procédant de la méme fagon que ci-dessus, on obtient
II 2Psa=( 11 BP II (B +P))ipa
(i.4)€vL (i,3)€ve keT2
kNyL =0

= Y (I P"ega

n:L(n)>y i€T?

Par conséquent, on a

(PP s <D 0 T PP ) nsa
v (7J)E’YJ.

On va a présent montrer que

( II P'P)pga<e M, (7.8)
(L]’)E'YL

pour une constante ¢ > 0. La preuve se termine alors comme dans ’argument de Peierls
pour le modele d’Isinglﬂ
Pour montrer (7.8]), on utilise 'estimation de ’échiquier. Etant donné une aréte ho-
rizontale (4,7), on note i A j = min{i(1),7(1)}. On fait une définition analogue pour les
A . , . .. he _hjo _ve v,0
arétes verticales. On décompose 7| en quatre parties disjointes : v, v, v|" et 7v,". Les

6. La seule différence mineure avec la cas du modele d’Ising traité dans le chapitre [2| est qu'on se
trouve sur un tore. Par conséquent, il convient de considérer trois situations : v entoure 0, v entoure j,
et v s’enroule autour du tore. Les deux premiéres sont traitées comme on ’a fait pour le modele d’Ising.
Pour la derniére, il suffit de réaliser qu'un tel contour passe nécessairement par un sommet de la forme
(%, k), et par conséquent le nombre de tels contours de longueur £ est borné par L4%. Comme le plus court
contour s’enroulant autour du tore est de longueur £ = L, on voit que la contribution de ces contours est
exponentiellement petite en L, lorsque 3 est grand.
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e e B B e el i e e e
o
- A
o
+=[=1+1+ == = = A+
e e B B e el i e e e
+=[=1+1+ == = = A+
e e B B e el i e e e
o
+=[=1+1+ == = = A+
o
+=[=1+1+ == = = A+
e e B B e el i e e e
I
e e B B e el i e e e
o
+=[=1+1+ == = = A+
o
+=[=1+1+ == = = A+
e e B B e el i e e e
I
e e B B e el i e e e
o
+=[=1+1+ == = = A+
o
+=[=1+1+ == = = A+
e e B B e el i e e e
o
- A
o
+=[=1+1+ == = = A+
e e B e e el I e e e
FIGURE 7.4 — La configuration n™°.

ensembles vﬂl_’c/ ° contiennent les arétes horizontales de v, : le premier contient les arétes
(i,7) telles que i A j est pair, le second celles pour lesquelles i A j est impair. On procede
similairement pour les arétes verticales.

Par Cauchy-Schwarz, on a alors

_ _ 1/4

< H Pz’+Pj )L;ﬂ,a < H (< H Pi+Pj >L;ﬁ,a) / :
i,j ac{h,v} (i ey ®b
( _])E’YJ_ bEEe’O}} ( 7J)E’YL

Les termes <H(i7j) N PZ-+PJ._) L:8,a Se prétent bien a une application de l'estimation de

i)ehe P;“Pj_ﬁ;g,a. Chacun des produits P;er_
est une fonction B-bloc pour un bloc 2 x 1 ou la réflexion d’une telle fonction a travers
les arétes, comme cela a été introduit dans la Section Une application de I'estimation

de I’échiquier donne donc

e hoe| /|2
(11 B P )usa < (< 11 PZ.”? >L;5,a)m /1 LI’

.\ _ h, o2
(1.5)€7]° €Ty

I’échiquier. Considérons par exemple ([] (

oll la configuration n™® est représentée sur la Figure Pour évaluer cette derniere

espérance, on procede de fagon similaire a la preuve du lemme précédent. On estime
inférieurement 1’énergie des configurations contribuant a 1’événement : chaque aréte entre
deux sommets auxquels 7™ prend la méme valeur contribue au minimum —# & 1’énergie,
et elles représentent les % des arétes; pour minimiser 1’énergie entre spins situés aux
extrémités des arétes restantes, il convient d’annuler leur composante 1, ce qui donne
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FIGURE 7.5 — Le potentiel Va(p).

une contribution minimale de —af par aréte. On obtient donc que 1’énergie minimale est

toujours supérieure & —2(2 + 1a)B|T%|. En utilisant la borne inférieure sur la fonction

de partition de ce modele établie dans la preuve du lemme précédent, on conclut que la
probabilité est bornée par

exp{ ~20(3% — - log(1 — e8)) — (4 + o)1} < exp{ ~e8(1 - )13},

2p
pour une constante ¢ > 0 et tout 8 suffisamment grand, dés que & est choisi assez proche
de 1. 0
O

7.4.3 Transition de phase dans un modéle gaussien avec double-puits

Dans cette section, nous allons étudier une variante du modele gaussien introduit dans
le chapitre @ Le modele est défini sur le tore T%, les spins sont a valeurs dans R, et
I’Hamiltonien prend la forme

A E LS () i)+ Y Vi, (7.9
{i,j}CT2 i€T?
i~

ou le potentiel V,; est défini par

K

e Vel®) = =5 (p=1)% 4 =5 (pt1)?
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La raison pour laquelle on a pris la fonction Vi de cette forme particuliére et parce qu’elle
permet ainsi tres facilement de passer a une représentation en termes de spins d’Ising.
Plus précisément, on observe que

He V(i) — H Z e~ 5(pi—0i)? _ Z He (pi—0i)?

i o;e{-1,1} ae{—l,l} 21

S DV | G

, L
ce{-1,11"L °*

Par conséquent, on peut considérer un systéeme dont les spins sont a valeurs dans R X
{—1, 1}, les variables aléatoires correspondantes étant notées (p;, 0;), et dont I’'Hamiltonien

est donné par
4% Yo (pi—g)+ Z 55— KOip;.
{i,j}CT? zE’]T2
i
On notera (7.3 . la mesure de Gibbs associée. Clairement, la ¢-marginale de cette mesure
n’est autre que la mesure de Gibbs associée a I’Hamiltonien . Il est également immédiat
de vérifier que pr.g, est positive sous toutes les réflexions (horizontales et verticales (&
travers les sites ou les arétes), ou diagonales (& travers les sites)).
Le résultat principal de cette section est le suivant. Il montre qu’a basse température et
a grand k&, les spins tendent a se regrouper dans un des deux puits. Comme précédemment,
on se contente d’un résultat sur ’aimantation, mais il n’est pas difficile d’en déduire un
résultat sur les mesures de Gibbs en volume infini.

Théoréme 7.4.5. Pour tout € > 0, il existe By, ko > 0 tels que, pour tout B > By et tout
K > Ko,

12Lh—1>20||']r Z‘Pz Lﬁ/ﬂ_ — €

i€T2

Démonstration. Appelons plaquette en i € ’]I‘% I’ ensemble de 4 sommets voisins {i,i +
(1,0),7 4+ (1,1),7 + (0,1)}. Le motif d’'une plaquette dans une configuration donnée est
le restriction de la configuration o a la plaquette. Nous allons montrer que lorsque 5 et
k tendent vers l'infini, seuls les motifs I I et — — survivent. Nous dirons que ces deux
derniers motifs sont bons, et les autres mauvais. Nous dirons également qu’une plaquette

est bonne ou mauvaise selon que son motif est bon ou mauvais.

Lemme 7.4.3. Pour tout 5,k > 0,

5(55) < expl(—5 1),
(1) < el ),
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+[= T +[= T T +[H [
— [+ + == + ==
+[=T+=1+1= 1+ =1+ - +=1+=1+ 1=+ =1+ = [+ =+ - ++ [+
—[+ =1+ += = +[= =
+ [ [ + [ [ [ [ [
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R e e e Ea e R e e N e e
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FIGURE 7.6 — Les configurations induites par les trois motifs du Lemme [7.4.3| par réflexions

horizontales et verticales a travers les sommets.

Remarque 7.4.2. Bien entendu, le modéle étant invariant sous l’échange + <> —, ainsi
que sous les réflexions, ce lemme permet de traiter tous les mauvais motifs.

Démonstration du Lemme[74.9 Soit Zr.5, = Yo [e 7 () [lic2 dyi la fonction de
partition associée & pr,.3 .. Onnote Zr,.g (% =) la fonction partition dans laquelle la somme
sur o est retreinte a la seule configuration obtenue en étendant par réflexion a travers les
sommets le motif * % a tout le tore ; par exemple, dans le cas du motif * 1, la fonction de
partition est restreinte a la configuration ¢ ayant une structure en damier avec des — sur
les sommets pairs et des + sur les sommets impairs (¢f. Fig. [7.6). On peut ainsi écrire,

par définition de 3,

n 8 S (—)llil g,
5(F J—F)IT%I _ Zipn(* ! < Zr.5.x( ) e S, (=Dl o

+ J—
-+
Zrgr ~ Zrpe(TT) ("2

les espérances dans la derniere expression étant prises par rapport a la mesure du modele
gaussien massif introduite dans la section avec masse \/k. Afin d’estimer ces espé-
rances, il convient de se rappeler que la fonction génératrice des moments d’un vecteur
gaussien X quelconque satisfait

<€t-X> _ et-(X)-l—%Var(tX)’ V.

Puisque dans notre cas {@;)au = 0, il ne reste plus qu’a estimer ((32;t;;)*)au pour les
vecteurs t = 1 et t; = (—1)I*l". Bien entendu,

(O tipi))am = X titi(pivs)on = > tit;G(i, 5),
: 0 i

oun ¥ = (G(z’,j))i’j@ri est l'inverse de la matrice (8 + k)(SL — Z1), ou S, = (6ij)i7j€T%
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et Pp = (P(i,))); jer2 avec

Fresg sl jEeT i~
1- -2 siicT? et j=t,
Py =4 Fe SreTLetd=d
1 sii=j=1,
0 sinon.
(Voir la Section pour le cas d’une boite dans Z?; ici, on a gardé explicitement la
dépendance en f8 et utilisé le fait que m? = k.) La facon la plus simple d’obtenir les

estimations désirées et d’observer que, sur le tore, il est tres facile de déterminer les vecteurs
propres de (84 k) (I, — ZL), et donc de ¥r.. En effet, ceux-ci sont donnés par les fonctions
e'’PJ pour p € ']I‘%*, puisque

Z(ﬁ—i—n)(/ QL)l]epj —e”“ B—i-hs— Zelm BD + k) P,
J J~0
ou l'on a introduit la transformée de Fourier du Laplacien discret,

’\ def Z lpj
e
Dy = - 2d

J~0

On en déduit que les fonctions propres de 4;, sont données par e'?7, p € T%*, avec valeurs
propres 1/(8D, + k).
On obtient a présent, pour t = 1,

L L TZ
ZtitjG(iJ) = Zelo'“G(z’,j)e‘o'ﬂ = 7| L|7
i,J ij K
puisque Dy = 0. Similairement, pour ¢; = (—1)lll,
S tit;Gli ) = X i, et rmd — ITAL
— (] ’ — ) 26 i KJ’
étant donné que ﬁ(ﬂm) = 2. On obtient donc finalement que

1., Bk 9
Qﬁ—i—ﬁ - E)} = exp{—mmﬂ},

s+ )'TL'<exp{ K?|TZ|(

et le premier motif est sous controle.
On traite les deux autres de la méme maniere. Pour I:, on se retrouve avec t; =

(=1)ll) et donc

T3]

Ztlt]G(’L,]) = Zei (7r,0)~iG(Z"j)€i (03 = Ma
i,J

1,J
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FIGURE 7.7 — Un bloc adapté aux réflexions diagonales (en bleu) et les quatre blocs voisins (en
vert). Observez que ces blocs se chevauchent, deux blocs voisins se partageant les sommets (en
cyan) appartenant a la diagonale les interchangeant par réflexion.

car ﬁmo = 1. On en déduit que

1 1 Bk

ﬁ+m_?}zwm_w+m;

2 1
(1707 < expf 2R3

ITZI}-
Le dernier motif, i T, est plus ennuyeux & analyser, car il ne génére pas une fonction
propre de ¢7,. On peut cependant s’en sortir & moindre cofit en utilisant le fait que la mesure
de Gibbs est positive sous réflexion a travers les diagonales passant par les sommets du
tore. On décompose donc le tore en translatés d’un bloc de base (pas disjoints, car on
consideére ici des réflexions par des sommets) comme indiqué sur la Figure On observe
alors que dans la configuration correspondant au motif i T, la moitié de ces blocs contient

+ +
le motif + J+r +, et autre moitié le motif + - + (cf. Fig. . Ces motifs étant invariants

sous les réflexions diagonales, une application de I’estimation de I’échiquier donne

(D) <DV D)2

. . + + . . , . .
puisque les motifs + i + et + - + donnent respectivement lieu, par réflexions diagonales,
aux configurations correspondant aux motifs i i et | 7. La preuve se ramene donc au
premier motif analysé. O

Corollaire 7.4.1. Soit B [’événement que la plaquette en 0 soit mauvaise. Alors, pour
tout € > 0, il existe By, ko > 0 tels que 3(B) < e, pour tout > Lo, k > Kg.

Démontration du Corollaire [7.4.1. L’événement B pouvant étre décomposé en un nombre
fini de mauvais motifs, le résultat suit du lemme précédent et du Lemme [7.2.1] O

Afin d’exploiter les estimations du corollaire précédent, on va utiliser un argument
de Peierls. Soit i € T2 \ {0}; lorsque 09 = 1 et 0; = —1, on est assuré de 'existence
d’un circuit v de mauvaises plaquettes séparant 0 et i. En effet, soit toutes les plaquettes
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FIGURE 7.8 — Les deux motifs apparaissant dans les translatés du bloc de base.

contenant 0 sont mauvaises, soit il existe une composante connexe de bonnes plaquettes
contenant 0 et pas i (puisque o9 # 0;), et dans ce cas le bord de cette composante est
formé de mauvaises plaquettes. On a donc

prpe(oo=1,00==1) <> prg () B) <> 5(8)1,
Y tey ¥

la derniere inégalité résultant d’une application de ’estimation de 1’échiquier. En raison-
nant comme d’habitude, on en conclut que pour tout € > 0, il est possible de choisir 3 et
k suffisamment grands pour garantir que

prpr(oo=10=-1) <e.
D’un autre coté, par symétrie, pir.5 (0o = 1) = 1/2. Par conséquent,
prige(oi = =109 = 1) < 2,
d’ou 'on déduit que
(giloo=1)=1-2purgr(oi=—-1]og=1) >1—2e. (7.10)

On a donc établi que la grande majorité des spins ¢ prend une des valeurs +1 ou —1.
Il reste a en déduire que les spins ¢ se concentrent dans le puits correspondant. La facon
la plus simple de faire cela est d’étendre la représentation en marche aléatoire au cas
présent. La procédure est tout a fait similaire (compléter le carré dans I'exposant de la
gaussienne). Pour alléger les notations, on notera ((a, b)), & > ieT2 aib; le produit scalaire
de deux fonctions a et b définies sur le tore. Fixons une conﬁguratién de spins . La mesure

de Gibbs pour les spins ¢, étant donnée cette configuration o, correspond a I’Hamiltonien

_ﬁ+n
2

L’inverse ¥;, de 71, — &2, étant symétrique, on peut écrire

(o, o0 = (0, 9.(IL — ZL)p) L = (Yo, (IL — L)) L,

(o, (JL = ZL)e) L + Ko, o)L
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et ’Hamiltonien peut donc étre réécrit

NALIPE

——Y10,(IL — PL) (¢ GLo)) -

5+ 5+

On voit donc que la moyenne de ;, conditionellement & la configuration o, est donnée par

———(Ypo); = ﬁ—i— ZGlj

(pilo)Lpr = 5+

On en déduit immédiatement une premiére borne, valable pour tout 3, k, et toute confi-
guration o :

<1§;%|!0>L;6,n= e Lifs < 5+ ZG

Or,

ZG(%J’) = |Ti| ZG(OJ) = T2 D Po(Zn =)

n>0 j

= T3 S Bo(Ty > m) = [T3 Bo(Ty) = 13 255 (7)

n>0

(Rappelons que T4 est le moment ot le processus Z, meurt, cf. Section [6.3.1}) Par
conséquent, pour tout 3, k, et toute configuration o, on a

D> eilloyrpe < |ITE.
1

Pour obtenir la borne inférieure, on utilise une fois de plus la symétrie :

(2 eiloss= 20 (D willo)nsn prps(oloo=1)

o:o0=1 7

" Y XG0 prps(o]oo = 1)

B—i_ﬂa oo=1 14,

G+ n Z ZG@] Joi pr.pk(o|og=1)

o:o00=1 1,j

54‘ ZG@] (ojloo=1)rak

Il suit donc de et - que

Z% Lifk = ( 1—26

ZG@] (1 — 2¢)|T%.
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Chapitre

Les champs gibbsiens

Nous avons vu dans les chapitres précédents divers exemples de mesures de Gibbs,
essentiellement associées & des champs markoviens en volume fini. Jusqu’a présent, la
construction de mesures de Gibbs en volume infini nécessitait de considérer I’ensemble
des points d’accumulation de suites de mesures en volume fini, pour des suites arbitraires
de sous-ensembles du réseau infini et de conditions au bord. Cette approche, quoique
intuitivement et physiquement satisfaisante, n’est pas trés efficace pour en développer une
théorie abstraite, et il serait préférable d’avoir un critere permettant de caractériser les
mesures de Gibbs directement en volume infini.

Nous avons vu dans le chapitre |3| que les mesures de Gibbs (en volume fini) associées
a des potentiels plus-proches-voisins possedent automatiquement la propriété de Markov
(et réciproquement, qu’a tout champ markovien en volume fini correspond une mesure de
Gibbs avec potentiels plus-proches-voisins). On vérifie cependant aisément que les mesures
en volume fini, associées a des potentiels quelconques, satisfont une sorte de généralisation
de la propriété de Markov, dans le sens suivant. Soit V & Z¢, et Py est une mesure de
Gibbs sur V, avec espace de spin S (supposé discret pour simplifier) et potentiels (®4) acy .
Alors, pour tout D C V et toute configuration @ € SV\P,

o~ (n[)

Py(w; =n;,Vi € D|w; =w;,Vi € V\ D) = W,
D

vn e SP,

ou on a posé

Hp(nlo) = D Pa(nw),
ACV
AND#)

et
Zp(@) = Z e~ D (1@)
nesb
et noté nw la configuration coincidant avec n sur D et avec w sur V' \ D.

L’idée est de définir une mesure de Gibbs P en volume infini, associée aux mémes
potentiels, par la généralisation naturelle de cette propriété : pour tout D € Z? et toute
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configuration @ sur Z¢\ D,

o (o)

D

En d’autres termes, on cherche & définir un champ aléatoire sur Z¢ & partir de ses pro-
babilités conditionelles sur des sous-ensembles finis. Dans le reste de ce chapitre, nous
allons donner un sens précis a cette définition, et investiguer les propriétés principales des
champs ainsi définis. Nous ferons bien siir aussi le lien avec la définition utilisée dans les
chapitres précédents.

Afin de maintenir la discussion a un niveau aussi élémentaire que possible, nous nous
restreindrons au cas ou les spins prennent valeur dans un espace fini. Le cas général
nécessite des outils plus élaborés d’analyse fonctionnelle, mais les idées et résultats prin-
cipaux demeurent essentiellement inchangés (au moins tant que S est compact). Nous
supposerons également que le réseau sur lequel le champ aléatoire est défini est toujours
A

8.1 Cadre mathématique

Nous commencons par décrire la structure mathématique nécessaire, et introduire les
notations correspondantes. Pour des raisons pratiques, certaines de ces dernieres different
quelque peu des notations correspondantes utilisées précédemment.

8.1.1 Espace de configurations.

Soit S un ensemble fini, que I'on appellera espace de spin. On appelle espace de confi-
gurations I’ensemble 2 4 G2 Fitant donné une configuration w € 2 et un sous-ensemble
A C Z4, on notera wip € SA = Qy la restriction de w & A. Etant donné A, A C Z¢ avec

ANA =, la configuration w| Aw’| A € Qpun est celle coincidant avec wyy sur A et avec w" A

e1e . . N déf
sur A. On utilisera aussi la convention que w‘Aw’ = (JJ‘ACL)/‘AC, oit A® = Z4\ A.

8.1.2 Structure d’espace de probabilité.

On note . la tribu associée a S, c’est-a-dire ’ensemble des parties de S. La tribu
associée a ) est le produit # L gzt ; elle est engendrée par ’ensemble Cyl «“ {‘@;,A :
A €Z% w e Qy} des cylindres 6, 5 L en: Wia = w}.

Un champ aléatoire sur Z¢ est une mesure de probabilité sur (£2,.%) ; on note .# (9, .F)
I’ensemble de ces champs aléatoires.

Deux sous-tribus de % jouent un réle important dans la suite :

— La tribu .Zy = .7, A C Z%, générée par 'ensemble Cyl, S {€on - AENwe
Qa}. Cette tribu contient tous les événements ne dépendant que de la restriction de
la configuration & la région A. En particulier, une fonction f : 2 — R .#-mesurables
est Fp-mesurable si et seulement si f(w) = f(w’) dés que wjy = w)y. On emploiera
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souvent dans ce cas I’abus de notation f(w) = f(wy). Dans le cas ou A € Z%, ces
fonctions correspondent aux observables microscopiques; on les appelle fonctions
locales.

— La tribu asymptotique Zs = N rezd Fac. Elle contient les événements dont la
réalisation est indépendante de I’état des spins de n’importe quelle région finie.
En particulier, une fonction f : Q@ — R .#-mesurable sera .#,,-mesurable si et
seulement si f(w) = f(w') dés que wjpe = wipe pour un A € Z%. Un exemple d’une
telle fonction est f(w) = limy—o0 [An| ™t Yjen, wi si la limite existe, et 0 sinon. Ces
fonctions correspondent aux observables macroscopiques.

Dans la suite, on utilisera aussi les notations suivantes : si yp € 41 (2, F),et f: Q@ — R
est une fonction % -mesurable p-intégrable positive, on écrit

a2 [ () f()

Si de plus u(f) = 1, alors on définit fu € #1(Q,.7) par

Fu(A) 2 [ u(d) f@)1a()
pour tout A € Z.

8.1.3 Structure topologique et métrique.

On munit & présent 1’espace Q2 d’une topologie .7, compatible avec la tribu %, dans
le sens que .Z est la tribu borélienne associée a la topologie 7 (c’est-a-dire .# est la plus
petite tribu telle que les ouverts de .7 soient mesurables). Concrétement, ceci est assuré
en définissant 7 comme la topologie engendrée par I’ensemble des cylindres, Cyl, puisque
celui-ci est dénombrable. Ceci correspond en fait a prendre comme topologie sur .S la topo-
logie discrete (toute partie de S est déclarée ouverte), et sur €2 le produit correspondant.

Lemme 8.1.1. La topologie T est induite par la métrique

d(w,w) = > 27 W1, L. (8.1)
iezd

Démonstration. Soit B(w,r) la boule ouverte de rayon r centrée en w € Q. Il suffit de
montrer que ’ensemble de ces boules forme une base pour 7. Soit A € Z% et C € Cyl,
un cylindre. Posons 7y = inf;cp 2= Il Alors, pour tout w € C,

{We: dw,w) <rpy} C {w’ €Q: W :wlA} ccC.
Par conséquent, on a bien

C= U B(w,ry).

wel
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Il est important de comprendre intuitivement ce que signifie “converger” dans cette
topologie : une suite de configurations (w™),, converge vers une configuration w si et seule-
ment si pour toute région finie A € Z¢, on peut trouver ng tel que

WA = w)p, Vn > ng. (8.2)
Cette topologie munit (€2,.7) d’une riche structure.
Théoréme 8.1.1. (2,.7) est un espace polonaism compact.

Démonstration. Soit (w™), une suite de Cauchy pour la métrique (8.1). Soit A € Z¢ et
C € Cyl, ; on pose comme précédemment 7y = inf;cp 2=l On a alors, Vm,n > N(A),

dw",w™) <1y = Wy =W,

et donc la suite (w"),, converge vers la configuration w telle que w; = lim,_,o w'. Ceci
montre que I'espace métrique (€2, d) est complet.

Soient w € Q une configuration et € > 0. On peut alors trouver A € Z¢ tel que la
configuration w’ définie par wy = w)y et Wiy = s, pour s € S, satisfasse d(w,w’) < e.
Par conséquent, I’ensemble dénombrable des configurations asymptotiquement constantes,
weQ:wpe=s,5€85 e 7}, est dense, et (9, .7) est séparable.

La compacité suit évidemment du Théoreme de Tychonoff, cependant, dans le cadre
considéré ici, on peut en donner des preuves plus directes. Ici, nous allons utiliser un
argument standard de diagonalisation. Puisque (2,.7) est un espace métrisable, il est
suffisant de montrer que toute suite (w"),, admet une sous-suite convergente. On numérote

les sommets de Z% de facon arbitraire : t1,ts,.... S étant fini, on peut extraire une sous-
1

suite indicée par n,lc, k>1,et sy €8, tels que wg’“ = s1, pour tout k > 1. On peut ensuite
extraire de cette sous-suite une nouvelle sous-suite d’indices ni, k>1, et so €8, tels que
2

Lo

wy,” = s2, pour tout k > 1. En poursuivant cette pchédure on obtient, pour tout 5 > 1,

une suite d’indices ni, k>1,ets; €8, tels que wZ’“ = s; pour tout k > 1 et tout ¢ < j.

On vérifie alors immédiatement que la sous-suite (w"k) converge vers la configuration
donnée par s; au sommet t;. ]

Une fonction f : 2 — R est donc continue en w si et seulement si , pour tout € > 0, on
peut trouver A € Z? tel que sup,,cq |f(waw’) = f(w)] < e. Lespace (€2, ) étant compact,
une fonction continue partout est nécessairement uniformément continue et bornée. On
note % () 'ensemble des fonctions continues; %'(€2) est un espace de Banach pour la
norme | flso = sup,, |f(w)]. De plus, .Z étant la tribu Borélienne associée & la topologie
T, on en déduit que toute fonction f € € () est mesurable.

Manifestement, les fonctions locales sont toutes continues. En fait, on vérifie immédia-
tement qu’elles forment un sous-ensemble dense de (€(2),] - ||oo), Puisque la continuité
de f signifie que pour tout € > 0 et toute configuration w’ € €, il existe A € Z? tel que

sup |flwpw’) = flw)] <,

1. Un espace polonais est un espace séparable, homéomorphe & un espace métrique complet.
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et que la fonction w — f(wpw’) est locale.
A Topposé, les observables macroscopiques non constantes sont toutes des fonctions
discontinues.

Remarque 8.1.1. Dans un cadre général, la fermeture de I’ensemble des fonctions locales,
par rapport a la norme || - ||oo, est appelé ensemble des fonctions quasilocales. Dans le cas
présent (S fini), les fonctions quasilocales coincident avec les fonctions continues.

8.1.4 Convergence des champs aléatoires

On va a présent munir 'espace .# (€2, %) des champs aléatoires sur 2 d’une structure
topologique appropriée. Cette topologie est celle générée par la notion de convergence
suivante : une suite (un)p>1 de mesures dans #;(€2,.#) converge vers la mesure u €
M1 (Q, F) si et seulement si p, (f) — p(f) pour toute fonction quasilocale. Cette topologie
est appelée topologie de la convergence locale. Puisque les fonctions quasilocales coincident
ici avec les fonctions continues bornées, cette topologie n’est autre que la topologie faible.

Evidemment, les fonctions locales étant denses dans % (), il suffit d’avoir convergence
de 'espérance des fonctions locales. En fait, puisque celles-ci s’écrivent comme combinai-
sons linéaires finies d’indicatrices de cylindre, il est méme suffisant d’avoir pu, (€, ) —
1(%, a) pour tout cylindre €, .

Théoréme 8.1.2. Muni de cette topologie, l'espace M1 (2, F) est compact et métrisable.
Démonstration. Soit (Ag)r>1 une suite arbitraire de sous-ensembles finis de 74 telle que

Ay 7 Z%. Nous allons vérifier que la métrique

o 1
d(p,v) « sup z max |,u(<5W,Ak) - V(ng,l\k”
k>1 UJEQAk

convient. Supposons que p, — u. Fixons € > 0, et K > 2/e. Soit N = N(e) tel que

max ‘Mn(cgw,l\k) - M(CKuJ,Ak)‘ <€,
wGQAk

pour tout £ < K. On a bien, pour tout n > N,

1
dpins ) = sup o max |pn (Go,n, ) — (G, < €
k>1 k wGQAk

en utilisant la borne triviale |1, (€, A, ) — 11(G0.n, )| < 2 (et la définition de K) pour traiter
les k > K.

Réciproquement, supposons que d(j,, ) — 0. Soit A € Z¢ et C € Cyl,. Soit k
suffissamment grand pour que A C Ag. On a alors

1n(C) = (O < Y [pn(Gony) — m(Gon,)l,

wGQAkﬂC

et chacun des termes de la somme tend vers 0 lorsque n — oo.

111



8.2. PROBABILITES CONDITIONNELLES ET SPECIFICATIONS

A (2, F) étant métrisable, il suffit de vérifier que cet espace est séquentiellement
compact. Soit (py)n>1 une suite dans .#;(2,.%). L’ensemble des événements locaux étant
dénombrable, on peut en extraire, en utilisant a nouveau un procédé de diagonalisation,
une sous-suite (i, )r>1 telle que pp, (A) — p*(A), pour tout événement A local. La
conclusion suit en répétant ’argument donné dans la Remarque [2.4.1 O

8.2 Probabilités conditionnelles et spécifications

8.2.1 Noyaux de probabilité

Dans cette sous-section, nous allons introduire une classe d’objets importants en théorie
des probabilités, les noyaux de probabilité, ainsi que quelques notations tres pratiques qui
leurs sont associées.

Un noyau de probabilité d’un espace probabilisable (€2,.%) vers un espace probabilisable
(Q,.7") est une fonction

7(-]): F xQ—[0,1]

telle que
— 7(- |w) est une mesure de probabilité sur (Q',.%’) pour chaque w € Q;
— w(A"|-) est Z-mesurable pour chaque A’ € .Z".

Etant donné deux noyaux de probabilité, = de (Q,.%) vers (,.Z') et 7’ de (V,.F)
vers (Q”7,.Z7"), on définit un nouveau noyau de probabilité 77’ de (Q,.F#) vers (", F")
par

o (A |w) & (' (A" ] ) | w) = / (d! W) (A" o).

En particulier, lorsque le premier de ces noyaux de probabilité est simplement une mesure
de probabilité, on obtient une application entre mesures de probabilité : si p € #1(Q), F)
et 7 est un noyau de probabilité de (Q2,.%) vers (¥, F'), alors uw € 41 (Q, F') est définie
par

pr(A) 2 [ pldo)r(a’|w).
Similairement, on définit I’action d’un noyau de probabilité 7 sur une fonction f: 2 — R
déf
par Tf(-) = w(f]:) = [w(do | ) f(w).
8.2.2 Probabilités conditionnelles

Commencons par rappeler la notion cruciale d’espérance conditionnelle. Soit (€2,.%, u)
un espace de probabilité, Z une sous-tribu de .% et f : 2 — R une fonction .%-mesurable,
p-intégrable. Une espérance conditionnelle de f étant donné % est une fonction

p(f12)(-): Q=R

telle que
1. u(f|9B) est #-mesurable.
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2. Pour toute fonction g Z-mesurable et bornée,

plgu(f12)) = ugf). (8.3)

L’existence de telles espérances conditionnelles suit du Théoreme de Radon—Nikodymﬂ
Bien siir, il n’y a pas unicité de I'espérance conditionnelle, mais on vérifie aisément que
deux versions de 'espérance conditionnelle different au plus sur un ensemble de mesure 0.
11 est facile de voir que la condition implique que

w(fglB) =gu(f|1 %),  wps., (8.4)

pour toute fonction bornée g -mesurable. Une autre propriété importante (et immédiate
a vérifier) est que

w(u(f1B) | #) = u(f|#), s, (85)
pour toute sous-tribu B’ C A.

On pourrait étre tenté de passer des espérances conditionnelles ainsi construites a des
probabilités conditionnelles y (- |w), en posant pour A € #,

ma(Alw) =pla| B)(w).
On vérifie en particulier qu’on a les propriétés suivantes :
— pz(Q]-)=1and yz(@|-) =0, p-ps.;
— pour tout A€ F,0 < pz(Al-) <1, u-ps.;
— pour toute collection {A4;} d’ensembles disjoints de .Z#,

ML@(UAi | )= Zﬂw(z‘lz!-), p-p-S. ;

— SiAe B, wup(Al-) =14(), p-ps..

Le probleme est que ces propriétés ne sont valables que p-presque partout, et que les
ensembles de mesure nulle apparaissant ci-dessus dépendent des ensembles considérés.
Comme il y en a une quantité non-dénombrable, on ne peut plus rien dire du tout.

Ce que l'on désire, c’est avoir un unique ensemble de mesure nulle a I'extérieur duquel
toutes ces propriétés sont vérifiées simultanément. En d’autres termes, on voudrait avoir
une bonne version de la probabilité conditionnelle :

Une probabilité conditionnelle réguliere de p étant donné une sous-tribu % de F est
un noyau de probabilité y 4 de (2,.7) vers lui-méme tel que, pour toute fonction f .%-
mesurable p-intégrable

ma(f1)=plf12)(),  pps

Il n’est pas évident que de telles probabilités conditionnelles régulieres existent. Dans

le cadre qui nous intéresse, ceci suit du théoréme suivant, que 'on ne démontrera pas.

Théoréme 8.2.1. Toute mesure sur un espace polonais posséde des probabilités condi-
tionnelles régulieres par rapport a toute sous-tribu dénombrablement engendrée.

2. Si f > 0, on introduit la mesure v sur (2, %) par v(B) L w(f1lp), VB € 2. Manifestement, v
est finie, positive et v < u. Par conséquent, le théoréme de Radon-Nikodym implique ’existence d’une
fonction g #B-mesurable et positive telle que v(B) = u(glp), VB € %. On peut alors prendre u(f| %) = g.
Pour une fonction f générale, on prend u(f| %) = u(f*| %) — u(f~ | B).
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8.2.3 Spécifications

Une notion centrale dans la théorie des champs gibbsiens est celle de spécification :
une spécification sur (£2,.%) est une famille IT = {7, : A € Z%} de noyaux de probabilité
de (Q,.7) vers lui-méme telle que

— 7wa(f|-) est Fpe-mesurable pour chaque A € Z¢ et chaque fonction .#-mesurable

bornée f;
— chaque 7, est propre :

mA(fglw) = g(w)ma(f |w), (8.6)

pour tout w € 2, g .#c-mesurable, et f mesurable bornée ;
— la famille IT est cohérente :

TATIA? = TA, (87)
si A’ C A.

On dira qu’un champ aléatoire p € #1(Q, %) est compatible avec la spécification IT si

HTA = [, (88>

pour tout A € Z¢. On note ¢ (II) 'ensemble des champs aléatoires compatible avec II. On
appelle équations DLR (pour Dobrushin, Lanford et Ruelle) le systéme d’équations (8.8)).

L’intérét des spécifications est rendu manifeste par le théoréme suivant.

Théoréme 8.2.2. Soit Il = {ny : A € Z¢} une spécification et u un champ aléatoire sur
(Q,.%). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. p est compatible avec II.

2. mA(-|w) = pz,e (- |w) pour p-presque tout w € ), et tout A € ze.

3. mA(f]-) = u(fIZ5)(), p-presque sirement pour chaque A & 7% et chaque f -

intégrable.

Démonstration. L’équivalence entre 2 et 3 est claire.
Montrons 1 = 3. Puisque 7w, est propre et umy = u, on voit que

[ ntdg@ima(F1w) = [ ndw)ma(ef |w) = pmalfa) = u(f9)
pour tout f p-intégrable et g bornée et .#)c-mesurable. w5 fournit donc bien une version

de I'espérance conditionnelle.
Montrons que 3 = 1. Par définition de I'espérance conditionnelle,

pma(f) = [ uwima(f1w) = [ utdw)u(f | F5)w) = (),
pour tout f .%#-mesurable u-intégrable, ce qui montre que u est compatible avec II. O
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Ce théoreme montre l'intérét des spécifications : fournir une famille cohérente de pro-
babilités conditionnelles régulieres sans faire référence a un champ aléatoire. Ceci est
particulierement important puisque notre but est de construire un champ aléatoire a par-
tir de ses probabilités conditionnelles, et qu’on ne connait donc pas ce champ a priori.
Si ’'on se donne une spécification II, le probleme auquel nous sommes confrontés est la
détermination de l’ensemble ¢ (II) des champs aléatoires compatibles avec II. Le théoréme
nous assure que les probabilités conditionnelles de ces champs seront bien données par la
spécification de départ.

Dans le cadre qui nous intéresse pour ce chapitre, S est un ensemble fini. Par con-
séquent, chaque noyau propre de probabilité my est absolument continu par rapport au
produit de la mesure de comptage sur €25 et de la masse de Dirac sur Qxec. Il est donc
particulierement agréable de travailler en termes des densités correspondantes : les densités
de spécifications d'une spécification I = {my : A € Z?} sont les fonctions v (-|-) :
Qp X Qpe — [0, 1] définies par

Ya(wia | wiae) E 1A (G| w),

c’est-a-dire les fonctions telles que

mA(fl@) = D flwpa@) yalwpa [@ac),

UJ|A€QA

pour toute fonction f bornée mesurable.

8.3 Potentiels et mesures de Gibbs

Les spécifications gibbsiennes auxquelles nous allons nous intéresser sont construites a
partir d'une famille de fonctions (Hamiltoniens) 7%, A € Z¢, par la formule vy, oc e %A,
comme nous ’avons fait dans les précédents chapitres du cours. En fait, les Hamiltoniens
qui vont nous intéresser auront une structure particuliere : ce seront, comme dans le cha-
pitre [3| des sommes de termes locaux, appelés potentiels, qui sont les véritables quantités
fondamentales dans cette approche.

Un potentiel d'interaction (ou simplement potentiel, ou interaction) est une famille
d={ps: Ac Zd} de fonctions ¢4 : 2 — R telles que ¢4 est .F 4-mesurable pour chaque
Aez

On définit ensuite ’Hamiltonien dans A € Z? avec condition au bord @ € Q par

SO (wip | @pe) = > da(wpaw),
A€z
ANAD

pour w,w tels que cette somme existe.
Nous dirons que ® est sommable en @ si J* (w)s |@|ac) existe pour tout A € Z4 et
wip € 4. On notera Q% I’ensemble des configurations en lesquelles ® est sommable.
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Nous dirons que ® est uniformément absolument sommable si

> lgallee < oo,

A>i

pour tout i € Z%. On notera B; 'ensemble des potentiels uniformément absolument som-
mables.

Les poids de Boltzmann associé a l'interaction ® € 81 sont définis par

(o [ e 2 O 0 1910
TA\WIA [W]Ace) = - )
e Z3 (@)

pour A € Z% et w,w € Q. La fonction de partition Zf(@) est donnée par

Z o N (WA | @)ac)

meQA

On vérifie facilement que les poids de Boltzmann forment les densités d’une spéci-
fication, notée II® et appelée la spécification gibbsienne associée a I'interaction ®. Il est
également important de noter que les poids de Boltzmann correspondent exactement aux
mesures de Gibbs en volume fini des chapitres précédents.

Les mesures de Gibbs associées a une interaction ® € 987 sont les mesures compatibles
avec I1?. Afin d’alléger la notation, on écrit dans ce cas 4(®) au lieu de 4 (I1?).

Un champ aléatoire est une mesure de Gibbs (ou champ aléatoire gibbsien) s’il existe
une interaction ® € B telle que pu € F(1I?).

Pour A C Z% notons A.(A) £ {i € Z4\ A : inficp |l7 — i1 < r}. On dit qu'une
spécification IT = {7y : A &€ Z9} est r-markovienne, 7 > 0, si mp(A|-) est FA (M)
mesurable, pour tout A € Z% et A € F5. Ceci est équivalent & demander que, pour tout
A € Z¢, tout A € Fy, et toute paire de configurations w,w’ € € telles que WA (A) =
WA, (A)>

mA(Alw) = mp(A|W).
On dit que II est markovienne si elle est r-markovienne pour un r > 0.

On dit qu'une spécification IT = {ry : A € Z?} est quasilocale si f € €(Q) =
mA(f|-) € €(Q), pour tout A € Z?. Ceci est équivalent & demander que, pour tout A
cylindrique et tout A € Z7,

lim su mal(Alw) — mA(AlW)] = 0.
Jimsup ma(4]w) —ma(4])
wa=wa

On dit qu’une spécification IT = {my : A € Zd} est uniformément non-nulle si et seulement
si
inf wiA |Wiac) >0
o2, YA (w)a | @jae) >0,
C:]lACEQAC
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pour tout A € Z¢.

Le théoreme suivant, qui généralise le Théoreme [3.2.1] au présent contexte, montre
que les mesures de Gibbs forment une classe trés naturelle de spécifications. La partie
“seulement si” est élémentaire, mais I'autre demande davantage de travail et on ne la
démontrera pas.

Théoréme 8.3.1 (Théoréme de Kozlov—Sullivan). Une spécification est gibbsienne si et
seulement si elle est quasilocale et uniformément non-nulle.

Remarque 8.3.1. Comme on l’a vu dans le Chapitre @ Uapplication ® — TI% est loin
d’étre injective : on peut recombiner les termes locauzr définissant l'interaction d’une infi-
nité de facons sans modifier les poids de Boltzmann. Deux interactions donnant lieu auz
meémes poids de Boltzmann sont dites physiquement équivalentes. D’un autre coté, on peut
montrer qu’un champ aléatoire p tel que pu(A) > 0 pour tout ouvert A # () est compatible
avec au plus une spécification.

8.4 Propriétés des mesures de Gibbs

8.4.1 Structure de ¥(II)

N

Nous allons & présent étudier quelques propriétés de ’ensemble ¢ (II) des mesures
associées a une spécification II.

Théoréme 8.4.1. Soit II une spécification quasilocale sur (2,.%). Alors, 4(II) est non-
vide, compact et convezxe.

Démonstration. On fixe w € Q et (Ay)p>1 telle que A, 7 Z%, et on considére la suite de
mesures définies par 1% () = 7, (-|w). A#1(Q, F) étant compact (¢f. Théoreme [8.1.2),
on peut extraire une sous-suite, que I'on continue de noter (v%),>1, convergeant vers un
champ aléatoire v € .#,(Q,.%). Vérifions que v € 4(II). Soit A € Z% et f € €(Q). La
continuité de 7 f implique que

vip(f) = v(raf) = lim my, (7a(f) |w) = lim mp, 7o(f |w) = lim 7y, (f [w) = v(f).

(La quatriéeme identité suit de la propriété de cohérence de la spécification.) On a donc
bien ¢ (II) # 0.

M1 (Q,.F) étant compact, la compacité de ¢(II) sera établie si on montre que cet
ensemble est fermé. Soit (vp)n>1 une suite d’éléments de ¥(II) convergeant vers v €
M1(Q, F). Alors, pour tout A € Z? et toute fonction f € (),

vra(f) = vmaf) = lim va(maf) = lim vyma(f) = lim va(f) = v(),

n—oo

et donc v € ¥(II) et Y(II) est fermé.
La convexité de ¢ est aussi élémentaire : soient vq,v9 € 4(II) et a € [0, 1] ; alors

(avi + (1 — a)rg)mp = arymp + (1 — a)vempy = avy + (1 — a)ve,

et donc avy + (1 — )y € Y(10). O
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L’ensemble ¢(II) étant convexe, il est clair qu’il convient a présent de porter notre
attention sur ses éléments extrémaux, c’est-a-dire les champs aléatoires u € ¥(II) tels que
la seule facon d’avoir = av; + (1 — a)ve, avec a € (0,1) et vy, 19 € 4(II), est lorsque
v1 = vy. L’ensemble des éléments extrémaux de ¢4 (II), appelés mesures extrémales, est noté
ex ¥ (I).

Avant d’étudier les propriétés des mesures extrémales, il est important de considérer
la relation entre les propriétés globales des éléments de ¢ (II) et la tribu asymptotique.

8.4.2 Propriétés globales et tribu asymptotique

Il est utile de reformuler les équations de DLR en termes de deux opérations sur les
champs aléatoires : la restriction de .# a une sous-tribu .%,c et I’extension de la sous-tribu
Fpc vers la tribu 7.

Soit A € Z%; la restriction ry : A1(Q, F) — M1(Q, Fpc) est définie par

ra(u)(A) € u(A), VA Fe.

Soit A € Z%; 'extension (ou prédiction) il : .#,(Q, Fpc) — 41 (Q, F) associée & une
spécification II est définie par

éf
B (A) E ymp(4),  VAEF
Ces deux applications possedent les propriétés suivantes.

Lemme 8.4.1. 1. La restriction est conditionnellement linéaire : pour toute mesure
w € M1 (Q, F), pour toute fonction g > 0 F-mesurable telle que u(g) =1,

ragr) = (g | Fac)ra(p).

2. L’extension est linéaire : pour tout p € M1(Q2, Fac), pour toute fonction g > 0
Fpc-mesurable telle que u(g) =1,

th(gn) =g - ta(p).

Démonstration. Pour tout A € Fpc, on a

M(g\?Ao)m(u)(A)Z/Am(u)(dW)u(g\ﬂAc)(W) Z/Au(dw)u(glﬁm)(w)
= [ ndw)g(w) = gu(4) = ra(gu)(4),

ce qui prouve la premiere affirmation.
Soit f une fonction simple, #c-mesurable : f = 3", filp,, B; € Fe, Vi. Alors, pour
tout A € F

P = 4 [ ) [[ma(@ |01 (@14
_Zfl/ (dw)mpa(AN B;|w)
= X0 [ @A)t (@) = [ ploim (4] ) = R
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(La troisieme identité utilise le fait que le noyau de probabilité my est propre.) Le cas des
fonctions f non-simples est obtenu par passage a la limite. O

On peut a présent énoncer un résultat donnant une caractérisation équivalente des
champs compatibles avec une spécification, montrant qu’un tel champ “se prédit lui méme”.

Proposition 8.4.1. Soit IT une spécification et p € M1 (2, F). Alors,
peGI) <= VYA€ Z: u=ti(ra(n)).

Démonstration. Pour tout A € %,
th(ra(w)(A) = [ ma(A]w)ra(p)(dw) = /WA(AIW)u(dw) = pmp(A).

Par conséquent, p =t (ra(u)) < p= pmy et le résultat est démontré. O

Le théoreme suivant montre la relation entre les propriétés globales des champs aléa-
toires appartenant a ¢ (II) et la tribu asymptotique .Fo..

Théoréme 8.4.2. Soit II une spécification.

1. Soit p € Y(I1), et soit g une fonction F-mesurable telle que g > 0 et u(g) = 1.
Alors gu € 9 (I1) si et seulement si g est Foo-mesurable.

2. Les éléments de 9 (1) sont entiérement déterminés par leur comportement macro-
scopique : si p,v € G(I1) coincident sur Fo, alors p = v.

Démonstration. Soit p € 4 (11), et g > 0 .Z-mesurable telle que p(g) = 1.
Supposons tout d’abord que g € ¢(1II). La proposition et le Lemme im-
pliquent que

g =ty (ra(gn)) = tx (u(g| Fae) ra(p)) = p(g| Fac) th (ra(n)) = ulg | Zae) i,

et donc g = u(g| Fac), p-presque siirement, pour tout A € Z%. Ceci n’est possible que si
g = 1(9|Z~), p-presque stirement.
Réciproquement, supposons que g soit .#,,-mesurable. Alors,

(a1 = [ malf |@)g((de) = [ malfglwin(dw) = uma(fg) = w(L9) = gulf),

ou l'on a utilisé le fait que g est Fpc.-mesurable et que 7y est propre pour la seconde
identité. Ceci montre que gu € 4(II).

Pour démontrer la seconde partie du théoreme, soient u, v € ¢ (II) telles que u(A) =
v(A), pour tout A € F. La mesure p* = L(u + v) appartient également a ¢(II), et
1 et v sont toutes deux absolument continues par rapport a u*. Par la premiere partie
du théoreme, on sait donc qu’il existe deux fonctions f et g Fo,-mesurables telles que
= fu* et v = gu*. Par conséquent, pour tout A € F,

/A(f —g)du* = pu(A) —v(A) = 0.
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En choisissant successivement A = {f —¢g > 0} et A = {f — ¢ < 0}, on en déduit que
f =g, p*-presque siirement. On conclut alors aisément : pour tout B € %,

pw(B) = ' (f1p) = p*(91p) = v(B).

8.4.3 Propriétés des mesures extrémales

Nous allons & présent caractériser les mesures extrémales. Nous avons tout d’abord
besoin d’un peu de terminologie.

Une mesure pu € #1(9, . F) est triviale sur la tribu #' C .Z si et seulement si u(A) €
{0,1}, pour tout A € .Z'.

Une mesure p € #1(Q, %) est mélangeante si et seulement si, pour tout A € .#,

lim su ANB)—u(Au(B)| =0.
A/Megpm |1 ) — u(A)u(B)|

Remarque 8.4.1. On peut montrer qu’il suffit en fait de vérifier cette derniére propriété
pour les cylindres.

Théoréme 8.4.3. Soit II une spécification et p € 4 (I1). Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. u est extrémale.
2. u est triviale sur Fo.

3. p est mélangeante.

Démonstration. 1 = 2. Si u n’est pas triviale sur o, il existe A € Fo, tel que 0 <
a = pu(A) < 1. Par le théoreme les deux mesures p; = élAu et po = ﬁlAc/,L
appartiennent a ¢ (IT) ; Comme p = apg + (1 — @) usg, p n’est donc pas extrémale.

2 = 1. Supposons u triviale sur Z,, et supposons que p = ap + (1 —a)pe, avec o €
(0,1) et puq, po € 4 (I1). Manifestement p1 et ps sont toutes deux absolument continues par
rapport a u. Par conséquent, pour tout A € F o, soit u(A) = 0 et donc p1(A) = ua(A) =0,
soit u(A) =1 et donc puq(A) = p2(A) = 1. On en conclut que p; et ug coincident sur Foo,
ce qui implique, par le théoréme [8:4.2] que py = po et donc que p est extrémale.

8 = 2. En prenant A = B € %, la propriété de mélange implique que

ce qui n’est possible que si u(A) € {0,1}.

2 = 3. Soit (Ap)n>1 telle que A, 7%, u triviale sur Fo, et A € Z. On vérifie
immédiatement que la suite de variables aléatoires (Xy)n>1, Xn = p(A|Fpc), forme
une martingale renverséeﬂ pour la filtration (F,)n>1, Fn = Fac. Par le théoréme de

3. Cest-a-dire qu’on a, pour tout n > 1, Fpi1 C Fn, p(|Xn|) < 0o et w(Xn | Frny1) = Xng1.
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convergence des martingales renversées, X,, — Xoo = (4| %), p-presque sirement et
dans L' (). En particulier, pour tout e > 0, il existe A € Z? tel que

u(u(A] Zac) — u(A] Zoo))) < .

En outre, p étant triviale sur Zo,, on doit avoir u(A| %) = u(A), p-presque siirement.
Ainsi, pour tout € > 0, il existe A € Z¢ tel que

(Al Fac) — u(A)]) < e

Pout tout A C A €Z¢% on a

sup [u(ANB) — p(A)u(B)| = sup
BeFc BEFpc

/B du(p(A] Fac) — N(A))‘

< /dM\M(A\yAC) ~u(A)] < e
O

Corollaire 8.4.1. Soit I1 une spécification et p,v € ex4(1l). Si p # v, il existe A € F
tel que p(A) =1 et v(A) =0.

Démonstration. On sait par le théoreme qu’il existe A € Z, tel que u(A) # v(A).
La trivialité de p et v sur #o implique alors que soit p(A) = 1 et v(A) = 0, soit u(A°) =1
et v(A°) = 0. O

On va voir a présent que I'ensemble ¢ (IT) est bien plus qu'un simple ensemble convexe.
On appelle simplexe de Choquet un ensemble métrisable, compact, convexe G tel que tout
élément de GG puisse s’écrire de facon unique comme intégrale sur ’ensemble ex G : pour
tout ug € G, il existe une unique mesure pg sur ex G telle que

ug = / u po(du).
ex G

Théoréme 8.4.4. Soit II une spécification quasilocale. Alors 4 (I1) est un simplexe de
Choquet.

Démonstration. La preuve repose sur la propriété suivante, que nous ne démontrerons
pas [?] : une partie métrisable compacte conveze G d’un espace vectoriel E est un simplexe
de Choquet si et seulement si le cone engendré par G dans E est un treillis.

Nous allons & présent expliquer les termes de cone et de treillis, puis montrer que, dans
le cas qui nous intéresse, cette propriété est vérifiée.

Le cone % engendré par ¢(II) dans 'ensemble .#, (Q2,.#) des mesures o-finies posi-
tives sur (£, %) est défini par

H Eap: a e RY peg()}.
OLZ): vV <=vV-vex.

Ce cone définit un ordre sur .# (12,
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On dit que J# est un treillis si pour tout couple (v1,v2) de mesures dans %, il existe
un plus petit majorant commun et un plus grand minorant commun.

Montrons que % est bien un treillis. Soient vy, vy € £ . Posons v = vy + 15, 11 = g1V,
vy = gov. Le théoreme implique (une fois les mesures normalisées) que g; et g sont
Foo-mesurables. Donc c’est également le cas de sup(g1, g2) et de inf(g1, g2). Par conséquent
sup(g1, g2)v et inf(gy, g2)v appartiennent tous deux & £ et £ est un treillis. O

Remarque 8.4.2. L’interprétation usuelle de ce résultat est la suivante. Les véritables
états macroscopiques d’un systéme physique sont décrits par les mesures de Gibbs extré-
males ; ces dernieres sont en effet caractérisées par la propriété de donner une valeur
déterministe auzx observables macroscopiques (théoréme . On interpréte alors les
mesures non-extrémales comme décrivant une incertitude sur la préparation du systéme.
Prenons un exemple simple : le modéle d’Ising bidimensionnel en-dessous de la température
critique posséde exactement deux mesures de Gibbs extrémales, u+ et u=. Une mesure de
Gibbs générale est donc de la forme apt + (1 — a)u™, un facteur o € [0, 1] donné étant
associé & une unique mesure de Gibbs, par le théoréme [8.4.4 Cette mesure décrit une
situation ou le systeme a €té préparé dans l’état + avec probabilité o et dans [’état —
avec probabilité 1 — a.. Les mesures non-extrémales représentent ainsi une incertitude de
lexpérimentateur.

8.4.4 Mesures de Gibbs et limite thermodynamique

Dans cette sous-section, nous allons étudier la relation entre la notion de mesures de
Gibbs en volume infini utilisée dans les chapitres précédents, c’est-a-dire I’ensemble des
points d’accumulation de mesures de Gibbs en volume fini (ou poids de Boltzmann) pour
toute suite de conditions au bord et de volumes A, 7 Z%, et celle introduite dans ce
chapitre.

Soit TI une spécification quasilocale, (wy)n>1, wn € 2, et (Ay)p>1, Ap 7 Z9 On
considere la suite de mesures de Gibbs en volume fini v, = my, (- |wy). On a déja vu dans la
preuve du théoréme [8.4.1| que les points d’accumulation de cette suite appartiennent tous a
¢ (II). Donc les mesures de Gibbs en volume infini définies via une limite thermodynamique
font bien partie de ¢4 (II). Il reste & déterminer quels sont les éléments de ¢ (II) qui peuvent
étre atteints de cette maniere. Le théoréeme suivant montre que c’est le cas pour toutes les
mesures extrémales. De plus, il suffit pour cela de prendre comme condition au bord une
configuration typique de la mesure que I'on désire atteindre.

Théoréme 8.4.5. Soit I une spécification quasilocale et p € ex 9 (I1). Alors,

lim Jw)— u,
Amm(l ) =

pour p-presque tout w.

Démonstration. Soit f une fonction locale. On a déja observé que les variables aléatoires
A, (f|-) = u(f|Fac)(-) forment une martingale renversée pour la filtration (Fpc )n>1.
Le théoréme de convergence pour les martingales renversées implique donc que

A, (F 1) = u(f [ Foo) () = ulf);
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p-presque stirement (la derniere identité suit de la trivialité de p sur .#). Comme 'en-
semble des fonctions locales est dénombrable, il suit que cette convergence a lieu u-presque
stirement pour toutes ces fonctions simultanément. ]
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