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Chapitre

Introduction

Si la théorie des probabilités a été originellement motivée par I'analyse des jeux de
hasard, elle a pris aujourd’hui une place centrale dans la plupart des sciences. Tout
d’abord, de par ses applications pratiques : en tant que base des statistiques, elle per-
met 'analyse des données recueillies lors d’une expérience, lors d’un sondage, etc.; elle a
également conduit au développement de puissants algorithmes stochastiques pour résoudre
des problemes inabordables par une approche déterministe ; elle a aussi de nombreuses ap-
plications directes, par exemple en fiabilité, ou dans les assurances et dans la finance. D’un
coté plus théorique, elle permet la modélisation de nombreux phénomenes, aussi bien en
sciences naturelles (physique, chimie, biologie, etc.) qu’en sciences humaines (économie,
sociologie, par exemple) et dans d’autres disciplines (médecine, climatologie, informatique,
réseaux de communication, traitement du signal, etc.). Elle s’est méme révélée utile dans de
nombreux domaines de mathématiques pures (algebre, théorie des nombres, combinatoire,
etc.) et appliquées (EDP, par exemple). Finalement, elle a acquis une place importante
en mathématiques de par son intérét intrinseque, et, de par sa versatilité, possede un des
spectres les plus larges en mathématiques, allant des problemes les plus appliqués aux
questions les plus abstraites.

Le concept de probabilité est aujourd’hui familier a tout un chacun. Nous sommes
constamment confrontés a des événements dépendant d’un grand nombre de facteurs hors
de notre controle; puisqu’il nous est impossible dans ces conditions de prédire exacte-
ment quel en sera le résultat, on parle de phénomenes aléatoires. Ceci ne signifie pas
nécessairement qu’il y ait quelque chose d’intrinsequement aléatoire a I'oeuvre, mais sim-
plement que I'information & notre disposition n’est que partielle. Quelques exemples : le
résultat d’un jeu de hasard (pile ou face, jet de dé, roulette, loterie, etc.); la durée de vie
d’un atome radioactif, d’un individu ou d’une ampoule électrique ; le nombre de gauchers
dans un échantillon de personnes tirées au hasard; le bruit dans un systeme de commu-
nication ; la fréquence d’accidents de la route; le nombre de SMS envoyés la nuit du 31
décembre ; le nombre d’étoiles doubles dans une région du ciel ; la position d’un grain de
pollen en suspension dans ’eau ; ’évolution du cours de la bourse ; etc.
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1.1. MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

Le développement d’une théorie mathématiques permettant de modéliser de tels phé-
nomenes aléatoires a occupé les scientifiques depuis plusieurs siecles. Motivés initialement
par ’étude des jeux de hasard, puis par des problemes d’assurances, le domaine d’applica-
tion de la théorie s’est ensuite immensément élargi. Les premieres publications sur le sujet
remontent a G. Cardanolﬂ avec son livre Liber De Ludo Alee (publié en 1663, mais pro-
bablement achevé en 1563), ainsi qu’a Keplelﬂ et Galiléeﬂ Toutefois, il est généralement
admis que la théorie des probabilités débute réellement avec les travaux de Pasca]lﬂ et de
Fermatﬂ La théorie fut ensuite développée par de nombreuses personnes, dont Huygensﬂ
J. Bernoulliﬂ de Moivrdﬂ D. Bernoullﬂ Euleﬂ, Gausﬂ et Laplac@ La théorie mo-
derne des probabilités est fondée sur I'approche axiomatique de Kolmogorovlﬂ basée sur
la théorie de la mesure de Bore]lﬂ et Lebesguﬁ Grace a cette approche, la théorie a alors
connu un développement tres rapide tout au long du XX®™e siecle.

1.1 Modélisation des phénomenes aléatoires
Le but de la théorie des probabilités est de fournir un modele mathématique pour

décrire les phénomenes aléatoires. Sous sa forme moderne, la formulation de cette théorie
contient trois ingrédients : 'univers, les événements, et la mesure de probabilité.

!Girolamo Cardano (1501, Pavie - 1576, Rome), parfois connu sous le nom de Jérome Cardan,
mathématicien, philosophe et médecin italien. Féru d’astrologie, on dit qu’il avait prévu le jour de sa
mort, mais que celle-ci ne semblant pas vouloir se produire d’elle-méme, il se suicida afin de rendre sa
prédiction correcte.

2Johannes Kepler (1571, Weil der Stadt - 1630, Ratisbonne), mathématicien, astronome et astrologue
allemand.

3Galilée ou Galileo Galilei (1564, Pise - 1642, Arcetri), physicien et astronome italien.

“Blaise Pascal (1623, Clermont - 1662, Paris), mathématicien, physicien, philosophe, moraliste et
théologien francais. Auteur de nombreuses contributions majeures en mathématiques et en physique, il
délaisse ces dernieres & la fin de 1654, & la suite d’une expérience mystique, et se consacre a la réflexion
philosophique et religieuse.

SPierre de Fermat (1601, Beaumont-de-Lomagne - 1665, Castres), juriste et mathématicien francais.

SChristiaan Huygens (1629, La Haye — 1695, La Haye), mathématicien, astronome et physicien
néerlandais.

"Jacques ou Jakob Bernoulli (1654, Bale - 1705, Bale), mathématicien et physicien suisse.

8 Abraham de Moivre (1667, Vitry-le-Frangois - 1754, Londres), mathématicien francais.

9Daniel Bernoulli (1700, Groningen - 1782, Bale), médecin, physicien et mathématicien suisse.

107 eonhard Euler (1707, Bale - 1783, Saint-Pétersbourg), mathématicien et physicien suisse. Il est
considéré comme le mathématicien le plus prolifique de tous les temps. Compléetement aveugle pendant les
dix-sept derniéres années de sa vie, il produit presque la moitié de la totalité de son travail durant cette
période.

1 Johann Carl Friedrich Gauss (1777, Brunswick - 1855, Gottingen), mathématicien, astronome et phy-
sicien allemand.

12Pjerre-Simon Laplace (1749, Beaumont-en-Auge - 1827, Paris), mathématicien, astronome et physicien
francais.

13 Andrei Nikolaievich Kolmogorov (1903, Tambov - 1987, Moscou), mathématicien russe.

1F¢lix Edouard Justin Emile Borel (1871, Saint-Affrique - 1956, Paris), mathématicien et homme poli-
tique francais.

15Henri Léon Lebesgue (1875, Beauvais - 1941, Paris), mathématicien francais.



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1.1 Univers.

Il s’agit d’un ensemble, noté habituellement €2, dont les éléments correspondent a tous
les résultats possibles de 'expérience aléatoire que 1’on cherche & modéliser. On 'appelle
également 'espace des observables, ou encore 1’espace échantillon.

Exemple 1.1.1.
1. Un tirage a pile ou face : Q = {P,F}.
2. Deuz tirages a pile ou face : = {PP,PF FP, FF}.

3. Une suite de tirages a pile ou face se terminant a la premiére apparition d’un pile :

Q= {P,FP,FFP,FFFP,...}.
4. Taille d’une personne : = RT.
5. Durée de vie d’une ampoule : Q = R,

6. Le cours d’une action sur un intervalle de temps [s,t] : Q = C([s,t],R™"), ot l'on a
noté C(A, B) l'ensemble des fonctions continues de A vers B.

7. La trajectoire d’un grain de pollen en suspension dans un fluide : Q = C(R*,R3).

Dans chaque cas, il ne s’agit que d’'une modélisation de I’expérience correspondante : il
y a donc évidemment de nombreuses fagons de choisir et d’encoder les différents résultats
possibles d’une expérience aléatoire dans un ensemble 2. Par exemple, dans le troisieme
exemple, on pourrait tout aussi bien prendre {2 = N*, en ne retenant que la durée de la
partie; dans le quatrieme, on pourrait limiter, par exemple, Q a [0,3] (metres), voire a
{1,2,...,3000} (millimetres), sans perte de généralité.

1.1.2 Evénements

Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est vérifiée ou non une fois
le résultat de I'expérience connu. Mathématiquement, un événement est caractérisé par
lensemble des résultats dans lesquels il est réalisé (un tel résultat est alors appelé une
réalisation de I’événement).

Exemple 1.1.2. On lance successivement deux dés, Q = {(m,n) € {1,2,3,4,5,6} x
{1,2,3,4,5,6}}.

1. L’événement « le second lancer est un 6 » : {(m,6) : m € {1,2,3,4,5,6}}.
2. L’événement « le premier lancer est supérieur au second » : {(m,n) € Q : m > n}.

3. L’événement « la somme des deux lancers est paire » : {(m,n) € Q : 2|(m +n)}.

L’ensemble des événements associés a une expérience aléatoire est donc un sous-
ensemble F des parties de Q, F C Z(Q). Il pourrait paraitre raisonnable de prendre
F = (), mais nous verrons par la suite qu'il est alors en général impossible d’associer a
chaque événement une probabilité de facon cohérente. Il est donc nécessaire en général de se
restreindre & un sous-ensemble strict de Z2(€)), contenant les événements« intéressants ».
Quelle que soit la notion d’« intéressant » que l’on choisisse, il est naturel d’exiger que

9



1.1. MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

F possede un certain nombre de propriétés : si A est un événement intéressant, alors
son complémentaire A° est également intéressant, puisque demander si A°® est réalisé
est équivalent & demander si A ne I'est pas; de méme, si A et B sont des événements
intéressants, leur conjonction AN B est également intéressante, puisque demander si AN B
est réalisé revient & demander si A est réalisé et si B est réalisé.

Définition 1.1.1. Un ensemble F de parties d’un ensemble §) est une algébre sur € s’il
satisfait aux trois conditions suivantes :

1. Qe F;
2. Ac¢ F = A°e F;
3. AABeF = ANBeF.

Exemple 1.1.3.
- P(Q) est une algébre sur Q, l'algébre triviale sur €.
- {2,Q} est une algebre sur ), l’algébre grossiére sur Q.
- SiACQ, {@,A, A°,Q} est une algébre sur €.
— L’ensemble formé de R, @, et des unions finies d’intervalles de la forme

[a7 b]’ (a7 b)’ (a7 b]’ [a7 b)’ (_007 a’]? (_OO‘) a)? [a7 +OO)7 (a7 +OO)7
avec a < b € R, forme une algébre sur R.

Définition 1.1.2. Introduisons un peu de terminologie. Un singleton (c’est-a-dire un
événement réduit a un unique élément de 1) est appelé événement élémentaire. Sinon
on parle d’événement composite. On appelle €} [’événement certain et @ [’événement impos-
sible. Si A € F, on appelle A° I’événement contraire de A. Si A, B € F, on appelle AN B
l’événement « A et B », et AU B l’événement « A ou B ». Finalement, si ANB =0, A
et B sont dits disjoints, ou incompatibles.

Evidemment il suit de la définition que si F est une algebre sur 2, alors @ € F
(combiner les conditions 1. et 2.), et que si A, B € F, alors AU B € F (combiner les trois
conditions).

En itérant la propriété 3., il suit que 'intersection de toute famille finie A¢,..., A, € F
est également dans F,

Ay, ..., A, e F = A1n---NA, eF,

et donc également
Ay, ..., A, e F = AjU---UA, € F.

Par contre, le fait que F soit une algebre n’implique pas que 'union ou l’intersection
d’une collection infinie Ay, Ao, ... d’événements soient également dans F. De nombreux
événements importants s’expriment toutefois comme union ou intersection d’un nombre
infini d’événements.

10



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Exemple 1.1.4. On considére une expérience consistant a jeter une infinité de fois une
piece de monnaie. On a donc comme univers Q = {ajagas... : a; € {0,1}}, l’ensemble
des suites infinies de 0 et de 1, ou l'on a décidé de représenter par 0, resp. 1, un pile,
resp. face. On considére ’ensemble A composé des sous-ensembles de 2 de la forme

{lweQ: (a1,...,a,) € A},

avec n > 1 un entier arbitraire et A C {0,1}". On vérifie facilement que A contient & (en
prenantn =1 et A=) et Q (en prenant n =1 et A ={0,1}), et que A est une algébre.

Un événement intéressanm est « %Z?:l a; converge vers % », qui affirme que si l’on
lance un grand nombre de fois une piece de monnaie, pile est sorti en moyenne une fois
sur deux. Or cet événement ne fait pas partie de A : on voit en effet immédiatement qu’il
ne dépend pas des premiers termes aq, ..., a,, quel que soit n fixé, alors qu’un événement
de A doit toujours pouvoir, par définition, s’exprimer en fonction du début de la suite

infinie de lancers.

Pour cette raison on remplace habituellement la contrainte que F est une algebre par
la contrainte plus forte que F est une o-algebre, ou tribu, sur 2.

Définition 1.1.3. Une algéebre sur () est une o-algébre, ou tribu, sur € si
3. A, As,... ¢ F — ﬂloilAz e F.

Comme précédemment, si F est une tribu sur €2, il suit que

A, Ag,... e F — UAZEJ:
i=1

Une tribu est toujours une algebre, mais la réciproque n’est pas vraie.

Exemple 1.1.5. 1. Les trois premiers exemples de I’Exemple sont des tribus
(mais pas le quatriéme).
2. Revenons & I’Ezemple[1.1.4) Soit F une tribu contenant A, nous allons vérifier que
l’événement A =« % dom ., a; converge vers % » appartient bien a F. Soit N € N* et
€ > 0; l’événement

1 & )
ANe =« ‘n;ai—2| < € pour tout n > N »
1=

Pour un mathématicien du moins. D’un point de vue pratique, cela est moins clair. Toutefois, le fait
d’autoriser ce type d’événements enrichit substantiellement la théorie mathématique. De plus, il y a une
raison importante de s’intéresser a des événements « asymptotiques » : ce n’est que pour ceux-ci que la
théorie des probabilités est falsifiable! En effet, 'affirmation « la probabilité que, lors du prochain lancer,
cette piece tombe sur « pile » est égale & 1/2 » n’est pas falsifiable. Les seules affirmations falsifiables sont
celles correspondant & des événements dont la probabilité est 0 ou 1 (ou éventuellement trés proche de 0
ou 1). Par exemple, affirmer que si on lance une piéce 1 000 000 fois, le nombre de « pile » sera compris
entre 497 500 et 502 500 peut étre considéré comme falsifiable, car la théorie prédit que la probabilité que
cet événement n’ait pas lieu est négligeable en pratique (de ’ordre de 6 - 1077).

11



1.1. MODELISATION DES PHENOMENES ALEATOIRES

peut s’écrire
1 n
Ane = ﬂ {wEQ : ‘—Zai—%‘ §e},
n>N i

et par conséquent An . € F, pour tout N € N* et € > 0, puisqu’il s’écrit comme une
intersection d’événements dans A. Ceci implique que [’événement

1 n
A= « }5 Zai — %‘ < € pour tout n suffisamment grand »,
i=1

qui peut s’écrire

A= A
N>1

appartient aussi a F, pour tout € > 0 (c’est une union dénombrable d’éléments de
F). Or lévénement A qui nous intéresse peut s’écrire quant a lui

A=) Ayus
M>1

et appartient donc bien a F.

La construction décrite dans ce dernier exemple, dans laquelle on part d’une algebre
facile a décrire, que 'on complete ensuite en une tribu, est tres courant. L’observation
essentielle (simple) est la suivante.

Lemme 1.1.1. Soit (F;,i € I) une famille quelconque de tribus sur §2. Alors (\;c; F; est
également une tribu sur ).

Démonstration. Exercice. ]

Définition 1.1.4. Soit C C (). On appelle tribu engendrée par C, notée o(C), la plus
petite tribu contenant C,

a(C) = (%

iel

ot (Fi,i € I) est la famille de toutes les tribus sur Q0 contenant C (cette famille étant
non-vide puisqu’elle contient toujours Z(2)).

Définition 1.1.5. Soit 2 = R. La tribu borélienne est la tribu B sur () engendrée par la
classe des ouverts. Une partie de R appartenant a B est appelée un borélien.

On peut vérifier assez facilement que B coincide avec la tribu engendrée par les inter-
valles de la forme (—o0, al, avec a € Q.

12



CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1.3 Mesure de probabilité

Etant en possession d’une tribu d’événements, on cherche ensuite & attribuer a cha-
cun de ces derniers une probabilité, qui représente le degré de confiance que l'on a en
sa réalisation. Les probabilités sont encodées sous forme de nombres réels compris dans
I'intervalle [0, 1], avec Uinterprétation que plus la probabilité est proche de 1, plus notre
confiance dans la réalisation de I’événement est grande.

Il est important de remarquer a ce point que la détermination de la probabilité a asso-
cier a un événement donné ne fait pas partie du modele que nous cherchons a construire
(on pourra cependant parfois la déterminer si 'on nous donne la probabilité d’autres
événements). Notre but est d’obtenir un cadre mathématique permettant de décrire des
phénomenes aléatoires, mais déterminer les parametres permettant d’optimiser I’adéqua-
tion entre notre modele et des expériences réelles n’est pas du ressort de la théorie (c’est
une tache dévolue aux statistiques). En particulier, nous ne nous intéresserons pas aux
différentes interprétations de la notion de probabilité. Contentons-nous d’en mentionner
une, utile pour motiver certaines contraintes que nous imposerons a notre modele plus
tard : lapproche fréquentiste. Dans cette approche, on n’accepte d’associer de proba-
bilité qu’a des événements correspondant & des expériences pouvant étre reproduites a
Iinfini, de fagon indépendante. On identifie alors la probabilité d’un événement avec la
fréquence asymptotique de réalisation de cet événement lorsque l'expérience est répétée
infiniment souvent. Cette notion a ’avantage d’étre tres intuitive et de donner, en prin-
cipe, un algorithme permettant de déterminer empiriquement avec une précision arbitraire
la probabilité d’'un événement. Elle souffre cependant de plusieurs défauts : d’une part,
une analyse un peu plus approfondie montre qu’il est fort difficile (si tant est que ce soit
possible) d’éviter que cette définition ne soit circulaire, et d’autre part, elle est beaucoup
trop restrictive, et ne permet par exemple pas de donner de sens & une affirmation du type
« il y a 15% de chance qu’il y ait un tremblement de terre d’au moins 7 sur 1’échelle de
Richter en Californie dans les 20 années a venir ». Dans de telles affirmations, I’événement
en question ne correspond pas a une expérience renouvelable, et la notion de probabi-
lité n’a plus d’interprétation en termes de fréquence, mais en termes de quantification de
notre degré de certitude subjectif quant a la réalisation de ’événement en question. En
résumé, il existe de nombreuses interprétations du concept de probabilité, dont certaines
sont beaucoup moins contraignantes que l'interprétation fréquentiste, mais il s’agit d’un
probleme épistémologique que nous ne discuterons pas ici

Désirant modéliser les phénomenes aléatoires, il est important que les propriétés que
I'on impose & la fonction attribuant a chaque événement sa probabilité soient natu-
relles. Une facon de déterminer un ensemble de bonnes conditions est de considérer I'in-
terprétation fréquentiste mentionnée plus haut. Répétons N fois une expérience, dans les
mémes conditions, et notons fy(A) la fréquence de réalisation de 1’événement A (c’est-a-
dire le nombre de fois N4 ou il a été réalisé divisé par N). On a alors, au moins heuristi-
quement,

P(A) = lim fyx(A).
N—oo
On peut ainsi déduire un certain nombre de propriétés naturelles de IP a partir de celles des
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fréquences. En particulier fy(©2) =1, 0 < fy(A) <1, et, si A et B sont deux événements
disjoints, Naup = Na+ Np, et donc fy(AUB) = fn(A)+ fn(B). 11 est donc raisonnable
d’exiger qu’une mesure de probabilité possede les propriétés correspondantes,

1. 0<P(A) <1;

2. P(Q)=1;

3. Si AN B =g, alors P(AU B) = P(A4) + P(B).
Ces conditions sont tout a fait naturelles, et suffisent presque & construire la théorie des
probabilités : pour la méme raison qu’il est utile de passer de la structure d’algebre a
celle de tribu, il est utile de remplacer la condition d’additivité de P (3. ci-dessus) par la
propriété plus forte de o-additivité,

3. Si Ay, Ao, ... sont des événements deux-a-deux disjoints, alors
o0 o0
P Ai) =) P(A).
i=1 i=1

Exemple 1.1.6. On jette deux dés non pipés. Il est alors naturel de prendre Q = {(n,m) €
{1,2,3,4,5,6}%} et F = P(Q). Les dés étant supposés bien équilibrés, la symétrie du
probleme fait qu’il n’y a aucune raison de penser un résultat plus vraisemblable qu’un autre.
On associe donc a chaque événement élémentaire {(n,m)} la méme probabilité 1/36, ce
qui conduit, par les propriétés ci-dessus, a définir la probabilité d’un événement A par
P(A) = |A|/36, ou |A| représente la cardinalité de A. On a ainsi, par exemple, que la
probabilité que la somme des dés soit égale a 10 est donnée par P({(6,4), (5,5),(4,6)}) =
3/36 = 1/12.

1.2 Résumé du chapitre

L’objet de base de la théorie des probabilités, I’espace probabilisé, est un triplet (2, F, P)
composé d’un univers €2 arbitraire, d’une tribu F sur 2, et d’une application P : 7 — R
satisfaisant les conditions 1., 2. et 3’. ci-dessus.
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Chapitre

Probabilité, probabilité conditionnelle et
indépendance

2.1 Axiomatique de la théorie des probabilités

Comme discuté dans l'introduction, la structure mathématique de base de la théorie
des probabilités est un espace probabilisﬂ c’est-a-dire un triplet (2, F,P), ou l'univers
est un ensemble quelconque, I’ensemble des événements F est une tribu sur 2, et P est une
probabilité sur F, comme définie ci-dessous.

Définition 2.1.1. Une mesure de probabilité, ou plus simplement une probabilité, sur F
est une application P : F — [0, 1] possédant les deux propriétés suivantes :

1. P(Q) = 1.

2. (o-additivité) Pour toute famille Ay, Ag, ... € F d’événements deuz-a-deuz disjoints,

o0 [ee]
IP(U Ai) =3 P(4)).
i=1 i=1
Les propriétés suivantes d’une probabilité sont des conséquences immédiates de la

définition précédente.

Lemme 2.1.1. 1. P(@)=0.
2. Pour tout A € F, P(A®) =1—P(A).
3. (Additivité) Pour tout A, B € F tels que AN B = O,

P(AUB) =P(A) + P(B).
4. Pour tout AC B € F,
P(B) =P(A)+P(B\ A) > P(A).

'La paire (Q, F) seule forme un espace probabilisable.
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2.1. AXIOMATIQUE DELA T HEORIE DES PROBABILITES

A2 By —

F1G. 2.1: Trois ensembles Ay, Ag, Az (délimités par des cercles) a gauche, et les ensembles By, Bo, Bs
correspondant a droite (représentés par les régions coloriées en bleu, vert et rouge, respectivement.)

5. Pour tout A,B € F,
P(AUB) =P(A) +P(B) — P(AN B).

6. Plus généralement, VA1, Ao, ..., A, € F,
P((JA) =D PA)— > PAnA)+ > PANANA) -

i=1 i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
+ (=1D)"MPA N 4NN Ay).

7. (Sous-o-additivité) Pour toute collection Ay, As, ... € F,

]P’(D 4;) < iP(Ai).
i=1 i=1

Démonstration. 1. Suit de la propriété de o-additivité avec Ay = &, pour tout k > 1.
2. Puisque AU A° = Q et AN A° = &, cela suit du point suivant.
3. Suit de la propriété de o-additivité avec Ay = A, Ay = B, et Ay =9, k> 3.
4. Suit de l'additivité, puisque B=AU(B\ A) et AN(B\A) =2.
5. Puisque AUB =AU (B\ A),et AN (B\ A) = &, on a, par additivité,

P(AUB)=P(A)+P(B\ A) =P(A) +P(B\ (AN B)) =P(A) +P(B) - P(AN B),
puisque P(B) =P(B\ (AN B)) + P(AN B).

6. La démonstration, par récurrence, est laissée en exercice.

7. Tl suffit d’observer que les événements By = Aj et, pour k > 1, By = AkH\Uf:l A;
sont deux-a-deux disjoints et satisfont (J32, B; = (U2, A; (cf. Fig. [2.1).
]

Nous allons a présent énoncer une propriété plus abstraite, qui nous sera utile a plu-
sieurs reprises dans le cours.
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N

Lemme 2.1.2. Soit (4;)i>1 une suite croissante d’événements, c’est-a-dire telle que Ay
Ay C A3 C -+, et soit A leur limite,

A:

s

s
Il
—

Alors
P(A) = lim P(A4;).

71— 00

Soit (B;)i>1 une suite décroissante d’événements, c’est-a-dire telle que By O By O Bz D
-+, et soit B leur limite,

5

=1

Alors
P(B) = lim P(B;).

71— 00

Démonstration. A = A1U(A2\ A1)U(As\ A2)U--- est 'union d’une famille d’événements
deux-a-deux disjoints. Par conséquent,

[e.e]

P(A) = P(A1) + D> P(Ai1 \ A))

=1

=P(A1) + lim > (P(As1) — P(A))

i=1

=P(A1) + lim (P(Ay11) — P(A1))
= lim P(A4,).

n—oo

La seconde affirmation suit facilement, puisque la suite des complémentaires (Bf);>1 est
croissante. On peut donc appliquer la premiere partie pour obtenir

P(B) = P(ﬁ Bi)=1- IP’(G BY) =1— lim P(BY) = lim P(B).
=1

=1
[

Notation. Nous emploierons tres fréquemment dans la suite la notation suivante : si A, B
sont deux événements, alors on pose

P(A,B) = P(AN B).

2.2 Construction d’espaces probabilisés

Il convient & présent de montrer qu’il est possible de construire de tels espaces pro-
babilisés assez riches pour pouvoir décrire les phénomenes aléatoires. Nous le ferons pour
des univers de plus en plus généraux.
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2.2. CONSTRUCTION D’ESPACES PROBABILISES

2.2.1 Univers fini

Commencons par la situation la plus simple, dans laquelle I'univers €2 est fini. Dans ce
cas, la construction d’un espace probabilisé est particulierement élémentaire. La tribu des
événements est simplement F = £(2). On se donne une fonction f :  — [0, 1] telle que

> flw)=1.

weN

On associe tout d’abord a chaque événement élémentaire w € € la probabilité P({w}) =
f(w). On étend ensuite P & F par additivité :

P(A) =P([J{w}) =) fw).

w€eA w€eA

Lemme 2.2.1. L’application P : F — [0, 1] construite ci-dessus est une mesure de proba-
bilité sur P(Q).

Démonstration. 1l est clair que P(2) = > f(w) = 1. La seule chose a vérifier est donc
la condition d’additivité. Soient A, B € F, avec AN B =@. On a

PAUB)= > f(w) =Y flw)+)_ f(w)=P(A)+P(B).

weAUB wEA weB

O

Remarque 2.2.1. Observez également que toute mesure de probabilité sur P() avec Q2
fini est de cette forme : étant donné P, il suffit de poser f(w) = P({w}). L’additivité de P

implique bien que la fonction f satisfait ) .o f(w) =1, et P(A) =" 4 f(w).

On voit donc qu’une mesure de probabilité sur un univers fini est entierement ca-
ractérisée par les probabilités associées aux événements élémentaires.

Exemple 2.2.1. — Pour un dé non pipé, on prend Q = {1,2,3,4,5,6} et f(i) = %,
i=1,....6.
— Pour un dé pipé, on pourra avoir par exemple f(1) = %, f(2) = f3) = f4)
F(5) =L et (6) = 1.
— Pour 5 lancers d’une piéces bien équilibrée, on prendra f(w) = 27°, pour tout w €
Q= {P,F15.

Un cas particulierement important est celui ot la méme probabilité est associée a
chaque événement élémentaire, comme dans le premier et le troisieme exemples ci-dessus.

Définition 2.2.1. On appelle distribution de probabilité uniforme sur un univers 2 fini, la
mesure de probabilité définie par f(w) = 1/|9|, pour tout w € Q. On dit dans ce cas qu’il
Yy a équiprobabilité.

Manifestement, lorsqu’il y a équiprobabilité, la probabilité d’un événement A est sim-
plement donnée par P(A) = |A|/|€].
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F1G. 2.2: Une réalisation du graphe aléatoire G(8,4) (les arétes présentes sont indiquées en rouge).

Exemple 2.2.2. Nous allons a présent introduire un exemple non-trivial d’espace proba-
bilisé fini : le graphe aléatoire d’Erdés—Rényi . Soient m > 0 et n > 1 deux entiers. Le
graphe aléatoire G(n, m) est l’espace probabilisé sur l’ensemble des graphes G = (S, A) an
sommets et m arétes : S ={1,...,n}, et AC {{i,j} : 1 <i<j<n} avec |A| =m. La
mesure de probabilité sur cet ensemble est la mesure uniforme.

Quelques résultats combinatoires

Nous allons a présent rappeler certains résultats de combinatoire élémentaires qui sont
régulierement utilisés. On utilisera la notation suivante : pour n > r > 1, le symbole de
Pochhammerﬂ (n), est défini par

n)r=nn—-1)(n-2)---(n—r+1).

On posera également (n)y = 1.

Echantillons ordonnés. Considérons un ensemble de n éléments a1, - ..,0ay. Un échan-
tillon ordonné de taille r est une suite ordonnée de r éléments de I’ensemble. Deux procédures
sont possibles : le tirage avec remise, durant lequel chaque élément de ’ensemble peut
étre choisi a plusieurs reprises, et le tirage sans remise, durant lequel chaque élément de
I’ensemble ne peut étre choisi qu’au plus une fois (dans ce cas, on doit évidemment avoir
r<mn).

Lemme 2.2.2. On considere un ensemble a n > 1 éléments, et v € N.

1. Le nombre d’échantillons de taille v différents avec remise est égal a n”.

2. Pour r < n, le nombre d’échantillons de taille v différents sans remise est égal a
(n),.

3. Le nombre de fagons d’ordonner ’ensemble est égal a n!.

2P4l Erdés (1913, Budapest — 1996, Varsovie), également ortographié Paul Erdés, Paul Erdés ou Paul
Erdos, mathématicien hongrois.

3 Alfréd Rényi (1921, Budapest — 1970, Budapest), mathématicien hongrois.

4Leo August Pochhammer (1841, Stendal — 1920, Kiel), mathématicien prusse.
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Démonstration. 1. Dans le cas du tirage avec remise, chacun des r éléments peut étre
choisi de n fagons différentes. Par conséquent, le nombre total d’échantillons possibles est
égal a n”.

2. Dans le cas sans remise, le premier élément est choisi parmi n, le second parmi n —1
(celui choisi pour le premier élément ne peut plus étre choisi & nouveau), le troisieme parmi
n — 2, etc. On a donc un nombre total d’échantillons possibles égal & (n),.

8. Suit de 2. puisque cela revient a faire n tirages sans remise. O

Jusqu’a présent, il n’a pas été fait mention de probabilité. Lorsque nous parlerons
d’échantillon aléatoire de taille r, I’adjectif « aléatoire » signifiera que I’on a muni I’ensemble
de tous les échantillons possibles d’une distribution de probabilité. Sauf mention explicite
du contraire, on considérera la distribution uniforme.

Considérons a présent un échantillon aléatoire avec remise de taille . On s’intéresse a
I’événement « aucun élément n’a été choisi plus d’une fois ». Le théoréme montre que parmi
les n” échantillons possibles, (n), satisfont cette contrainte. Par conséquent, la probabilité
que notre échantillon ne contienne pas de répétition est donnée par (n),/n". Ce résultat a
des conséquences qui peuvent sembler surprenantes.

Exemple 2.2.3. Supposons que dans une ville donnée il y a 7 accidents par semaine.
Alors durant la quasi-totalité des semaines, certains jours verront plusieurs accidents. En
posantn = r =T, on voit en effet que la probabilité d’avoir exactement un accident chaque
jour de la semaine est seulement de 0,00612. .. ; cela signifie qu’un tel événement n’aura
lieu en moyenne qu’environ une fois tous les trois ans!

Exemple 2.2.4. Supposons que 23 personnes se trouvent dans la méme salle. Quelle
est la probabilité qu’au moins deux d’entre elles aient leur anniversaire le méme jour ?
On peut modéliser cette situation, en premiere approrimation, par un tirage aléatoire avec
remise de l’ensemble {1,...,365}, avec la mesure uniforme ; un modeéle plus réaliste devrait
prendre en compte les années bissextiles, ainsi que les variations saisonnieres du taux de
natalité (sous nos latitudes, le nombre de naissances est plus élevé en été qu’en hiveﬂ par
exemple), etc. Pour le modéle précédent, il suit de la discussion ci-dessus que la probabilité
qu’au moins deuzx des 23 personnes aient leur anniversaire le méme jour est donnée par
1 — (365)23/365%3 = 0,507... : il y a plus d'une chance sur deuz que ¢a ait liew !

Cette probabilité est de 97% s’il y a 50 personnes, et de 99,99996% pour 100 personnes.

Echantillons non ordonnés. Considérons & présent le probleme d’extraire un échan-
tillon de taille 7 d’une population de taille n sans tenir compte de 'ordre. En d’autres
termes, étant donné une population de taille n, nous cherchons & déterminer le nombre de
sous-populations de taille r.

Lemme 2.2.3. Une population de taille n posséde (:f) différentes sous-populations de
taille r < n.

5Ceci dit, considérer une répartition inhomogene des naissances ne peut qu’augmenter la probabilité
d’avoir plusieurs personnes avec la méme date d’anniversaire...
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Démonstration. Chaque sous-population de taille r peut étre ordonnée de 7! fagons diffé-
rentes. Puisque le nombre total d’échantillons ordonnés sans remise de taille r est égal a
(n), on en déduit que le nombre d’échantillons non-ordonnés de taille r doit étre égal a

(n),/r!l = (:f) O

Exemple 2.2.5. Au poker, chaque joueur recoit 5 cartes parmi 52. Le nombre de mains

possibles est donc de (552) = 2598 960. Calculons alors la probabilité d’avoir 5 cartes de
valeurs différentes. On peut choisir ces valeurs de (153) facons différentes. Il faut ensuite
associer & chacune une couleur, ce qui donne un facteur additionnel 4°. Par conséquent,

la probabilité en question est donnée par 4° - (153)/(552) =0,5071....

Exemple 2.2.6. Considérons la distribution aléatoire de r balles dans n urnes. Quelle
est la probabilité qu’une urne donnée contienne exactement k balles 2 On peut choisir les
k balles de (2) facons. Les autres r — k balles doivent étre réparties parmi les n — 1 urnes
restantes, ce qui peut se faire de (n—1)""% facons. Il s’ensuit que la probabilité en question

est donnée par
1 r _ r 1 1ir—k
. (n—1)"F= (1= = .

1l s’agit d’un cas particulier de la distribution binomiale, que nous reverrons plus tard.

Exemple 2.2.7. Retournons au graphe aléatoire de I’Ezemple[2.2.3. On a clairement

|{{i,j}:1§z~<jgn}\:(g) N,

Par conséquent, le nombre total de graphes dans G(n,m) est donné par (Z), et donc la
probabilité de chaque graphe est donnée par

N
m

-1
) , VG € G(n,m).

(On fait ici un léger abus de notation en utilisant la méme écriture pour l’espace probabilisé
et pour l'univers.)

Partitionnement. Finalement, considérons le nombre de facons de partitionner une
population en k sous-populations de tailles données.

Lemme 2.2.4. Soitrq,...,r des entiers positifs (éventuellement nuls) tels que r1+-- -+

ri = n. Le nombre de facons de répartir n objets dans k familles, de sorte & ce que la i°™°

famille contienne r; éléments est égal a

n!
7‘1!7“2! o -Tk!'
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2.2. CONSTRUCTION D’ESPACES PROBABILISES

Démonstration. Pour remplir la premiere famille, il faut choisir r; objets parmi n, ce qui
peut se faire de (2) fagons. Pour remplir la seconde famille, il faut choisir ro objets parmi
n — 11, Soit (n;;l) possibilités. En continuant ainsi, on obtient que le nombre de telles
répartitions est de

n\/n—r1\/n—r—r nN—7]— — Tk n!
(& 9 T3 Tk 7"1!7’2!”-7"]6!.

Exemple 2.2.8. A une table de bridge, les 52 cartes sont distribuées a 4 joueurs. Quelle
est la probabilité que chacun recoive un as? Le nombre total de différentes répartitions
est de 52!/(131)%. Les 4 as peuvent étre ordonnés de 4! facons différentes, et chaque ordre
correspond a une facon de les répartir parmi les 4 joueurs. Les 48 cartes restantes peuvent
ensuite étre réparties de 48!/(121)* facons. Par conséquent, la probabilité en question est

de 48!/ 52
4!44447//444447=:0 105. ..
(120)3/ (a3nt ~

O]

Formule du binéme généralisée Soit a € R et k € N. Le coefficient binomial (g) est

défini par <> (—1)-(a—k+1)

k k!

On a alors la généralisation suivante du Théoréeme du bindme de Newton.

Lemme 2.2.5. Soient x,y,a € R. Alors,

st l'une des conditions suivantes est vérifi
1. ly/z| <letaeR;
2. ly/z|=1eta>0;
3. y/lr=1eta>-1.

e

Démonstration. En écrivant (x4 y)* = z*(1+ £)*, on voit qu'il suffit de considérer le cas
x = 1. Il suffit alors de développer (1+y)® en série de Taylor autour de y = 0, et de vérifier
que chacune des conditions données ci-dessus assurent la convergence de la série. O

Formule de Stirling L’équivalence asymptotique suivante pour n!, die a Stirlingﬂ est
tres utile dans de nombreux problemes de nature combinatoire.

Lemme 2.2.6. Lorsque n — oo, on a
n! =n"e "V2mn (1 + o(1)).

Démonstration. Sera faite en exercice. O

5James Stirling (1692, Garden — 1770, Leadhills), mathématicien britannique.
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2.2.2 Univers dénombrable

On peut procéder a la construction d’espaces probabilisés avec un univers 2 dénombrable
exactement de la méme facon que dans le cas fini : on prend F = £(2), et on associe a
chaque événement élémentaire w € € sa probabilité, P({w}) = f(w) € [0, 1], avec

d flw) =1

weN

Remarque 2.2.2. La somme ci-dessus est définie de la maniére suivante. ) étant dé-
nombrable, il est possible de numéroter ses éléments, disons = {w1,wa,...}. On pose
alors, pour tout A C QQ,

o
S Fw) = Y Flwn) Law).
w€eA =1

1l est important d’observer que cette définition ne dépend pas de [’ordre choisi pour les
éléments de Q) : toutes les séries intervenant sont a termes positifs, et ceux-ci peuvent donc
étre réorganisés a motre guise.

On pose ensuite, pour A € F, P(A) = > 4 f(w). On vérifie alors de la méme fagon
que dans le cas fini que P est bien une mesure de probabilité et que toute mesure de
probabilité sur un univers dénombrable est nécessairement de cette forme.

Exemple 2.2.9. On jette une piéce de monnaie jusqu’a l’obtention du premier pile. On
peut choisir Q = N* U {oc} ot le dernier événement représente la possibilité que pile ne
sorte jamais. Si la piéce est équilibrée, on aura

En particulier, la probabilité que pile ne sorte jamais est donnée par

f(oo):1—§:2*’f=0,

k=1

comme le veut intuition.
En particulier, la probabilité que le premier pile sorte aprés un nombre pair de lancers
est de

P({2,4,6,...}) = if(%) = ir% =1/3.
k=1 k=1

2.2.3 Univers non-dénombrable

Nous allons a présent brievement discuter le cas d’espaces probabilisés construits a
partir d’'un univers  infini non dénombrable. Cette situation est substantiellement plus
subtile que les cas étudiés précédemment. Commencons par considérer un exemple.
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F1G. 2.3: L’aiguille de I'Exemple [2.2.10] La position de l’aiguille (en bleu) est représentée par
le nombre = € [0,1). La direction de l'aiguille tombe dans un intervalle [a,b) quelconque avec
probabilité b — a.

Exemple 2.2.10. On désire modéliser l'expérience suivante : on considére une aiguille
dont une extrémité est fizée a un aze autour duquel elle peut tourner (cf. Fig. . On
peut encoder la position de aiguille par U'angle qu’elle fait avec une direction fixrée. On
peut donc prendre, dans des unités appropriées, Q = [0,1). On suppose qu’une fois lancée,
Uaiguille peut s’arréter en pointant dans n’importe quelle direction, avec la méme pro-
babilité. Plus précisément, on va demander a ce que la probabilité que l’aiguille s’arréte
dans un intervalle [a,b) (a # b € [0,1]) le long du cercle, ne dépende que de sa longueur,
P([a,b)) =b— a.

Manifestement, on ne peut plus construire une telle probabilité comme précédemment,
en spécifiant les probabilités des événements élémentaires, puis en définissant les probabi-
lités d’événements générauz a partir de celles-ci. En effet, la probabilité de n’importe quel
événement élémentaire doit étre nulle : si x € [0,1), P({z}) < P([z,x +€)) = €, pour tout
€ > 0. Les seuls événements dont il est possible d’évaluer la probabilité a partir de celles des
événements élémentaires sont les unions dénombrables de points (et leurs compléments),
et les probabilités de celles-ci sont toutes nulles (ou égales a 1).

La question est de savoir s’il est possible de construire une tribu sur [0,1), contenant
tous les intervalles, sur laquelle on puisse définir une mesure de probabilité P associant
a chaque intervalle sa longueur. La réponse est positive, mais la construction n’est pas
triviale. Elle sera faite en détail dans le cours de théorie de la mesure (Analyse III). La
tribu correspondante est celle des boréliens de [0,1) (la tribu engendrée par les ouverts de
[0,1)). Elle ne contient pas toutes les parties de [0, 1) : il n’est pas possible d’attribuer une
« longueur » (on dit mesurer) a tous les sous ensembles de [0,1) de facon cohérente.

Pour étre un peu plus précis, Uaffirmation « toute partie de [0,1) est mesurable »
est indépendante du systeme d’axiomes de Zermelo-Fraenkel m : il n’est pas possible de
la prouver, ni de prouver son contraire. En fait, si l'on accepte l'axiome du choiz (non
dénombrable), alors il est possible de montrer 'existence de sous-ensembles de [0,1) qui

"Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871, Berlin - 1953, Fribourg-en-Brisgau), mathématicien alle-
mand.

8 Abraham Adolf Halevi Fraenkel (1891, Miinich - 1965, Jérusalem), mathématicien d’abord allemand
puis israélien.
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ne sont pas mesumblefﬂ Ceci dit, méme dans ces conditions, [’existence de tels ensembles
auzquels on ne peut associer de probabilité ne limite en rien Uapplicabilité de la théorie
des probabilités, puisque ces ensembles sont pathologiques (il est impossible de les décrire
explicitement, puisque leur existence repose de fagon essentielle sur l’axiome du choiz), et
ne correspondent donc pas a des événements intéressants dans la pratique.

Comme expliqué dans I'exemple précédent, il est nécessaire en général de restreindre
la classe des événements, afin de pouvoir construire un espace probabilisé. La procédure
est la suivante :

1. On commence par déterminer une algebre d’événements intéressants, sur laquelle on
définit une probabilité. Dans l’exemple, on part des intervalles, dont on connait la
probabilité. On considére ensuite ’algébre engendrée par les intervalles. On définit
sur cette algebre une mesure de probabilité finiment additive, la probabilité de chaque
élément étant déterminée a partir de celle des intervalles et des régles d’additivité.
On montre ensuite que cette mesure est en fait o-additive.

2. On fait appel a un résultat fondamental de théorie de la mesure, le Théoréeme d’ex-
tension de Carathéodory, qui affirme qu’une mesure de probabilité sur une algebre
s’étend de fagon unique en une mesure de probabilité sur la tribu engendrée par
lalgebre.

Exemple 2.2.11. Revenons a un probléme déja discuté dans les Exemples et[1.1.7 :
une infinité de jets d’une piéce de monnaie. On a vu que les ensembles

{lweQ: (a1,...,a,) € A},

avec n > 1 un entier arbitraire et A C {0,1}", forment une algébre sur Q. Or, chaque
élément de cette algébre ne fait intervenir qu’un nombre fini de lancers, et par conséquent,
on peut aisément leur associer une probabilité (nous reviendrons sur la fagon de le faire
une fois le concept d’indépendance introduit), et vérifier que celle-ci est o-additive. On
obtient alors nmotre espace probabilisé, sur la tribu engendrée par cette algebre, par une
application du Théoréme d’extension de Carathéodory.

9Esquissons briévement une construction due & Vitali. On note S le cercle unité. Nous allons montrer,
en utilisant ’axiome du choix, qu’il est possible d’écrire S* = Unez An, olt les ensembles A, sont disjoints
et peuvent tous étre obtenus & partir de Ao par rotation. Si Ao possédait une longueur ¢(A), alors la
o-additivité impliquerait que 2 = oo x £(A), ce qui est impossible. Pour construire A,,, on procéde comme
suit. On identifie S* & ’ensemble {eie NS R} dans C. On introduit une relation d’équivalence sur S* en
posant © ~ y s'il existe o, B € R tels que z = €',y = €®, avec a — 8 € Z. On utilise axiome du choix
pour construire I’ensemble Ap composé d’exactement un représentant de chaque classe d’équivalence. On
pose alors, pour n € Z*, A,, = €™ Ay = {ei"ac T x € Ao}. La famille ainsi construite possede les propriétés
désirées. En effet, si y € A, alors il existe z € Ag tel que y = ez, et donc y ~ x; comme Ao ne contient
qu’un seul représentant de chaque classe d’équivalence, on en déduit que y ¢ Ap. Ceci montre que les
ensembles A,, sont disjoints. De plus, si y € S', sa classe d’équivalence est donnée par {eiky ke Z}, et il
existe donc n € Z tel que e”"y € Ao, puisque Ao contient un représentant de chaque classe d’équivalence
on en déduit que y € A,, et donc que les A, forment une partition de S'.
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Le cas de R

Le cas de R est particulierement important. Donnons donc brievement quelques défini-
tions et résultats dans ce contexte. Ceux-ci seront étudiés de fagon détaillée dans le cours
de théorie de la mesure (Analyse III).

Définition 2.2.2. La tribu borélienne sur @ C R, B(R2), est la tribu sur ) engendrée par
les ouverts de 2. Ses éléments sont appelés les boréliens.

Dans la suite, lorsque nous considérerons R comme espace probabilisé, nous le suppo-
serons toujours muni de sa tribu borélienne, sauf mention du contraire.

Lemme 2.2.7. La tribu borélienne est engendrée par les intervalles (—oo,al, a € Q.

Une mesure de probabilité P sur {2 C R peut étre caractérisée par les valeurs qu’elle
attribue aux intervalles de cette forme. Ceci motive 'introduction d’une fonction Fp : R —
[Oa 1]a FP(:‘C) = ]P)((_OO7 17])

Définition 2.2.3. Une fonction de répartition est une fonction F' : R — [0, 1] possédant
les propriétés suivantes :

1. F est croissante;

2. limg oo F(z) =0;

3. limyq00 F(x) =1;

4. F est continue a droite.
Lemme 2.2.8. Fp est une fonction de répartition.

Démonstration. Laissée en exercice. Pour la continuité a droite, utiliser le Lemme [2.1.2
O

On peut donc associer a chaque mesure de probabilité une fonction de répartition. Le
résultat suivant montre que la réciproque est également vraie.

Théoreme 2.2.1. Soit F' : R — R. Alors il existe une mesure de probabilité P sur
(R,B(R)) telle que F' = Fp si et seulement si F' est une fonction de répartition.

Ce résultat montre que les mesures de probabilité sur R sont en bijection avec les
fonctions de répartition sur R.

2.3 Probabilité conditionnelle, formule de Bayes

De nombreuses affirmations prennent la forme « si B a lieu, alors la probabilité de A
est p», ou B et A sont des événements (tels « il pleut demain », et « le bus sera a I’heure »,
respectivement).

Afin de motiver la définition de la probabilité conditionnelle d’un événement A étant
connue la réalisation d’un événement B, revenons a l'interprétation fréquentiste des pro-
babilités. On considére deux événements A et B. On désire déterminer la fréquence de
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réalisation de I’événement A lorsque I’événement B a lieu. La facon de procéder est la
suivante : on répete l'expérience un grand nombre de fois N. On note le nombre Np de
tentatives lors desquelles B est réalisé, et le nombre Nanp de ces dernieres tentatives lors
desquelles A est également réalisé. La fréquence de réalisation de A parmi les tentatives
ayant donné lieu a B est alors donnée par

Nanp _ Nanp N
Np N Np’

Lorsque N devient grand, on s’attend a ce que le terme de gauche converge vers la pro-
babilité de A conditionnellement a la réalisation de I’événement B, alors que le terme de
droite devrait converger vers P(A N B)/P(B). Ceci motive la définition suivante.

Définition 2.3.1. Soit B € F un événement tel que P(B) > 0. Pour tout A € F, la
probabilité conditionnelle de A sachant B est la quantité

P(AN B)

P(AIB) = —5g

Lemme 2.3.1. Soit B € F un événement tel que P(B) > 0. Alors la probabilité condition-
nelle P(-| B) : F — R est une mesure de probabilité, et (0, F,P(-|B)) est un espace pro-
babilisé. De plus, Fp = {ANB : A€ F} est une tribu et (B,Fp,P(-|B)) est également

un espace probabilisé.

Démonstration. On a manifestement P(A N B)/P(B) € [0,1], pour tout A € F. Comme
QN B = B, on a également P(2| B) = 1. Finalement, si A, Aa, ... sont des événements
deux-a-deux disjoints, la og-additivité de P implique que

(UA mB) (UlAﬂB> ZIP’AHB

et donc que
(UA | B) = Z AmB ZIP’A|B
=1

La preuve de la seconde affirmation est laissée en exercice. O

Exemple 2.3.1. On jette deux dés non pipés. Sachant que le premier jet nous donne 3,
quelle est la probabilité que la somme soit supérieure a 6 ? Ici, B={(3,k) : k=1,...,6},
A={(a,b) € {1,...,6}2 : a+b>6}, et ANB =1{(3,4),(3,5),(3,6)}. On a alors

P(ANB) |AnB| 3 1

P(A]B) = P(B)  |B] 6 2

Exemple 2.3.2. On choisit une famille au hasard parmi toutes les familles ayant deux
enfants et dont au moins un est un garcon. Quelle est la probabilité que les deux enfants
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sotent des garcons ? Introduisant les événements B = {(G,G), (F,G),(G,F)} et A =
ANB={(G,G)}, on voit que

palm) = o PUGOD

({(G,G), (F,G),(G,F)}) 3

On choisit une famille au hasard parmi toutes les familles ayant deux enfants et dont
Uainé est un garcon. Quelle est la probabilité que les deux enfants soient des garcons ? A
présent, B ={(G,G),(G,F)}, A=AnB={(G,G)}. Donc

a1 By = o PUGOD 1

({(G,G), (G F)}) 2

Définition 2.3.2. Une famille (B;)icr, I dénombrable, est une partition de ) si

B;NBj =d, dés que i # j, et UBi:Q-
i€l
En dépit de sa simplicité, le théoreme suivant est crucialement important en théorie
des probabilités.
Théoréme 2.3.1. Soit (B;)icr une partition de Q) telle que P(B;) > 0, pour tout i € I, et
soit A e F.
1. (Loi de la probabilité totale)

P(A) =Y P(A|B,)P(B)).
iel
2. (Formule de Bayes
( " P(A| B;)P(B;)
> jer P(A| By)P(B;)

P(B;|A) =

Démonstration. Par o-additivité,

> P(A|B)P(B) => P(AnB) =P(| J(AnBy)) =P(An (| ] B))) =P(A).

iel i€l el i€l

La seconde relation suit de I’observation que

P(B;|A) = = =P(A|B;
BIN="pw = By @) T APRQ
et Papplication de la loi de la probabilité totale. ]

Remarque 2.3.1. Dans la terminologie statistique, on appelle P(B;) la probabilité & priori
de B; et P(B; | A) la probabilité a posteriori de B; (sachant A). La formule de Bayes donne
donc un moyen de transformer les probabilités a priori en probabilités a posteriori.
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5/8 ANB
B <
3/8 AN B

1/2 An B¢
="
1/\2>AC N B¢

Fia. 2.4: L’arbre représentant le processus décrit dans ’Exemple [2.3.3]

Exemple 2.3.3. On se donne deuz urnes. La premiére contient deux balles rouges et trois
balles bleues; la seconde trois rouges et quatre bleues. Une balle est tirée au hasard de la
premiere urne et placée dans la seconde. On tire ensuite au hasard une balle de la seconde
urne : quelle est la probabilité qu’elle soit bleue ¢

Soit A l'événement « la balle tirée de la seconde urne est bleue », et B [’événement
« la balle déplacée de la premiére urne a la seconde est bleue ». Puisque B et B® forment
une partition de €}, une application de la loi de la probabilité totale donne

P(A) =P(A| B)P(B) + P(A| B)P(B°).
A présent,

P(A|B) = P(A|la 2°™ wrne contient trois balles rouges et cing bleues) = g ;

P(A|B®) = P(A|la 2°™ urne contient quatre balles rouges et quatre bleues) = 3.

Puisque P(B) = 2 et P(B) = 2, on obtient P(A) = 23.

On représente souvent des situations de ce type comme sur la Fig. [2.7)
Exemple 2.3.4 (Probleme du ballot). Lors d’une élection opposant deux candidats A
et B, le premier regoit n voix et le second m < n voix. En supposant équiprobables les
différents ordres d’apparition des bulletins (et en ignorant les bulletins blancs ou non-
valides), montrer que la probabilité P(n,m) que le candidat A soit toujours en téte lors du
dépouillement est égale ¢ (n —m)/(n+m).

En conditionnant sur le résultat du dernier bulletin, il suit de la loi de la probabilité
totale et de I’hypothese d’équiprobabilité que

P(n,m) = P(A toujours en téte| dernier vote en faveur de A)

n-+m

+ P(A toujours en téte| dernier vote en faveur de B) .
m-4+n

Un instant de réflexion montre que P(A toujours en téte| dernier vote en faveur de A) =
P(n — 1,m) et P(A toujours en téte| dernier vote en faveur de B) = P(n,m — 1). Par
conséquent, le probléme se réduit a vérifier que P(n,m) = (n —m)/(n 4+ m) est bien la
solution du systéeme

P(n,m) = P(n—1,m)+

P(n,m—1), n>m>1,
n+m m+n
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avec les conditions au bord P(n,n) = 0 (A ne peut avoir été toujours en téte s’il est a
égalité avec B a la fin) et P(n,0) =1 (A a forcément toujours été en téte si personne n’a
voté pour B). Les conditions au bord sont clairement vérifiées. Pour démontrer le résultat,
on procéde par récurrence sur n+m. Supposons le résultat valide pour n+m < k (n > m,
k > 1), ainsi que pour n = m arbitraires. Considérons a présent n+m =k + 1, n > m.
On a alors, par hypothése de récurrence,

n n—1-—-m m n—(m-1) n—m

P 5 = = 5
(n,m) n+mn—1+m+m+nn+(m—l) n+m

et le résultat est établi.

Exemple 2.3.5. Le test de dépistage d’un certain virus n’est pas infaillible :
— 1 fois sur 100, il est positif, alors que lindividu n’est pas contaminé;
— 2 fois sur 100, il est négatif, alors que individu est contaminé.

1l est donc important de répondre aux questions suivantes :

1. Etant donné que son test est positif, quelle est la probabilité qu’un individu ne soit
pas porteur du virus ?

2. Etant donné que son test est négatif, quelle est la probabilité qu’un individu soit
porteur du virus ?

La formule de Bayes est parfaitement adaptée a ce type de calculs. Afin de pouvoir appli-
quer, il mous faut une information supplémentaire : dans la population totale, la fraction
de porteurs est approximativement de 1/1000.

Formalisons tout cela. On introduit les événements suivants :

T = {le test est positif},

V = {lindividu est contaminé}.
On a donc les informations suivantes :

PTIV) =15 PTIV)=1  PV)=mm

et on veut calculer
1. P(VE|T), 2. P(V|T°).

La formule de Bayes nous dit que

P(T | VEP(V)
(T|VP(Ve) +P(T|V)P(V)

B(VC|T) = 5

Nous connaissons toutes les valeurs correspondant auzr quantités du membre de droite
(observez que P(T'|V)=1—P(T°|V) =98/100). On obtient donc

1. 999
(¢ _ 100 1000 —
PVEIT) = g5 1 = 091
100 ~ 1000 100 ~ 1000
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Méme si son test est positif, un individu a plus de 90% de chances de ne pas étre porteur
du virus!
Un calcul stmilaire montre par contre que

P(V | T°) = 0,00002...

ce qui montre que c’est bien la que se trouve ['utilité de ce test, puisque la probabilité de
déclarer non porteur un individu contaminé est de ’ordre de 2/100 000.

Observez que le calcul ci-dessus ne s’applique qu’a un individu « normal ». Dans le cas
d’un individu appartenant a une population a risques, la probabilité a priori d’étre porteur,
P(V), peut devenir proche de 1 et non pas trés petite comme précédemment. Cela change
complétement les conclusions : dans ce cas, la probabilité d’étre non porteur alors que le
test est positif est minuscule, tandis que la probabilité d’étre porteur alors que le test est
négatif est trés importante.

L’usage des probabilités conditionnelles peut se révéler tres délicat, et l'intuition peut
parfois jouer des tours, comme le montrent les exemples suivants.

Exemple 2.3.6. Un bienfaiteur vous propose le jeu suivant. Il va vous présenter 3 en-
veloppes fermées; 2 d’entre elles contiennent du papier journal, la derniére un chéque de
1 000 000 CHF. Vous devrez choisir une enveloppe, sans l'ouwvrir. Il ouvrira ensuite une
des deuz enveloppes restantes et vous montrera qu’elle contient du papier journal. Vous
aurez alors le choix entre conserver [’enveloppe choisie initialement, ou bien changer pour
celle qui reste. Quelle est la meilleure stratégie ¢ (Réponse : vous avez deux fois plus de
chances de gagner si vous changez; pourquoi ?)

Exemple 2.3.7. (Paradoze du prisonnier) Trois hommes se sont faits arréter dans une
sombre dictature. Ils apprennent de leur garde que le dictateur a décidé arbitrairement
que l'un d’entre eux va étre libéré, et les 2 autres exécutés; le garde n’est pas autorisé a
annoncer a un prisonnier quel sera son sort. Le prisonnier A sait donc, que la probabilité
qu’il soit épargné est de 1/3. Afin d’obtenir davantage d’informations, il décide d’interroger
le garde. Il lui demande de lui donner en secret le nom d’un de ses camarades qui sera
exécuté. Le garde nomme le prisonnier B. Le prisonnier A sait donc qu’entre lui-méme et
C, l'un va étre libéré, et l'autre exécuté. Quelle est la probabilité que A soit exécuté ?

Remarque 2.3.2. Dans les 2 exemples précédents, le probléme est partiellement mal posé,
car la stratégie employée par votre bienfaiteur, ou par le garde, lorsqu’ils ont a prendre
une décision n’est pas indiquée. Dans une telle situation, supposez qu’il prend sa décision
de fagon uniforme (aprés tout, vous n'avez aucune information sur le sujet, et tout autre
choiz serait difficile a justifier).

Si les exemples précédents sont tres artificiels et se reglent facilement en appliquant
avec soin les regles de la théorie des probabilités, ’exemple suivant montre que des diffi-
cultés réelles, subtiles et difficiles a traiter apparaissent également dans des applications
pratiques.
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Exemple 2.3.8. (Paradoxe de Simpsor@ Un scientifique a effectué des expériences
cliniques afin de déterminer les efficacités relatives de deux traitements. Il a obtenu les
résultats suivants :

Traitement A

Traitement B

Succes
Echec

219
1801

1010
1190

Le traitement A ayant été administré a 2020 personnes, et 219 d’entre elles ayant été
guéries, son tauz de succés est donc de 219/2020, ce qui est tres inférieur au tauz corres-
pondant pour le traitement B qui est de 1010/2200. Par conséquent, le traitement B est
plus efficace que le traitement A.

Apreés avoir annoncé ce résultat, un de ses assistants vient vers lui. Il est en désaccord
avec linterprétation des résultats. Il lui présente le tableau suivant, dans lequel les résultats
précédents sont donnés en tenant compte du sexe des patients :

Femmes Hommes
Traitement A | Traitement B | Traitement A | Traitement B
Succes 200 10 19 1000
Echec 1800 190 1 1000

Chez les femmes, les tauz de succes des traitements sont de 1/10 et 1/20 respectivement,
et chez les hommes de 19/20 et 1/2. Le traitement A est donc plus efficace dans les 2 cas.
Par conséquent, le traitement A est plus efficace que le traitement B.

Bien entendu, c’est l’assistant qui a raison : quel que soit le sexe du patient, ses chances
de guérir sont supérieures avec le traitement A.

Ce paradoze apparait régulierement dans des études statistiques. Observez aussi la
difficulté suivante : si l'on n’avait pas relevé le sexe des patients, on aurait été obligé de
baser motre analyse sur le premier raisonnement, et on serait arrivé a une conclusion
erronée. En particulier, comment €étre certain qu’il n’existe pas d’autres paramétres que le
sexe (I’age, le poids, ... ) dont on n'aurait pas tenu compte et qui modifierait une fois de
plus la conclusion ?

Un cas réel célébre s’est produit lorsque 'université de Berkeley a €té poursuivie pour
discrimination sexuelle : les chiffres des admissions montraient que les hommes ayant posé
leur candidature avaient plus de chance d’étre admis que les femmes, et la différence était si
importante qu’elle ne pouvait raisonnablement étre attribuée au hasard. Cependant, aprés
avoir analysé séparément les différents départements, on a découvert qu’aucun département
n’était significativement biaisé en faveur des hommes ; en fait, la plupart des départements
avaient un petit (et pas trés significatif) biais en faveur des femmes! L’explication se
trouve étre que les femmes avaient tendance a porter leur choiz sur des départements dont
les tauz d’admission sont faibles, tandis que les hommes avaient tendance a candidater
dans des départements avec forts taux d’admission.

YEdward Hugh Simpson. Ce paradoxe, discuté par ce dernier en 1951, Pavait déja été en 1899 par Karl
Pearson et ses coauteurs, puis en 1903 par George Udny Yule.
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2.4 Indépendance

En général, I'information qu’un événement B est réalisé modifie la probabilité qu’un
autre événement A soit réalisé : la probabilité a priori de A, P(A), est remplacée par la
probabilité & posteriori, P(A | B), en général différente. Lorsque 'information que B est
réalisé ne modifie pas la probabilité d’occurrence de A, c’est-a-dire lorsque P(A|B) =
P(A), on dit que les événements A et B sont indépendants. Il y a au moins deux bonnes
raisons pour ne pas utiliser cette propriété comme définition de l'indépendance : d’une
part, elle n’a de sens que lorsque P(B) > 0, et d’autre part, les deux événements ne jouent
pas un role symétrique. La notion de probabilité conditionnelle conduit donc & la définition
suivante.

Définition 2.4.1. Deuzx événements A et B sont indépendants sous IP si
P(AN B) =P(A)P(B).

Plus généralement, une famille d’événements (A;)icr est indépendante sous P si
P(() 4) = [[P(4),
icJ icJ
pour tous les sous-ensembles finis J de I.
Proposition 2.4.1. Soient A, B deuxr événements indépendants. Alors A et B¢ sont

indépendants, et A® et B¢ sont indépendants.
Plus généralement, si A1, ..., A, sont indépendants, alors

By,...,B,,
ou B; € {A;, A}, sont aussi indépendants.
Démonstration. Laissée en exercice. O

Remarque 2.4.1. Si une famille d’événements (A;)icr satisfait P(A;NA;) = P(A;)P(A;),
pour toute paire i # j, on dit que la famille est 2 a 2 indépendante, ou indépendante par
paires. L’indépendance par paires n’implique pas I'indépendance. Un exemple : considérez
Q = {1,2,3,4}, avec la distribution uniforme, et les événements A = {1,2}, B = {2,3}
et C = {1,3}; on vérifie aisément que A, B,C sont indépendants par paires, et pourtant

P(ANBNC) =0 #P(A)P(B)P(C).

Exemple 2.4.1. Retournons au graphe aléatoire G(n, m). La probabilité que deux sommets
distincts i et j donnés soient reliés par une aréte (notéi ~ j) est donnée par (rappelez-vous

que N = (3))

Pli~ ) = (7235)1) m

En effet, le numérateur correspond au nombre total de facon de choisir les m — 1 arétes
restantes parmi les N — 1 arétes encore disponibles.
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D’autre part, soient i,j,k,¢ quatre sommets tels que {i,j} # {k,{}. La probabilité
qu’on ait o la fois i~ j et k ~ £ est donnée par

. (m—2) _ m(m—1
PGt~ gk ~0) = (N)2 :N(N—l)'

m

On voit donc que les événements i ~ j et k ~ £ ne sont pas indépendants.

Il convient d’étre attentif lorsque 1’on utilise la notion d’indépendance. En particulier,
I’idée intuitive d’indépendance peut étre parfois mise en défaut, comme le montre les deux
exemples suivants.

Exemple 2.4.2. Un événement peut étre indépendant de lui-méme. En effet, ceci a lieu
st et seulement s’il a probabilité 0 ou 1, car dans ce cas, on a bien

P(A) = P(AN A) = P(A)P(A) <= P(A) € {0,1}.

Exemple 2.4.3. Considérons des familles avec 3 enfants et intéressons-nous au sexe
des enfants; on suppose que chacune des 8 possibilités a la méme probabilité 1/8. Soit A
l’événement « la famille a des enfants des 2 sexes », et B l’événement « la famille a au
plus une fille ». On a

et donc A et B sont indépendants.
Faisons la méme chose avec des familles de 4 enfants. Dans ce cas,

et donc A et B ne sont pas indépendants.

Définition 2.4.2. Soit C un événement avec P(C) > 0. Deux événements A et B sont
indépendants conditionnellement a C sous P si

P(ANB|C) =P(A|C)B(B|C).

Plus généralement, une famille d’événements (A;)icr est indépendante conditionnellement
aC sous P si

P(()AilC) =[] P4 C),

ieJ icJ

pour tous les sous-ensembles finis J de I.
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2.5 Expériences répétées, espace produit

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la description mathématique d’une
expérience aléatoire répétée dans les mémes conditions, de facon indépendante, un nombre
fini ou infini de fois. Afin de rester concret, nous illustrerons la construction avec le cas
particulier du lancer répété d’une piece de monnaie, un exemple déja discuté a plusieurs
reprises précédemment.

L’espace probabilisé correspondant a une instance de ’expérience est noté (21, F1,Py).

Exemple 2.5.1. Dans le cas d’un jet d’une piéce de monnaie, Q1 = {P,F}, et la tribu
correspondante est F = P(Qq). Qq étant fini, il est suffisant, pour déterminer la mesure
de probabilité, de donner ses valeurs sur les événements élémentaires : on posera donc
Pi({P}) =p, P1({F}) =1 —p =gq, oup € [0,1] est la probabilité que la piéce tombe sur
pile. p = % dans le cas d’une piéce équilibrée.

Nous allons a présent construire ’espace probabilisé correspondant a 2 répétitions de
I’expérience. L’univers correspondant est donné par le produit cartésien de 2 copies de € :
Q=01 xQ = {(al,ag) La; € Ql}

En ce qui concerne la construction de la tribu sur {29, nous voulons garantir que celle-ci
contienne tous les événements du type « ’événement A s’est produit lors de la premiere
expérience, et I’événement B s’est produit lors de la seconde ». Ceci conduit a la définition
suivante.

Définition 2.5.1. Si F et F' sont deuz tribus sur des univers Q0 et ', la tribu produit
F x F' sur Q x U est la tribu engendrée par les rectangles, c’est-a-dire les ensembles de
la forme A x B avec A€ F et B e F'.

Exemple 2.5.2. La tribu borélienne sur R™ est la tribu produit B(R) x --- x B(R) (n
fois). On la notera B(R™). On peut montrer qu’elle coincide avec la tribu engendrée par
les ouverts de R™, et qu’elle est en fait également engendrée par les ensembles de la forme
(—o0,x1] X -+ X (=00, 2], avec x1,...,x, € Q.

Nous désirons a présent définir la mesure de probabilité Py sur (29, F2). Nous voulons
modéliser l'indépendance des expériences successives, par conséquent deux événements
A et B portant I'un sur la premiére expérience, et l'autre sur la seconde doivent étre
indépendants. Cela implique que

P2(A N B) = Pa(A)Py(B),

pour tout A de la forme A x Q, et B de la forme Q; x B, avec A,NB € F1. De plus la
réalisation de I’événement A ne dépendant que de la réalisation de A lors de la premiere

expérience, on doit avoir Py(A) = P1(A); similairement P2(B) = P1(B). Observant que
AN B = A x B, ceci conduit & chercher a définir P, par

PQ(A X B) = ]Pl(A)]Pl(B), VA,B e Fi.

L’existence d’une telle mesure de probabilité est un résultat classique de théorie de la
mesure (cf. Analyse III).
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Théoréme 2.5.1. Soient (Q,F,P) et (U, F',P') deux espaces probabilisés. Il existe une
unique mesure de probabilité P x P sur l’espace probabilisable (2 x Q' F x F') telle que

P x P'(A x B) = P(A)P(B), VAe F,Be F.
P x P’ est appelé mesure produit de P et P'.

Définition 2.5.2. Soient (0, F,P) et (U, F',P') deuz espaces probabilisés. L’espace pro-
babilisé (Q x Q| F x F',P x P') est leur espace probabilisé produit.

Exemple 2.5.3. Pour deuz jets de piéces de monnaie, on obtient
Qo = {PP,PF,FP,FF}, F5 = 2 (),
et Py est déterminée par Po({PP}) = p?, Po({PF}) = Po({FP}) = pq et P2({FF}) = ¢*.

En itérant la construction ci-dessus, on construit I’espace probabilisé (£2,,, Fy,, Py,) cor-
respondant a la répétition d’'un nombre fini quelconque d’expériences indépendantes :
Qp=Q1 x - xQ (nfois), F, = F; X --- x Fi (n fois) et P, =P; x --- x Py (n fois).

Pour diverses raisons, en particulier la discussion de la loi forte des grands nombres,
il est important de pouvoir discuter de la répétition d’un nombre infini d’expériences
indépendantes. La fagon de procéder est la suivante (déja esquissée dans I’Exemple .
On définit évidemment 'univers comme le produit cartésien d’une infinité de copies de €1,
Qoo = Q1 x4 X+ - -. La tribu correspondante F, est la tribu engendrée par les événements
ne dépendant que des résultats d’un nombre fini d’expériences, c’est-a-dire les événements
de la forme

{(al,ag,...)eﬁm s (aty ..., ap) Gfl},

avec n > 1 un entier arbitraire et A € F,. Ces ensembles formant une algebre (cf.
I’Exemple , il suffit de construire la mesure de probabilité P, pour ces ensembles,
le Théoreme d’extension de Carathéodory permettant de I’étendre automatiquement a la
tribu Fao. Mais, si A est un tel événement, 4 = A x Q; x Oy x s AeF,n> 1, on
doit avoir Pu,(A) = P, (A).

En particulier, pour déterminer la probabilité de ’événement

A= {(al,ag,...) €EQ a1 €By,...,ay € Bn},
ou B; € Fy (i=1,...,n), il suffit de ne considérer que les n premieres expériences, et on

doit donc avoir

Poo(A) = Pn(A) =P1(B1) - - P1(Bn),
ouA=DB; x---xB,.
2.6 Résumé du chapitre

Continuité des mesures de probabilité. Si (A4;);>1 est une suite croissante d’événe-
ments, A; C Ay C ---, alors leur limite lim; .o 4; = |J;5; A; satisfait

1—00 1—00

Un résultat analogue est également vérifié pour une suite décroissante d’événements.
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Construction d’espaces probabilisés : cas fini et dénombrable. Dans ce cas il
est possible de choisir F = Z2(Q), et une mesure de probabilité P est caractérisée par les
valeurs qu’elle associe aux événements élémentaires w € €2, P({w}) = f(w). La probabilité
d'un événement A quelconque est alors donnée par P(A) = > 4 f(w).

Construction d’espaces probabilisés : cas non dénombrable. Dans ce cas il n’est
en général pas possible de prendre F = Z(Q). La construction se fait alors par étapes :
choix d’une algebre naturelle d’événements, dont la probabilité peut étre aisément définie ;
extension de cette mesure de probabilité sur ’algebre en une mesure de probabilité sur la
tribu qu’elle engendre, a 1’aide du Théoreme d’extension de Carathéodory.

Probabilité conditionnelle. Etant donné un événement B tel que P(B) > 0, la pro-
babilité conditionnelle sachant B est la mesure de probabilité définie par P(A|B) =
P(AN B)/P(B).
— Loi de la probabilité totale : P(A) = . ;P(A|B;)P(B;), pour toute partition
(Bi)ier de ;
- Formule de Bayes : P(B;| A) = P(A| By)P(B:)/ X,e; P(A| B))B(B;).

Indépendance. Une famille (A;);c; d’événements est indépendante (sous P) si, pour
tout J C I fini, P((;c; Ai) = [[;c;P(A:). En particulier, si A et B sont indépendants et
P(B) > 0, alors P(A| B) = P(A).

Expériences répétées. Si (2, F,P) est l'espace probabilisé associé & une expérience
aléatoire, ’espace probabilisé associé a n répétitions indépendantes de l’expérience est
donné par lespace produit, (2 x -+ x Q. F X --- x F,P x -+ x P) (tous les produits
étant pris n fois), ou 2 x Q est le produit cartésien des ensembles, F x F est la tribu
engendrée par les ensembles de la forme A x B, A, B € F, et P x P est 'unique de mesure
de probabilité sur F x F telle que P x P(A x B) = P(A)P(B).

L’espace probabilisé correspondant a une infinité de répétitions indépendantes de
Pexpérience est (Qoo, Foo, Poo), OU Qo est le produit cartésien d’une infinité de copies
de Q, F est la tribu engendrée par les événements ne dépendant que des n premieres
expériences, n arbitraire, et Py, est 'unique mesure de probabilité sur F,, telle que
P(A; x --- x Ap) =P(Ay) ---P(A,), pour tout n.
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Chapitre

Variables aléatoires

3.1 Définitions

3.1.1 Variables aléatoires et leurs lois

Il est souvent plus pratique d’associer une valeur numérique au résultat d’une expérien-
ce aléatoire, plutot que de travailler directement avec une réalisation. Par exemple, lorsque
n et m sont grands, une réalisation du graphe aléatoire G(n, m) de 'Exemple est un
objet trop complexe pour étre directement intéressant (voir la Fig. . Il sera alors plus
utile de se concentrer sur certaines propriétés numériques de cette réalisation, comme, par
exemple, le nombre d’arétes incidentes en un sommet, le nombre de composantes connexes,
ou la taille de la plus grande composante connexe. Mathématiquement, de telles valeurs
numériques sont des fonctions X : 2 — R associant a un résultat de ’expérience une
valeur dans R. Une telle fonction est appelée variable aléatoire.

Exemple 3.1.1. On considére le graphe aléatoire G(n, m). Pour chaque k € N, la fonction
N donnant le nombre de sommets ayant k arétes incidentes est une variable aléatoire.
Dans la réalisation de G(8,4) représentée dans la ﬁgure onaNy=1, Ny =6, Np =1,
et N = 0 pour les autres valeurs de k.

Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Les questions que 'on va se poser concernant une
variable aléatoire X : 2 — R prennent la forme

PHw e : X(w) e A}) =P(XHA) =P(X € A),

pour certains sous-ensembles A C R. Or, P(X ~1(A)) n’est bien définie que si X "1(A) € F.
De plus, la distribution de probabilité P sur 2 et la variable aléatoire X induisent une
mesure de probabilité Px sur R en posant, pour A C R,

Py(A) =P(X € A).

On a vu que ceci ne peut pas étre fait de maniere cohérente pour toutes les parties de R, et
qu’il faudra donc se restreindre aux ensembles A € B. On est donc conduit a la définition
suivante.
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F1G. 3.1: Une réalisation du graphe aléatoire G(100, 200).

Définition 3.1.1. Une application X : @ — R entre les deux espaces probabilisables
(Q,F) et (R,B) est une variable aléatoire si et seulement si

XA eF, VAeB.
La mesure de probabilité Px sur R définie par
Px(A)=P(X €A4), VAeB
est appelée la loi de X.

Remarque 3.1.1. On peut montrer qu’il suffit de vérifier que X! ((—oo,x]) e F, pour
tout x € R.

Exemple 3.1.2. Considérons le lancer de deux dés non pipés, et notons X la variable
aléatoire correspondant a la somme des valeurs obtenues. Alors, la probabilité que la somme
vaille 3 est donnée par

Px((3) = B(X =3) = F({(1,2), 2, )}) = o= = 1o
Remarque 3.1.2. Une fonction ¢ : R — R est dite mesurable si p~*(A) € B, pour tout
A € B. Dans ce cas, on vérifie immédiatement que si X : 0 — R est une variable aléatoire,
alors p(X) est également une variable aléatoire. Dans ce cours, a chaque fois que 'on écrit
©(X), X une variable aléatoire, la fonction ¢ sera supposée mesurable. Similairement, on
dira qu’une fonction ¢ : R — R est mesurable si o~ (A) € B(R"), pour tout A € B(R).
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La mesure de probabilité Px contient toute 'information nécessaire pour étudier les
propriétés statistiques de la variable aléatoire X ; en particulier, si 'on n’est intéressé
que par cette variable aléatoire, I’espace probabilisé de départ (2, F,P) peut étre com-
plétement ignoré, et souvent n’est méme pas spécifié, ’espace probabilisé pertinent étant
(R, B,Px).

3.1.2 Variables aléatoires défectives

Il est parfois naturel d’autoriser des variables aléatoires a prendre des valeurs infi-
nies. Bien siur, ceci n’a d’influence que si la probabilité d’obtenir une valeur infinie est
strictement positive.

Définition 3.1.2. Une variable aléatoire X telle que P(X = oco) > 0 est dite défective.

Exemple 3.1.3. On jette une piece de monnaie jusqu’a ce que le nombre de « pile » et
de « face » obtenus soient égaux. On suppose que « face » sort avec probabilité p, indépen-
damment a chaque lancer. On note T le nombre de lancers effectués. T est a priori une
variable aléatoire a valeurs dans RU{+o00}, 7 = 400 correspondant d une suite de lancers
ot l’égalité des « pile » et des « face » n’a jamais lieu.

La loi de T peut facilement étre déduite du probleme du ballot de I’Exemple|2.3.4). Bien
entendu, on ne peut avoir égalité entre le nombre de « face » et de « pile » qu’aux temps
pairs. Evaluons donc la probabilité de [’événement T = 2n. Une fagon de procéder est de
conditionner sur le nombre de « face » obtenus lors des premiers 2n essais :

2
P(r =2n) =P(r =2n|n « face » lors des 2n premiers lancers) ( n> p"(1—p)".
n

On vérifie immédiatement que, conditionnellement au fait d’avoir n « face » lors des 2n
premiers lancers, toutes les séries de 2n lancers compatibles sont équiprobables. La pro-
babilité conditionnelle est donc égale a la probabilité qu’au cours du dépouillement des
bulletins d’une élection lors de laquelle chacun des deux candidats recoit n votes, un des
deuz candidats ait toujours été en avance avant que le dernier bulletin ne soit lu (et mette
les deux candidats a égalité). En conditionnant sur le résultat du dernier bulletin, on voit
facilement que la probabilité conditionnelle recherchée est égale a P(n,n — 1) (dans les
notations de I’Exemple m} Par conséquent, la loi de T est donnée par

P(r = 2n) = (?) P"(1—p)" P(nym— 1) = (2”> P =-p"

n 2n —1

Evidemment P(t < o0) = > ns1 P(r = 2n) < 1. On vérifie facilement a partir de la

formule ci-dessus que le mazximum de cette probabilité est atteinte si et seulement si p = %,
ce qui implique que T est défective pour tout p # %

Il n’est pas immédiat de calculer P(1 < o0) a l'aide de la formule ci-dessus lorsque
p = 1/2. On verra cependant au Chapitre [7] que P(T < o0o) =1 lorsque p = 1/2, et que T

n’est donc pas défective.

Sauf mention explicite du contraire, nous supposerons toujours les variables aléatoires
non défectives.
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N[OV

F1a. 3.2: La fonction de répartition de la variable aléatoire X de 'Exemple [3.1.4]

3.1.3 Fonction de répartition d’une variable aléatoire

La loi Px d’une variable aléatoire est une mesure de probabilité sur R, et nous avons
vu que ces dernieres sont caractérisées par leur fonction de répartition. Il est donc naturel
d’associer a toute variable aléatoire sa fonction de répartition.

Définition 3.1.3. La fonction de répartition d’une variable aléatoire X est la fonction de
répartition associée a sa loi, c’est-a-dire la fonction Fx : R — [0,1] définie par

Fx(z) =Px((—o00,2]) = P(X < x).

Exemple 3.1.4. On jette successivement 2 piéces; Q = {PP,PF,FP,FF}. Supposons
qu’un joueur mise sa fortune de 1 CHF au jeu suivant basé sur cette expérience aléatoire :
a chaque fois que face sort, sa fortune double, mais si pile sort, il perd tout. La variable
aléatoire X donnant sa fortune a la fin du jeu est donnée par

X(PP)=X(PF)=X(FP) =0, X(FF)=4.
La fonction de répartition de cette variable aléatoire est donnée par (cf. Fig.

st x <0,
st0 < x <4,
st x> 4.

Fx(xz) =

o O

Lemme 3.1.1. Soit X une variable aléatoire de fonction de répartition Fx. Alors,
1. P(X >x)=1-Fx(z),
2. Pz < X <y)=Fx(y) — Fx(z),
3. P(X =x) = Fx(x) — limyp, Fx(y).
Démonstration. Les deux premieres affirmations sont immédiates. Pour la troisiéme, on

considere les événements A, = {z — 1 < X < z}. Puisque lim,,oc Ap, = {X = 2}, il suit
du Lemme que
1
P(X =) = lim P(A,) = lim (Fx(z) — Fx(z — —)),
n—oo n— oo n

par le point 2. (la limite existe par monotonicité de Fx). O
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Développer la théorie pour des variables aléatoires générales requiert des outils de
théorie de la mesure, que ’on ne développera pas dans ce cours; nous nous contenterons
d’en donner un apergu dans la Section [3.8] Dans la suite, nous allons principalement nous
concentrer sur deux types particulierement importants de variables aléatoires : les variables
aléatoires discretes, et les variables aléatoires & densité.

3.2 Variables aléatoires discretes

Définition 3.2.1. Une variable aléatoire discréte est une variable aléatoire prenant une
quantité dénombmblﬂ de valeurs différentes.

Soit X : Q — R une variable aléatoire discreéte, et notons X (2) ’ensemble dénombrable
des valeurs prises par X. Dans ce cas, la loi Px est caractérisée par les valeurs Px ({z}),
x € X(Q), comme cela a été discuté dans la Section m

Définition 3.2.2. La fonction de masse d’une variable aléatoire discréte X est la fonction
fx : R —[0,1] donnée par fx(z) =P(X = z).

La fonction de masse satisfait donc fx(x) = 0 pour tout = ¢ X ().

Lemme 3.2.1. Soit X une variable aléatoire discréte. Alors,
2. six ety sont deux points consécutifs de X (), alors Fx est constante sur [x,y) ;

3. la hauteur du saut en x € X (Q) est donnée par fx(x).

Démonstration. 1. Fx(z) =Px ((—o0,2]) =Px ({y € X(Q) : y < a}).
2. Soient x < y deux points consécutifs de X (€2). Alors, pour tout z < z < y, il suit
du point 1. que
Fx(z) = Fx(z)= > fx(u)=0,
ueX (Q):x<u<lz
puisque X (2) N (z,y) =
3. Soit z € X (02). 1l suit du Lemme que la hauteur du saut en x est donnée par

Fx(z) ~lim Fx (s) = P(X = 2) = fx(a).

O]

Exemple 3.2.1. On veut modéliser un jeu de fléchettes. La cible est donnée par le disque
de rayon 1, noté Di. On suppose pour simplifier que le joueur est assuré de toucher la
cible quelque part. De plus, on suppose que la probabilité que la fléchette se retrouve dans
une région A C Dy est proportionelle d la surface |A| de A (4 nouveau, il est impossible

Tci et dans la suite, nous emploierons le qualificatif dénombrable pour tout ensemble dont les éléments
peuvent étre numérotés (c’est-a-dire tel qu’il existe une injection de I’ensemble dans N), que ’ensemble
soit fini ou infini.
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FX1
1 -
—
1 -—
9
1 2 3

F1a. 3.3: La fonction de répartition de la variable aléatoire X; de I’'Exemple [3.2.1

de définir une surface pour tous les sous-ensembles de D1 ; on le fait pour une algébre de
bons sous-ensembles, par exemple celle obtenue a partir des rectangles, puis on l’étend par
Carathéodory a la tribu B(D;) engendrée par cette algeébre). On a donc

Q=D ={(z,y) e R?: :U2+y2<1},
muni de sa tribu borélienne B(Dy), et, pour pour A € B(D1), on a

|A| 1
P(A) = — = —|A|.
() = 51 = 74
Supposons a présent que la cible soit décomposée en trois anneauxr concentriques, Aq, As

et Az, de rayons %,% et 1,

k—1 k
Ak:{(x,y)eDl : 3<\/;1:2—|—y2<}.

3

Le joueur recoit k points si la fléchette tombe dans l'anneau Ay, ce qui correspond a la
variable aléatoire

X1 (w) =k, siw=(z,y) € Ag.

La probabilité que la fléchette s’arréte dans l'anneau Ay est donnée par |Ay|/m = (2k—1)/9.
La fonction de répartition de X, est donc donnée par (cf. Fig.

0 stx<l,
1 .
= sl <ax<?2
Fx (2)=P(X;<z)=<("? - ’
% (@) Kr<a) 3 si2<z<3,
1 s13<z.
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0.18 — 0.3
0.16 - 1 |
0.25 -
0.14 -
0.12 - 0.2
0.1
0.15 -
0.08 |- -
0.06 - 0.1 -
0.04 -
0.05 -
0.02 -
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F1G. 3.4: Loi binomiale pour n = 20,p = 0,5 (gauche) et n = 20,p = 0,1 (droite).

3.2.1 Exemples importants de variables aléatoires discretes

On présente ici quelques-unes des lois discretes les plus importantes. Elles sont intro-
duites a partir de leur fonction de masse, et il est laissé en exercice de vérifier que celles-ci
sont proprement normalisées (c’est-a-dire de somme 1).

Variable aléatoire constante

Une variable aléatoire X est dite constante s’il existe ¢ tel que P(X = ¢) = 1.

Loi de Bernoulli

La loi d’une variable aléatoire X : Q — {0, 1}, avec fx (1) =p, fx(0) =1—p, p € [0,1],
est appelée loi de Bernoulli de parametre p. On écrit X ~ bernoulli(p).

On parle souvent d’épreuve de Bernoulli, et les événements {X = 1} et {X = 0} sont
respectivement appelés succes et échec.

Exemple 3.2.2. 1. Un lancer a pile ou face est une épreuve de Bernoulli.

2. Si A € F, la fonction indicatrice de A, 14 : Q — {0,1}, définie par

1a(w) 1 siweA,
w) =
4 0 siwé¢A,

est une variable aléatoire discréte suivant une loi de Bernoulli de paramétre P(A).

Loi binomiale

Répétons n fois de maniere indépendante une épreuve de Bernoulli de parametre p,
et notons X la variable aléatoire représentant le nombre de succes obtenus a l’issue des
n épreuves. La loi de X est appelée loi binomiale de parametres n et p; X ~ binom(n,p).
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0.4 0.18
0.35 |- 0.16 |-
03 L 0.14 | —

0.12 -
0.25 -
0.1 -
0.2 -
0.08
0.15 -
0.06

01F 0.04

0.05 - 0.02

1L T O A R | 0 [ T Y O N |
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F1G. 3.5: Loi de Poisson pour A = 1 (gauche) et A =5 (droite).

Puisqu’il y a (Z) fagons d’obtenir k succes sur n épreuves, on voit que la fonction de masse
associée a cette loi est donnée par

fx (k) = (Z)pk(l —-p)" k. kef{o,...,n}.

Loi de Poisson

Une variable aléatoire X suit une loi de Poissorﬂ de parametre A > 0, X ~ poisson(\),

si elle prend ses valeurs dans N, et la fonction de masse associée est donnée par
ey
fx(k):ﬁe , k=0,1,2,...

Considérons une variable aléatoire X suivant une loi binomiale de parametres n et p, avec
n trés grand et p treés petit (modélisant par exemple la transmission d’un gros fichier via
internet : n est la taille en bits du fichier, et p la probabilité qu’un bit donné soit modifié
pendant la transmission). Alors X suit approximativement une loi de Poisson de parameétre
A = np (c’est ce qu’on appelle parfois la loi des petits nombres). Plus précisément,

n

fx(k) = <k>p’“(1 —p)" "

_i@n—ln—2 n—k+1
Ckln n n n

(np)*(1 —p)" "

A présent, en prenant, a k fixé, les limites n — oco,p — 0 de telle sorte que np — A, on
voit que chacun des rapports converge vers 1, que (np)k converge vers \*, que (I —p)
converge vers e, et que (1 — p)~* tend vers 1. Par conséquent,

AP A
A fx (k) = e
p—0
np—\

pour chaque £ =0,1,2,...

2Siméon Denis Poisson (1781, Pithiviers — 1840, Sceaux), mathématicien, géometre et physicien francais.
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0.2 0.5
0.18 |- 0.45 |-
0.16 - — 0.4
0.14 - 0.35 -

0.12 -
0.1
0.08 |-
0.06 -
0.04 -
0.02 -

0.3 -
0.25 -
0.2
0.15 -
0.1
0.05 -
T O I I Y T B

0123 456 7 8 910111213 14 1516 17 18 19 20
k k

F1G. 3.6: Loi géométrique pour p = 0,2 (gauche) et p = 0,5 (droite).

Loi géométrique

Répétons de facon indépendante une épreuve de Bernoulli de parametre p jusqu’a ce
que le premier succes ait lieu. La variable aléatoire X correspondant au temps du premier
succes suit la loi géométrique de parametre p; X ~ geom(p). La fonction de masse associée
est donc donnée par

fx(k)=p(l-p* 1t  k=12...
Une propriété remarquable de la loi géométrique est sa perte de mémoire.
Lemme 3.2.2. Soit X une variable aléatoire suivant une loi géométrique. Alors, pour

tout k> 1,
P(X=n+k|X>n)=P(X =k) Vn.

Démonstration. On a

P(X=n+k)  pl—p"+!
S T R Y

et le dénominateur est égal & (1 —p)* Y., p(1 —p)™ ! = (1 —p)™ O

Cette propriété dit par exemple que méme si le numéro 6 n’est pas sorti pendant 50
semaines consécutives a la loterie, cela ne rend pas sa prochaine apparition plus probable.

Loi hypergéométrique

Une urne contient N balles, dont b sont bleues et r = N — b sont rouges. Un échantillon
de n balles est tiré de l'urne, sans remise. On vérifie facilement que le nombre B de
balles bleues dans I’échantillon suit la loi hypergéométrique de parametres N, b et n, B ~
hypergeom(N, b,n), dont la fonction de masse est E]

fa(k) = (Z) (f:;)/(g) ke{n—r)Vo,....bAn}.

30n utilise les notations usuelles : @ V b = max(a,b) et a A b = min(a, b).
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0.09 0.03
0.08 -
] | 0.025
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F1G. 3.7: Loi de Pascal dans le cas k + r = 20 pour p = 0,5 (gauche) et p = 0,1 (droite).
Lemme 3.2.3. Pour tout 0 < k <n,

. (Y & _ \n—k
i fp(k) = (k)p (1=-p)""
b/N—p

Démonstration. Exercice. O

Ce lemme montre qu’il est possible de remplacer la loi hypergéométrique de parametres
N,b et n par une loi binomiale de parametres n et p = b/N deés que la taille n de
I’échantillon est suffisamment petite par rapport a la taille N de la population. Ceci
est intuitif, puisque si 'on effectue un tirage avec remise d’un petit échantillon a partir
d’une grande population, il y a tres peu de chances de tirer le méme individu deux fois...
Dans la pratique, on remplace la loi hypergéométrique des que 10n < N. Un exemple clas-
sique concerne le sondage. On considere fréquemment le sondage de n personnes comme n
sondages indépendants alors qu’en réalité le sondage est exhaustif (on n’interroge jamais
deux fois la méme personne). Comme n (nombre de personnes interrogées) < N (population
sondée) /10, cette approximation est légitime.

Loi de Pascal

Si X représente le nombre d’échecs avant le r*™¢ succes d’une suite d’épreuves de
Bernoulli, alors X suit la loi de Pascal de parametres r et p, X ~ pascal(r,p), dont la
fonction de masse est

fx (k)= (kJr;_l)pr(l—p)’“, k=0,1,...

Dans certaines applications, il est utile d’autoriser le parametre r a prendre des valeurs
réelles positives pas nécessairement entieres. Dans ce cas, on parle de loi binomiale négative
de parametre r et p.
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3.3 Variables aléatoires a densité

Dans ce cours, toutes les intégrales

/A f(x) dz,

seront prises au sens de Lebesgue, avec A € B(R) et f une fonction Lebesgue-intégrable.
Nous décrirons brievement ce concept dans la Section Pour le moment, il suffit
d’interpréter les formules au sens de l'intégrale de Riemanrﬂ et la notion de Lebesgue-
intégrabilité comme la condition minimale pour pouvoir définir I'intégrale de Lebesgue.
Lorsqu’elles existent toutes deux, les intégrales de Lebesgue et Riemann coincident, et
comme nous le verrons plus loin, la classe des fonctions Lebesgue-intégrables est beaucoup,
beaucoup plus grande que celle des fonctions Riemann-intégrables (et contient toutes les
fonctions dont la valeur absolue est Riemann intégrable).

Nous nous permettrons également d’interchanger sans discussion 'ordre d’intégration
lorsque nous aurons a faire a des intégrales multiples. Le Théoreme de Fubini, justifiant
nos calculs, est également énoncé dans la Section (Théoreme [3.8.3)).

Finalement, nous emploierons la terminologie suivante, expliquée elle aussi dans la
Section : une propriété est vérifiée presque partout (p.p.) si 'ensemble des points ot
elle n’est pas vérifiée est de mesure de Lebesgue nulle; ceci signifie qu’il est possible de
recouvrir ce dernier par une union dénombrable d’intervalles disjoints de longueur totale
arbitrairement petite.

Définition 3.3.1. Une variable aléatoire X est a densité s’il existe une fonction Lebesgue-
intégrable positive fx telle que

P(X € A) = /A Fx () da,

pour tout A € B. fx est la densité (de probabilité) de X .

Remarque 3.3.1. 1. Insistons sur le fait que la valeur fx(x) n’est pas une probabilité
(en particulier, fx(x) peut étre plus grande que 1). Par contre, il peut étre utile de
penser a fx(x)dx comme a la probabilité que X € [z, x + dz].

2. Lorsqu’elle existe, la densité d’une variable aléatoire n’est pas unique : par exemple,
changer la valeur d’une densité f sur un ensemble de mesure de Lebesgue nulle ne
change pas la valeur de l'intégrale. Toutefois, deux densités différentes f1, fo de X
coincident presque partout.

Lemme 3.3.1. Soit X une variable aléatoire de densité fx et de fonction de répartition
Fx. Alors

1. [p f(x)dz =1;
2. Fx (@) = [ _oon fx()dy;

4Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826, Breselenz - 1866, Selasca), mathématicien allemand.

49



3.3. VARIABLES ALEATOIRES A DENSITE

3. P(X =) =0, pour tout v € R.

Démonstration. 1. On a, par définition,
1=P(XeR)= / f(z)dx.
R

2. Fx(v) = B(X <) = P(X € (~00,a]) = [__1 /x(y)dy.
3. Cela suit du Lemme puisque 2. implique que F'x est continueﬂ O

Définition 3.3.2. Une fonction de répartition F est dite absolument continue s’il existe
une fonction positive Lebesgue-intégrable f telle que

F(y) = /( S
.

pour tout y € R. f est la densité associée a F .

Remarque 3.3.2. La continuité absolue d’une fonction de répartition est strictement
plus forte que sa continuité. On peut fabriquer des fonctions F (assez pathologiques) qui
sont continues, mais pas absolument continues. Les variables aléatoires correspondantes
sont dites singuliéres.

Remarque 3.3.3. Comme mentionné précédemment, il n’y a pas unicité de la densité
associée a une fonction de répartition F' (ou une variable aléatoire). Cependant, on choisira
une densité f telle que f(x) = F'(x) en tout point ot F est différentiable. En fait, il est
possible de montrer qu’une fonction de répartition absolument continue F' est différentiable
presque partout. Comme la valeur de l'intégrale ne dépend pas de changements effectués sur
un ensemble de mesure nulle, on peut choisir un représentant canonique pour la densité,
en prenant f(x) = F'(z) en tout point ot F est différentiable, et f(x) =0 (par exemple)
ailleurs.

Exemple 3.3.1. Revenons a I’Exemple [3.2.1] du jeu de fléchettes. On suppose a présent
que le score du joueur est donné par la distance entre le centre de la cible et la position de
la fléchette. Ceci correspond a la variable aléatoire

Xo(w) = Va2 +y?, siw = (z,y).

5Cela n’est pas complétement évident si fx n’est pas bornée. Une facon de procéder est la suivante.
On fixe € > 0. Pour n > 1, on introduit f, = min(fx,n). On a alors f, T f lorsque n — oo. Par le
Théoreme de convergence monotone (Théoréme , on a que [, fu(z)dz — [; fx(z)dz. On peut donc
trouver n assez grand pour que [, (fx(z) — fn(2)) < e. On a alors, en notant £ la mesure de Lebesgue (cf.

Sous-section [3.8.1)),

/A fx(@)dz = /A (Fx(@) — fu(2))dz + /A fal@)de < / (Fx (@) — fo(@))dz + nb(A) < e+ nb(4) < 2,

pour tout A € B tel que £(A) < § = ¢/n. La continuité suit, puisque £([z, z + §]) < 4.
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F1a. 3.8: La fonction de répartition de la variable aléatoire X de I’Exemple [3.3.1

Clairement, pour 0 < z < 1, P(Xy < x) = |D,|/|D1| = 22, ot D, est le disque de rayon
x. Par conséquent, la fonction de répartition de Xo est donnée par (cf. Fig. @)

0 siz<0,
Fx,(z) =P(Xy<z)=<2? si0<z<l,
1 s11 <.

Exemple 3.3.2. On continue avec le jeu de fléchettes. On va supposer a présent que le
joueur touche la cible avec probabilité p € [0,1]. Son score est alors calculé comme suit :
s’il touche la cible, son score est égal a la distance entre le centre de la cible et la position
de la fléchette, c’est-a-dire est donné par la variable aléatoire Xo de I'Exemple[3.3.1 S’il
rate la cible, son score est de 2. Notons X3 cette variable aléatoire. On a alors, par la loi
de la probabilité totale,

P(X5 < ) = P(X3 < x| cible touchée)P(cible touchée)
+ P(X3 < x| cible ratée)P(cible ratée)
= PFx, () + (1 = p)1z>a).

Par conséquent, la fonction de répartition de X3 est (cf. Fig.

0 six <0,
pr? si0<z<l,
p sil<x <2,

1 s12 < x.

Fy,(z) =

On voit que X3 est un mélange de variables aléatoires discrétes et a densité. En général,
une variable aléatoire sera le mélange d’une wvariable aléatoire discréte, d’une variable
aléatoire a densité et d’une variable aléatoire singuliere.
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F1a. 3.9: La fonction de répartition de la variable aléatoire X3 de I’Exemple [3.3.2

3.3.1 Exemples importants de variables aléatoires a densité

On présente ici quelques-unes des lois a densité les plus importantes. Elles sont intro-
duites a partir de leur densité, et il est laissé en exercice de vérifier que ses densités sont
proprement normalisées (c’est-a-dire d’intégrale 1).

Loi uniforme

X est uniforme sur [a, b], noté X ~ U(a,b), si elle a densité
1
fx (@) = b—q] Heb (z).

Ceci correspond grossierement a dire que X prend n’importe quelle valeur entre a et b
avec la méme probabilité.

Loi exponentielle

X est exponentielle de parametre A > 0, X ~ exp(A) si elle admet pour densité

fX (SU) =\ G_Ax 1[0700) (l‘)

Cette loi joue aussi un role central dans la théorie des processus markoviens a temps
continu. Elle peut étre vue comme limite de la distribution géométrique, et apparait dans
la pratique pour la description du temps d’attente entre deux événements imprédictibles
(appels téléphoniques, tremblements de terre, émission de particules par désintégration
radioactive, etc.). Considérons une suite d’épreuves de Bernoulli effectuées aux temps
6,26,30,..., et soit W le temps du premier succes. Alors

P(W > ké) = (1 —p)*.

Fixons a présent un temps ¢ > 0. Jusqu’au temps ¢, il y aura eu approximativement k = ¢/§
épreuves. On veut laisser § tendre vers 0. Pour que le résultat ne soit pas trivial, il faut
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0,3

0,25

0,2
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0,1

0,05

F1aG. 3.10: Loi uniforme sur [—2,2].

1,2

0,8

0,6

0,4

0,2

Fia. 3.11: Loi exponentielle pour A = 1.
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0,4

0,3

0,2

0,1

Fic. 3.12: Loi normale : u = 0,0% =1 (bleu), p = 0,02 = 2 (magenta) et y = 1,02 = 1 (vert).

également que p tende vers 0 de fagon a ce que p/J tende vers une constante A\ > 0. Dans
ce cas,

POW > ) = P(W > %5) ~ (1= A s e,

Il est aussi aisé de voir (exercice) que la loi exponentielle possede la méme propriété de
perte de mémoire que la loi géométrique, cf. Lemme [3.2.2

Loi normale

Il s’agit sans doute de la loi la plus importante, de par son ubiquité (& cause du
théoréme central limite, que 1’on étudiera plus tard). X suit une loi normale (ou gaussienne)
de parametres p et 02, X ~ N (i, 0?), si elle a densité

I — )2
() = pla) = i exp(~ ),

pour tout x € R. Lorsque 1 = 0 et 02 = 1, on parle de loi normale standard. La fonction
de répartition de la loi normale standard est habituellement notée ®.
Loi gamma

X suit la loi gamma de parametres A\, t > 0, X ~ gamma(\,t), si elle a densité

1 —1_—Azx
fx(z) = @A%f L™ 00 (2),
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2,5

b WwWwNE

FiG. 3.13: Loi Gamma pour A = 0.5 et diverses valeurs de t.

ou I' est la fonction gamma,
o.)
') = / e dg.
0

Lorsque A = %, et t= %d, d entier, on dit que X suit la loi du x? 3 d degrés de liberté.

Cette distribution joue un roéle important en statistiques.
Loi de Cauchy

X suit la loi de Cauchyf|j X ~ cauchy, si elle a densité

1
fx(z) = T+ a7

pour tout x € R.
Cette loi a un certain nombre de propriétés « pathologiques », et apparait souvent dans
des contre-exemples.

Loi béta
X suit une loi beta de parametres a,b > 0, X ~ beta(a,b), si elle a densité

1

fx(z) = mxa_l(l —x)"! Ljo,1)(),

6 Augustin Louis, baron Cauchy (1789, Paris — 1857, Sceaux), mathématicien francais.
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Fic. 3.14: Loi de Cauchy.
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F1G. 3.15: Loi béta pour diverses valeurs de a et b.

56



CHAPITRE 3. VARIABLES ALEATOIRES

ou B(a,b) est la constante de normalisation. On peut montrer que
B(a,b) =

Sia=b=1, X est uniforme sur [0, 1].
La distribution béta est tres utilisée en statistiques bayesiennes.

Loi de Student

X suit une loi de Studemﬂ ou loi t & v degrés de liberté, X ~ student(v), si elle a

densité

r 1)/2 2

Fx(z) = M(l + £>—(V+1)/27

Vnl(v/2) v

pour = € R.
Cette distribution apparait dans le probleme de l'estimation de la moyenne d’une

population normalement distribuée lorsque I’échantillon est petit. C’est la base des célebres
tests de Student en statistiques.

Loi de Weibull
X suit une loi de Weibulﬁ de parametres o, 3 > 0 si elle a densité

fx(@) = apa?te”

1{0,00) ()
Lorsque 8 = 1, on retrouve la distribution exponentielle.

La loi de Weibull est treés populaire dans les modeles statistiques en fiabilité. Elle est
également utilisée, par exemple, pour analyser les signaux recus par les radars, ou dans
les réseaux de communication sans fil. D’un point de vue plus théorique, elle joue un role
important dans ’analyse des valeurs extrémes lors d’expériences aléatoires.

3.4 Indépendance de variables aléatoires

Rappelons que deux événements A et B sont indépendants si 'occurrence de A n’a pas
d’influence sur la probabilité de réalisation de B ; mathématiquement, nous avons traduit
cela par la propriété P(AN B) = P(A)P(B). Nous aimerions a présent définir une notion
similaire d’indépendance entre deux variables aléatoires, correspondant a 1’idée intuitive
que la connaissance de la valeur prise par une variable aléatoire n’a pas d’influence sur la
distribution de ’autre variable aléatoire.

"William Sealy Gosset (1876, Canterbury — 1937, Beaconsfield), connu sous le pseudonyme Student,
chimiste et statisticien irlandais. Employé de la brasserie Guinness pour stabiliser le gout de la biere, il a
ainsi inventé le célebre test de Student.

8Ernst Hjalmar Waloddi Weibull (1887,7?? — 1979, Annecy), ingénieur et mathématicien suédois.
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Définition 3.4.1. Deuz variables aléatoires X et Y sur un espace probabilisé (Q, F,P)
sont indépendantes si et seulement si les événements

{X € A} et {Y € B}

sont indépendants pour tout A, B € B. Plus généralement, une famille de variables aléa-
toires (X;)ier est indépendante si les événements

{XZ € Al}aZ € ‘]a
sont indépendants pour tout A; € B, i € J, et tout J C I fini.

Le résultat suivant montre qu’il est suffisant de vérifier 'indépendance pour des en-
sembles de la forme (—o0,z], z € R.

Lemme 3.4.1. La famille (X;);er de variables aléatoires est indépendante si et seulement
st les événements
{Xi < sz‘},’i S J,

sont indépendants pour tout x; € R, i € J, et tout J C I fini.

Démonstration. Le cas discret sera fait en exercice. On admettra le cas général. O

Intuitivement, si 'information procurée par une variable aléatoire X ne nous renseigne
pas sur une autre variable aléatoire Y, alors il doit en étre de méme pour des fonctions de
X et Y. Cest ce que montre le lemme suivant.

Lemme 3.4.2. Soient (X;)ier une famille de variables aléatoires indépendantes, et (¢;)icr
une famille de fonctions mesurables de R — R. Alors la famille

(pi(Xi))ier
est également indépendante.

Démonstration. ¢; étant mesurable, o, 1(A) € B pour tout A € B. Par conséquent, il suit
de I'indépendance de la famille (X;);c; que

P(pi(Xi) € Ai, Vi€ J) =P(X; € ;' (Ai), Vi € J) = [[P(X; € ¢; ' (A)))
e

= [[P(wi(X0) € 49).

ieJ
O

Définition 3.4.2. Une famille de variables aléatoires (X;)ier est dite i.i.d. (= indépen-
dantes et identiquement distribuées) si elle est indépendante et tous les X; ont la méme
lot.
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CHAPITRE 3. VARIABLES ALEATOIRES

3.5 Vecteurs aléatoires

Soient X et Y deux variables aléatoires sur un méme espace probabilisé (2, F,P). Leurs
fonctions de répartition Fx et Fy encodent toute l'information nécessaire & une étude
statistique de chacune des variables. Par contre, elles ne fournissent aucune information
sur les propriétés relativement 'une a l'autre.

Exemple 3.5.1. On demande a deux éléves de faire deux jets a pile ou face chacun,
et de relever les résultats. L’éleve appliqué jette deux fois la piece, obtenant une paire
(X1,X2). L’€léve paresseux ne jette la piece qu’une fois et écrit le résultat deuz fois,
obtenant une paire (Y1,Y2) avec Y1 = Y. Il est clair que X1, X2,Y1,Ys sont toutes des
variables aléatoires de méme loi, et en particulier Fx, = Fx, = Fy, = Fy,. Or ces couples
ont des propriétés satistiques tres différentes : P(X1 = Xo) = %, P(Y1 =Ys) = 1.

Une facon de résoudre ce probleme est de considérer X et Y non pas comme deux
variables aléatoires, mais comme les composantes d’un vecteur aléatoire (X,Y’) prenant ses
valeurs dans R2.

Exemple 3.5.2. Si l'on considére l’évolution d’un grain de pollen dans un liquide, la
position au temps t du grain de Pollen est donné par un vecteur aléatoire (X,Y,Z), dont
les composantes sont les variables aléatoires correspondant aux trois coordonnées.

Exemple 3.5.3. On effectue n lancers a pile ou face. On peut représenter les résultats
obtenus a l'aide d’un vecteur aléatoire (X1, ...,X,), ou X; est la variable aléatoire prenant
la valeur 1 ou 0 selon qu’un pile ou un face a été obtenu au i°™¢ jet. Le nombre de pile
s’exprime alors comme la variable aléatoire X1+ -+ + X,,.

3.5.1 Loi conjointe et fonction de répartition conjointe

Comme pour les variables aléatoires, un vecteur aléatoire induit naturellement une
mesure de probabilité sur (R", B(R")).

Définition 3.5.1. On appelle loi conjointe du vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) la me-
sure de probabilité sur (R™, B(R™)) définie par

Px(A)=P(X € A), VA € B(R").

Tout comme sa fonction de répartition encode toute l'information sur une variable
aléatoire, la fonction de répartition conjointe encode celle d’un vecteur aléatoire. Afin de
simplifier les notations, si x = (x1,...,2,) et ¥y = (y1,...,Yn), on écrira x <y lorsque
Ty Syi,i: 1,...,n.

Définition 3.5.2. Soient X = (X71,..., X,) un vecteur aléatoire sur un espace probabilisé
(Q,F,P). On appelle fonction de répartition conjointe de X la fonction Fx : R™ — [0,1]
définie par

Fx(x) =P(X < x), Vx € R™.
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3.5. VECTEURS ALEATOIRES

Remarque 3.5.1. La fonction de répartition conjointe Fx caractérise la loi de X. Con-
sidérons pour simplifier X = (X1, X2). Alors la probabilité Px([a,b] X [¢,d]) = P(X; €
[a,b], X2 € [c,d]) =P(X] <0,X9<d)—P(X; <b,X2<¢)—P(X; <a,Xs<d)+P(X; <
a,Xo < ¢), et par conséquent Fix,,x,) permet de déterminer la probabilité des produits
d’intervalles ; un résultat de théorie de la mesure montre que cela caractérise de fagon
unique la mesure P(x, x,)-

Les fonctions de répartition conjointes possedent des propriétés tout a fait analogues
a celles des fonctions de répartition.

Lemme 3.5.1. La fonction de répartition conjointe Fx d’un vecteur aléatoire X satisfait

1. lim Fx(x) =0, lim Fx(x)=1;
r;——00,i=1,....,n x;——400,i=1,....,n
2. xklgflmo Fixpox) (@15 Tn) = Fixy X 1 X1 Xo) (T« oo o1, Thg 1+« o5 Tn)

3. si x1 < Xo, alors Fx(x1) < Fx(x2);

4. Fx est continue par au-dessus, dans le sens que

lim Fx (x + u) = Fx(x).
ul0

Démonstration. Laissée en exercice. O

La seconde affirmation du lemme montre qu’il est possible de récupérer la fonction de
répartition de n’importe quelle composante d’'un vecteur aléatoire : on a par exemple

Fx,(z1) = o ...1ai:£n—>+oo F(X17~--,Xn)(x17 cey ).

Définition 3.5.3. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire. Alors, les fonctions de
répartition Fx,, 1 =1,...,n, sont appelées fonctions de répartition marginales de Fx.

Il est possible de caractériser simplement 'indépendance de variables aléatoires en
termes de leur fonction de répartition conjointe.

Lemme 3.5.2. La famille X1, ..., X, de variables aléatoires est indépendante si et seule-
ment st

F(Xl,...,Xn)(xlv ce ,:En) = FXl(ﬂjl) .- -FXn(l'n), V(ﬂjl, ce ,.Tn) € R™

Démonstration. L’affirmation suit du Lemme puisque {X < x} ={X; <z1}n---N

Comme pour les variables aléatoires, deux classes de vecteurs aléatoires sont parti-
culierement intéressantes : les vecteurs aléatoires discrets, et les vecteurs aléatoires a den-
sité.
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3.5.2 Vecteurs aléatoires discrets

Définition 3.5.4. Un vecteur aléatoire (X1,. .., X,) est discret s’il prend ses valeurs dans
un sous-ensemble dénombrable de R™.

Comme pour les variables aléatoires discretes, la loi conjointe d’un vecteur aléatoire X
est caractérisée par la fonction de masse conjointe.

Définition 3.5.5. La fonction de masse conjointe d’un vecteur aléatoire discret X =
(X1,...,X,) est la fonction fx : R™ — [0,1] définie par

fx(x) =P(X =x), vx € R".

L’indépendance de la famille X1, ..., X,, se formule aisément en termes de la fonction
de masse conjointe du vecteur correspondant.

Lemme 3.5.3. La famille X1,...,X,, de variables aléatoires discrétes est indépendante
si et seulement si

fxn,xn) (@1, mn) = fxq (1) - fx, (Tn), V(z1,...,2,) € R™

Démonstration. Supposons X1, ..., X, indépendantes. Alors, on a

f(X1,...,Xn)(w17 v ,xn) = P(Xl = T1,y... ,Xn = :cn)
= fxi (1) - fx, (wn).

Réciproquement, si la fonction de masse se factorise,

P(X1=21,...,Xn =2n) = fx1,..x, (@1, .., Tn) = fx,(@1) -+ fx, (zn)
=P(X1=21) - P(X,, = xp).

O]

Définition 3.5.6. Etant donné une fonction de masse conjointe fx, . x,, on appelle
fonctions de masse marginales les fonctions de masse fx;.

Le lemme suivant montre comment on peut récupérer les fonctions de masse marginales
a partir de la fonction de masse conjointe.

Lemme 3.5.4.

in(JCz') = Z f(Xl,...,Xn)(xlw--awn)'

T1yeersTim1,Li4 15005

Démonstration. Laissée en exercice. O
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3.5.3 Vecteurs aléatoires a densité

Définition 3.5.7. Un wvecteur aléatoire X = (X1,...,X,) est a densité s’il existe une
fonction positive Lebesgue-intégrable fx : R™ — R telle que

P(X e A) :/ fx(xy,...,zn)dey - - - day, VA € B(R").
A

fx est la densité conjointe du vecteur aléatoire X.

Remarque 3.5.2. 1. On peut montrer qu’il suffit de vérifier la condition pour des
ensembles A de la forme (—oo,x1] X -+ X (—00,2y], z1,...,2, € R. En d’autres
termes, il suffit de vérifier que

1 Tn
Fx(xl,...,mn):/ / fx(yl,...,yn)dyl---dyn, le,...,l’nER.
—00 —00

2. A nouveau, il n’y a pas unicité de la densité conjointe, et on choisira toujours une ver-
sion de fx satisfaisant fix, . x,)(T1,...,%Tn) = %Fx(xl,...,wn), en chaque
point ou la fonction de répartition conjointe est suffisamment différentiable.

3. 1l peut a nouwveau étre utile d’interpréter fx(x1,...,x,)dxy -+ -dx, comme la proba-
bilitée P(X1 € [x1, 21 +dx1], ..., Xp € [Tp, T + dzy]).

Les densités des composantes d’un vecteur aléatoire X peuvent aisément étre extraites
de la densité conjointe.

Lemme 3.5.5. Soit X = (X,...,X,) un vecteur aléatoire a densité. Alors, pour tout
1<k <n,
(o] o o0 [o.¢]
ka(xk)—/ dxl"'/ d$k1/ d$k+1"-/ day, fx(z1,...,20).
—00 —00 —0oQ —00

Définition 3.5.8. Les densités fx,, 1 < k <n, d’un vecteur aléatoire X = (X1,...,Xy)
sont appelées ses densités marginales.

L’indépendance de variables aléatoires peut se caractériser simplement en termes de
leur densité conjointe.

Lemme 3.5.6. Soit X = (X1,...,X,) un vecteur aléatoire a densité. Les variables
aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement si

fX('I/‘la o 7xn) = le (l‘l) e an(xn)a
pour presque tout (xy,...,x,).

Démonstration. Pour tout z1,...,x, € R, il suit du Lemme que
Fx(.fvl,... ,CL’n) = P(Xl < $1,...,Xn < xn) = P(Xl < :131)- P(Xn < .’En)

1 Tn
=/ / Fx (1) -+ fx (yn) dya - - - Ay,
et par conséquent fx,(x1)--- fx, (z,) est une densité de Px. O
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Exemple 3.5.4. Retournons une fois de plus a l'exemple du jeu de fléchettes; 0 =
Dy = {(x,y) €R? : 22 49?2 < 1}. On consideére les quatre variables aléatoires suivantes :
X(w)=1z,Yw) =y, Rw) =22+ y? et O(w) = atan(y/x). Ainsi les vecteurs aléatoires
(X,Y) et (R,O) correspondent a la position de la fléchette en coordonnées cartésiennes et
polaires, respectivement. Déterminons leurs lois conjointes, ainst que les lois de ces quatre
variables aléatoires.

Pour le couple (X,Y), on a

o o 1
PG ed) =1anDilfa= [ [ Tipepotadedy,

et donc fxy(z,y) = %1{x2+y2<1}. La loi de X est obtenue en prenant la marginale cor-
respondante,

fx(z) = /_1 ;1{12+y2<1}dy = 7T/_ — dy = p V1-—a2

pour —1 < x < 1 et 0 sinon. De la méme fagon, fy(y) = %\/1 —y2. En particulier, on

voit que fixyv)(,y) # fx(x)fy(y), et donc X et Y ne sont pas indépendantes.
Pour le couple (R,©), on a

[o.¢] o 1
P((R,©) € A) = |ANDy|/m = / / —L{ogr<i0<0<2mpLardrdd,

d’ot l'on tire la densité conjointe fro(r,0) = ~1o<r<10<6<2r}- La densité de R est donc

donnée par
21
/ dé = 2r,
0

1
1
/ rdr = —,
0 2T

51 0 < 0 < 27 et 0 sinon. On a donc f(re)(r,0) = fr(r)fe(f), et R et © sont indépen-
dantes.

fr(r) =

r
™

si0<r<1et0 sinon. Pour ©,

fe(0) =

Finalement, si X = (X1,...,X,) est un vecteur aléatoire a densité, et ¥ : R — R"
possede de bonnes propriétés, le théoreme suivant permet de déterminer la loi conjointe
du vecteur aléatoire ¥(X) en termes de fx.

Soient U C R™ un ouvert, et ¥ : U — R”, ¥U(x) = (¢1(x),...,¢¥n(x)). On dit que ¥
est continuement différentiable si les dérivées partielles 0v;/0x; existent et sont continues
sur U. On note Dy (x) = (0v;(x)/0x;)1<i j<n la matrice Jacobienne, Jy(x) = det Dy (x)
le Jacobien, et V = U(U).
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Théoréeme 3.5.1. Soient U C R™ un ouvert, et ¥ : U — V une application continuement
différentiable et bijective, telle que Jy(x) # 0, pour tout x € U. Alors, pour toute fonction
Lebesque-intégrable f : V — R, on a

/f ) | ()| da - d:cn—/f Yy, - dy,

Démonstration. Dans le cas ou f est suffisamment réguliere, il s’agit simplement du
résultat classique sur les changements de variables. La preuve lorsque f est une fonc-
tion Lebesgue-intégrable quelconque repose sur la construction de 'intégrale de Lebesgue,
et nous ne la ferons pas ici. O

Corollaire 3.5.1. On considére un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) a valeurs dans
un ouvert U C R™, et une application ¥ : R® — R™ comme dans le théoréme précédent.
Alors la densité conjointe du vecteur aléatoire Y = U(X) est donnée par

F(y) = fx(THy) [Jg-1(y)l.

Démonstration. Soit A C V. On a

P(Y € A) = P(I(X) € A) = B(X € U~ (4)) = /ﬁ/_l(A) fx(x) - .

Une application du théoreme a 'intégrale du membre de droite (attention, on I’applique
a la transformation inverse ¥ ') donne donc

P(Y € A) = /fx ) |1 ()] dyn - g,

d’ou le résultat suit. O

On en déduit immédiatement le résultat suivant, tres important, sur la loi d’une somme
de variables aléatoires.

Lemme 3.5.7. Soient X,Y deux variables aléatoires a densité. Alors la loi de leur somme
est donnée par

fxv (u / foxr(z,u—z)da.

En particulier, si X et'Y sont indépendantes, la densité de X +Y est donnée par la
convolution des densités de X etY,

Ixyy(u / fx(z)fy(u—2z)de

Démonstration. On considere I'application ¥ : R? — R? donnée par ¥(z,y) = (x,z + ).
Elle satisfait a toutes les hypotheses du Corollaire précédent. On a donc

foxx4v)(u,v) = fixy)(u,v —u),
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puisque le Jacobien vaut 1. Par conséquent la premiere affirmation suit en prenant la
seconde marginale,

fxiy(w) = /_00 foxy)(u,v —u) du.

Si X et Y sont indépendantes, leur densité conjointe se factorise et la seconde affirmation
suit. O

Une autre conséquence utile (et immédiate) du Corollaire précédent est le résultat
suivant.

Lemme 3.5.8. Soit X une variable aléatoire a densité et a,b € R, a # 0. La densité de
la variable aléatoire aX + b est donnée par

fax4p(y) = |61fo((y —b)/a).

Démonstration. Laissée en exercice. O
On déduit immédiatement des deux lemmes précédents I'important résultat suivant.

Lemme 3.5.9. Soient X, et Xy deuz variables aléatoires indépendantes de loi N (p1, a%)
et N (pa, O'%) respectivement. La variable aléatoire X1+ Xo suit une loi N'(u1 + pa, 0%—1—0%).

Démonstration. Soient Y1 = X7 — py et Yo = X9 — pgo; par le lemme [3.5.8] ces variables
suivent respectivement les lois N'(0,07) et N(0,03). Une application du Lemme m
montre que la densité de la variable aléatoire Y7 + Y5 est donnée par

1 / 2?2 (z—x)?
——— | exp{—=— — ——"—}dz.
2my\/oios Jr { 207 203 f

Puisque

2 2
0103 2

2
o1z
o2x? +oi(z —x)* = (y/Jo? +olx— ! )2+ z°,
2 1 1 T02 o3 2, 2
0'1—|-0'2 0'1+0'2

Iintégration sur x montre que cette densité est bien celle d'une variable aléatoire de loi
N(0,0% + 03), et donc X7 + Xo suit bien une loi N'(u1 + pa, 03 + 03). O

Vecteurs aléatoires gaussiens

Nous allons voir a présent un exemple particulierement important de vecteur aléatoire.
Si x,y € R", on note leur produit scalaire (x,y).

Définition 3.5.9. Un vecteur aléatoire X = (X1,...,X,) : @ — R"™ est un vecteur
aléatoire gaussien si les variables aléatoires (a,X) suivent des lois normales, pour tout
aeR".

Lemme 3.5.10. Les propriétés suivantes sont vérifiées pour tout vecteur gaussien X =
(X1,...,X,) : Q= R™
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1. X, est une variable aléatoire gaussienne pour chaque i =1,...,n.

2. Si A:R"™ — R" est une application linéaire, le vecteur AX : Q0 — R™ est un vecteur
gaussien.

Démonstration. La premiere affirmation suit en prenant a = e; dans la Définition [3.5.9
Pour la seconde affirmation, il suffit d’observer que, pour tout a € R™,

(a, AX) = (A'a, X)
est bien gaussien. O

Remarque 3.5.3. La réciproque de la premiére affirmation est fausse : un vecteur aléa-
toire dont chaque composante est gaussienne n’est pas nécessairement gaussien. Nous le
verrons sur un exemple plus tard (Exzemple .

Exemple 3.5.5. Un exemple de vecteur aléatoire gaussien est le vecteur (Xi,...,Xp)
composé de n variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales. En effet,
a1 X1 + -+ + apn X, est une somme de variables aléatoires normales, et donc, par le

Lemme[3.5.9, suit également une loi normale.

Il suit de I’exemple précédent et du Lemmeque Iimage d’un vecteur (X7, ..., X,)
composé de n variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales sous ’action
d’une transformation linéaire A est également un vecteur gaussien. En particulier, on
obtient la classe suivante de vecteur aléatoires gaussiens.

Lemme 3.5.11. Soient = (p11, ..., in) € R" et C = (Cj;) une matrice n x n symétrique
définie positive. Le vecteur aléatoire X = (X1,...,X,,) de densité conjointe

1
—— ¢
V(2m)n det C

est un vecteur gaussien. On dira qu’un tel vecteur suit une loi N'(u, C).

fx(x) = xp (—3(x — p,CH(x — ), (3.1)

Démonstration. Puisque C™! est symétrique, on peut trouver une matrice orthogonale
O et une matrice diagonale D telles que C~! = O'DO. Par conséquent, en posant Y =
O(X —p), on voit que les variables aléatoires Y7, . ..,Y, sont indépendantes, et suivent des
lois normales. Par 'exemple précédent, le vecteur Y est donc gaussien. Par conséquent, il

suit du point 2. du Lemme |3.5.10| que X est gaussien. ]

3.6 Espérance, variance, covariance et moments

3.6.1 Espérance

On répete N fois une expérience, obtenant ainsi les résultats numériques x1,...,xN.
La moyenne de ces résultats est donnée par

1 & N
(R OILED I ol

zel
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ou l'on a noté E l'ensemble des valeurs possibles (supposé discret) et N(x) le nombre
d’expériences ayant donné le nombre x. Supposons qu’on modélise cette expérience par
une famille Xi,...,X,, de variables aléatoires discretes de méme fonction de masse f.
On s’attend alors a ce que, pour chaque valeur x € E, la fraction N(z)/N soit proche
de la probabilité f(x). Par conséquent, ) pxf(x) devrait fournir une approximation
asymptotiquement correcte de m ; on appelle la quantité correspondante espérance.

Définition 3.6.1. Soit X une variable aléatoire discrete et soit fx sa fonction de masse.
On dit que X admet une espérance si

Z |z| fx (z) < oo.

xeX(Q)

Dans ce cas on définit l’espérance de X par

E(X)= Y afx(x)

zeX ()

Soit X une variable aléatoire avec densité fx. On dit que X admet une espérance si

/ |z| fx (z) dz < 0.
R

Dans ce cas on définit ’espérance de X par

IE(X):/R:EfX(x)d:E.

Remarque 3.6.1. Les conditions d’absolue sommabilité sont importantes : dans le cas
discret, elle assure que l’espérance ne dépend pas de ['ordre dans lequel les termes sont
sommés. Dans le cas a densité, elle est nécessaire a la définition méme de lintégrale au
sens de Lebesgue (cf. Section @

La seule exception est lorsque la variable aléatoire posséde un signe bien défini. Dans
ce cas, si cette derniére n’est pas absolument sommable, on définit I’espérance comme étant
€gale a +00, resp. —oo, pour une variable aléatoire positive, resp. négative.

Exemple 3.6.1. Evidemment, les variables aléatoires défectives ont toujours une espérance
infinie, ou indéfinie. Cependant, des variables aléatoires finies trés naturelles possédent une
espérance infinie. C’est le cas, par exemple, de la variable aléatoire T de I’Exemple
dans le cas d’une piéce équilibrée, p = % On a vu que, pour ce choix de p, T est presque
strement finie.

Par la formule de Stirling et le calcul de la loi de T effectué précédemment, on voit
que f-(2n) > en=3/2, pour une constante ¢ > 0 et tout n > 1. Par conséquent, E(t) =
St 2nfr(20) > 2¢ 30,5 072 = oo,

Ainsi, lors d’une série de lancers d’une piéce équilibrée, le nombre moyen de lancers
nécessaires avant que le nombre de « face » et de « pile » obtenus ne coincident est infini!
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Nous n’avons défini ici I’espérance que pour des variable aléatoire discretes et a densité.
La définition générale sera donnée dans la Section [3.8] Les propriétés et définitions données
ci-dessous restent vraies dans le contexte général.

On voit que ces deux définitions sont formellement les mémes si on interprete fx (z)dx
comme P(X € [z,z + dz]).

Le résultat élémentaire suivant est extrémement utile.
Lemme 3.6.1. Soit A,B € F. Alors, P(A) =E(14) et P(AN B) =E(141p).

Démonstration. Laissée en exercice. O

Remarque 3.6.2. On utilise souvent ’espérance pour déterminer si un jeu est équitable :
si X représente le gain a la fin du jeu (donc une perte s’il est négatif), alors l’espérance
donne le gain moyen. En particulier, on pourrait étre tenté de dire qu’un jeu vaut la peine
d’étre joué si E(X) > 0 puisqu’en moyenne on gagne plus qu’on ne perd. Il faut cependant
se méfier de cette intuition. Supposons que je cache une piéce de 2 francs dans une de mes
mains et vous invite & payer un droit de participation au jeu suivant : vous choisissez une
de mes mains, et si celle-ci contient la piece, elle est a vous, sinon je garde votre mise.
Quelle devrait étre la mise pour que le jeu soit équitable ? Il semble qu’une mise de 1 franc
soit un bom compromis : aprés tout, cela correspond au gain moyen. Mais considérez a
présent la situation suivante : si au lieu de cacher 2 francs, je cache 1000 francs, quelle
serait une mise équitable ¢ Il semble peu probable que des personnes aux revenus modestes
sotent prétes a risquer 500 francs pour pouvoir jouer!

Une autre fagon de se convaincre de cela est de considérer le jeu suivant (trés discuté au
début du XVIII™ siécle) : on jette une picce de monnaie jusqu’a Uapparition du premier
« face » ; si cela a liew au T™ lancer, votre gain sera de 27 francs. Quelle serait une
mise équitable ? Vous pouvez vérifier que l’espérance est infinie! C’est le célébre paradoxe
de Saint-Pétersbourg.

Démontrons a présent quelques propriétés élémentaires de 1’espérance.

Lemme 3.6.2. 1. (Linéarité) E(aX + fY) = aE(X) + BE(Y).
2. X >0 = E(X)>0.
3. SiP(X =c¢) =1 pour un ¢ € R, alors E(X) = c.
4 B(X]) > [E(X)|

Démonstration. 1. On commence par le cas ou X et Y sont des variables aléatoires
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discretes. On écrit, avec E = X(Q), F=Y(Q),et U={u=ax+fy : x € E,y € F},

E(aX +pY) =) uP(aX + pY = u)
ueU

=Y u Y PX=zY=y)

uelU zeBEyelF

ar+Ly=u
= Y (ax+ByP(X =2, =y)
zeE yeF
=Y az) P(X=2Y=y)+> By> PX=1Y=y)
zel yeF yeFl el
= Z arP(X =x) + Z ByP(Y =vy).
zel yeF

Dans le cas de variables aléatoires a densité, on a

E(aX +pY) = /OO ufox+py (u) du

= /OO duu/oo dz fax gy (z,u — ) (Lemme
= /oo da:/oo duufox gy (z,u—x)

— [ a [ @y o faxare) (y=u—u2)
~ [ dwasux@+ [ aysarty (Lemme
—1/°°dmf (:U/a)+1/ood fry/B) (L
=a/. 5 5/ yyfy(y emme [3.5.

= oE(X) + BE(Y).

2. et 8. sont immédiats. 4. suit de I'inégalité triangulaire : Par exemple, dans le cas a
densité,

‘/_fox(x)dx‘ = ‘/_ioxfx(x)dx—l—/oooxfx(x)dx‘

<[ six@art [T fs)a

— 00

= /OOO:L" (fX(:L") + fX(—$)) dzx

puisque fix|(z) = fx(v)+ fx(—z) pour z > 0 (en effet, P(|X]| € A) =P(X € A) +P(X €
—A), pour tout A € B(R")) et 0 sinon. O

69



3.6. ESPERANCE, VARIANCE, COVARIANCE ET MOMENTS

Loi Espérance Variance
Bernoulli (p) D p(1—p)
Binomiale (n, p) np np(l — p)
Poisson () A A
Géométrique (p) 1/p (1—p)/p?
Hypergéométrique (N, b, n) bn/N nb(N —b)(N —n)/(N? — N?)
Pascal (r,p) r(1—p)/p. r(1 —p)/p?
Uniforme (a, b) (a+b)/2 (b—a)?/12
Exponentielle () 1/A 1/X2

Normale (u, 0?) i o?

Gamma (), t) t/A t/\?

Cauchy Pas définie Pas définie

Beta (a,b) a/(a+b) ab/[(a +b)*(a+b+1))]

TAB. 3.1: L’espérance et la variance de quelques lois importantes, en fonction de leurs parametres.

Exemple 3.6.2. Soit X une variable aléatoire. On désire trouver le nombre a € R qui
approzime le mieux X dans le sens qu’il rend la quantité E((X — a)?) minimale. On a

E((X — a)?) = E(X?) — 2aE(X) + d°.

En dérivant, on voit que la valeur de a réalisant le minimum satisfait —2E(X) + 2a = 0,
ce qui implique que a = E(X).

Exemple 3.6.3. On appelle triangle d’un graphe, un triplet de sommets x,y, z tels que
x~Yy, Yy~ zetz~x Quel est l'espérance du nombre de triangles Ko dans le graphe
aléatoire G(n,m) ? Il suit de la linéarité et du Lemme que

E(KA) = E( Z 1{x~y,y~z,z~x}) = Z ]P)(:E ~NY, Yy~ 2,z .CC)

T,Y,2 z,Y,z
distincts distincts

Comme P(x ~ y,y ~ 2,z ~ ) = (ﬁ:g)/(%) et que le nombre de termes dans la somme

est (g), on en conclut que

_ (n\m(m —1)(m —2)
E(Ka) = (3) N(N-1)(N—-2)

Donnons a présent I’espérance pour les lois introduites plus tot dans ce chapitre.

Lemme 3.6.3. La table[5.1 donne la valeur de l’espérance pour diverses lois, en fonction
de leurs parameétres.

Démonstration. 1. Loi de Bernoulli. L’espérance d’une variable aléatoire X suivant une
loi de Bernoulli de parametre p sur {0, 1} est immédiate a calculer :

E(X)=1-p+0-(1—p)=p.
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2. Lot binomiale. La facon la plus simple de calculer ’espérance d’une variable aléatoire
X suivant une loi binomiale de parameétres n et p est d’utiliser le Lemme [3.6.2} point
1. On peut en effet écrire X = X1 +...+X,,, ou les X; sont des variables de Bernoulli.
En d’autres termes, on exprime X comme le nombre total de succes apres n épreuves
de Bernoulli. On a alors

E(X) =Y E(X;)=np.
=1

3. Loi de Poisson. L’espérance d’une variable aléatoire X suivant une loi de Poisson
est donnée par

o0 oo

)\k . _)\ )\k—l
k=0 k=1

4. Loi géométrique. L’espérance d’une variable aléatoire X de loi géométrique est
donnée par la série

E(X)=> kp(l—p)* "
k=1

Pour en calculer la somme, introduisons la fonction

> x
G(z) :Zxk =1—=
k=1

Cette série converge absolument lorsque |z| < 1, et, dans ce cas, il est possible
d’interchanger sommation et dérivation. Par conséquent,

/ L S e
G<m):(1_33)2:;kxk L

On a donc . )
E(X)=pG'(1—p)=p—=—.
I
5. Loi hypergéométrique. Nous calculerons ’espérance d’une variable hypergéométrique

dans I’Exemple

6. Loi de Pascal. Si X suit une loi de Pascal de parameétres r et p, on peut la décomposer
en X+r=X1+---+X,, ol les X; suivent chacun une loi géométrique de parametre
p (la vérification est laissée en exercice). On a alors

E(X)=—r+ Y E(X;) = % —r
=1

7. Loi uniforme. Si X suit une loi U(a, b), alors E(X) = - fb:L'dx = ath

aJa 2

8. Loi exponentielle. Dans ce cas, E(X) = X [[Cze Mdz = [[Ce M dz = A"
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10.

11.

12.

Loi normale. Soit X de loi N'(u, 02). La variable aléatoire X — p suit une loi A'(0, 02),
et, par linéarité et symétrie, E(X) = E(X — p) + pu = p.

Lot gamma. 11 suffit d’observer que

t o] t+1 0
E(X) = A / zatle ™ dr = Le+1) A / gl AT qg
0 0

L'(t) LN T(t+1)
CT(+1) ¢
NOIERN

Loi de Cauchy. Pour x grand, xfx(x) = O(1/z). |z|fx n’est donc pas intégrable, et
I’espérance n’existe pas.

Loi béta. A nouveau,

1
E(X) = B(i b)/o 11— z)da
B(a+1,b) 1

1
_ _ at1-101 _ b1
B(a,b) B(a—i—l,b)/o v (I—2)" de
_ B(a+1,b) a

B(a,b)  a+b

O]

Exemple 3.6.4. 1. On vous propose le jeu suivant : on vous tend deux enveloppes en

vous informant que le montant contenu dans l'une est le double du montant contenu
dans l'autre, et vous devez en choisir une. Fxpliquez en quoi le raisonnement suivant
est fauz : soit X le montant contenu dans ’enveloppe que vous avez décidé de tirer ;
l’espérance de vos gains st vous changez d’avis est de % - X/2+ % 22X = %X > X,
et donc vous feriez mieux de choisir l'autre enveloppe (et bien sir, on peut alors
répéter cet argument une fois que vous avez choisi l’autre enveloppe).

Je place dans chacune de deux enveloppes un papier sur lequel est écrit un nombre
entier (positif ou négatif) arbitraire, mais différent dans chaque enveloppe. Vous
gagnez si vous parvenez a tirer le nombre le plus grand. Vous pouvez choisir une des
enveloppes et l'ouvrir, et ensuite décider si vous préférez garder l’enveloppe choisie,
ou prendre plutot lautre. Montrez qu’il existe un algorithme de décision (changer ou
non d’enveloppe en fonction du nombre découvert) qui vous permet de choisir le plus
grand nombre strictement plus d’une fois sur deux (dans le sens que si une infinité
de personnes appliquaient toutes cette stratégie pour les mémes deux nombres, alors
la fraction de bonnes réponses serait strictement supérieure a 1/2).

Lorsque X = (X7y,..., X,) est un vecteur aléatoire, et ¢ : R" — R est une fonction me-
surable, nous avons vu que ¢(X) définit une variable aléatoire. Son espérance est aisément
calculée.

Lemme 3.6.4. Soit X = (X1,...,X,,) un vecteur aléatoire et ¢ : R™ — R une fonction

mesurable. Alors on a
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Fia. 3.16: En chaque point du graphe d’une fonction convexe, il passe au moins une droite restant
toujours sous le graphe de la fonction.

1. pour un vecteur aléatoire discret,

E(p(X) = Y @x)fx(x),

xeX()

des que cette somme est absolument convergente ;

2. pour un vecteur aléatoire a densité,

n

E(p(X)) = / (%) fx () d . . ey,

des que cette intégrale est absolument convergente.

Démonstration. 1. Notons E = X(Q), F = ¢(E) et Y = p(X). On a

E(Y)=> yP(Y =y)=> yPpX)=y)

yeFr yeF

=Y yPXep ') =)y Y PX=x)
yeF yeF  xep—1(y)

= > yPX=x)=) ox)PX=x).
yeFxel xeEFR
p(x)=y

Observez que la convergence absolue de la série est cruciale pour pouvoir réorganiser les
termes comme on ’a fait.

2. La preuve dans le cas d’une variable aléatoire a densité est plus complexe, 'argument
le plus naturel reposant sur la définition générale de I’espérance donnée dans la Section [3.8
Nous nous contenterons d’accepter ce résultat. O

Définition 3.6.2. Une fonction ¢ : R — R est convexe si et seulement si : Vo € R,Ja €
R : Vy € R, o(y) > o(x)+aly—x) (c¢f. Fig.[3.16). Si linégalité est toujours stricte lorsque
y # x, alors on dit que ¢ est strictement convexe .
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Théoréme 3.6.1 (Inégalité de Jensenﬂ). Soient X une variable aléatoire admettant une
espérance et p : R — R une fonction convexe. Alors

E(p(X)) = »(E(X)),
avec €galité si et seulement si P(X = E(X)) =1, lorsque ¢ est strictement conveze.

Démonstration. On utilise la définition de la convexité de ¢, avec y = X et x = E(X). On
a alors, pour un certain a € R,

P(X) = p(E(X)) + a(X — E(X)).
En prenant ’espérance de chacun des membres, on obtient bien

E(p(X)) = o(E(X)) + a(E(X) — E(X)) = ¢(E(X)).

3.6.2 Variance, moments d’ordre supérieurs

Définition 3.6.3. On appelle E(X™) le moment d'ordre n de la variable aléatoire X,
pourvy que cette espérance soit bien définie.

Remarque 3.6.3. Si une variable aléatoire posséde un moment d’ordre n, alors elle
posséde également tous les moments d’ordre 1 < k < n. En effet, l'inégalité de Jensen
implique que

oo > E(IX|") = E((1X[*)"/*) > E(|Xx|*)"/*,
puisque n/k > 1.

Remarque 3.6.4. En général, méme la donnée de tous les moments d’une variable
aléatoire ne suffit pas pour déterminer sa loi. C’est le cas si cette variable aléatoire posséde
certaines bonnes propriétés, que nous ne discuterons pas ici. Mentionnons simplement la
condition suffisante suivante : deuz variables aléatoires X,Y satisfaisant E(e?) < oo et
E(eNY) < 0o, YA € R, et telles que E(X™) = E(Y™), pour tout n € N, ont la méme loi.

Une quantité particulierement importante est la variance. Si I’espérance donne la valeur
moyenne de la variable aléatoire, la variance (ou plutot sa racine carrée, 1’écart-type)
mesure sa dispersion.

Définition 3.6.4. Soit X une variable aléatoire dont ’espérance existe. On appelle va-
riance de X la quantité

Var(X) = E((X - ]E(X))2)

(la variance de X peut étre infinie). On appelle écart-type de X la quantité o(X) =
Var(X).

9Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859, Naksov — 1925, Copenhague), mathématicien et
ingénieur danois.
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Lemme 3.6.5. 1. Var(X) >0, et Var(X) =0 si et seulement si P(X =E(X))=1.
2. Var(X) < oo si et seulement si E(X?) < oo.
3. Si Var(X) < oo, alors Var(X) = E(X?) — (E(X))?.
4. Pour a,b € R, Var(a + bX) = b*Var(X).
5. Si Var(X) < oo et Var(Y) < oo, alors Var(X +Y) < co.

Démonstration. 1. a 4. sont évidents. Pour 5., on peut utiliser I'observation triviale que
(X +Y)?<2X?+2v2 O

Lemme 3.6.6. La table[3.1) donne les variances des principales lois introduites précédem-
ment.

Démonstration. 1. Loi de Bernoulli. La variance d’une variable aléatoire X suivant une
loi de Bernoulli de parametre p sur {0, 1} est immédiate a calculer :

Var(X) = E(X?) = E(X)* =1-p+0-(1—p) - p* = p(1 - p).

2. Loi binomiale. Voir 'Exemple [3.6.6]

3. Loi de Poisson. Une fagon de calculer la variance d’une variable aléatoire X suivant
une loi de Poisson est la suivante.

.- T S S 2
k=0 k=2

Par conséquent, E(X?) - E(X)* =E(X(X — 1)) —E(X)? +E(X) = \.

4. Loi géométrique. Le second moment d’une variable aléatoire X de loi géométrique
est donné par la série

E(X?) = i Kp(1 —p)* .
k=1

Pour en calculer la somme, on procede comme pour l'espérance, en introduisant la

fonction -
Gla)=S oF = 2
@=Yat= L
k=1
et en utilisant le fait que G "(z) = (1_21,)3 =52 k(k —1)2*~2. Par conséquent,
. I _1-p
Var(X) =p(1=p)G(1=p)+ = 5 =—53

5. Loi hypergéométrique. Voir 'Exemple
6. Lot de Pascal. Voir I’Exemple [3.6.6

7. Loi uniforme. E(X?) = - fb

=a Ja 22dr = %(a2 + ab + b%); le résultat suit puisque
E(X) = (a+b)/2.
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8. Loi exponentielle. E(X?) = X [;° 2%~ dz = 2/A?; le résultat suit puisque E(X) =
1/A.

9. Loi normale. On peut supposer que X suit une loi N'(0,1) (car Y = p+0X suit alors
une loi NV(p,0?%), et Var(Y) = o?Var(X)). On a Var(X) = \/% e 2272y =

\/% ffooo z - xe~ 2 dy = \/% ffooo e /2dg = 1, par intégration par partie.

10. Loi gamma. En procédant comme pour ’espérance,

I't+2 t(t+1
sy - 0

Par conséquent, Var(X) = t(t + 1)/A% — (t/\)? = t/\2.

11. Loi de Cauchy. L’espérance n’existe pas, et donc on ne peut pas définir la variance
(observez, cependant, que le second moment existe, E(X?) = oo).

12. Loi béta. En procédant comme pour ’espérance,

_ B(a+2,b) a(a+1)
E(X) = B(a,b)  (a+b)(a+b+1)

et donc Var(X) =a(a+1)/(a+b)(a+b+1) —a®/(a+b)* =ab/(a+b)*(a+b+1).
O

3.6.3 Covariance et corrélation
En général, Var(X +Y) # Var(X) + Var(Y) : en effet, un bref calcul montre que
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2E((X — E(X))(Y — E(Y))).
Ceci motive la définition suivante.

Définition 3.6.5. On appelle covariance de deux variables aléatoires X et'Y la quantité

Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y —E(Y)))
= E(XY) — E(X)E(Y).

En particulier,
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y).

Deuzx variables aléatoires X et'Y sont non-corrélées si Cov(X,Y) = 0; dans ce cas, on a

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Attention : la variance n’est pas un opérateur linéaire, méme restreint aux variables
aléatoires non-corrélées (se souvenir que Var(aX) = a*Var(X)).

Lemme 3.6.7. 1. Cov(X,Y) = Cov(Y, X).
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2. La covariance est une forme bilinéaire : pour a,b € R,

Cov(aX,bY) =abCov(X,Y),
Cov(X) + X2,Y) = Cov(X1,Y) + Cov(Xa,Y).

3. Pour des variables X1,...,X,, on a

Var(zn: Xi) = z”: Var(X;) + Z Cov(X;, Xj).
i=1 i=1 itj

Démonstration. Laissée en exercice. O

En statistiques, une autre quantité est souvent utilisée pour mesurer la corrélation
entre deux variables aléatoires.

Définition 3.6.6. On appelle coefficient de corrélation de deuxr variables aléatoires X et
Y de variances non-nulles la quantité
Cov(X,Y)

pXY)= Var(X)Var(Y)

Théoréme 3.6.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz).
E(XY)? < E(X?)E(Y?),

avec égalité si et seulement si P(aX = bY) = 1 pour des réels a et b dont au moins un
est non nul.

Démonstration. On peut supposer que E(X?) # 0 et E(Y?) # 0 (sinon la variable aléatoire
correspondante est égale a 0 avec probabilité 1, et le théoreme est trivial). Dans ce cas,
on a, pour a,b € R,

a’E(X?) — 2abE(XY) + b*E(Y?) = E((aX — bY)?) > 0.

Par conséquent, le membre de gauche est une fonction quadratique de la variable a s’an-
nulant en au plus un point. Ceci implique que son discriminant doit étre négatif ou nul,
c’est-a-dire

E(XY)? - E(X*)E(Y?) <0.

Le discriminant est nul si et seulement si il y a un unique zéro, ce qui ne peut avoir lieu
que s’il existe a,b € R tels que

E((aX —bY)?) = 0.
O

Il suit de ce théoréme que la valeur absolue du coefficient de corrélation est égal a 1 si
et seulement si il existe une relation linéaire entre les variables aléatoires.
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Corollaire 3.6.1.
(X, Y)| <1,

avec €égalité si et seulement si P(Y = aX +b) =1 pour des réels a et b.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz aux variables aléatoires
X -EX)etY —E(Y). O

Considérons deux quantités aléatoires (par exemple des résultats de mesures), et sup-
posons que l’on cherche a résumer la relation qui existe entre ces dernieres a 1’aide d’une
droite. On parle alors d’ajustement linéaire. Comment calculer les caractéristiques de cette
droite ? En faisant en sorte que 'erreur que ’on commet en représentant la liaison entre
nos variables par une droite soit la plus petite possible. Le critere formel le plus souvent
utilisé, mais pas le seul possible, est de minimiser la somme de toutes les erreurs effec-
tivement commises au carré. On parle alors d’ajustement selon la méthode des moindres
carrés. La droite résultant de cet ajustement s’appelle une droite de régression. Le résultat
suivant montre que le coefficient de corrélation mesure la qualité de la représentation de
la relation entre nos variables par cette droite.

Lemme 3.6.8. Pour toute paire de variables aléatoires X etY, on a

;};ie%E (Y —aX —b)?) = (1 — p(X,Y)?) Var(Y),

et le minimum est atteint pour a = Cov(X,Y)/Var(X) et b =E(Y —aX).
Démonstration. Puisque
E (¥ —aX —b)?) = E(({Y ~E(Y)} - a{X — E(X)} — {b+ aE(X) — E(Y)})?).
on peut supposer sans perte de généralité que E(X) = E(Y) = 0. On obtient alors
E((Y — aX —b)?) = a*Var(X) — 2aCov(X,Y) + Var(Y') + b?,
et le membre de droite est minimum lorsque b = 0 et

~ Cov(X,Y)
- Var(X)

O]

Exemple 3.6.5. En physiologie, la loi de Klez'beﬂ affirme que le métabolisme M d’un
animal et son poids P satisfont la relation

M x P%,

Max Kleiber (1893, Ziirich — 1976, Davis), biologiste suisse.
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avec a souvent proche de 3/4 (alors que des arguments simples de dimensionalité suggéreraient
plutdt 2/3). Afin de vérifier qu’une telle relation est valide pour une population donnée,
on peut procéder comme suit : puisque

M =~ aP® <= log M ~loga+ alog P,
on se ramene, en posant X =log M etY =log P, a vérifier qu’il y a une relation linéaire
entre X et Y. Ceci peut se faire en calculant, a partir d’un échantillon, le coefficient de

corrélation p(X,Y) . L’estimation des paramétres a et a a partir d’un échantillon est du
ressort de la Statistique. Nous étudierons ce type de problémes dans le Chapitre |6

3.6.4 Vecteurs aléatoires
Les notions d’espérance et de covariance ont une extension naturelle aux vecteurs
aléatoires.

Définition 3.6.7. L’espérance du vecteur aléatoire X = (Xi,...,X,) est le vecteur
E(X) = (E(Xy),...,E(X,)), a condition que chacune de ces espérances existe.

Définition 3.6.8. Soient X = (X1,...,X,,) et Y = (Y1,...,Y},) deuz vecteurs aléatoires.
Leur matrice de covariance est la matrice n x n Cov(X,Y) dont l’élément i,j est donné

par
COV(Xiv Y?),

pour 1 <14,5 <n.
Le lemme suivant justifie la notation N'(u, C) du Lemme
Lemme 3.6.9. Soit X un vecteur gaussien de loi N'(pu, C). Alors
E(X) = pu, Cov(X,X) =C.
Démonstration. Elle se fait soit par simple intégration (exercice), soit, de fagon plus
élégante, a 'aide des fonctions caractéristiques, comme expliqué dans la Sous-section [4.2.2]
O

3.6.5 Absence de corrélation et indépendance

Voyons a présent quel est le lien entre indépendance et absence de corrélation.

Lemme 3.6.10. Deuz variables aléatoires indépendantes dont l’espérance existe sont non-
corrélées.

Démonstration. On applique le Lemme avec la fonction ¢ : R? — R, o(z,y) = zy.
Cela donne, dans le cas a densité,

E(XY) = E(p(X,Y)) / / (2, 9) fx.v) (2, ) dady
- / / (2, fx (%) fy (y) dady
- / - / ayfx()fy (v) drdy = E(X)B(Y).
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La preuve est completement similaire dans le cas discret. O

1l suit que si X3, ..., X, sont indépendantes, alors la variance de leur somme est égale
a la somme de leurs variances.

Exemple 3.6.6. 1. Loi binomiale. On a vu qu’une variable aléatoire X suivant une
loi binomiale de paramétres n et p pouvait s’écrire X = X1 + --- 4+ X,, ou les
X, sont des variables de Bernoulli indépendantes de paramétre p. On obtient donc
immédiatement que
Var(X) = np(1 — p).

2. Loi de Pascal. On a également vu qu’une variable aléatoire X suivant une loi de Pas-
cal de paramétres r et p pouvait s’écrire X +r = X1+ - -+ X,, ot les X; sont des va-
riables géométriques indépendantes de parametre p. On obtient donc immédiatement
que

lL—p

p*

Var(X) = Var(X +r) =7

Nous avons vu que deux variables aléatoires indépendantes sont toujours non-corrélées.
La réciproque est fausse en général, comme le montre ’exemple suivant.

Exemple 3.6.7. Considérons Q) = {—1,0,1} avec la distribution uniforme. Soient X (w) =
w et Y(w) = |w| deuz variables aléatoires. Alors, E(X) =0, E(Y) =2/3 et E(XY) = 0.
Par conséquent X et'Y sont non-corrélées. Elles ne sont par contre manifestement pas
indépendantes.

Il existe toutefois une classe importante de variables aléatoires pour lesquelles il y a
équivalence entre ces deux notions.

Théoréme 3.6.3. Les composantes d’un vecteur aléatoire gaussien X sont indépendantes
st et seulement si elles sont non-corrélées.

Démonstration. Nous démontrerons ce théoréme une fois la notion de fonction caractéris-
tique introduite (cf. fin de la Sous-section |4.2.2)) O

Exemple 3.6.8. Nous pouvons a présent donner un eremple de vecteur aléatoire dont
chaque composante suit une loi normale, mais qui n’est pas gaussien. Soit X une variable
aléatoire de loi N'(0,1), et € une variable aléatoire discréte, indépendante de X et telle que
P(e = 1) = P(e = —1) = 5. On considére la variable aléatoire Y = eX. On vérifie aisément
(exercice) que Y suit une loi N(0,1). X et Y ne sont manifestement pas indépendants ;
par contre,

E(XY) = E(eX?) = E(e)E(X?) =0,

ce qui montre que X et'Y sont non-corrélées. Par conséquent, le vecteur aléatoire (X,Y)
n’est pas gaussien.

Dire que X et Y sont indépendants est donc strictement plus fort en général que de
demander a ce que E(XY) = E(X)E(Y). Le résultat suivant montre comment il faut
renforcer cette derniere propriété pour obtenir I'indépendance.
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Lemme 3.6.11. Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires. Les propositions sui-
vantes sont équivalentes :

1. (X;)ier est indépendante ;
2. Vp; : R — R mesurable,
E(J]ei(X0)= ] Eli(X2)),
ied ied
pour tout J C I fini.
Démonstration. Nous ne traitons que du cas continu. Le cas discret est analogue.

1. = 2. Cela suit immédiatement du Lemme [3.6.4] et de la factorisation de la densité
conjointe : pour tout J = {i1,...,i,} C I,

( Z( Z)) / (pil(xl) ...Spin(x’ll)f(xil7~-.7Xz‘n)<$17"'7x7l) Iy ATy
ieJ R7 d d
/" D1 (xl) QY (l‘n)fyil (xl) ... sz‘n (xn) dxl .. 'dSUn

= HE(%(Xz'))-

e
2. == 1. En appliquant 2. & ¢;(y) = 1{yc4,}, on obtient

P(X; € Ai,Vi€ J) =E([[1xieay) = [[EQixieay) = [[P(Xi € A).
i€J i€J 1€J

3.6.6 Espérance conditionnelle

Soient X et Y deux variables aléatoires discretes sur (€2, F,P). La notion de probabilité
conditionnelle P(A | B), ou A et B sont deux événements, peut étre étendue a la situation
ol l'on désire déterminer la loi de Y étant donnée la valeur prise par X.

Définition 3.6.9. Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes. La fonction de masse
conditionnelle de Y sachant que X = x est la fonction fyx (- |x): R — [0,1] définie par

f(X,Y)(fUa Y)
fx(z) 7

pour tout x tel que fx(x) > 0. La loi correspondante s’appelle la loi conditionnelle de Y
sachant que X = x.

fyix(ylz) =P =y|X =2) =

Soient X et Y deux variables aléatoires possédant la densité conjointe f(xy). On
aimerait donner un sens a la loi conditionnelle de Y sachant que X prend la valeur z. Le
probleme est que la probabilité P(Y < y|X = x) n’est pas définie puisque 1'événement
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{X = z} a probabilité nulle. Afin de déterminer la généralisation appropriée, nous pouvons
procéder comme suit. Soit x tel que fx(z) > 0; alors,

PY <y,z <X <z +dx)
Pz < X <z +dz)
_da JY o fox vy (@,v)dv

PY <ylz <X <z+dx)=

fx(z)dx
v fixy)(z,v)
—o0 fX (CC) av

En laissant dx | 0, le membre de gauche converge vers ce que I'on aimerait définir comme
P(Y <y| X = x), et le membre de droite conduit donc a la définition suivante.

Définition 3.6.10. Soient X,Y deuz variables aléaloires avec densité conjointe f(x y-
La densité conditionnelle de Y sachant que X = x est définie par

frix(ylz) = W’

pour tout x tel que fx(x) > 0. La loi correspondante s’appelle la loi conditionnelle de Y
sachant que X = x.

Remarque 3.6.5. Soient X1 et Xo deux variables aléatoires indépendantes de loi exp(1).
Quelle est la densité conditionnelle de X1 + Xo étant donné que X1 = Xo ?

Premiére solution : Soit Y1 = X7 + Xy et Yo = X1/ Xo. Manifestement, X1 = Xy si et
seulement si Yo = 1. On vérifie facilement (exercice) que la densité conditionnelle de Y;
étant donné que Yo = 1 est donnée par

Fam i |1) = Nyre M,y > 0.

Deuxieme solution : Soit Y1 = X1 4+ Xs et Y3 = X1 — Xs. Manifestement, X1 = X5 si
et seulement si Y3 = 0. On vérifie facilement (exercice) que la densité conditionnelle de
Y1 étant donné que Y3 = 0 est donnée par

Frapys (1 10) = Ae™ 1, y1 > 0.

1l y a clairement un probleme : les deux réponses obtenues sont différentes! L’erreur
trouve sa source dans la question elle-méme : qu’entend-on par la condition X1 = Xo ? Ce
dernier est un événement de probabilité nulle, et il est crucial de décrire précisément de
quelle suite d’événements de probabilité positive il est la limite. Dans la premiére solution,
on interpréte essentiellement cet événement comme {X; < Xo < (1 4+ €)Xy} (e petit),
alors que dans la seconde, on lUinterpréte comme {X; < X9 < X1 + €}. Il convient donc
de déterminer au préalable quelle est l'interprétation désirée, et cela dépend du probléme
considére.

Etant en possession d'une notion de loi conditionnelle, on peut définir ’espérance
conditionnelle, comme étant ’espérance sous la loi conditionnelle.
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Définition 3.6.11. Soient X,Y deux variables aléatoires discrétes. On appelle espérance
conditionnelle de Y étant donné X la variable aléatoire

EY[X)()=EY[X=)= > yhixl),

yeY (2)

pourvu que X ey oy ] frix (y] ) < .
Soient X et Y deuz variables aléatoires de densité conjointe f(x y). L’espérance con-
ditionnelle de Y sachant X est la variable aléatoire

E(Y!X)(»zE(Y\X=~>:Any.X<y|->dy7

pourvu que [g |yl fyx(y|-) dy < oo.

Insistons bien sur le fait que I'espérance conditionnelle E(Y | X) n’est pas un nombre,
mais une variable aléatoire ; il s’agit, en fait, d’'une fonction de la variable aléatoire X.
Elle posseéde 'importante propriété suivante.

Lemme 3.6.12. L’espérance conditionnelle E(Y | X) satisfait
E(E(Y ] X)) =E(Y).
Plus généralement, pour toute fonction mesurable ¢ telle que les espérances existent,
EEY | X)p(X)) = E(Y (X))

Démonstration. La premiere affirmation est un cas particulier de la seconde : il suffit de
choisir ¢ = 1. Démontrons donc la seconde affirmation. Dans le cas discret, il suit du

Lemme [3:6.4] que
E(E(Y | X) ¢ nynx ylz)p(z) fx(z)

= Zw (z,y) = E(Yp(X)).
Dans le cas a densité, la preuve est formellement identique,
BEY | X)e(X) = | [ ufvixl0)dy ¢(o)fx(@)do
= [ [ et ixin (@ dady = B (),

O]

En dehors de ses applications immédiates, 'intérét de ce résultat est qu’on peut prendre
cette propriété comme définition de ’espérance conditionnelle, cette derniere étant la seule
fonction de X satisfaisant cette relation pour toutes les fonctions ¢ admissibles. Ceci
permet de définir cette notion dans des situations beaucoup plus générales qu’ici.
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Exemple 3.6.9. Soient X1, Xo, ... des variables aléatoires discrétes indépendantes d’es-
pérance p, et N une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N* et indépendante des
X;. Alors, si S = X1+ -+ Xn (somme d’un nombre aléatoire de termes), on a

E(S|N)(n) = ZSfS\N( |n) = ZSP(SPT]\?LV”? )

s

Z PXi+--+X,=5N=n)

B(N =)
P(X X,=5)P(N =n
-y L4 = Y =)

:ZSP(X1+---+X,L:S>

=EX1+--+X,) =pun.
Par conséquent, E(S|N) = uN, et donc
E(S) = pE(N).

3.7 Détermination de la loi d’une variable aléatoire

Il existe plusieurs facons de déterminer la loi d’une variable aléatoire. : via le Corol-
laire a travers sa fonction de répartition, ou encore par sa fonction caractéristique
(voir Chapitre [4).

Comme exemple de 'emploi de la fonction de répartition, considérons une famille
X1,..., X, de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parametre A. On désire
déterminer les lois de max;—1, , X; et de min;—y _, X;. Manifestement, si y > 0,

.....

P(max X;<y)=P(X1<y,....,Xn <y)=P(X1 <y)" = (1—e )"

La densité du maximum de n variables exponentielles de parametre A indépendantes est
donc donnée par
)\ﬂ(l — 67/\y)n71€7)\y 1{y20}

De facon similaire,

P( HllIl X;<y)=1-PX1>y,....,Xpn>y)=1—e"N,

i=1,.

et donc la loi du minimum de n variables exponentielles de parametre A indépendantes est
une loi exponentielle de parametre An.

3.8 Variables aléatoires générales

Le but de cette section est de décrire brievement l'intégrale de Lebesgue, outil in-
dispensable pour la formulation générale de la théorie des probabilités. Nous n’en ferons
qu’un survol, car son étude fait partie du cours de théorie de la mesure (Analyse III).
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_/ ™
| N
/ N

Fia. 3.17: La construction des intégrales de Riemann et Lebesgue.

3.8.1 Intégration au sens de Lebesgue

Considérons le cas d’une fonction f continue, positive, a support compact. L’intégrale
de Riemann de f correspond précisément & ’aire comprise entre le graphe de f et ’'axe des
abscisses. La fagon dont Riemann procede pour définir son intégrale est de partitionner
le support de f en intervalles et de calculer les aires des sommes de Darboux correspon-
dantes, obtenant ainsi une minoration et une majoration de 'aire (¢f. Fig.|3.17)). Lorsque
la partition devient infiniment fine, on montre que les sommes de Darbouupérieure
et inférieure convergent vers une méme limite, que ’on définit comme étant I'intégrale de
Riemann de f.

L’idée de Lebesgue est de remplacer le découpage du support de f par un découpage
de son image (cf. Fig. . A chaque intervalle [0;, ;1] de 'image, on associe 'ensemble
A; = {z : f(x) > d;+1}. La contribution associée a l'intervalle [d;,;1+1] est alors prise
comme étant (0,41 — 0;)0(A;), ou ¢(A;) est la mesure de Lebesgue de A;, qu’il convient
d’interpréter comme étant sa « longueur ». Dans la limite d’une partition infiniment fine,
on obtient a nouveau l’aire sous la courbe.

On voit donc qu’un premier probleme avec cette approche est de donner un sens a la
notion de longueur d’un sous-ensemble de R, un probléeme tout a fait analogue a celui déja
rencontré d’associer une probabilité aux sous-ensembles de R.

Mesures

Nous voulons pouvoir associer a tout sous-ensemble de R une « longueur ». Comme
pour le probleme analogue de la construction d’une probabilité, ceci n’est possible en
général que pour un sous-ensemble strict des parties de R, les boréliens de R, B(R).

Définition 3.8.1. Une mesure sur une tribu F est une application p : F — R, satisfaisant
1. u(@)=0;
2. (o-additivité) pour toute famille Ay, Ag, ... d’éléments de F deux-a-deux disjoints,
on a p(UZy Ai) = 22721 n(Ai).

Exemple 3.8.1. 1. La mesure de Lebesgue ¢ est l'unique mesure sur B(R) telle que

{([a,b]) =b—a, V—oo<a<b<oo.

1 Jean Gaston Darboux (1842, Nimes - 1917, Paris), mathématicien frangais.
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2. La masse de Dirac en a € R est la mesure sur B(R) définie par

da (A) =1 {acA}-

Définition 3.8.2. On dit qu’une propriété est vérifiée u-presque partout si l’ensemble N
des points ot elle n'est pas vérifiée est de mesure nulle, W(N) = 0. Si u = £, on dira
simplement « presque partout » au lieu de « £-presque partout ».

Définition 3.8.3. Etant donné deuz mesures p1 et po, on définit la mesure p1 + po par
(11 + p2)(A) = p(A) + p2(A), pour tout A € B(R).

Fonctions mesurables

Comme déja mentionné précédemment, une fonction mesurable f :  — R d’un espace
probabilisable (dans le contexte général, on dit plutét mesurable) (£2, F) vers (R, B(R)) est
une fonction telle que f~1(A) € F, pour tout borélien A. En fait, on peut montrer qu’il
suffit que f~! ((—oo, az]) € F, pour tout z € R. La classe des fonctions mesurables est tres
robuste.

Théoréme 3.8.1. 1. Si f,g: (Q,F)— (R,B(R)) sont mesurables et A € R, alors \f,
f+g, et fg sont également mesurables.

2.8 fr o (,F) —- (R,B(R)), n € N, sont mesurables, alors sup,cy fn, infpen fn,
lim sup,,_,o fn, liminf,, . fn sont également mesurables, pourvu qu’elles prennent
leurs valeurs dans R.

3. 80 fn: (,F) — (R,B(R)), n € N, sont mesurables et convergent ponctuellement
vers une fonction f a valeurs dans R, alors f est mesurable.

4. 8 f:(QF) — (R,B(R)) et g: (R,B(R)) — (R,B(R)) sont mesurables, alors g o f
est mesurable.
Construction de l’intégrale

Voyons a présent comment on construit réellement 1'intégrale de Lebesgue. La construc-
tion se fait pour des classes de fonctions de plus en plus générales. Soit 1 une mesure sur
B(R).

Indicatrices. Soit A € B(R). L’intégrale de la fonction indicatrice 14 est définie par

/ 1a(x) du(z) = p(A).
R

Fonctions étagées. On appelle fonction étagée une fonction qui s’écrit comme com-
binaison linéaire finie de fonctions indicatrices, f(z) = > i a;la,(x), avec A; € B(R),
a; € R, i =1,...,n. Bien entendu, une fonction étagée admet de multiples représentations
(on n’a pas exigé que les a; soient tous distincts).
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On montre facilement que toute fonction mesurable peut étre obtenue comme limite
croissante de fonctions étagées.
L’intégrale de la fonction étagée D" | a;la,(x) est définie par

/ (Zn: a;ila, (:E))d,u(x) = zn:ai,u(A
= i=1

On montre facilement que cette définition ne dépend pas de la représentation choisie pour
la fonction étagée.

Fonctions mesurables positives. Soit f: R — R une fonction mesurable positive. On

définit
/Rf(x)du(x) = sup {/Rg(fv) du(z) 1 g< f, g étagée}.

Observez que cette intégrale peut prendre la valeur oo. Manifestement, cette définition
coincide avec la précédente si f est étagée.

Exemple 3.8.2. 1. On vérifie facilement que lorsque p = £ et f est continue par
morceauz, l'intégrale ainsi définie coincide avec l'intégrale de Riemann (elles donnent
toutes deux ’aire entre le graphe et l’axe des abscisses) (exercice).

2. Considérons le cas de la masse de Dirac eny, p = . On vérifie facilement (exercice)
que

/ f(w) doy(z) = F(y).
R

Fonctions mesurables. Pour étendre cette construction a une fonction mesurable quel-
conque f, on la décompose en sa partie positive et sa partie négative : f = fT — f~, avec
ft =max(f,0) et f~ = max(—f,0). Observez que f* et f~ sont toutes deux positives,
et que |f| = fT+ f~. Si [p|f(x)]du(z) < oo, alors on dit que f est Lebesgue-intégrable.

Dans ce cas, on a
L 1@ duta) < oo et [ 1 (@) duta) < .
et on peut donc définir
[ @) = [ Fr@ane - [ e

Fonctions a valeurs complexes. Les fonctions a valeurs complexes sont définis de la
méme facon, en traitant séparément leurs parties réelle et imaginaire,

[ 1@ @) = [ Re@ (o) +i [ 370 duta).
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Notations. Nous emploierons les notations suivantes.
— Jo (@) du(x) = f, fp.
- SiAeF, [,fdu= [plafdp.
~ Sip =4, on écrit [, fdz au lieu de [, fd.

Propriétés de ’intégrale
Théoréme 3.8.2. L’intégrale de Lebesque posséde les propriétés suivantes.

1. (Linéarité) Soit f, g deuz fonctions Lebesgque-intégrables, et a,b deux nombres réels.
Alors, [p(af +bg)dp=a [ fdu+b [pgdu.

2. (Monotonicité) Si f < g sont deux fonctions Lebesgue-intégrables, alors [p fdu <
Jrgdp.

3. (Linéarité en p) Soient p1, pe deur mesures. Pour tout a,b € R et toute fonction
f Lebesgue-intégrable par rapport & p1 et us,

/Rfd(aul-l-b/m)Za/Rfdm—l—b/Rfdug.

4. Si f et g sont deux fonctions Lebesgque-intégrables égales p-presque-partout, ¢’est-a-
dire telles que p({x € R : f(x) # g(x)}) =0, alors [, fdp = [pgdp.

5. (Théoréme de la convergence monotone) Soit (fi)ken une suite de fonctions mesu-
rables positives telles que fr(x) < frr1(x), pour tout k € N et x € R. Alors,

lim frdu = /sup Sfredu.
k—oo Jr k

(La valeur de ces intégrales peut étre infinie).

6. (Théoréme de la convergence dominée) Soit (fi)ken une suite de fonctions mesu-
rables convergeant ponctuellement vers une fonction f, et telles qu’il existe une fonc-
tion Lebesgue-intégrable g satisfaisant |fi| < g, pour tout k. Alors f est Lebesgue-

intégrable et
lim/fkd,u:/fd,u.
k—oo Jr

7. (Lemme de Fatou) Soit (fi)ken une suite de fonctions mesurables positives. Alors
/ liminf fr du < lim inf/fk du.
R k—oo k—oo

Comparaison avec l’'intégrale de Riemann

Discutons brievement des avantages de I'intégrale de Lebesgue par rapport a l'intégrale
de Riemann.
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1. L’intégrale de Lebesgue permet d’intégrer beaucoup plus de fonctions que 'intégrale
de Riemann. En effet, la classe des fonctions Lebesgue-intégrables contient toutes les
fonctions dont la valeur absolue est Riemann-intégrable, mais permet aussi d’intégrer
des fonctions beaucoup plus irrégulieres. Par exemple, la fonction de Dirichlet f(z) =
1¢zeqnio,1)} n'est pas Riemann-intégrable, car ses sommes de Darboux supérieure
et inférieure sont égale a 1 et 0 respectivement, quelle que soit la finesse de la
partition (les rationnels étant denses dans les réels), mais elle est Lebesgue-intégrable,
d’intégrale donnée par ¢(Q N [0,1]) = 0.

2. L’intégrale de Riemann se préte mal a I'interchange de limites et d’intégrales, opé-
rations trés fréquentes en mathématiques. L’intégrale de Lebesgue est beaucoup
plus souple de ce point de vue, comme le montrent les Théoremes de convergence
monotone et dominée énoncés ci-dessus.

3.8.2 Espérance d’une variable aléatoire quelconque

Soit X : © — R une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, F,P). Alors, on

définit l'intégrale
/ X(w)dP = / x dPy,
Q R

ou Py est la loi de X, c’est-a-dire la mesure (de probabilité) induite par P et X sur
(R, B(R)). Cette derniere intégrale est bien de la forme étudiée plus haut.

Définition 3.8.4. Soit X : Q — R une variable aléatoire sur un espace probabilisé
(Q,F,P). L’espérance de X est définie par

E(X) = /Rxd]P’X.

Il suit des propriétés de l'intégrale de Lebesgue que cette espérance possede toutes les
propriétés discutées précédemment pour les variables aléatoires discretes et a densité.

Exemple 3.8.3. Voyons comment on peut retrouver les définitions antérieures données
pour les variables aléatoires discrétes et a densité.
— Variables aléatoires discretes. Une variable aléatoire discréte X est de la forme

X = ZailAw
7

ou l'on peut supposer les a; tous distincts et les A; disjoints deuzx-a-deuzx. La loi Px
est caractérisée par les valeurs prises sur X(Q) = {a;}, fx(a;) = P(4;). Avec les
notations de cette section, on peut donc écrire

Px(B) = Z fx(W)lyen = Z fx(y)oy(B),
YEX(Q) yeEX(Q)

ce qui signifie que

Px = Z fX(y)(Sy-

yeX ()
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Par conséquent,

E(X) = /OO zdPx = Y fx(y) /00 rddy = > yfx(y).

B yeX(Q) o yeX(Q)

— Variables aléatoires a densité. Pour une variable aléatoire X avec densité fx, on a

AdPX:PX(A)Z//‘fde,

et, par conséquent, dPx(x) = fx(z)dz. On a donc bien
E(X):/xd]P’X(x):/azfX(z)dx.
R R

3.8.3 Intégrales multiples

Exactement comme dans le cas des probabilités, étant donnés deux espaces (E1, &1, 1)
et (Eq, &, p2), on peut construire leur produit (E7 X Ea, &1 X E, p1 X p2). Un résultat tres
utile dans ce contexte est le Théoreme de Fubini, qui montre que l'ordre d’intégration
d’une fonction réelle de plusieurs variables ne joue aucun role tant que toutes les quantités
concernées existent.

Théoréme 3.8.3 (Théoreme de Fubini). Soit (E1, &1, 1) et (Eg, £, u2) deur espaces me-
surés, et (E,E, u) Uespace produit correspondant. Une fonction mesurable f(x) = f(x1,x2)
mesurable sur (E,E) peut étre considérée comme une fonction g, (v2) de xo pour chaque
x1 fixé, ou comme une fonction hy,(x1) de x1 pour chaque xo firé. Ces fonctions sont me-
surables pour chaque x1 et xa. St f est intégrable, alors ces deux fonctions sont également
intégrables pour py-presque tout x1 et ps-presque tout xo, respectivement. Leurs intégrales

Gla) = /E 0o (22) dpn(a) et H(ws) = /E g (1) dpis (1)

sont mesurables, presque partout finies, et intégrables par rapport a p1 et uo, respective-
ment. Finalement,

/f<m1,x2>du= Glar)dpur (1) = [ H(x2) dpa(a).
E Eq Eo

Inversement, si f est mesurable et positive, et si soit G, soit H, qui sont toujours mesu-
rables, a une intégrale finie, alors c’est également le cas de lautre, et f est intégrable, et
son intégrale est égale aux intégrales doubles correspondantes.

Ce théoreme permet aisément de justifier tous les échanges d’intégrales effectués dans
les sections précédentes (exercice).
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Chapitre

Fonctions génératrices et fonctions
caractéristiques

4.1 Fonctions génératrices

4.1.1 Définition, propriétés

Soit a = (a;)2,, une suite de nombres réels. On appelle fonction génératrice de la suite
a la fonction définie par

o0
Ga(s) = Z a;s’ pour les s € C tels que la série converge.
i=0

Rappelons quelques propriétés de base.

Convergence. Il existe un rayon de convergence 0 < R < oo tel que la série converge
absolument si |s| < R et diverge si |s| > R. La série est uniformément convergente
sur les ensembles de la forme {s : |s| < R'}, quel que soit R’ < R.

Différentiation. G,(s) peut étre différentiée ou intégrée terme & terme un nombre
arbitraire de fois, tant que |s| < R.

Unicité S’il existe 0 < R’ < R tel que G4(s) = Gy(s) pour tout |s| < R/, alors a,, = by,
pour tout n. De plus,

1
Continuité. (Théoreme d’Abel) Si a; > 0 pour tout i, et G,(s) est finie pour |s| < 1,
alors limgp Go(s) = D72 ai, que cette somme soit finie ou égale & +o00. Ce résultat
est particulierement utile lorsque le rayon de convergence R est égal a 1.

Etant donnée une variable aléatoire X a valeurs dans N, la fonction de masse de X
donne lieu a la suite (fx(k))72,; on va s’intéresser a la fonction génératrice qui lui est
associée.
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Définition 4.1.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On appelle fonction
génératrice de X la fonction Gx : C — C donnée par la série entiére

Gx(s) =E(s¥) =) s"fx (k).
k=0

Exemple 4.1.1. 1. Variable aléatoire constante. Si P(X = ¢) =1, alors Gx(s) = s°.
2. Loi de Bernoulli. SiP(X =1)=p etP(X =0)=1—p, on a
Gx(s)=(1—p)+ps.

3. Loi binomiale. Pour une loi binomiale de paramétres n et p, la formule du binome
implique que

n

Gx(s) =) (Z) p*(1—p)" " = (1 —p) +ps)™.

k=0

4. Loi de Poisson. Pour X suivant une loi de Poisson de parameétre X, on obtient

5. Loi géométrique. Pour X suivant une loi géométrique de parameétre p, on a

6. Loi hypergéométrique. La formule du binéme montre que la fonction génératrice
d’une variable hypergéométrique X de paramétres N, n et b,

Gx(s) = k:g)vo S Go0)/0)

est précisément le coefficient de ™ du polynome

Qa.s) = (1 +s2)/(1 42V / <N>

n

1l suit que la moyenne de X coincide avec le coefficient de ™ de

gf(x, 1) = ab(1 + x)N_l/ <N> ,

n

et est donc donnée par G’y (1) = bn/N. Similairement, on trouve que la variance de
X est égale a nb(N — b)(N —n)/(N3 — N?).
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Puisque Gx (1) = E(1) = 1, il suit que le rayon de convergence R de Gx est supérieur
ou égal a 1. Le théoreme d’Abel fournit une technique efficace pour calculer les moments
de X ; par exemple (Gg];)(l) étant un raccourci pour limgy; Gg];)(s) lorsque R =1)

Gix(s) =D _ks"™! fx(k) = G (1) = E(X),
k=0

G (s) =D (ki —1)s""2fx (k) = G%x(1) =E(X(X -1)),
k=0

GO(s) =3 e (k= 0+ 1) (k) = GO(1) = B(X - (X — £+ 1)).
k=0

On a donc en particulier le résultat suivant.
Proposition 4.1.1. Si Gx(s) est la fonction génératrice de X, alors
E(X) =G'(1),  Var(X)=G%(1)+Gx(1) — Gx(1)

ot les membres de droite doivent étre compris comme des limites s T 1 lorsque le rayon de
convergence de Gx est égal a 1.

Remarque 4.1.1. En général, si l’on désire calculer les moments d’une variable aléatoire
X, il se révéle avantageuz de travailler avec la fonction génératrice des moments de X, qui
est définie par

Mx(t) = Gx(e"),

pourvu que €' < R, le rayon de convergence de Gx. En effet, on a alors

Mx(t)=> *PX =k => )" (tk,)n P(X = k)
k=0

k=0 n=0 n
- Zﬁ(Zk P(X = k)) =Y E(X™).
n=0 " k=0 n=0 """

Les moments de X peuvent donc étre aisément obtenus en différentiant Mx (t).

Un type de question ou les fonctions génératrices se révelent particulierement utiles
est ’étude de sommes de variables aléatoires.

Proposition 4.1.2. Soient X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes a valeurs
dans N. Alors la fonction génératrice de S, = X1+ -+ + X, est donnée par

Gs,(s) = Gx,(s) - Gx,(s).
Démonstration. En utilisant le Lemme [3.6.11] on a
Gs,(s) = B(s1 T T Xn) = B(sX1 ... s%n) = B(sX1) .- - E(s%7).
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Exemple 4.1.2. 1. Loi de Pascal. On peut a présent calculer aisément la fonction
génératrice d’une variable de Pascal X de parametres r et p. En effet, celle-ci peut
se décomposer en X +r = X1+ -+ X, ot les X; sont des variables géométriques
de paramétre p indépendantes, et on a donc

Gx(s) =s"Gxyr(s) =s"(Gx,(s)) = (ﬁ)r

Exemple 4.1.3. 1. Soient X etY deuz variables aléatoires indépendantes, suivant des
lois binomiales de paramétres m et p, et n et p, respectivement. Alors

Gx4v(s) =Gx(s)Gy(s) = (L —p) +ps)" (1 —p) +ps)"
= ((1 = p) + ps)™™ = binom(m + n, p),

et donc X +Y suit une loi binomiale de parameétres m + n et p.

Similairement, si X et Y sont deuzr variables aléatoires indépendantes suivant des
lois de Poisson de paramétre A et u, respectivement, alors X +Y suit une loi de
Poisson de parameétre A+ 1 :

Gxqy(s) = D=1 = (OHm(s=1) — poisson(A + p).

De méme, on vérifie facilement que si X et'Y sont des variables aléatoires indépen-
dantes suivant des lois de Pascal de parametres ri et p, et ro et p, alors X +Y suit
une loi de Pascal de paramétres r1 + ro et p.

En fait, on peut méme aller plus loin, et considérer la somme d’un nombre aléatoire
de variables aléatoires. Ceci a de nombreuses applications.

Proposition 4.1.3. Soient X1, Xo,... une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs
dans N, Gx leur fonction génératrice commune, et N une variable aléatoire o valeurs
dans N*, indépendante des X; et dont la fonction génératrice est Gn. Alors la fonction
génératrice de S = X1 + -+ 4+ Xn est donnée par

Gs(s) =Gy (GX(S)).
Démonstration. En utilisant le Lemme [3.6.12

Gs(s) =E(s%) =E(E(s° | N)) = > E(s* | N)(n) P(N = n)

=Y E(sVT PN =n) =) E(s™)-- E(s*)P(N = n)

n

= Z(GX(s))nIF’(N =n) =Gy (Gx(s)).

n

O

Exemple 4.1.4. En prenant la dérivée de Gg en 1, on retrouve immédiatement le résultat

de ’Ezemple [3.6.9.
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Exemple 4.1.5. Une poule pond N oeufs, ou N suit une loi de Poisson de paramétre
A. Chaque oeuf éclot avec probabilité p indépendamment des autres. Soit K le nombre de
poussins. On a K = X1+ -+ + Xy, ou les X; sont des variables aléatoires de Bernoulli
de parametre p indépendantes. Quelle est la distribution de K ¢ Manifestement,

Gn(s) =exp(M(s—1)),  Gx(s)=(1—p)+ps.
Par conséquent,
Grk(s) = Gn(Gx(s)) = exp(Ap (s — 1)),
ce qui est la fonction génératrice d’une variable de Poisson de parameétre \p.

Le théoreme de continuité suivant, que I’on ne démontrera pas, montre que les fonctions
génératrices permettent 1’étude de la convergence de suites de variables aléatoires.

Théoreme 4.1.1. Soient X, X1, Xo,... une suite de variables aléatoires a valeurs dans
N. Les deux propositions sutvantes sont équivalentes :

1. limy, 00 Gx,, (8) = Gx(s), pour tout |s| < 1;
2. la suite (Xp)n>1 converge en loi vers X, c’est-a-dire

lim P(X, = k) =P(X = k),

n—oo
pour tout k € N.

Exemple 4.1.6. Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires de loi binom(n,py,), avec
lim, oo npr, = A >0. On a

lim Gy, (s) = lim (1 + (s — 1)pn)" = e~ DA,

n—oo n—oo

Cette derniére expression étant la fonction génératrice associée a la loi poisson(X), on
retrouve la loi des petits nombres.

4.1.2 Application aux processus de branchement

Dans cette sous-section, nous allons illustrer la puissance des fonctions génératrices
dans I’étude d’une classe intéressante de processus stochastiques (c’est-a-dire une suite de
variables aléatoires, en général dépendantes, indexées par un parametre que ’on identifie
au temps) : les processus de branchement.

A I’époque victorienne, certaines personnes ont craint la disparition des noms des
familles aristocratiques. Sir Francis Galtonﬂ posa originellement la question de déterminer
la probabilité d’un tel événement dans le Educational Times de 1873, et le Révérend Henry

1Sir Francis Galton (1822, Sparkbrook — 1911, Haslemere), homme de science britannique. L’un des
fondateurs de la psychologie différentielle ou comparée. On lui doit le terme anticyclone, ainsi que I'inven-
tion du sac de couchage. A partir de 1865, il se consacre a la statistique avec I'objectif de quantifier les
caractéristiques physiques, psychiques et comportementales de I’homme, ainsi que leur évolution.
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F1G. 4.1: Une représentation du processus de branchement.

William Watsonﬂ répondit avec une solution. Ensemble, ils écrivirent alors, en 1874, un
article intitulé « On the probability of extinction of families ». Leur modele suppose (cela
étant considéré comme allant de soi a I’époque de Galton, et étant encore le cas le plus
courant dans la plupart des pays) que le nom de famille est transmis & tous les enfants
males par leur pere. Il suppose également que le nombre de fils d’'un individu est une
variable aléatoire a valeurs dans N, et que le nombre de fils d’hommes différents sont des
variables aléatoires indépendantes de méme loi.

Plus généralement, supposons qu’une population évolue par générations, et notons Z,
le nombre d’individus de la n®™¢ génération. Chaque membre de la n®™¢ génération donne
naissance a une famille, éventuellement vide, de la génération suivante; la taille de la
famille est une variable aléatoire. On fait les hypotheses suivantes :

— les tailles de chaque famille forment une collection de variable aléatoires indépen-

dantes;

— toutes les familles suivent la méme loi, de fonction génératrice G.

Sous ces hypotheses, le processus est bien défini des que la taille de la population initiale
Zy est donnée; on supposera ici que Zy = 1. Ce modele peut également représenter la
croissance d’une population de cellules, celle de neutrons dans un réacteur, la propagation
d’une maladie dans une population, etc.

On s’intéresse a la suite aléatoire Zy, Z1, Zs, . . . des tailles des générations successives.
Soit G (s) = E(s%") la fonction génératrice de Z,.

Théoréme 4.1.2. Gin(s) = Gn(Gn(s)), et par conséquent, Gy (s) = G(G(...G(s)))
est litéré n fois de G.

Démonstration. Chacun des membres de la (m + n)®me

ancétre dans la génération m. On a donc

génération possédant un unique

Zpin=X1+Xo+--+ Xz,

ou X; représente le nombre de membres de la génération m+n descendants du ¢*° individu
de la génération m. Il s’agit donc d’une somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires

?Henry William Watson (1827 — 1903), mathématicien britanique.
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indépendantes, identiquement distribuées. Il suit donc de la Proposition que
Gmin(s) = Gm(Gx, () = Gm(Gn(s)),
puisque Gx, (s) = Gp(s). La seconde affirmation se démontre en itérant la premiere :
Gn(s) = G1(Gn-1(s)) = G1(G1(Gn-2(5))) = - = G1(G1(. .. G1(s))),
or (31 est précisément ce que 'on avait appelé G. O

Les moments de la variable aléatoire Z,, peuvent facilement s’exprimer en termes des
moments de la variable aléatoire Z; décrivant la taille d’une famille typique.

Lemme 4.1.1. Soit = E(Z;) et 0 = Var(Z;). Alors

E(Zn) = an

Var(Z,) = {

no? sipu=1

(" = D" (p =17 sip# L
Démonstration. En différentiant G,,(s) = G(G,—1(s)) en s = 1, on obtient
E(Zn) = pE(Zn-1),

ce qui donne, apres itération, E(Z,) = u'. Similairement, en différentiant deux fois la
relation G, (s) = G(Gp—1(s)) en s = 1, on voit que

Gn(1) = G"(1)(Gr (1)) + G ()G, 1 (1).
Par conséquent, la Proposition implique que
Var(Z,) = o?u®" 2 4+ pVar(Z,_1),
et la conclusion suit. O

Une question particulierement intéressante concerne le destin de la population : va-t-
elle s’éteindre apres un temps fini, ou au contraire, toutes les générations auront-elles une
taille strictement positive 7 L’événement « la population s’éteint apres un temps fini » est
donné par

{extinction} = U {Z, =0}.

n>1

On observe que {Z,, = 0} C {Z,,+1 = 0}; par conséquent, le Lemme montre que la
probabilité d’extinction est donnée par la limite lim,, o, P(Z,, = 0). Le théoréme suivant
montre que le destin de la population est étroitement lié a la taille moyenne des familles.
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Théoréme 4.1.3. Soit p = E(Z1), la taille moyenne d’une famille. La probabilité d’ex-
tinction
n= lim P(Z, =0)

n—oo
est donnée par la plus petite racine positive de l'équation s = G(s). En particulier, n = 1
sip<letn<1sipu>1 Lorsque p=1, on an =1 dés que la loi de Z; posséde une
variance positive.

Démonstration. Notons n, =P(Z, =0). On a
M = Gn(0) = G(Gn-1(0)) = G(Nn-1)-

Par continuité de G, on peut passer a la limite (n — 00), ce qui montre que la probabilité
d’extinction satisfait

n=Gn).
Vérifions a présent que si a est une racine positive de cette équation, alors n < a. En effet,
puisque G est croissante sur R,

Similairement,

e =G(m) < G(a) = a.

Il suit, par induction, que 7, < a, pour tout n, et donc que n < a. Par conséquent, 7 est
bien la plus petite racine positive de I’équation s = G(s).

Pour démontrer la seconde affirmation, on utilise le fait que G est convexe sur R ;
ceci est vrai, car

G"(s) =E(Z1(Z1 - 1)s77%) =) k(k—1)s"°P(Z1 =k) >0,  sis>0.
k>2

G est donc convexe (en fait, strictement convexe si P(Z; > 2) > 0) et croissante sur [0, 1],
avec G(1) = 1. Un coup d’oeil sur la Figure (et un argument plus analytique laissé
en exercice), montre que les courbes y = G(s) et y = s ont généralement deux points
d’intersection : en 7 et en 1. Lorsque p < 1, on a que G'(1) = p < 1, et donc les deux
points d’intersection coincident : n = 1. Lorsque g > 1, les deux points d’intersection
sont distincts, et par conséquent n < 1 (1 est toujours positif, et 7 = 0 si et seulement si
P(Z; = 0) = 0). Finalement, dans le cas p = 1, il faut considérer séparément le cas trivial
ou toutes les familles sont de taille 1, et donc évidemment 1 = 0, et celui ou Z; possede
une variance positive. Dans ce dernier cas, G est strictement convexe, ce qui implique que
G(s) > s pour tout 0 < s < 1, et donc que n = 1. O

4.1.3 Fonction génératrice conjointe

Tout comme la loi d'une variable aléatoire a valeurs dans N peut étre encodée par sa
fonction génératrice, la loi conjointe d’une famille de variables aléatoires a valeurs dans N
peut étre encodée par leur fonction génératrice conjointe.
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l=n L=n n 1

F1aG. 4.2: Solutions de ’équation G(s) = s. Gauche : p < 1. Milieu : ;= 1 et Var(Z;) > 0. Droite :
w>1.

Définition 4.1.2. La fonction génératrice conjointe du vecteur aléatoire X = (X1,...,Xp)
prenant valeurs dans N est définie par
X Xn
G(Xl,...,Xn)(Sla sy Sp) =E(s7 -8,

La fonction génératrice conjointe peut étre utilisée pour caractériser I'indépendance de
variables aléatoires.

Proposition 4.1.4. X;,..., X, a valeurs dans N, sont indépendantes st et seulement si

Gxy, X)) (81505 80) = Gx, (51) - Gx,, (sn),
pour tout s1,...,Sn.
Démonstration. Les X; étant indépendantes, c’est aussi le cas des 3;-X ‘. Par conséquent,
X Xn\ _ X Xn
Gxypx0) (8155 8n) = E(sy - os,7) = E(s7!) -+ - E(s,™)
= Gx,(s1) - Gx, (sn)-

Pour démontrer 'autre direction, on procede comme suit :

G(Xl,...,Xn)(Sl? ct Sn) - GXl (Sl) e GXn (Sn) =
S st (P(Xy =21, X = @) = P(Xy = 21) - P(X,, = 7).

T1y--9Tm

Comme, par hypothese, cette fonction est identiquement nulle sur son domaine de défini-
tion, on en conclut que

P(Xl:$1,...,Xn:.fvn)—]P)(X1:xl)‘--]P)(Xn:xn):O,

pour tout x1,...,x, (observez qu’on peut obtenir les coefficients d’une telle série entiere
en la dérivant par rapport a ses variables en s; = --- = s, = 0, et ici toutes les dérivées
sont nulles). Les X; sont donc indépendants. O
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Remarque 4.1.2. Dans ce qui précéde, on a toujours supposé que les variables aléatoires
prenaient valeurs dans N. Il est parfois aussi utile de considérer le cas de variables aléatoires
défectives prenant valeurs dans N U {4+o00}. Pour une telle variable aléatoire X, on voit
que Gx(s) = E(sX) converge tant que |s| < 1, et que

181%1(;)((3) = kZ_OP(X =k)=1-P(X = o0).

1l n’est bien sur plus possible d’obtenir les moments de X a partir de Gx : ceuz-ci sont
tous infinis !

4.2 Fonctions caractéristiques

Dans cette section, nous allons trés brievement introduire la notion de fonction ca-
ractéristique associée a une variable aléatoire. Celle-ci fournit un outil similaire aux fonc-
tions génératrices, mais applicable a des variables aléatoires arbitraires.

4.2.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 4.2.1. La fonction caractéristique associée a une variable aléatoire X est la
fonction ¢x : R — C définie par

dx (t) = E(e!X).

Remarque 4.2.1. Nous avons principalement travaillé avec des fonctions réelles jus-
qu’a présent. Toutefois tout ce qui a été dit reste vrai dans le cas complexe : il suffit de
décomposer lintégrant en sa partie réelle et sa partie imaginaire,

¢x(t) = E(cos(tX)) +iE(sin(tX)).

Théoreme 4.2.1. ¢ est une fonction caractéristique si et seulement si elle posséde les
propriétés suivantes.

1. ¢(0) =1, et |¢p(t)| <1 pour tout t.
2. ¢ est uniformément continue sur R.

3. ¢ est définie positive, c’est-a-dire

Z ¢(tj — tk)ZjZk > 0,
ik

pour tout ti,...,t, réels, et tout z1,...,z, complezes.

Démonstration. Soit ¢ une fonction caractéristique. Alors ¢(0) = E(1) = 1, et |¢p(t)] <
E(le*¥]) = 1.
On a également

6(t + ) — D(1)] = [E(EDX — eX)] < E(e¥ (4% — 1)) = E(|e™X — 1]).
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Soit Y (s) = |e*¥X — 1] ; manifestement 0 <Y < 2 et lim,_o Y (s) = 0. Par conséquent, le
Théoréme de convergence dominée (Théoreme implique que lims_,o E(Y(s)) =0, et
la continuité uniforme est établie.

Pour la positivité, il suffit d’observer que

Z ¢(7§j — tk)zjzk = E(Z zjeith Zke_ith) = E(‘Z Zjeith‘Q) > 0.
J:k Jik J

Nous ne démontrerons pas la réciproque (Théoreme de Bochner) ici. ]

La fonction caractéristique permet de calculer les moments de la variable aléatoire
associée.

Lemme 4.2.1. 57 X posséde un moment d’ordre k, alors

k j .
ox() =3 EED 15 1 o),

|
=0

lorsque t — 0, et donc, en particulier, gzﬁg];) (0) = i*E(XF).

Démonstration. Cela suit du théoréeme de Taylor. La seule chose a vérifier est que si X
admet un moment d’ordre n, alors ¢x est de classe C" et qbg?) (t) = i"E(X"eX).

On procede par récurrence. Soit k < n, et supposons le résultat vérifié pour 1,...,k —
1. On pose F(t) = (iX)* e, On a alors F'(t) = (iX)*eX, et |F/(t)| = |X|*. Par
conséquent, il suit du Théoreme de convergence dominée que

¢ (1) = li

e—0 € e—0

:EOmF“+d_F@>=Eww»

e—0 €

€

I G By SO B (F(t +e) - F(t))

De plus, 'application 2 +— z¥e™® étant continue et de module borné par |z|¥, il suit

également du Théoreme de convergence dominée que

lim E(X*eX) = E(lim X*eltX) = E(XFkeitoX),

t—to t—to

ce qui montre que qbg?) est continue. O

Remarque 4.2.2. Attention : Uexistence de ¢’y (0) n’implique pas que E(X) = ¢'x(0).
On peut en effet construire des variables aléatoires sans espérance, mais telles que ¢y (0)
existe.

Un des nombreux intéréts des fonctions caractéristiques est qu’elles fournissent un outil
tres efficace pour étudier les sommes de variables aléatoires indépendantes.
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Proposition 4.2.1. Soient X et Y deuzx variables aléatoires indépendantes. Alors

dx+y(t) = dx(t)py (1)

Démonstration.
dx 1y (t) = (") = E(")E (") = ¢x (t)oy (1).

La seconde identité suit de I'indépendance, apres avoir décomposé chacune des exponen-
tielles en sinus et cosinus, effectué la multiplication, et regroupé les termes. O

Le résultat suivant est également tres utile.

Lemme 4.2.2. Sia,be R et Y =aX + b, alors
Py (t) = ¢Px (at).
Démonstration.
by (1) = E(eH@XF0)) = (it (el@) Xy — eitby (41,
O]

On peut également définir une notion de fonction caratéristique conjointe pour une
famille de variables aléatoires.

Définition 4.2.2. La fonction caractéristique conjointe du vecteur aléatoire X = (X1, ..., Xp)
est définie par
ox(t) = E(e"X),

pour tout t = (t1,...,t,) € R™.

Il est utile d’observer que ¢(x, .. x,)(t1; s tn) = bty X1+ 11, X, (1)-
La fonction caractéristique conjointe fournit une nouvelle caractérisation de 'indépen-
dance.

Théoréme 4.2.2. Les variables aléatoires X1, ..., X, sont indépendantes si et seulement
5t

¢(X1,...,Xn)(t17 s 7tn) = H (ij (t])
7=1

Démonstration. Si X1,...,X, sont indépendantes, alors le résultat suit de la Proposi-
tion La réciproque suit (de la version a n variables) du Théoreéme d’inversion énoncé
plus bas. ]

Le résultat fondamental suivant montre qu’une variable aléatoire est completement
caractérisée par sa fonction caractéristique : deux variables aléatoires possédant la méme
fonction caractéristique ont la méme loi.
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Théoréme 4.2.3 (Théoreme d’inversion). Soit X une variable aléatoire de fonction de
répartition Fx et de fonction caractéristique ¢px. Alors,

T e—lat _ e—lbt

Fx(b) — Fx(a) = Tlglgo . TQSX@) dt.

en chaque point de continuité de Fx.

Démonstration. On écrit simplement F' et ¢. On a

1 T —iat __ _—ibt )
lim — / s ——c / ¢t qPy
T—o0 27T -7 it

T _it(x—a) _ it(z—D)
:liml/d]P’X/e —¢ dt
-T it

T—o0 27

~ lim 1 /dIP’X /_7; sin (t(z — a)) ; sin (t(z — b)) dt

T—o0 27

=1 /{Signe(:v —a) — signe(x — b)} dPx
= F(b) — F(a),
pourvu que a et b soient des points de continuité de F. On a utilisé le Théoreme de

Fubini, et le Théoreme de la convergence dominée pour prendre la limite 7' — oco. En
effet, la fonction de Dirichlet
T .
sintz
u(T, z) = / dt
0

t

satisfait supy, |u(T, z)| < C etﬂ

/2 siz>0
lim u(T,z) =4 —7/2 siz<0

T—o0
0 siz=0.
O

Corollaire 4.2.1. Deux variables aléatoires X et'Y ont la méme fonction caractéristique
si et seulement si elles ont la méme loi.

Démonstration. Si ¢x = ¢y, alors le Théoreme d’inversion implique que

Fx(b) — Fx(a) = Fy(b) — Fy(a),

3 Poser, pour n > 1, u, = foﬁ/Q sin((2n — 1)z)/sin(z) dw et v, = foﬂ/g sin(2nx)/x dx. Montrer que :
(i) Unt1 = un, Vn > 1 (observez que sin((2n + 1)z) — sin((2n — 1)x) = 2cos(2nz)sin(z)); (i) u1 = 7/2;
(iii) limp—oo(un — vn) = 0 (intégration par parties en observant que 1/x — 1/sin(z) est contintiment
différentiable sur [0,7/2]); (iv) lim7r—oo (T, 1) = limp— oo Vn = 7/2.
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en toute paire de points de continuité a et b de Fx et Fy. En laissant a — —oo (se
rappeler que ’ensemble des points de discontinuité d’une fonction de répartition est au
plus dénombrable), on obtient

Fx(b) = Fy (b),

en tout point de continuité de F'x et Fy, et donc F'x = Fy, par continuité a droite des
fonctions de répartition. O

Des résultats analogues sont également vrais pour les fonctions caractéristiques con-
jointes. Nous ne les énoncerons pas explicitement.

Les fonctions caractéristiques sont aussi tres utiles pour étudier la convergence de va-
riables aléatoires (nous reviendrons sur les différents modes de convergence au chapitre [5)).

Définition 4.2.3. On dit qu’une suite de fonction de répartition F,, converge vers une
fonction de répartition F, F,, — F, si F(x) = lim, o F,,(x), en chaque point x ot F est
continue.

Théoréme 4.2.4 (Théoréme de continuité de Lévy E| ). Soient Fy, Fs, ... une suite de
fonctions de répartition, et ¢1, o, ... les fonctions caractéristiques associées.

1. Si F,, — F, pour une certaine fonction de répartition ' de fonction caractéristique
@, alors ¢ (t) — ¢(t) pour tout t.

2. Si ¢(t) = limp—oo Pn(t) existe et est continue en t = 0, alors ¢ est la fonction
caractéristique associée a une fonction de répartition F, et F,, — F.

Démonstration. Nous ne la ferons pas ici. ]

4.2.2 Quelques exemples classiques
Loi de Bernoulli
Si X suit une loi de Bernoulli de parametre p, alors

ox(t) =01 —p)+e'p=1—p+pe.

Loi binomiale

Puisqu’une variable aléatoire X de loi binomiale de parameétres n et p possede la méme
distribution que la somme de n v.a. de Bernoulli de parametre p, on a

ox(t)=(1-p +peit)”.

Loi exponentielle

Si X suit une loi exponentielle de parametre A, alors le changement de variable y =
(A —it)z donne

& . A & A
) =\ 7)\{17+1t1‘d :/ “Ydy = )
ox(t) /0 c T Tw S, C YT T

4Paul Pierre Lévy (1886, Paris — 1971, Paris), mathématicien francais.
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Loi de Cauchy

Si X suit une loi de Cauchy,

) itx
¢>X(L‘)=1/ .

T ) 1+ 22

Pour la calculer, on peut utiliser la méthode des résidus. Si ¢ > 0, on vérifie facilement
(exercice) que
itz
lim
R—oo Jopn 1+x

5 dz =0,

ou Cr est le demi cercle de diametre [—R, R| dans le demi-plan supérieur. Par conséquent,

1 et
x(t) = =2ir — = ¢!
dx(t) 71_17T2i e ",

puisque le résidu en i est égal & lim, ;(x — i)e™ /(1 + 2?) = e7!/2i. En procédant de
fagon similaire lorsque ¢ < 0 (il faut prendre le demi-cercle dans le demi-plan inférieur),
on obtient finalement que

ox(t) = eIl pour tout ¢ € R.

Loi normale

On sait par le Lemme qu’il est suffisant de considérer le cas ot X est une variable
aléatoire normale standard. Dans ce cas,

1 [ 1.,
ox(t) = / R T
—o0

En complétant le carré, x? — 2itz = (x — it)? + ¢, et en déplacant le chemin d’intégration
de la droite réelle a la droite {Im(z) =t} (exercice : justifiez cela), on voit que

¢X(t) = 67%9.

On a vu qu'une variable aléatoire Y de loi N(u,0?) peut s’écrire Y = ¢X + p. On en
déduit que sa fonction caractéristique est donnée par

by (t) = -2,

Vecteurs aléatoires gaussiens

Observons tout d’abord que si X = (X1, ..., X,,) est un vecteur aléatoire gaussien dont
les composantes sont des variables aléatoires indépendantes de loi N(0, J?), alors

n

ox(t) = [ ox.(t:) = e~z (DY),

i=1
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OleZZ:U?etDZJZOSIZ#]

Considérons a présent un vecteur aléatoire gaussien X de loi N'(u, C). Pour t € R™,
Y = (t,X) est une variable aléatoire normale, et un calcul élémentaire montre que son
espérance est donnée par

et sa variance par
Var(Y) = (t, Cov(X, X)t).

Par conséquent, la fonction caractéristique conjointe du vecteur X est donnée par

bx(t) = E(X)) = gy (1) = o= 3 (6:Cov (X X)) H(6E(X))

Déterminons a présent la fonction caractéristique conjointe de X d’une autre maniere.
La matrice de covariance C étant symétrique, on peut trouver une matrice orthogonale U
et une matrice diagonale D telles que C = U'DU. On a donc, en posant Z = U(X — u),

Ox(t) = E(eH)) = E(EHU82) s = g (Ut) el

Or, le vecteur aléatoire Z est un vecteur gaussien de loi N'(0,D), et ses composantes sont
donc indépendantes. L’observation ci-dessus implique ainsi que

$z(Ut) = ef%(Ut,DUQ _ e*%(t,UtDUt) e*%(t,cﬂ_

On a donc 1
dx(t) = e 2ECEFEL)

On déduit de ces deux calculs que E(X) = p et que Cov(X,X) = C.

De plus, nous avons vu que X1, ..., X, sont indépendants si et seulement si la matrice
de covariance C est diagonale. Mais, puisque C = Cov(X, X), ceci a lieu si et seulement
si Xq,...,X, sont non corrélées. Ceci démontre le Théoreme [3.6.3
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Chapitre

Théoremes limites

Le but de ce chapitre est d’étudier un certain nombres de résultats classiques de théorie
des probabilités : les lois des grands nombres (faible et forte), le théoréme central limite,
et la loi 0-1 de Kolmogorov. Nous verrons aussi plusieurs résultats techniques tres utiles,
en particulier les inégalité de Markov/Tchebychev, et les Lemmes de Borel-Cantelli.

Les théorémes limites sont omniprésents en théorie des probabilités. Une raison de leur
importance est le fait que, en un certain sens, ils permettent de transformer des événements
de probabilité p € [0, 1] en des événements de probabilité proche de 0 ou 1, et ce n’est que
pour de tels événements qu’'un énoncé probabiliste devient falsifiable.

5.1 Un point technique

Les résultats de ce chapitre portent sur des suites infinies de variables aléatoires
X1,X9, X3,... de loi conjointe donnée. L’existence d’un espace de probabilité sur lequel
une telle famille de variables aléatoire puisse étre définie n’est pas évidente, et nous allons
brievement discuter cette question a présent.

Soit (£2, F,P) un espace probabilisé, et X = { X };er une famille de variables aléatoires
sur 2. Nous avons vu qu’a tout vecteur t = (¢1,...,t,) d’éléments de T' de longueur finie,
on peut associer la fonction de répartition conjointe Fy du vecteur aléatoire (Xy, k=1, n-
L’ensemble de toutes ces fonctions de répartition conjointes (pour tous les vecteurs t de
longueur finie) forme ce que 'on appelle le systéeme des lois fini-dimensionnelles de X. Il
est évident que ces fonctions de répartition conjointes satisfont aux deux conditions de
consistance de Kolmogorov :

g Fltrtmtns) @15 Ty Ty 1) = Fiy ) (21500, ), (5.1)
Fre(mx) = Fe(x), (5.2)
ol 7 est une permutation de (1,2,...,n) et, pour tout n-vecteur y = (y1,...,Yn), 7y =

(yﬂ'(l)7 v 7y7r(n))
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Le résultat suivant montre que ces deux propriétés caractérisent les systemes de lois
fini-dimensionnelles.

Théoréme 5.1.1 (Théoreme de consistence de Kolmogorov). Soit T" un ensemble arbi-
traire, et supposons qu’a chaque vecteur t = (t1,...,t,) d’éléments de T de longueur finie
il corresponde une fonction de répartition jointe Fy. Si la collection {Fi} satisfait auz
conditions de consistance de Kolmogorov, alors il existe un espace de probabilité (Q, F,P)
et une collection X = {Xy,t € T} de variables aléatoires sur cet espace tels que {Fy} soit
le systeme des lois fini-dimensionnelles de X

Démonstration. 11 s’agit d’un résultat classique de théorie de la mesure, qui sera démontré
en Analyse III. En voici une esquisse. Observez que la procédure est fortement réminiscente
de celle employée dans la Section [2.5] pour construire un espace probabilisé sur lequel
décrire la répétition d’une infinité d’expériences identiques indépendantes.

Soit = RT'; les points de € sont les collections y = (y;)rer de nombres réels. Soit
F = B” la tribu engendrée par les ensembles de la forme X ;cp By, avec By = R pour tout
t € T sauf un nombre fini. Un résultat fondamental de théorie de la mesure affirme qu’il
existe une mesure de probabilité P sur (2, F) telle que

P({y € Yt le,th Sx%--'aytn an}) :Ft(X),

pour tout t et x. L’espace (€, F,P) est I’espace recherché. Il suffit de définir X; : O — R
par

Xi(y) =yt

pour obtenir la famille désirée (X;)er. O

5.2 Quelques outils

5.2.1 Les lemmes de Borel-Cantelli

Soit Ay, Ay ..., une suite infinie d’événements sur un espace probabilisé (92, F,P).
L’événement « une infinité des Ay sont réalisés » peut s’écrire

ﬁ D A, = limsup A,.

n—oo
n=1m=n

Il est souvent important de savoir quand cet événement est réalisé.

Théoréme 5.2.1 (Lemmes de Borel-Cantelli). Soit A, As. .., une suite infinie d’évé-
nements sur un espace probabilisé (Q, F,P), et A = limsup,,_,, A, l'événement « une
infinité des A, sont réalisés ». Alors

1. P(A) =0 sy 2 P(Ay) < 00.
2. P(A) =1si)y 7 P(An) = 00 et que Ay, Asg, ... sont des événements indépendants.
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Démonstration. 1. Pour tout n,
o]
Ac | Am,
m=n

et par conséquent
o0

P(A) < ) P(An),

m=n

et le membre de droite tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini.

2. On vérifie aisément que
[e¢] o
A= N 4.

n=1m=n
Cependant,
00 N
P(() 45,) = lim P([] 47,) (Lemme [2.1.2)
- . -
= A}im (1-P(An)) (indépendance)
N
< A}gnoo H exp(—P(4n)) (I1—xz<e™)

des que > o7 | P(A,) = co. Manifestement ((,._, AS,)n>1 est une suite croissante d’évé-
nements ; il suit donc du Lemme que

P(A%) = lim P( (1) 45,) =0.

O

Remarque 5.2.1. Sans l’hypothese d’indépendance, la seconde partie peut étre fausse :
il suffit de considérer la suite d’événements A = B, pour tout k > 1. Dans ce cas,
P(A) = P(B). On peut toutefois remplacer cette condition par l’indépendance 2 a 2 (mais
la preuve est alors moins simple).

5.2.2 Quelques inégalités

Supposons que X1, ..., X, soient des variables aléatoires obtenues en répétant n fois
la méme expérience de fagon indépendante. Si E(X;) = u pour chaque i, on a vu que
I'espérance de (X + --- + X,,)/n vaut également p. Mais est-il possible d’affirmer que la
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moyenne des X; a de fortes chances d’étre proche de 7 C’est précisément le contenu de la
loi faible des grands nombres. Avant de 1’énoncer, démontrons une inégalité extrémement
utile.

Théoréme 5.2.2. Soit p : R — [0,00). Alors

P(p(X) >a) < E((F)C(LX)), Ya > 0.

Démonstration. Soit A = {o(X) > a}. Trivialement,
SD(X) > aly,
et donc, en prenant ’espérance,

E(p(X)) > aE(14) = aP(A).

Corollaire 5.2.1. Soit X une variable aléatoire.

1. (Inégalité de Markmﬂ) Si E(|X]) est bien défini, alors

E(lX
Bx| > )< XD vas o

2. (Inégalité de Bz’enaymfﬂ— Tchebycheﬂ) Si X possede une variance, alors

P(|X —E(X)| > a) < WZ(;() Va >0 ;

3. (Inégalité de C’hernoﬁﬁ) Soit

Hit) = {logE(etX) sz: E(e!X) < oo,
00 sinon.
Alors, pour tout a € R,

P(X > a) < exp(— igg{m — H(t)}).

! Andrei Andreevitch Markov (1856, Riazan - 1922, Petrograd), mathématicien russe.

Irénée-Jules Bienaymé (1796, Paris - 1878, Paris), probabiliste et statisticien francais.

3Pafnouti Lvovitch Tchebychev (1821, Okatovo - 1894, Saint-Petersbourg), mathématicien russe. Son
nom est aussi translittéré comme Chebyshov, Chebyshev, ou Tschebyscheft.

“Herman Chernoff (1923, New York - ), mathématicien et statisticien américain.
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Démonstration. 1. 11 suffit de prendre ¢(z) = |z| dans le Théoreme [5.2.2]
2. Par le Théoreme avec (x) = x?, appliqué & la variable aléatoire Y = X —
E(X), on a
E(Y?) _ Var(X)
a2 a2
3. En appliquant le Théoréme avec ¢(x) = e'®, on obtient

P(IX ~E(X)| > a) = P(Y* > %) <

]P)(X > CL) — ]P;(etX > eta) < eftaE(etX) _ ef(tafH(t))7
pour tout ¢t > 0. O

Remarque 5.2.2. Soit Y une variable aléatoire possédant une variance finie. L’inégalité
de Bienaymé-Tchebychev montre que la probabilité qu’une variable aléatoire s’éloigne de
son espérance d’une distance grande par rapport a son écart-type est tres faible. En d’autres
termes, la variable aléatoire Y « est concentrée dans un intervalle d’ordre o(Y') autour de
son espérance ». Nous verrons des formes plus fortes et plus précises de cette observation
plus tard.

5.3 Modes de convergence

Le but de ce chapitre est d’étudier le comportement asymptotiques de certaines va-
riables aléatoires. Pour ce faire, nous allons avoir besoin d’une notion de convergence d’une
suite de variables aléatoires. Il se trouve qu’il existe plusieurs notions de convergence na-
turelles, que nous allons brievement décrire dans cette section.

Définition 5.3.1. Soient X1, Xo, ... et X des variables aléatoires sur un espace probabilisé
(Q,F,P). On dit que

1. X, — X presque siirement, noté X, °5 X, si

P({w €Q: lim X,(w) = X(w)}) =1.

n—oo
2. X,, — X en moyenner (r > 1), noté X,, > X, si E(|X]]) < oo, pour tout n, et

lim E(|X, — X|") = 0.

n—oo
3. Xn — X en probabilité, noté X, — X, si

lim P(|X,, — X| >¢) =0, Ve > 0.

4. X — X en loi, noté X, L X, si

lim P(X,, <z)=P(X <=z,

n—oo

en chaque point x en lesquels Fx(z) = P(X < x) est continue.
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Remarque 5.3.1. Lorsque X, N X, on parle de convergence en moyenne.
Lorsque X, 2 X, on parle de convergence en moyenne quadratique.

Notons le résultat suivant, qui montre quelles sont les implications entre ces différents
modes de convergence.

Théoréeme 5.3.1. Les implications suivantes sont vérifiées :

(X, 25 X)
|2

(X, 2 X) = (X, ZX)
1

(Xn = X)
0

(XnLX)

pour tout v > s > 1. Aucune autre implication n’est vraie en général.
Démonstration. Sera faite en exercices. O

Certaines implications dans I'autre sens deviennent possibles si 'on ajoute des condi-
tions supplémentaires. Le théoréeme suivant contient quelques résultats de ce type qui se
révelent particulierement utiles.

Théoréme 5.3.2. 1. Si X, & ¢, avec ¢ une constante, alors X, e
2. 8 X, - X et 3k tel que P(|X,| < k) = 1, pour tout n, alors X,, — X, pour tout
r>1.

3. 8i Y, P(|X, — X| > €) < oo, pour tout € >0, alors X,, =5 X.

Démonstration. 1. P(|X,, —c| >¢€) =P(X,, <c—¢€)+P(X,, >c+¢€) —0,s1 X, =
2. Montrons tout d’abord que si X, — X et P(|X,| < k) = 1, alors P(|X| < k) = 1.

En effet, cela implique que X, £ X et donc que P(|X| < k) = limy,oo P(| X,| < k) = 1.
Posons a présent A, () = {| X, — X| > €}. Alors

|Xn — X|T < 6T1A7L(€)C + (Qk)rlAn(E), P-p.s.
En prenant ’espérance, on obtient
E(|Xn — X[") < €+ (2k)"P(An(e)) — €,

lorsque n — oo. La conclusion suit puisque € était arbitraire.
3. L’affirmation est une conséquence du lemme suivant.

Lemme 5.3.1. Soit An(e) = {| X, — X| > ¢} et Bp(€) = U, 5, An(e). Alors X, ™5 X si
et seulement si limy, oo P(Bpm(€)) = 0, Ve > 0.
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Démontration du Lemme[5.3.1 Soit C = {w : limy_co Xp(w) = X(w)}, et
A(e) = {w : w € Ay (€) pour une infinité de valeurs de n} .

Manifestement, X, (w) — X(w) si et seulement si w ¢ A(e), pour tout ¢ > 0. Par
conséquent, P(C') = 1 implique que P(A(e)) = 0, pour tout ¢ > 0. D’autre part, si
P(A(e)) = 0 pour tout € > 0, alors

=P(|J A(e)) =P(|J A(1/m)) < > P(A(1/m)) =0,
e>0 m>1 m>1

puisque € > ¢ = A(e) C A(¢’). Ceci montre que P(C) = 1 si et seulement si P(A(e)) =0
pour tout € > 0.

La premiere affirmation suit puisque A(e) = [, Bm(€) et donc P(A(e)) = 0 si et
seulement si limy,—.oc P(By,(€)) = 0. O

Pour démontrer 3., il suffit alors d’observer que

€)<Y P(An(e

et donc limy, oo P(Bp,(€)) = 0 des que ), P(Ay(€)) < oo, par le premier lemme de Borel-
Cantelli, ¢f. Théoréme [5.2.1 O

5.4 La loi des grands nombres

5.4.1 Loi faible des grands nombres

Définition 5.4.1. Soient X1, Xo, ..., X, une famille de variables aléatoires. Leur moyenne
empirique est la variable aléatoire

1 n
:n;Xi.

La Figure montre le comportement d’une réalisation de la moyenne empirique d’une
famille de variables aléatoires de loi U(—1,1) (pour n allant de 1 a 10 000). On voit que
la moyenne empirique semble converger vers son espérance (nulle dans ce cas). Que cela a
bien lieu est le contenu de la loi des grands nombres.

Théoreme 5.4.1 (Loi faible des grands nombres). Pour tout entier n > 1, on se donne
des variables X1,...,X,, non-corrélées, de méme espérance p et de méme variance o>,

Alors la moyenne empirique S, converge en moyenne quadratique vers i, lorsque n — oo :

En particulier,
2
P(ISn—pl =€) <2 =0, n—oo
en

pour tout € > 0.
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F1G. 5.1: La moyenne empirique d’une famille de variables aléatoires de loi U(—1,1) (n allant de 1
A 10 000).

Démonstration. On a

2

E(|S, — ul?) = B((S, — E(Sn))?) = Var(S,) = %

La seconde affirmation suit alors de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

Var(S),)

P(S,—pl 2 ) <

O]

Exemple 5.4.1. On effectue 10 000 lancers d’une piéce de monnaie équilibrée. Afin de
travailler avec des variables centrées, on encode le résultat du k™ jet par une variable
Xy, telle que P(Xq = 1) = P(X; = —1) = 3 (au lieu de 0 et 1). La loi faible des grands
nombres énoncée ci-dessus affirme que S, € [—€, €| avec grande probabilité lorsque n est

suffisamment grand. L’estimée dans la preuve du théoréme nous donne

1
P(|Sn| =€) < ne2

Par exemple, pour 10 000 jets et e = 0,1, on a

1
P >01) < —.
(1S10 000] > 0,1) < 100

Notez que ce n’est qu’une borne supérieure sur cette probabilité. On verra plus bas qu’elle
est en fait trés mauvaise dans le cas présent.
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Dans le cas ou les variables aléatoires sont indépendantes, et pas seulement non-
corrélées, la version suivante de la loi des grands nombres montre qu’il suffit d’avoir une
espérance finie.

Théoréme 5.4.2 (Loi faible des grands nombres). Soient X, Xs, ... des variables aléa-

. L A p L
toires indépendantes de méme espérance p. Alors Sy, = 1 :

1 siz>p,
lim F, (z) = { M
n—00 0 six<pu.

Démonstration. 1l suit du Lemme que
ox(t) =1+itp + o(t).

Par conséquent, la Proposition et le Lemme [£.2.2] impliquent que la fonction ca-
ractéristique de la variable aléatoire S, = % Yoy X, satisfait

65,(0) = (@x(t/m)" = (14 2 o)) = i

lorsque n. — co. Comme e'* est la fonction caractéristique de la variable aléatoire constante
i, le résultat suit du Théoreme de continuité 4.2.4 O

Remarque 5.4.1. On ne peut pas affaiblir davantage les hypothéses : une suite de va-
riables aléatoires indépendantes dont l'espérance n’existe pas ne satisfait pas la loi des
grands nombres. Un exemple simple est donné par une suite de variables aléatoires i.i.d.
sutvant une loi de Cauchy. En effet, la fonction caractéristique de la somme de n variables
aléatoires i.i.d. suivant une loi de Cauchy est donnée par

¢s,(t) = (ox(t/n))" = e,

ce qui montre que S, suit également une loi de Cauchy, et ne peut donc pas converger
vers une constante! La Figure montre le comportement d’une réalisation de S,, pour
n allant de 1 a 10 000.

Ce qu’affirme la loi faible des grands nombres, c’est que pour une précision ¢ donnée,
la probabilité que 'espérance et la moyenne empirique differe de plus de € peut étre
rendue aussi petite que I'on désire en considérant un échantillon suffisamment grand. En
ce sens, elle justifie & posteriori I'axiomatique de la théorie de probabilités, en faisant le lien
avec la notion intuitive de fréquence de réalisation d’un événement. En effet, considérons
une expérience aléatoire décrite par un triplet (2, F,P), que 'on répete N fois, de fagon
indépendante, obtenant une suite de résultats (wy,ws, . ..,wy). Alors, pour tout événement
A € F, les variables aléatoires Yj(wi,...,wy) = 1a(wg) sont ii.d., avec E(Yy) = P(A).
Par conséquent, si 'on note N(A) = #{1 <k <N : w; € A} le nombre d’expériences
lors desquelles I’événement A est réalisé, on a

N(A4) 1 al Lo
—= = =NV SR
N TN k= P(A),

115



5.4. LA LOI DES GRANDS NOMBRES
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F1G. 5.2: La moyenne empirique d’une famille de variables aléatoires suivant une loi de Cauchy (n
allant de 1 & 10 000).

ce qui est parfaitement en accord avec I'interprétation fréquentiste des probabilités.

Pour étre utile en pratique (en particulier, pour déterminer quelle doit étre la taille
minimale d’un échantillon si 'on désire obtenir un degré de certitude donné pour une
précision donnée), il est important d’obtenir des estimations plus précises de la vitesse de
convergence.

Exemple 5.4.2. Pour illustrer ce point, reprenons l’exemple des 10 000 jets d’une piéce
équilibrée. Afin de travailler avec des variables centrées, on encode le résultat du k™ jet
par une variable Xy, telle que P(X1 = 1) =P(Xy = —1) = 1 (au lieu de 0 et 1).

On applique inégalité de Chernoff. Il suffit de déterminer la fonction H correspon-
dante : ) = B(etS) = B(T[r_, eX*/™) = [Tr_, E(e!X¥/™) = cosh(t/n)". On a donc

P(Sn > ;g) < inf e(nlogcosh(t/n)—tz)
>0

Un petit calcuﬁ montre que la fonction f(t) = logcosh(t/n) — xzt/n atteint son minimum
en t* = Flog[(1+x)/(1 —x)]. En introduisant

I(@) = ~£(t) = S{(L+)log(1 +2) + (1 - 2) log(1 — )},

et en utilisant la symétrie pour estimer P(S, < 71‘), on a finalement

P(|S,] > z) < 2™ @), (5.3)

®Se rappeler que cosh(u) = 1/4/1 — tanh®(u) et que argtanh(u) = 3 log{(1 +z)/(1 — z)}.
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En posant n =10 000 et e = 0,1, on trouve I(0,1) ~ 0,005, et par conséquent
P(S10000 € [-0,1,0,1]) < 3,5- 1072

Comparez ce résultat avec l'estimée de I’Exemple [5.4.1]

Un résultat du type est ce qu’on appelle une estimée de grande déviation. La
théorie des grandes déviations est un domaine important de la théorie des probabilités, et
a €té récemment récompensée du priz Abel par lintermédiaire de l'un de ses principaux
artisans, S.R.S. Varadhar{}

5.4.2 La loi forte des grands nombres

Si la loi faible des grands nombres montre que pour tout grand n fizé, S, est typi-
quement proche de p, elle n’affirme pas que S, reste forcément proche de p lorsque n
augmente : elle laisse ouverte la possibilité qu'il existe e > 0 et une sous-suite (ng)r>1,
ny — 00, telle que |Sy, — p| > €, pour tout £ > 1. La loi forte des grands nombres montre
que ceci a probabilité nulle : pour tout € > 0, avec probabilité 1, seul un nombre fini des
événements

‘Sn — ,u| > €

sont réalisés.

Théoreme 5.4.3. Soit X1, Xo,... une suite de variables aléatoires i.i.d. Alors, lorsque

n — 0o,
1 n
n 2 X
n 4
i=1
pour une certaine constante i, si et seulement si E(|X1|) < co. Dans ce cas, p = E(X7).

Démonstration. Nous nous contenterons de démontrer la convergence sous I’hypothese que
E(|X; — E(X1)|*) < co. Comme toujours, on peut supposer sans perte de généralité que
E(X1) = 0. Dans ce cas, le Théoréme implique que S, = % Yo, X, satisfait

E(Sp)

P(|Sn| >€) < 1

€

Puisque E(X;) =0, on a
E(Sp) = n E(X]) + 12n7%(n — 1)E(XT)E(X3),

et il existe donc une constante C telle que

D P(ISul > €) < Z% < 0.

n>1 n>1

5Sathamangalam Ranga Iyengar Srinivasa Varadhan (1940, Chennai - ), probabiliste américain d’origine
indienne. Lauréat du prix Abel en 2007.
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0.7

0.6 B

F1a. 5.3: Convergence vers une loi normale pour une suite de variables aléatoires X; de loi exp(1).
Les courbes correspondent aux densités des variables ﬁ S (X;—1), pour n = 2,8,32,128. La

densité de la loi N'(0,1) est aussi tracée.

Ceci implique, via le Lemme de Borel—CantelliE] (Théoreme|5.2.1)), que, P-presque siirement,
|Sy| < € pour tout n suffisamment grand. La convergence presque-sire suit alors du point
8. du Théoreme [5.3.2) ]

A présent que 'on sait que la moyenne empirique d’une suite de variables aléatoirs in-
dépendantes se concentre autour de son espérance, la question suivante est naturelle : que
peut-on dire des fluctuations de la moyenne empirique autour de 'espérance, c’est-a-dire
de la distribution de S, — 7?7 La réponse a cette question, le Théoreme Central Limite,
est un des résultats majeurs de la théorie des probabilités, et est assez extraordinaire : il
affirme que

1. S, — p est de Vordre de 1/4/n.

2. La distribution de o (S,, —u)+/n /02 approche la méme distribution, lorsque n devient
grand, quelle que soit la distribution des X;, tant que ceux-ci ont une variance o
finie!
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Is

F1G. 5.4: La fonction f5 (en rouge) et I'indicatrice qu’elle approxime (traitillé).

5.5 Le Théoreme Central Limite

Théoréme 5.5.1 (Théoreme Central Limite). Soit X1, Xs,... une suite de variables
aléatoires i.i.d. telles que E(X1) = p et 0 < Var(X1) = 02 < co. Alors

1 n
li P Xp—p)<zx)—9 =0.
o el gz (=) < ) = (o)

Si, de plus, E(]X1 — E(X1)[?) < oo, alors

En:(Xk: —p) <) —0(x)| < CE(’Xl(TE%Xl)F’)’

k=1

Sup‘]P’(

z€R no?

pour une certaine constante universelle C < 0,7655.

Remarque 5.5.1. L’estimée explicite de ’erreur dans le théoréeme central limite donnée
ci-dessus est appelée inégalité de Berr}ﬂ—Esséerﬂ Elle joue un role trés important lorsque
l’on veut appliquer le théoréme central limite dans la pratique.

Démonstration. Méthode directe. On ne démontre que la seconde partie, et avec une
estimation moins bonne de I'erreur. On peut supposer, sans perte de généralité, que u =0
et 02 = 1 (sinon il suffit de considérer les variables aléatoires o1 (X; — p)). Soit Z1, Za, ...
une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi N'(0, 1), indépendantes des variables aléatoires
X.. On pose

= 1 < 1<
n \/ﬁ; (2 n \/ﬁ; (2

"Francesco Paolo Cantelli (1875, Palerme - 1966, Rome), mathématicien italien.
8 Andrew C. Berry (1??7?,-???7?,), mathématicien...
9Carl-Gustav Esséen (1918,7?? - 2001, ? ? ?), mathématicien suédois.
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(Observez que T}, suit une loi N'(0,1).) Soit h: R — [0, 1] une fonction de classe C3, telle
que h(s) =1sis<0,et h(s)=0sis>1. Etant donné ¢t € Ret 0 < ¢ < 1, on définit une
nouvelle fonction fs : R — [0, 1] par (voir Fig. [5.4)

fs(@) = h(67 (z —1)).
Par construction, 1(_, 4(7) < fs(z), pour tout z € R, et donc
P(Sn < 1) = E(L(-o0,1(5n)) < E(/5(Sh)).
Puisque ®(t) = E(1(_o0,(Tn)), on obtient donc

P(S,

IN

£) = &) <E(f5(5n)) = E(f5(T0)) + E(f5(Tn)) = B(1(—o0,q(Tn))-

Manifestement, 7, suivant une loi N'(0,1),

1 t+9 2 1)

E(f5(T0) = E(1(_oog(Th)) = ——= WYz —1)e " 2de < ——.

UA(T) =B (T) = 2= [ 167 @ =) 2 < =

Il reste donc & estimer E(f5(S,)) — E(f5(Ty)). On le fait en réécrivant cette quantité sous

la forme d’une somme télescopique, dans laquelle on remplace successivement une variable
aléatoire X; par une variable aléatoire Z; :

X

N4D

owlUy=(Z1+Zo+ + Zg—1+ Xg+1 + Xgao + -+ + X)) //n. Les variables aléatoires

Uk, Xk et Z;. sont indépendantes. Par un développement de Taylor de f5 autour de U, on
peut écrire

E(f5(50) — E(f5(Ta)) = SO{E(fs (Vs + 25)) — B(f3(Uk + j’%»},
k=1

Xk / Xl% " XI? "
fs(Ur 4+ (X /V/n)) = f5(Ur) + ﬁfa(Uk) + 5, f5(U) + 3200 (Y),

avec Up <Y < Uy + (Xi/+/n). On traite de la méme fagon le terme f5(Uy + (Zx/\/n)).
On obtient ainsi

A

E(f5(Ui+ S50) ~ EUs(Uic+ 75) < 55 (I + (1 2f),

2k Lk
Vn Vn

olt A = sup,cg [ (y)| = 6* sup,cg | 3’ (y)|. En choisissant § = n~1/8

, on obtient donc
P(S, <t)—®(t) < Cn~ /8,

La borne inférieure est prouvée de facon similaire, en remplacant la fonction f5 par la
fonction gs(z) = h(6~'(z — t 4 0)) ; observez que gs(x) < 1(_s y(x) pour tout z.

Méthode utilisant la fonction caractéristique. On ne démontre que la premiere
affirmation. La preuve est presque identique a celle du Théoreme On peut & nouveau
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supposer, sans perte de généralité, que = 0 et 02 = 1. Dans ce cas, il suit du Lemmem
que
px(t) =1— 32+ o(t?).

D’autre part, la Proposition et le Lemme impliquent que la fonction caracté-
ristique de la variable aléatoire S,, = ﬁ o, X satisfait

63, (t) = {ox(t/Vn)}" = {1 - o~ +o(=)}",
n n n
or cette derniere quantité converge vers s 2 lorsque n tend vers 'infini. On reconnait
1& la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi N (0,1), et le résultat suit par
conséquent du Théoreme de continuité O

Le Théoreme Central Limite montre que, pour n grand, on a

P(m € la, b]) ~ &(b) — d(a),

no?
ou encore

/b\—n,u

1) g

a—np
2

P> X; € [a,b]) ~ o ).
=1

no no

Exemple 5.5.1. Une chaine de montage produit des piéces défectueuses avec une proba-
bilité de 10%. Quelle est la probabilité d’obtenir au moins 50 piéces défectueuses parmi
400 ?

Modélisons cette situation par une épreuve de Bernoulli de paramétre p = 0,1. Avec
n = 400, np = np = 40 et no? = np(1 — p) = 36, et en notant N le nombre de piéces
défectueuses, on obtient

50 — 40
V36

Il y a environ 5% de chances d’obtenir au moins 50 picéces défectueuses.
A titre de comparaison, étant donné que N suit une loi binomiale, un calcul exact
donne

P(N > 50) = P(N € [50,400]) ~ ®(c0) — @ ( ) =~ 0,05.

400 400
P(N >50)= ) ( L ) 0,1% 0,919~ ~ 0,06,
k=50

ce qui est assez proche de lapprorimation précédente.

5.6 La loi 0-1 de Kolmogorov

L’énoncé précis de ce résultat nécessite un peu de terminologie.

Définition 5.6.1. Soit X1, Xo,... une suite de variables aléatoires sur un espace de pro-
babilité (2, F,P). Pour toute sous-collection {X;,i € I}, on note o(X;,i € I) la plus petite
tribu telle que chaque X;, i € I, soit mesurable. o(X;,i € I) est appelée tribu engendrée
par les variables aléatoires X;,i € I.
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o(Xi,i € I) contient les événements que l'on peut définir a l'aide des X, ¢ € I.
Définition 5.6.2. Soit 7, = 0(Xy11, Xnt2,...). Alors, Tn 2 Tpiq 2 ... La tribu T e
M, Zn est appelée tribu asymptotique. Les éléments de cette tribu sont appelés événements

asymptotiques.

La tribu asymptotique contient des événements comme
= 1
{( E Xi)n converge}, {lim X,, existe}, {lim —(X; +--- + X,,) = 0},...
i=1 " nn

Ceux-ci sont indépendants des valeurs prises par les X;, ¢ € I, pour tout ensemble fini I.

Théoréme 5.6.1 (loi 0-1 de Kolmogorov). Si X1, Xo,... sont des variables aléatoires
indépendantes, alors tout événement A € Ty, satisfait P(A) € {0,1}.

Définition 5.6.3. Une tribu dont tous les éléments sont de probabilité O ou 1 est dite
triviale.

Démonstration. Soit A € T,. Puisque A € 7, pour tout n, et que 7,, est indépendant de
o(X1,X2,...,Xy), on en déduit que A est indépendant de J,, 0(X1, Xo,..., X,). 1l suiﬂ
que A est indépendant de o(X1, Xa,...). Or, A € (X1, X2,...). On en déduit donc que
A est indépendant de lui-méme. Ceci implique que

P(A) = P(AN A) = P(A)?,
et donc P(A) € {0,1}. O

Définition 5.6.4. Une wvariable aléatoire mesurable par rapport a la tribu asymptotique
T est dite asymptotique.

Corollaire 5.6.1. Soient X1, Xo,... des variables aléatoires indépendantes, et Y une
variable aléatoire asymptotique. Alors il existe y € R tel que
P(Y =y)=1.

Démonstration. Y est asymptotique si et seulement si
{weQ:Y(w) <z}eT.,

pour tout x € R. La loi 0-1 de Kolmogorov implique la trivialité de 75,. Par conséquent,
la fonction de répartition de Y satisfait

Fy(z) =P(Y < z) € {0,1}.

Soit y = inf {x : P(Y < z) =1} (avec la convention que inf @ = 00). On a donc Fy (x) =
1100 (), ce qui implique que Y = y presque strement.
O

0Ceci requiert en fait un argument classique de théorie de la mesure. On observe que la classe
des événements indépendants de A forme une classe monotone. Puisque cette classe contient 'algebre
U,, (X1, X2,..., Xy), il suit du Théoréme des classes monotones qu’elle contient également la tribu en-
gendrée o(X1, X2,...).
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Chapitre

Introduction a la statistique

Dans ce chapitre, nous présentons une breve introduction aux méthodes statistiques.
Il est important d’observer que le point de vue de ce chapitre est tres différent de celui des
autres chapitres, dont la nature est plus probabiliste. Plutot que de se donner a priori un
espace de probabilité (ou une collection de variables aléatoires de lois données) et d’étudier
ses propriétés, ici on considere le probleme suivant : on se donne une collection x1, ..., %,
d’observations résultant de la répétition d’une série d’expériences aléatoires indépendantes,
et on cherche a déterminer la loi des variables aléatoires correspondantes.

6.1 Estimateurs

6.1.1 Définition, consistance, biais
Soit P une mesure de probabilité sur R,

Définition 6.1.1. Un échantillon de taille n (ou n-échantillon) de loi P est une famille

Xi,..., X, de variables aléatoires i.i.d. de loi P.

Une réalisation d’un n-échantillon est le résultat de n tirages indépendants selon la loi
P ; c’est une collection x4, ..., x, de points de R?.
Exemple 6.1.1. — Sondage de n individus sur une question binaire. Dans ce cas,

on modélise I’échantillon par une collection de n variables aléatoires indépendantes
suivant toutes une loi de Bernoulli de paramétre p € [0, 1].
— Durée de vie de composants électroniques. Dans ce cas, on modélise les durées de vie
par une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de parameétre A > 0.
— Répartition de la taille des individus dans une population homogéne. On peut modé-
liser cette situation par une collection de variables aléatoires i.i.d. de loi N'(u,0?).

Dans chaque cas, les variables aléatoires formant le n-échantillon suivent une loi P
connue, dépendant d’un ou plusieurs parametres, en général inconnus; on notera 6 la
collection de parametres, © I'ensemble des valeur que € peut prendre, et Py la loi corres-
pondante. Pour les exemples précédents :
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- 0=pecO=][0,1].

-~ 0=XeO=RL.

~ 0= (n,0%) €O =R xR*.
Le probléeme fondamental est de prédire (une valeur approchée de) 6 a partir des données
(c’est-a-dire du n-échantillon). On parle alors d’estimation paramétrique.

Définition 6.1.2. Soit X1, ..., X,, un n-échantillon.
On appelle statistique toute fonction mesurable F(X1,...,X,).
On appelle estimateur de f(0) toute statistique a valeurs dans f(0©), utilisée pour esti-

mer f(6).

Insistons sur le fait qu’un estimateur est une fonction de I’échantillon, et ne dépend
pas de 6.

La raison pour laquelle on doit se contenter d’estimer les parametres de la loi est que
I’on ne dispose que d’échantillons finis. Une propriété essentielle que ’on demande a un
estimateur est de donner, dans la limite ou la taille de I’échantillon tend vers l'infini, la
valeur exacte que l'on cherche & estimer.

Définition 6.1.3. Un estimateur T,, de f(0) est consistant (ou convergent) s’il converge
en probabilité vers f(0),

lim Py(|T, — f(0)| > €) =0, Ve>0,V0 € O.

Exemple 6.1.2. La moyenne empirique

- 1

X (X1 +-+ Xp)

n
est un estimateur de f(0) = Eg(X). La loi des grands nombres implique que cet estimateur
est consistant.

Une caractéristique classique d’un estimateur est son biais.

Définition 6.1.4. Le biais d’un estimateur T de f(6) est défini par Eo(T — f(0)) =
Eg(T) — f(0). On dit que T est un estimateur sans biais de f(0) si Eo(T) = f(0), V0 € ©,

sinon on dit qu’il est biaisé.

Insister sur 'absence de biais est utile lorsqu’on veut démontrer 'optimalité de certains
estimateurs dans une certaine classe ; dans la pratique, ce n’est pas une condition toujours
désirable : il est tout & fait possible qu'un estimateur biaisé soit meilleur qu’un estimateur
sans biais. Nous reviendrons sur ce point plus tard.

Définition 6.1.5. Une famille d’estimateurs (T;,)n>1 est appelée estimateur asymptotique-
ment sans biais de f(0) si

lim (Eg(T) — f(8)) =0, V0 € ©.

n—od
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Proposition 6.1.1. Si T,, est un estimateur de f(0) asymptotiquement sans biais, et tel
que sa variance tende vers 0 lorsque n — o0, alors T,, est un estimateur consistant de

f(0).
Démonstration. Soit € > (0. Par le Théoreme

Po(|Tn — f(O)] = €) = Po((Tn — f(6))* = %) < e *Eg (T — f(6))?),
pour tout 6 € ©. Puisque Eg ((T}, — f(6))?) = Varg(Ty,) + (Eo(T,, — f(@)))2, et que chacun
de ces deux termes tend vers 0 par hypothese, la conclusion suit. ]
6.1.2 Quelques exemples
Moyenne empirique

Soit Xji,..., X, un n-échantillon de loi Py. On cherche a estimer f(6) = Eg(X;). Un

estimateur naturel est la moyenne de I’échantillon :

1

Comme mentionné plus haut, sa consistance suit de la loi des grands nombres. D’autre
part,

Bo(%a) = S(E0(X0) + -+ Bg(X,)) = Bo(X0) = (0

et il s’agit donc d’un estimateur sans biais de f(6).

Variance empirique

On désire a présent estimer la variance 02 de X;. Un estimateur naturel est

. 1 1 2
La loi des grands nombres implique sa consistance, puisque le premier terme converge vers
Eg(X?) et le second vers Eg(X;)?. Calculons le biais de cet estimateur. On a

1
Ey (n(Xl2 ot XZ)) = Eq(X7),

n —

E9<(i(X1 +oe Xn))2> = %Ee(Xf) + lEe(Xl)Q’
et donc 1 1
Bal52) = " (Ba(X}) ~ Bo(X0)?) = "o

" n

Cet estimateur est donc biaisé. On voit qu’un estimateur non biaisé de la variance est

donné par
n

~2
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Covariance empirique

On considére un n-échantillon (X1,Y1),...,(X,,Ys), et on cherche & estimer la cova-
riance de X et Y. Des considérations tout a fait similaires a celles faites ci-dessus pour la
variance montrent que I'estimateur naturel

T = %(X1Y1+-'-—|—XnYn) - (%(Xl +---+Xn))(%(yl+---+yn))

est consistant et biaisé, mais que ’estimateur

A n .

Tn = Tn
n—1

est consistant et sans biais.

Méthode de Monte-Carlo.

On cherche a estimer numériquement

b
I= / h(z) dz,
a
avec h : [a,b] — R. Une approche consiste a interpréter I comme une espérance :

I= (b—a)Ah(x)W dz = (b—a)E(h(X)),

ou X suit une loi uniforme sur [a,b]. On va estimer I a 'aide de I'estimateur

f=0—a)lm@)+- +hU)),

n
ou Uy, ..., U, est un n-échantillon de loi uniforme sur [a, b)]. I est un estimateur sans biais
et consistant de I.
6.1.3 Construction d’estimateurs
Un probléme important est de trouver une fagon de construire des estimateurs de f(0).
Nous verrons deux méthodes : la méthode des moments, et le maximum de vraisemblance.
Méthode des moments

Soit X7,..., X, un n-échantillon de loi Py. Supposons que 6 = Ey(g(X;)). Alors, on
peut estimer 0 a l’aide de I’estimateur naturel
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et on vérifie immédiatement que ce dernier est consistant et sans biais. Par exemple, si
X1, ..., Xy est un n-échantillon de loi uniforme sur [0, 6], 6 > 0, alors

]EG(Xl) = %07

et on peut utiliser 6=2X, pour estimer, sans biais, 6.

Un choix classique, qui donne son nom a la méthode, correspond a considérer g(z) = z”,
ce qui permet d’estimer # lorsque ce dernier peut s’exprimer en termes des moments
Eg(X"), 0 = h(Eg(X™)) : on considere alors I'estimateur, en général biaisé,

~ 1
0= h(ﬁ(X{ +---+ X))
Exemple 6.1.3. 5i X1,..., X, est un n-échantillon de loi exponentielle de paramétre 6,
alors puisque
Eqo(X1) =1/0,

on peut utiliser 6 = 1/X,, pour estimer 6.

Estimateur du maximum de vraisemblance

On considere un n-échantillon X1, ..., X, de loi Py. Etant en possession d’une réalisa-
tion z1, ..., x, d’un n-échantillon, une approche naturelle au probleme de ’estimation est
la suivante : on cherche, parmi toutes les valeurs possibles de 6, celle sous laquelle il était
le plus probable d’avoir observé les valeurs x1,..., T, ; en d’autres termes, on cherche la
valeur de 6 qui explique le mieux les valeurs obtenues. Nous allons a présent construire
un estimateur basé sur cette idée. On suppose, pour commencer les variables aléatoires
Xq,..., X, discretes.

Définition 6.1.6. La vraisemblance (ou fonction de vraisemblance), notée L(0;x1,. .., xy),
d’un modéle en x1,...,x, est la probabilité d’observer {X; = x1,...,X,, = x,} lorsque le
parametre est 6.

Remarque 6.1.1. Insistons sur le fait que la variable est 0 ; x1,...,x, sont des pa-
rametres.

Par indépendance des observations, on peut écrire

n

=1

La définition ci-dessus n’a de sens que pour des variables aléatoires discretes. Dans le cas
continu, on travaille avec les densités :

L(O;xy,...,xn) = Hfg(xi),
ou fy est la densité associée a la loi Py.
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Définition 6.1.7. On appelle estimateur du maximum de vraisemblance de 6 la variable
aléatoire correspondant a la valeur 0(X1, ..., Xy) en laquelle la fonction de vraisemblance
atteint son mazrimum.

Proposition 6.1.2. §5; 0 est lestimateur du mazimum de vraisemblance de 0 et f est
injective, alors f(0) est lestimateur du maximum de vraisemblance de f(0).

Démonstration. Evident. O

Exemples

Loi exponentielle de parameétre A. La fonction de vraisemblance est (z; > 0, i =
1,...,n)

L()\, T1,y. .- 7‘T’I’L) — H Aef)\xi — )\nG,A($1++xn)
=1

Pour trouver le maximum, on considere la log-vraisemblance,
log L(\;z1,...,2n) =nlog A\ — Az + -+ + xp).
La dérivée de cette derniére s’annule en A\ = n/(x; + --- + x,), et on vérifie qu'il s’agit

d’un maximum. L’estimateur du maximum de vraisemblance de A\ est donc

n

A
X1+ + X,

Loi normale N (u,1), u € R. Un calcul similaire au précédent (exercice) montre que

Iestimateur du maximum de vraisemblance est donné par

X144 X,
. .

o=

Loi normale N (0,02). Le méme type de calcul (exercice) montre que I'estimateur du
maximum de vraisemblance est donné par

62:X12+---+X721'
n

Loi normale A (i,0%). On veut estimer les deux parametres & présent, c’est-a-dire § =
(i, 0?). Le calcul est similaire (mais on travaille avec une fonction de 2 variables & présent),
et est laissé en exercice. On trouve que l'estimateur du maximum de vraisemblance est
6 = (j1,6%) o
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Loi uniforme sur [0,6], 6 > 0. La fonction de vraisemblance prend la forme

1 1
L<6a AP 7-7;77,) = 07 H 1{xi§9} = Hjl{maxi z;<6}*
=1

La fonction de vraisemblance est nulle si § < max; x;. Supposons donc que 6 > max; x;.
Dans ce cas, L(0;x1,...,2,) = 67", qui est une fonction décroissante de #. Le maximum
est donc atteint en 0 = max; ;. L’estimateur du maximum de vraisemblance est donc
donné par

0 = max{X1,..., X, }.
6.1.4 Comparaison d’estimateurs

Etant donné qu’il est possible de définir une multitude d’estimateurs différents pour la
méme quantité, il est important d’avoir un moyen de les comparer. Une fagon de le faire
est de considérer la dispersion de la loi de I'estimateur, puisque celle-ci représente ’erreur
typique que ’on fait lors d’une application.

Définition 6.1.8. Le risque quadratique de Uestimateur 6 de 0 est défini par
R;(8) = Eo((6 - 6)?).

Définition 6.1.9. Si 0 et 0 sont deux estimateurs de 0, on dira que 6 est meilleur que 0
51 Ré(@) < R(;(G), Vo € ©.

Similairement, si on veut estimer f(#) avec un estimateur 7', alors le risque quadratique
de T est défini par

Rr(6) = Eo((T - £(6))°).
Lemme 6.1.1. Soit § un estimateur de 0. Alors
A A 2
Ré(ﬁ) = Vary(0) + (EQ(Q — 9)) .
En particulier, si 0 est sans biais, alors
Ry(0) = Varg(6).
Démonstration. Exercice élémentaire. O

Observez que cette décomposition montre qu’afin de minimiser le risque, il peut étre
favorable d’avoir un biais, si cela permet de faire décroitre la variance.

Exemple 6.1.4. On considére un n-échantillon distribué uniformément sur [0, 6], 6 > 0.
Le risque associé a l'estimateur

o2
f= (X1t -+ Xp)
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vaut e
4
n = — X = —.
R@ n Varg ( 1 ) 3n

Considérons a présent l'estimateur du maximum de vraisemblance,

6 = max{Xi,...,Xp}.

Manifestement, cet estimateur est biaisé, puisqu’on a toujours E(0) < 0. Commengons par
déterminer la loi de 0 :

Py(0 <) =Po(X1 < ,..., X, <) = (Py(X; <)) = (g)n,

et donc la densité de 0 est donnée par

n

f3(x) = goa" Mg ().
Par conséquent,
~ n
Eo(0) =
9( ) n+1 )

et 0 est asymptotiquement sans biais. On peut maintenant calculer son risque quadratique,

262

R4(0) = (n+1)(n+2)

On peut a présent comparer les 2 estimateurs ci-dessus : on voit que Rg(0) > R;(0), pour
tout 8 > 0, et tout n > 1, l'inégalité étant stricte dés que n > 3. L’estimateur 0 est donc
plus performant, malgré son biais. Remarquons qu’on peut facilement corriger le biais en
considérant [’estimateur

1-
n + g

n

6.2 Intervalles de confiance

6.2.1 Définition et exemples

Lorsque 'on cherche a estimer un parametre, il est souvent plus utile de donner un
renseignement du type a < 6 < b, avec une estimation de la confiance que ’'on peut avoir
en cette affirmation, plutot qu’une valeur précise. On dit alors qu’on fournit une estimation
par intervalle de 6.

On considere comme toujours un n-échantillon de loi Py.

Définition 6.2.1. Soit o € (0,1). Un intervalle I = I(X1,...,X,) (aléatoire, ne dépen-
dant pas de 0) est appelé intervalle de confiance pour 0 au niveau 1 — « si

Po(I56)=1—a, YocO.

1 — « est appelé niveau de confiance de [’estimation.
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Exemple 6.2.1. On considére un n-échantillon avec loi N'(,1). On a vu que la moyenne
empirique X,, est un estimateur sans biais de p. On veut construire un intervalle [T1,Th],
avec Ty = X, —a et To = X, +a (intervalle symétrique autour de la moyenne empirique).
Puisque X,, est une combinaison linéaire de variables aléatoires normales indépendantes,
on trowve qu’il suit une loi N'(u, 1). Par conséquent Z = \/n(X, — p) suit une loi N'(0,1).
On a donc

P(Iop)=1-a < P,(X,—ul<a)=P(Z]<ayn)=1-a.

Pour a = 10%, on trouve que cette derniére identité est satisfaite si a\/n ~ 1,64. Par

conséquent, l’'intervalle
- 1,64 - 1,64

I= Xn_77X7’L
Ko = Xnt

est un intervalle de confiance a 90% pour p.

]

Exemple 6.2.2. On considére un n-échantillon distribué uniformément sur [0,6], 6 > 0.
Mamfestement Uestimateur du mazimum de vraisemblance 6 = max{X1,...,Xpn} satzsfazt
toujours 0 < 0. On peut donc prendre T = 0. On cherche T5 de la forme CH avec
Py(CH > ) =1 — a. Dans ce cas,

I=10,C0]

sera un intervalle de confiance au niveau 1 — . On a déja vu que
- x
Po(d < ) = (5)"

On a donc )
Pg(CH>0) =1—Pg(CH <) =1— (=)™

L’intervalle recherché est donc

=16,

6.2.2 Intervalles de confiance par exceés et asymptotiques

En général, il est suffisant de borner inférieurement la confiance que 'on a dans ’esti-
mation.

Définition 6.2.2. Un intervalle I = I[(Xy,...,X,) (indépendant de 6) est un intervalle
de confiance pour 0 au niveau 1 — v par exces si

Pe(I>60)>1—a, V0cO.

Exemple 6.2.3. Soit X1,..., X, un n-échantillon. On suppose la variance Var(X;) = o

connue, et on cherche & estimer par intervalle f(0) = Eo(X1). Notant X, la moyenne
empirique, on a par le Théoréme que

02

Pol| X, — 1(0)] <) 21— T
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On en conclut que

[=[%n— 2 X+ -2

no no

est un intervalle de confiance par exces au niveau 1 — a.

A nouveau, il n’y a pas en général unicité de l'intervalle de confiance & un niveau
donné. Dans ce cas, a niveaux de confiance égaux, 'intervalle le plus petit sera considéré
le meilleur, puisqu’il donne ’estimation la plus précise.

Une facon efficace de déterminer des intervalles de confiance valables asymptotiquement
est d’approximer, via le Théoreme central limite, la loi de la moyenne empirique par une
loi normale.

Définition 6.2.3. Pour un n-échantillon X1,...,X,, un intervalle de confiance asymp-
totique pour 0 au niveau 1 — a est un intervalle I, = I,(X1, ..., X,) tel que

lim Py(I,50)=1—«, VOcO.

n—oo

Un intervalle de confiance asymptotique par excés pour 0 au niveau 1 — v est un intervalle
I, = L,(X1,...,X,) tel que

lim Py(I,>0)>1—a, V0cO.

n—oo

Exemple 6.2.4. On considére un n-échantillon, dont la variance o® = Varg(X7) est
connue. On désire estimer la moyenne u = Eg(X1). On considére la moyenne empirique.
Par le Théoréeme central limite,

Po(Xn € 1= it o) =T B(Z € a0,

ot Z suit une loi N'(0,1). Si l'on choisit a tel que P(Z € [—a,a)) =1 — «, Uintervalle

= aoc S ao

In:[Xn—ﬁ,Xn—i-%

est un intervalle de confiance asymptotique pour u au niveau 1 — a.

]

Comme application, considérons la situation suivante : on mesure une grandeur [i.
Lincertitude moyenne vaut 0,73. Combien faut-il de mesures pour déterminer p avec
une précision de 101 2 L’échantillon est formé de n mesures X1,...,X,. On a pour
Uespérance Eg(X;) = p et pour Uécart-type o = 0,73. En prenant comme estimateur
la moyenne empirique, et un niveau de confiance de 99%, on trouve a ~ 2,58, et donc

lintervalle
B 1,88 _ 1,88

\/ﬁ,XnJr \/ﬁ].

On choisit a présent le plus petit n tel que 1,88/y/n < 0,1, c¢’est-a-dire n > 355.
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Exemple 6.2.5. Considérons maintenant le cas d’un n-échantillon, dont on désire esti-
mer la moyenne p = Eg(X1), sans connaitre la variance. On part de l'intervalle obtenu

précédemment,
aor ac

—, Xn + —|.

\/ﬁa n \/ﬁ]

Ce n’est pas un intervalle de confiance, puisque o est inconnu. On considere donc l'inter-
valle

In — [Xn_

aSn, = aS.

7”7 X, + n
Vn Vn
ou S2 est lestimateur sans biais de la variance défini par

52 = ! > (X - Xn)?.

n—14
=1

Jn:[Xn_ ]7

On a vu que S% est un estimateur consistant de 0. On a donc

lim Py(I, > p) =P(Z € [—a,al), Va > 0,
n—od

On va voir que cela implique que
lim Py(J, > p) =P(Z € [—a,a]), Ya > 0,
n—oo

et donc que J, est un intervalle de confiance asymptotique pour p au niveau P(Z €
[—a,a]) =1 — «. Pour vérifier cela, il suffit d’observer que

Po(Jn 3 ) =Py(Jn 3, |Sn — o] <€) +Po(Jpn 3 1, |Sp, — o] > €).

Le second terme du membre de droite tend vers 0, puisqu’il est borné supérieurement par
Py(|Sn — o] > €), qui tend vers 0 pour tout € > 0. Le premier terme du membre de droite
peut, lui, étre borné supérieurement par

- a(o +¢€) a(o +¢€)
Py([X, — DT LY o GO}
ol = =5 NG
qui converge vers P(Z € [—a(1+¢€/0),a(l4¢€/0)]). Comme cette borne est valide pour tout

e > 0, on obtient

limsup Py(J,, 3 p) < P(Z € [—a,al).

n—oo

Pour la borne inférieure, on procéde similairement

Py(Jn 2 p, [Sn — | <€)

> Py([ X, — a(ifne) ‘n+a(‘ifn€)] 51, 1S, — o] <€)
> Pp([Xn — alo —€) Xn+ M] 5 u) — Py(|S, — o] > e).

Vi Vi
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Le second terme du membre de droite tend vers 0, pour tout € > 0, et le premier terme
tend vers P(Z € [—a(l — €/o),a(l — €/0)]). Par conséquent,

liminf Py(J, 3 ) > P(Z € [—a,a]),

n—oo

et Uaffirmation est démontrée.

6.2.3 Normalité asymptotique

On a vu dans les exemples précédents que la convergence de ’estimateur vers une loi
normale est particulierement pratique pour construire des intervalles de confiance.

Définition 6.2.4. Une suite d’estimateurs T, de f(0) est asymptotiquement normale s’il
existe o(0) > 0 tels que %(Tn — f(0)) converge en loi Py vers N'(0,1), pour tout 6 € ©.

Proposition 6.2.1. Un estimateur de 0 asymptotiquement normal est nécessairement
consistant.

Démonstration. Soit € > 0. On a

Bo(|T — 0] > €) = Py(v/n(To — 6) & [~/ ev/n]) < Po(v/n(Ty — 6) & [~ A, A]),

pour tout n > A%e~2. Par normalité asymptotique, cette derniére probabilité converge
vers

P(Z ¢ [-A, A)),
ot Z suit une loi N'(0,02(0)), V6 € O, ce qui tend vers 0 lorsque A — oc. O
Il y a une facon naturelle de comparer deux estimateurs asymptotiquement normaux.

Définition 6.2.5. Si T, et T) sont deux estimateurs asymptotiquement normaux de f(6),
c’est-a-dire tels que, pour tout @ € O, il existe o(0) et o’(0) tels que /n(T,,— f(0)) converge
en loi Py vers N'(0,0%(0)) et /n(T!. — f(0)) converge en loi Py vers N'(0,0'%(0)), alors on
dit que T), est meilleur que T, si 02(0) < o’*(0), V0 € O.

On interpréte o /n comme le risque quadratique asymptotique de Tj,.

6.3 Tests d’hypotheses

6.3.1 Un exemple

La garantie d’un constructeur pour ses composants électroniques est de 2 ans. Il peut
accepter au plus un taux de 10% de pieces tombant en panne pendant cette période, et
désire donc s’assurer que Py(7T > 2) > 0,9, ou T est le temps de vie de ces composants, de loi
supposée exponentielle de parametre 1/6. Ceci revient a s’assurer que 6 > —2/10g(0,9) =
0* ~ 19. On veut donc déterminer si 'hypothese 6 < 6* est réaliste, auquel cas il sera
nécessaire de revoir la chaine de fabrication.
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A partir d’un n-échantillon, on obtient une estimation 0,, de 6. En se basant sur cette
estimation, le constructeur doit prendre sa décision : soit accepter le taux de défaillance ac-
tuel, soit remplacer la chaine de fabrication. Supposons qu'un taux de défaillance supérieur
a 10% mette Ientreprise en péril, alors le constructeur acceptera d’investir dans une nou-
velle chaine de fabrication au moindre soupcon que 6 < 6*. Il convient donc de minimiser
le risque de prédire, & partir de I’échantillon, que 6 > #*, alors qu’en réalité 6 < 6*. Ceci
introduit une asymétrie entre ’hypothese 8 < 6* et son complémentaire. Dans une telle
situation, on appelle I’hypothese cruciale 6 < 6*, I’hypothése nulle.

— L’erreur de 1% espece consiste a rejeter 'hypothese nulle alors qu’elle est vraie.

— L’erreur de 2Md® espece consiste & ne pas rejeter ’hypothese nulle alors qu’elle est

fausse.
Idéalement, on aimerait minimiser ces deux erreurs, mais ceci n’est pas possible, car elles
sont antagonistes : diminuer 'une fait augmenter l'autre.

L’erreur de premiere espece est le risque que le constructeur cherche avant tout a
minimiser (elle peut mettre son entreprise en danger). Il se fixe donc une probabilité
d’erreur «, appelée le seuil, correspondant au risque maximal qu’il est prét a prendre; on
choisit par exemple o = 5%. Supposons qu’il existe zg tel que

Py(6, > z) < 5%, V6 € (0,6%].

Dans ce cas, si I’on observe 6,, > 20, il ne sera pas raisonnable de supposer que 6 € (0, 6*],
puisque cela arrive dans seulement 5% des cas. Le fabricant rejettera donc I’hypothese
0 < 0*, et aura raison dans 95% des cas. Il estimera donc, avec une confiance de 95%, que
le pourcentage de pieces qui tomberont en panne avant deux ans est inférieur a 10%.

En revanche, si ’'on trouve én < zp, alors il existe un risque que # < #*. Dans ce cas, le
constructeur ne peut pas rejeter I’hypothese 8 < 6*, et doit donc décider d’investir dans
une nouvelle chalne de fabrication plus stre.

6.3.2 Procédure de test

On se place dans le cadre d’'un n-échantillon X1, ..., X, de loi Py de parametre 6 € ©
inconnu. Etant donné ©) C ©, @ # Oy # 0, il s’agit de déterminer si f appartient a O
ou si  appartient & son complémentaire ©; = © \ Oy. On dit que 'on teste I’hypotheése
nulle Hy : « 8 € ©g » contre I’hypothése alternative Hy : « 0 € ©1 ».

Définition 6.3.1. Une région de rejet est un événement D = D(Xy,...,X,).
Définition 6.3.2. Soit D une région de rejet, Hy et Hy deux hypotheéses que [’on teste
l'une contre lautre. Une procédure de test consiste a

1. rejeter Hy si D se produit ;

2. ne pas rejeter Hy si D ne se produit pas.
Définition 6.3.3. On dit que le test est au niveau de risque «, ou niveau de confiance 1 — .,

S1

sup Py(D) = a.
[ASSH
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Définition 6.3.4. On appelle puissance d’un test la valeur

inf Pyp(D) =1 — 3.
g o(D) B

A un niveau de confiance donné 1 — «, on cherche donc & maximiser la puissance, ce
qui revient & minimiser 'erreur de seconde espece (3. Ce critére permet de comparer des
tests.

Définition 6.3.5. Une hypothése H est dite simple si I’ensemble © correspondant est
réduit a un seul élément, sinon elle est dite composite.

Exemple 6.3.1. Supposons que I = I(X1,...,X,,) soit un intervalle de confiance pour 0
au niveau de confiance 1 — a. On considére ’hypothése nulle (simple) Hy : « 0 = 6y » et
Uhypothése alternative (composite) Hy : « 0 # 6y ». Alors D = {I % 0y} fournit un test
de Hy contre Hi au niveau de risque o, puisque

PGQ(I %/ 90) = Q.

6.3.3 Cas gaussien

On considere un n-échantillon de loi N'(p, 02).

Test de moyenne a variance connue

Test de « ;1 = po » contre « pu # po ». Soit X, la moyenne empirique (de loi
N(,0%/n)); on prend pour région de rejet

D = {| X, — po| > C}.
On veut un niveau de risque de 5%, c’est-a-dire
P#O(|Xn - ,u0| > C) = 07057

et donc C ~ 1,965 /+/n.

Test de « p < pg » contre « pu > pg ». Cette fois, on prend pour région de rejet
D ={X, > C}.
On veut un niveau de risque de 5%, c’est-a-dire
o

sup P, (D) = sup P(

Z >C —p) =0,05,
p<po n<po \/ﬁ )

ou Z est normale standard. La borne supérieure est atteinte pour g = pg, et on obtient
donc C' =~ py + 1,640 /+/n.
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Test d’égalité de moyenne de 2 échantillons de variance connue

On considere un n-échantillon X7,..., X, de loi N(i,0?), et un m-échantillon (in-
dépendant du premier) Y7,...,Y,, de loi N(v,72), avec 02,72 connus. On veut tester
« =v » contre « (4 # V ».

Ce probleme se ramene au précédent : on estime p — v par X, — Y, qui est de loi

2 2
N(p—v, % +I), et on teste « 4 — v =0» contre « p—v # 0 ».

Test de moyenne a variance inconnue

On veut tester « u = o » contre « p # o », dans le cas ol la variance o2

connue.
On consideére comme estimateurs la moyenne empirique X,, et la variance empirique
débiaisée S2. Un calcul montre que la variable aléatoire

n’est pas

suit la loi de Student & n — 1 degrés de liberté.
Prenons n = 20, pg = 0 et un risque o = 5%. On choisit comme région de rejet

avec C déterminée par la relation
P, (D) = P(|T—1] > Cv/n) = 0,05.

La loi de Student étant tabulée, on trouve, pour 19 degrés de liberté, Cy/n ~ 2,093, et
donc B

| X | > 2,093}‘
Sn,

p={

g

6.3.4 Tests d’hypotheses simples

On consideére un n-échantillon de loi Py. On va tester Hy : « 6 = 6y » contre Hj :
« 6 = 61 ». Nous allons faire cela a 1’aide des fonctions de vraisemblance, c’est-a-dire en
comparant L(6p;1,...,xy) et L(01;x1,...,2,). C'est ce qu’on appelle le test de Neymarﬂ
Pearsorﬂ L’objet central est le rapport de vraisemblance,

L((91;L171, N ,:L’n)

R(0o, 01521, ...,20) = L(6o;x1,...,xpn)

! Jerzy Neyman (1894, Bendery - 1981, Berkeley), statisticien polonais; un des grands fondateurs de la
statistique moderne.

2Egon Sharpe Pearson (1895, Hampstead - 1980, London), statisticien anglais. Fils du célebre statisticien
Karl Pearson.
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. Puissance ~ 91%
. Risque = 5%

Fia. 6.1: Test de deux hypotheses simples.

On prend pour région de rejet
D= {R(Qo, 01; Xq,... ,Xn) > C},

ou C' est une constante a déterminer en fonction du risque choisi. Pour un test avec un
risque de 5%, on fixe C de sorte que

Py, (D) = 5%.

Exemple 6.3.2. Une personne posséde deux piéces : l'une est équilibrée, ’autre donne a
« face » une probabilité double de celle de « pile ». Elle choisit une de ces deuz piéces, et
on effectue 100 lancers. Elle obtient F' = 60 « face ». Comment déterminer quelle piéce a
été utilisée ?

Le modéle est clair : on a un n = 100-échantillon suivant une loi de Bernoulli de
parametre p, avec p € {%, %} On désire tester Hy : « p = % » contre H] : p= %, qui sont
deux hypotheses simples.

La fonction de vraisemblance associée o une réalisation de ces n variables aléatoires
de Bernoulli avec f succes est

P (1= p)nT = (1= p)" (%)f

Le rapport de vraisemblance est donc donné, dans la situation étudiée ici, par

1l s’agit d’une fonction monotone de f, donc prendre une région de rejet de la forme
D={R>C}
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revient a prendre une région

D' ={F > ("},

avec C' tel que

Py(F > C" =10%,

pour un niveau de risque de 10%. On peut a présent déterminer C' par simple calcul.
Plutot que d’en déterminer la valeur exacte, nous allons utiliser le théoréme central limite
afin d’approxzimer (F — 50)/5 par une variable aléatoire Z ~ N(0,1). On obtient ainsi

Py (F > C') ~P(Z > (C' - 50)/5).

Par conséquent, on trouve que C' ~ 56,4.
Puisque, pour notre échantillon, F' = 60, on est conduit a rejeter Hy.
(Remarquons que ce test, de par sa nature, privilégie Hy par rapport a H;.)

On peut montrer que lorsque celui-ci est bien défini, aucun test a un niveau de confiance
donné n’est plus puissant que le test ci-dessus.

Lemme 6.3.1 (Lemme de Neyman-Pearson). On considére deux hypothéses simples Hy :
«0 =0y » contre Hy : «0 = 01 », et on suppose que les lois Py, et Py, du n-échantillon
sous ces deur hypothéses possédent les densités fg, et fp,. Soient a € (0,1) et

D= {(m,---,fvn) ] fou (i) > CHfGO(xi)}7
=1 =1

ou C' est choisie de sorte que Py, (D) = a. Alors, pour toute autre région de rejet B telle
que Py, (B) = o, on a
]P)91(B) < Pel(D)7

avec linégalité stricte si Po, (D \ B) > 0.

Démonstration. Notons x = (x1,...,zy,), dx = dz; - - - dxy, et f(x) = f(z1) - f(zn). On

Fn@dx=a— | fo(x)dx = /B | Jni

D\B DNB

D’autre part, puisque D\ B C D et B\ D C D¢, on déduit de I'identité précédente que

fo, (x)dx > C/D\B fo, (x)dx = C’/B\D fo, (x)dx > /B\D fo, (x)dx.

D\B
(La premiere inégalité est stricte si Pg, (D \ B) > 0.) On a donc bien

Py, (D) = Py, (D \ B) + By, (D N B) = Py, (B\ D) + Py, (DN B) = Py, (B).
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Remarque 6.3.1. Dans le cas de lois discrétes, un résultat similaire est encore vérifié. Il y
a toutefois deux choses a observer : d’une part, il n’est pas toujours possible de trouver C' de
facon a obtenir un niveau o donné, puisque la fonction de répartition fait des sauts ; d’autre
part, Uensemble {(x1,...,2,) : po,(x1) - po, (xn) = Cpgy(z1) - - - po, (xn)} n'a plus néces-
sairement probabilité nulle. Une maniére de résoudre simultanément ces deux problémes
est d’utiliser la procédure suivante. Soit R(6y,01;x1,...,Ty) le rapport de vraisemblance.
Alors : si R > C on rejette Hy ; si R < C, on ne re]ette pas Hy ; si R = C, on rejette Hy
avec probabilité p. Ici p et C' sont choisis de fagon a ce que Py, (D > C)+pPg, (D = C) = a.

6.3.5 Tests du x>

Jusqu’a présent, on a toujours supposé connue la loi de I’échantillon, et le probleme se
réduisait donc a estimer ses parametres. C’est ce qu’on appelle faire un test paramétrique.
Nous allons a présent considérer une expérience aléatoire dont la loi n’est pas connue. On
parle alors de test non paramétrique.

Le test d’adéquation du x?

Les tests d'adéquation, ou tests d'ajustement, ont pour objet de déterminer a partir
d’un échantillon si une variable aléatoire suit ou non une certaine loi. Parmi ces tests,
nécessairement non paramétriques, I’'un des plus connus et des plus utilisés est le test du

2 (Khi-deux).

Considérons donc une expérience aléatoire dont les résultats peuvent étre répartis en
k classes, avec les probabilités p1,...,px (p1 + -+ + pr = 1). Ayant réalisé n fois cette
expérience, on obtient un vecteur aléatoire (Ny(1),..., Nu(k)), ot Nu(j) = D201 1ix,—5}
est le nombre d’occurrence de la classe j. Par définition, ce vecteur suit une loi multinomiale
de parametres (p1,...,pg,n), c’est-a-dire

P(N,(1) =n1,...,Nu(k) =ng) = n!

T
Soit ¢q1,...,qx € [0,1] tels que Zle g = 1.

On veut tester Hy : p; = ¢;, ¢ = 1,...,k, contre Hy : 35 : gj # p;.

q nous donne donc les probabilités de chacune des classes sous I’hypothese nulle, et on
est donc amené & comparer ces dernieéres avec les fréquences empiriques Ny, (j)/n. On a ainsi
transformé un test non-paramétrique en un test paramétrique portant sur les parametres
d’une loi multinomiale.

Afin de construire notre région de rejet, on introduit la statistique

k k
> _"qJ a3 )

Jj=1 Jj=1

Nn Nn(5) q,)2

Z, mesure donc les écarts entre les fréquences empiriques et les fréquences théoriques
)
proprement normalisés. Le test repose sur le résultat suivant, que nous admettrons.
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Proposition 6.3.1. Soit (N1,..., Ng) un vecteur aléatoire suivant une loi multinomiale
de parameétres (pi,...,pg,n). Alors la variable aléatoire

Z (Nz - npi)Z

-

suit asymptotiquement la loi du x% & k — 1 degrés de liberté, X%fl’ dont nous rappelons
que la densité est

b ke

2K/21(k /2)

Remarque 6.3.2. La raison pour laquelle on a k — 1 degrés de liberté et non k est que
seuls k — 1 des N; sont indépendants puisque N1+ - -+ N = n.

Ainsi, sous Hy, Z, suit asymptotiquement une loi X%-r
D’autre part, sous Hy, il existe j € {1,...,k} tel que

lim (Nn(j) - Qj>2 = (pj — ¢;)° > 0,

n—00 n

ce qui implique que Z,, diverge.
On peut donc prendre une région de rejet de la forme

D ={Z, > C},
en choisissant C' de sorte que

lim Py (Z, > C)=P(x3_, >C) =a.

n—oo
Remarque 6.3.3. 1l est important de réaliser qu’il s’agit d’une approximation asympto-
tique. Pour qu’elle soit applicable en pratique, il faut que les effectifs théoriques nqy soient
supérieurs a 5.

Exemple 6.3.3. Le 8 février 1865, le moine autrichien Gregor Mendeﬂ publie ses « Expé-
riences sur les plantes hybrides » ou il expose les lois de U’hérédité qui portent aujourd’hui
son nom. Ces lois, il les a découvertes en étudiant la transmission des caractéres biologiques
chez les petits pois. En particulier, il s’est intéressé aux caractéres « couleur » et « forme ».
Ces caractéres sont tous deux codés par un géne avec deuz alléles. Le caractére « couleur »
est soit C (jaune), dominant, soit ¢ (vert), récessif. Le caractére « forme » est soit R
(rond), dominant, soit r (ridé), récessif. En croisant deuzx individus de génotype C'cRr,
il y a 16 génotypes équiprobables pour les descendants, et les phénotypes devraient étre
distribués de la fagon suivante : pois jaune et ronds avec une fréquence 9/16, jaune et ridé
avec une fréquence 3/16, vert et rond avec une fréquence 3/16, et vert et ridé avec une
fréquence 1/16. Le tableau suivant contient les résultats de Mendel :

3 Johann Gregor Mendel (1822, Heinzendorf — 1884, Briinn), moine et botaniste Autrichien. Il est com-
munément reconnu comme le pere fondateur de la génétique.
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Jaune, rond | Jaune, ridé | Vert, rond | Vert, ridé
Effectifs 315 101 108 32
Fréquence empirique | 315/556 101/556 108/556 32/556
Fréquence théorique | 9/16 3/16 3/16 1/16

On désire alors tester I’hypothése Hy : les fréquences d’apparition des différents caractéres
sont bien données par les prédictions de Mendel, contre U’hypothése alternative. C’est un
exemple typique de l'usage du test d’adéquation du x?. On obtient,

2 2

(32 — 556 - &)?
556 - 1=

(315 — 556 - )
556 -
~ 0,47.

N (101 — 556 - =)

. (108556 22
556 -

+
556 - 3

Z556 =

&le

Pour un seuil de 5%, on obtient que P, (x3 > C) = 0,05 pour C ~ 7,82. Puisque 0,47 <
7,82, les observations sont compatibles avec I’hypothese nulle.

En fait, les résultats sont trop bons, et il est généralement admis aujourd’hui que Men-
del a di « améliorer » ses données pour les faire mieux coller aux prédictions.

Le test d’indépendance du x>

Nous allons a présent brievement décrire comment des idées analogues peuvent étre
utilisées afin de déterminer si deux propriétés sont indépendantes ou liées. Nous nous
contenterons de le faire sur un exemple.

On désire déterminer si la couleur des cheveux et celle des yeux sont indépendantes ou
liées. Nous nous baserons sur les données suivantes.

ch. blonds | ch. bruns | ch. roux | ch. noirs | total | fréquence
y. bleus 25 9 7 3 44 44/124
y. gris 13 17 7 10 47 47/124
y. marrons | 7 13 5 8 33 33/124
total 45 39 19 21 124
fréquence | 45/124 39/124 19/124 | 21/124

On veut donc tester I’hypothese nulle Hy : ces deux caractéres sont indépendants contre
I’hypothese alternative.

Sous Hy, les fréquences d’obervations d’une paire donnée de caracteres devraient étre
données par le produit des fréquences de chacun des caracteéres. Bien entendu, on ne
connait pas ces fréquences, donc on utilise les fréquences empiriques. Par exemple, la
fréquence théorique pour « cheveux bruns, yeux bleus » est de (44/124)(39/124), et doit
étre comparée avec la fréquence empirique 9/124. Ce probléme est donc tout a fait similaire
au précédent. La seule subtilité est qu’il faut observer que sur les 4 - 3 = 12 fréquences
empiriques, seules 3 - 2 = 6 sont indépendantes. On doit donc considérer une variable de
loi 2.

En procédant comme précédemment, on arrive a la conclusion qu’avec un seuil de 5%,
I'hypothese nulle (d’indépendance) doit étre rejetée.
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Chapitre

Marches aléatoires

Les marches aléatoires forment une classe trés importante de processus stochastiques,
avec de multiples connexions avec d’autres sujets en théorie des probabilités, mais égale-
ment en analyse, en algebre, etc. Dans ce chapitre, nous discuterons quelques propriétés
élémentaires des marches aléatoires sur Z%, en nous concentrant principalement sur le cas
des marches aléatoires simples.

7.1 Marche aléatoire simple unidimensionnelle

Soit X7, Xo,... une suite de variables aléatoires i.i.d. telles que
P(Xlzl):pet ]P(Xlz—l):l—qu,

pour un certain p € [0, 1]. On appelle marche aléatoire simpIeF_-I partant de a € Z la suite de
variables aléatoires (Sy)n>1 définie par

Sn:a—&—ZXz

On notera P, la loi de la marche aléatoire simple partant de a. Cette marche aléatoire est
dite symétrique lorsque p(= q) = % Une réalisation de la trajectoire de la marche est donnée
par la suite des couples ((k, Sk(w)))k>0, avec la convention que Sy = a (voir Figure .
Le parametre k est souvent interprété comme le temps, et la ligne polygonale passant par
chacun des points (k, Si(w)) est appelée la trajectoire de la marche. Le processus (Sp)n>0
possede les importantes propriétés suivantes.

Lemme 7.1.1. 1. (Homogénéité spatiale) Po(Sy, = s) = Puyp(Sn =s+b), Vb € Z.

2. (Incréments indépendants) Pour tout 0 < a1 < by <ag <by <---<a, <b,,n>1,
les variables aléatoires Sy, — Sq;, 1 = 1,...,n, sont indépendantes.

'Le qualificatif simple fait référence au fait que la marche ne peut se déplacer que d’un point de Z vers
I'un des deux points voisins.
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A

F1G. 7.1: La trajectoire associée a une réalisation d’une marche aléatoire simple partant de a.

3. (Propriété de Markov) Po(Sp+m = s|S1 = s1,...,50 = sn) = Pa(Sntm = | Sn =
Sn), Ym,n >0, et Vsy,...,s, € Z tels que Po(S1 = s1,...,5, = sp) > 0.

4. (Homogénéité temporelle) Po(Spim = s|Sn = sn) = Ps,, (Sm = s), pour tout m,n >
0, s € Z, et tout s, € Z tel que Py (S, = s5,) > 0.

Démonstration. Pour la premiere affirmation,

P, (S ZX—s—a ZX—S—i—b—(cH—b))— Poip(Sn =s+Db).
i=1
La seconde propriété suit de Sy, — Sq, = Zi’i apt+1 Xi» €t de I'indépendance des variables

aléatoires Xj.
La troisieme propriété suit de la seconde, puisque (en posant sy = a)

Po(Sptm = 8|51 =51,-.-,5, = Sn)
=Puo(Sntm — Sn=8—58n| Sk — Sk—1 = S — Sg—1, k=1,...n)
= Pu(Sntm — Sn = 8 — sn),

et
Po(Sptm = | Sp = spn) =
Po(Spntm — Sn =5 —8p|Sn — S0 = sp — a) = Pa(Sntm — Sn = 5 — sp).

Cette derniere identité implique également la quatriéme propriété, puisque

Pa(sn+m:5’5n:5n) :Pa(sn—l-m_snzs_sn) =
n+m

IP’(Z Xi=s—s,) = ZX =s—5p) =P, (Sm =5),

i=n+1

les variables aléatoires X; étant i.i.d.. ]

144



CHAPITRE 7. MARCHES ALEATOIRES

7.1.1 Ruine du joueur

Parmi les nombreuses interprétations de ce processus, une des plus classiques est la
suivante : a représente la fortune initiale d’un joueur jouant a un jeu lors duquel, a chaque
étape, il fait une mise égale a 1 (pourvu que sa fortune soit strictement positive), et
la double avec probabilité p (sa fortune augmentant donc d’une unité), ou la perd avec
probabilité ¢ = 1 — p (sa fortune diminuant ainsi d’une unité).

Sous cette interprétation, le probleme suivant est naturel. Le joueur ne peut continuer a
jouer qu’aussi longtemps que sa fortune reste strictement positive. Supposons qu’il décide
qu’il arrétera de jouer lorsqu’il aura atteint son objectif d’arriver a une fortune égale
N > a. Quelle est la probabilité qu’il soit ruiné avant de réaliser son objectif 7

En notant A I’événement correspondant, et en utilisant ’homogénéité temporelle, on
voit que

PG(A) :PQ(A’51 :a—i—l)]P’a(Sl :CL—I-l)—I—Pa(A’Sl :a—l)IP’a(Sl :a—l)
:pPa-l—l(A) +an—1(A)~

Par conséquent, la probabilité recherchée, vue comme fonction de son point de départ, est
solution de ’équation aux différences finies suivante

fla)=pfla+1)+qfla—1), 1<a<N-1 (7.1)
f(0) =1, f(N) = 0.
Lemme 7.1.2. L’équation ([7.1) posseéde une unique solution.
Démonstration. Si f et g sont solutions de ([7.1]), alors h = f — g est solution de
h(z) =ph(x +1)+qh(z - 1),
h(0) = h(N) = 0.
Soit € {1,..., N — 1} tel que |h(Z)| soit maximum ; on suppose sans perte de généralité

que h(Z) > 0 (sinon il suffit de considérer g — f). On a alors

h(z+1) = ;(h(:i‘) —qh(z—1)) > ;(h(a_c) — qh(z)) = h(z),

puisque h(Z) est maximum. En itérant cette procédure, on obtient que h(N) = h(Z).
Comme h(N) = 0, ceci implique que h = 0, et donc que f = g. O

Pour un jeu équitable, p = q = % Dans ce cas, on vérifie que I'unique solution & ([7.1))
est donnée par

a

Lorsque p # ¢, on vérifie aisément qu’elle est donnée par

(¢/p)* — (a/p)"
1—(q/p)N

Po(A) =
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b /u/a\v/\\
s N,

FiG. 7.2: Le principe de réflexion.

7.1.2 Propriétés trajectorielles : approche combinatoire

La méthode utilisée dans la section précédente peut étre étendue a des situations
beaucoup plus générales, comme nous le verrons plus tard. Dans cette section, nous allons
utiliser une autre approche, de nature combinatoire. De cette maniére, nous établirons un
certain nombre de propriétés trajectorielles pour la marche aléatoire simple unidimension-
nelle, dont certaines peuvent sembler surprenantes au premier abord.

Lemme 7.1.3. Pour toutn > 1,

n+s—a

Pa(Sn = S) = ( n )p(n-}—s—a)/2(](»,7/_5_’_(1)/27
2

sis—a€{—n+2k:0<k<n}, et P(S, =s) =0 sinon.

Démonstration. Par homogénéité spatiale, il suffit de considérer le cas a = 0. Soit ny =

#{1<i<n: X;==1}. On a manifestement ny + n_ = n et np —n_ = s. Par

conséquent, pour que la marche atteigne s au temps n, il faut qu’elle ait fait n, = ”;rs

pas vers le haut, et n_ = “5* pas vers le bas, ce qui n’est possible que si n + s est pair,
et si |s| < n. Si c’est le cas, alors chacune des réalisations correspondantes a probabilité

p"tq"—, et le nombre de telles réalisations différentes est donné par (7::-) O

Nous allons & présent étudier le temps mis par la marche pour retourner a son point
de départ. Nous noterons 79 = min{n > 1 : S,, = 0} la variable aléatoire correspondante,
avec la convention habituelle que min @ = +o0.

Lemme 7.1.4. Pour toutn > 1,
b
Po(’i‘o >n, Sn = b) = QPO(SH = b)

et donc )
Po(19 > n) = EIEO(|SH|).

Démonstration. On suppose, sans perte de généralité, que b > 0. Soit Z ’ensemble des
trajectoire joignant (0,0) & (n,b) en passant par (1,1) et intersectant ’axe des abscisses.
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L’observation essentielle, appelée principe de réflexion, est la suivante (cf. Fig. : les
trajectoires de Z sont en bijection avec les trajectoires joignant (0, 0) & (n, b) en passant par
(1,—1). En effet, pour une trajectoire de Z, on considere k = min{1 <k <n : S = 0}.
La nouvelle trajectoire est obtenue en réfléchissant la partie de la trajectoire de (1,1)
a (k,0) a travers 'axe des abscisses, tout en conservant intacte la seconde partie de la

trajectoire. Cette bijection et le Lemme [7.1.3| montre que |Z| = (E) Comme chaque
2

trajectoire joignant (0,0) a (n,b) sans revisiter ’axe des abscisses doit faire son premier
pas vers le haut (b > 0), le nombre de telles trajectoires est donné par

() (5) -2 (%)

le premier terme du membre de gauche correspondant aux trajectoires joignant (1,1) a
(n,b) sans contraintes, et le second a celles intersectant 1’axe des abscisses. Par conséquent,

b ([ n b
Po(m0 > n, Sy, =b) = n <n+b) p(n+b)/2q(n_b)/2 = ﬁPO(Sn =),
2

par le Lemme [7.1.3] O

On peut facilement déduire du résultat précédent une relation tres simple dans le cas
symétrique.

Lemme 7.1.5. Dans le cas symétrique,
]P)()(T() > 277,) = PO(SQn = 0)

Démonstration. En appliquant le résultat du lemme précédent, on obtient

< 2k
Po(Tg > 27’L) = 2; %PQ(SQn = 2k)

"k 2n
=2) = 2720
;n(n—i-k)
- on—1 on —1
:27277,4»1 o
(7))
— 9—2n+l 2n —1
n
2
— 2—2"< ") — Py (Sap = 0),
n

la troisieme ligne suivant de ([7.2]). O

Le résultat précédent montre que, dans le cas symétrique, Po(m79 > 2n) tend vers 0
plutot lentement ( Po(m9 > 2n) = (1 + o(1))/+/mn, par Stirling). Bien entendu, puisque
lim,, o0 Po(79 > n) = 0, la marche retourne a l'origine presque stirement. Intuitivement,
il semble clair que cela devrait impliquer qu’elle y retourne infiniment souvent. Le lemme
suivant confirme cela.
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Lemme 7.1.6. Soit N le nombre de retours de la marche aléatoire a l'origine. Alors,
dans le cas symétrique,
Po(N = o0) = 1.
(n

Démonstration. Soit 7 ) le temps du n°™ retour en 0 (avec Tén) = o0 si N < n). Pour
tout k € N,

=S " Po(rs") = 20Po(N = k| 7" = 20).

>k
La propriété de Markov et 'homogénéité temporelle impliquent que
Po(N = k| 73" = 20) = Py(S; # 0,V > 20| Syp = 0) = Py(S; #0,Vj > 0) = Po(N = 0) =0
et donc Py(N = k) = 0, pour tout k € N. La conclusion suit done, puisque

Po(N < o0) =Y Po(N = k)
k>1
O

Une autre conclusion intéressante du Lemme [7.1.5| est que ’espérance du temps 7y du
premier retour a l'origine satisfait
EO 7'() ZPO T0 > 2n ZP()(SQn = O) =
n>1 n>0

puisque Py(S2, = 0) = O(n‘l/ 2). Ainsi, sil est certain que la marche symétrique passera
par l'origine infiniment souvent, elle le fera tres, tres rarement. Une autre fagon de voir ca
est de réaliser que I'espérance du nombre de retours en 0 jusqu’au temps n est donnée par

O(Z 1¢s,—0y) = ZPO(Sk =0) =O0(v/n),
k=1 k=1

et la fréquence des retours tend donc vers 0 comme n /2.

Nous allons a présent obtenir une formule explicite pour le temps de premier retour
en 0.

Lemme 7.1.7. Pour tout n > 0 pair,
Bo(ro = n) = ——PBy(Sy1 = 1) + —

- Po(Sa1 = —1).

(La probabilité de cet événement est nulle sin est impair.)
Démonstration. Puisque {r9 = n} = {79 > n}N{S, = 0}, il suit de la propriété de Markov
et de 'indépendance des incréments que
Po(1o = n) = Po(10 =n, Spe1 = 1) + Po(10 = n, Sp—1 = —1)
=Po(S, =0|70 >n,S,-1 =1)Py(190 > n,S,—1 =1)
+Po(Sp, =0|m0 > n,Sn 1=—1)Po(m0 > n,S-1=-1)

1
=4q
n_

1]P)O(Sn 1= 1) +p IFDO(Sn—l = _1)7

ou l'on a utilisé le résultat du Lemme [T.1.4] O
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Sk(w)! Ry(w) !
H/\//\/\\\/\/

Fia. 7.3: Une trajectoire et la trajectoire retournée.

Dans le cas de la marche aléatoire simple symétrique, on obtient donc

1 1
o gt olS—tl =1 =2
(

Po(mo =n) = Py (S, = 0),

puisque Py(S, = 0][Sp—1] = 1) = 3. (On aurait évidemment également pu tirer ce résultat
directement du Lemme [7.1.5)

Nous allons a présent nous intéresser au temps de premiere visite en un sommet b € Z,
7, =min{n >0 : S, =b}.
Lemme 7.1.8. Pour tout b # 0,

]P()(Tb = n) = Po(To >n, S, = b) = |Z‘P0(Sn = b)

Démonstration. Cette preuve repose sur une autre idée : le renversement du temps. On
associe a une trajectoire

(0,51,52,...,Sn) = (0,X1,X1—I-XQ,...,Xl—i--"—l-Xn),
la trajectoire renversée (voir Fig. [7.3])
(0,R1,R2,...,Ry) = (0, X, Xoo + Xpoe1, .., X + - + X7).

Manifestement, ces deux marches aléatoires ont méme loi. Observez a présent que la
premiere de ces marches satisfait S, = b > 0 et 79 > n si et seulement si la marche
renversée satisfait R, = bet R, — R; = X1 +--- 4+ X,,_; > 0 pour tout 1 < i < n. Ceci
signifie que la premiere visite de la marche renversée au point b a lieu au temps n. On a
donc démontré le résultat suivant :

Py(Sp = b, 190 > n) = Po(m, = n).
La conclusion suit donc du Lemme [T.1.41 O

Il suit du lemme précédent que le nombre moyen de visites au site b # 0 avant le
premier retour en 0 est égal a

Eo()  1irsns,=ty) = > _Po(ro >n, Sy =b) =Y Po(r, =n) =Py(3In >0 : S, =b).

n>1 n>1 n>1

Ce résultat a une conséquence assez surprenante.
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AV

F1G. 7.4: Sur cette réalisation, le temps total passé au-dessus de 0 pendant les 14 premiers pas est
th, = 8.

Lemme 7.1.9. Dans le cas symétrique, le nombre moyen de visites de la marche (partant
de 0) en un site b # 0 quelconque avant de retourner a l'origine est égal a 1.

Démonstration. Par symétrie, on peut supposer b > 0. En conditionnant sur X7, on voit
que Po(3n > 0 : S, = b), vue comme fonction de b, est solution de I’équation aux
différences finies suivante :

{f(:c) —Lfla+1)+ fl@—1) >0
f(0)=1.

Evidemment, les solutions de cette équation sont données par les fonctions de la forme
f(z) =1+ az, a € R. Par conséquent, I'unique solution bornée est donnée par f(x) =1,
pour tout > 0. On en conclut donc que, par symétrie,

Po(In>0:S,=b) =1, VbeZ
O

On considere le jeu suivant : on jette successivement une piece bien équilibrée et le
joueur gagne un franc a chaque fois que le nombre de « pile » excede le nombre de « face »
par exactement m lancers; le jeu s’interrompt des que les nombres de « pile » et de « face »
sont égaux. Quelle est la mise initiale équitable pour le joueur 7 Le lemme ci-dessus montre
que celle-ci est de 1 franc, quelle que soit la valeur de m !

Nous allons a présent établir un autre résultat classique, particulierement surprenant :
la loi de ’arcsinus.

Lemme 7.1.10 (loi de I'arcsinus). On suppose que p = 1/2. Soit (cf. Fig.
ty = #1{0 <i < 2n : max(S;, Siy1) > 0}

le temps pendant lequel la marche est positive. Alors,
Po(t5, = 2k) = Po(Saor = 0)Po(S2n—2r = 0).

(Observez que t;n est nécessairement pair.) En particulier, pour tout 0 < a < 1,
o < )~ 2 e
lim Py(=2 < o) = = arcsin /.

2n T

n—oo
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Démonstration. Pour simplifier les notations, on introduit fo,(2k) = Po(t4, = 2k), et
g2k = Pp(S2x = 0). Nous voulons montrer que

fon(2k) = gokgan—2k- (7.3)

La premiere observation est que, par le Lemme [7.1.5

g2n = Po(S2, = 0)
= Py(10 > 2n)
=2Py(S1=1,5>1,...,89, > 1)
=Py(Se >1,...,5, >1|5=1)
=Pyo(S1 >0,...,55p-1>0)
=Py(S1>0,...,5,-1>0,52, >0)
= fon(2n).

L’avant-derniére identité suit du fait que, So,_1 étant impair, So,_1 > 0 implique que
Son, > 0. Ceci établit lorsque k = n. L’identité pour k = 0 suit alors par symétrie.

Soit k € {1,...,n— 1}. Dans ce cas, lorsque 1’événement t2+n = 2k est réalisé, le temps
7o du premier retour & l'origine satisfait 79 = 2r, avec 1 < r < n. Pour 1 < k < 79, la
marche reste toujours strictement positive ou strictement négative, chacune de ces deux
possibilités ayant probabilité 1/2. Par conséquent,

k n—=k
fgn(zk) = Z %PO(TO = 2T)f2n_27~(2k — 27’) —|— Z %PQ(TO = 27')f2n_27‘(2k),
r=1 r=1

ou la premiere somme prend en compte la contribution des trajectoires restant positives
jusqu’en 7g, et la seconde celle des trajectoires négatives jusqu’en 7.

Pour conclure la preuve, on fait une récurrence. On a déja vérifié la validité de
pour tous les 0 < k < n lorsque n = 1. Supposons donc vérifiée pour tous les
0 < k < nlorsque n < m. Alors, notant hg, = Py(m9 = 2r), il suit de la précédente identité
et de I’hypothese d’induction que

m—k

k
fom (2K) %Z orgok—2rf2m—2k + 3 Z hargakgom—2r—2k = g2kG2m—2k;
r=1 r=1

ce qui conclut la preuve de ((7.3)). La derniere identité suit de

Po(San = 0) = Y Po(San = 0|70 = 2r)Po(ro = 2r)
r=1

= Py(San—2r = 0)Po(70 = 2r),

r=1

N . n
c’est-a-dire gon, = D> 1y Gan—2rhor.
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La seconde affirmation suit d’une application de la formule de Stirling : lorsque k > 1
etn—k>1,ona

Po(Sas = 0)Po(San_ok = 0) = (2’“) (2” - 2’“) 27 o (m/k(n— k).

k n—=k

Par conséquent, en supposant (sans perte de généralité) que % <a <1,

: t;_n 1 1 1 k k -1/2
Jim Po(22 € (3,0]) = lim — g; /2(n(1 -))
an n
1 [« ~1/2
_71-/1 (z(1—2)) 2 dw
2
2 .
= — arcsinvVa — 3.
m
La conclusion suit, puisque, par symétrie,
Po(22 ¢ [0, 1) = Bo(22 € [0.3) = Po(22 € (3,1)) = 1~ Po(22 € [0, 4]
0271 »9l) — 0277, y9l) — 02n 2 - 02n »91)s
et donc
P t;n 0 11y 1
0(% €0,3) =3

O]

Discutons a présent quelques conséquences de la loi de l'arcsinus. L’intuition (ainsi
qu’une mauvaise compréhension de ce qu’affirme la loi des grands nombres) pourrait laisser
a penser qu’apres un grand temps n, la fraction du temps passé de chaque coté de 'origine
devrait étre de l'ordre de 1/2. Or ce n’est pas du tout ce qui a lieu (voir Fig. : avec
probabilité 1/5, la marche passera pres de 97,6% de son temps du méme coté de 1'origine ;
avec probabilité 1/10, elle le fera pendant 99,4% de son temps. La figure montre cing
trajectoires typiques d’'une marche aléatoire simple sur Z.

De fagon plus imagée, supposons que deux joueurs jouent a pile ou face. On suppose
que la piece est jetée une fois par seconde pendant 365 jours. La loi de I'arcsinus montre
alors que dans une partie sur 20, le joueur le plus chanceux pendant la partie dominera
Pautre joueur pendant plus de 364 jours et 10 heures!

7.1.3 Propriétés trajectorielles : fonctions génératrices

Nous allons a présent donner une illustration de 'utilisation des fonctions génératrices
dans ce contexte.

Nous nous intéressons a nouveau a la loi des temps de retour a lorigine. Evidemment
il suffit de considérer la loi du temps de premier retour 7y, puisque les intervalles entre
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F1a. 7.5: La fonction de répartition (gauche) et la densité (droite) de la fraction du temps passé
par une marche aléatoire simple unidimensionnelle au-dessus de 0.

retours consécutifs suivent la méme loi. On note g(n) = Py(S, = 0) et h(n) = Po(19 = n).
Les fonctions génératrices correspondantes sont

(o) o0
G(s) =Y g(n)s",  H(s)=) h(n)s".
n=0 n=1
Il convient de remarquer que 7y peut étre défective (c’est-a-dire que Py(19 = o0) > 0), et

dans ce cas H(1) = Py(70 < 00) < 1.

Lemme 7.1.11. 1. G(s) =1+ G(s)H(s).
2. G(s) = (1 — 4pgs?)~1/2,
3. H(s) =1 — (1 —4pgs®)'/2.

Démonstration. 1. On a, pour n > 1,

g(2n) =Po(Son = 0) = > _Po(rp = 2k)Po(S2n = 0|0 = 2k)

k=1
= " Po(ro = 2k)Po(Son—2x = 0) = > _ h(2k)g(2n — 2k).
k=1 k=1
Par conséquent
G(s) = Zg(2n)32n =1+ Zg(Qn)sQ" =1+ Z Z h(2k)g(2n — 2k)s*".
n=0 n=1 n=1k=1
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F1a. 7.6: Cinq trajectoires (seuls les 200 premiers pas sont affichés). Observez la présence de tres

longues excursions (morceaux de trajectoires compris entre deux zéros successifs). L’espérance de
la longueur de ces dernieres est infinie.

La conclusion suit donc, puisque
>N h(2k)g(2n — 2k)s™ = 0> h(2k)g(2n — 2k)s™"

n=1k=1 k=1n=k

= i h(2k)s? i g(2n — 2k)s> % = H(s)G(s).
k=1 n=k

2. On doit calculer la fonction génératrice associée a la suite

= {(()n%) (pq)n/2’ n pair,

n impair,

c’est-a-dire G(s) = 3,5 (27?) (pgs®)™. Pour ce faire, on vérifie tout d’abord que

<2n> _ @) .-t

n (n!)2 n!

n!

(_4)n (_%)(_%) T (_27127_1) _ (_4)71 <_%)7
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ou l'on a employé les notations standards

(2n)! ~(2n)!
(2n)(2n —2)(2n —4)---2  2np!’

Cn-Dl=2n—-1)2n-3)(2n —5)---3 =

et, pour a € Ret n € N,

(a> ala—1)(a—2)-(a—n+1)

n) n!
On a vu (Lemme [2.2.5)) que, pour tout a € R et tout x tel que |z| < 1,

1+az)" =) (i) "

n>0

Par conséquent, on a que, pour |4pgs?| < 1 (c’est-a-dire |s| < 1, puisque pg < %),

1
G(s) =) < 2) (—4pgs®)" = (1 — 4pgs®) /2.

n
n>0
3. suit immédiatement de 1 et 2. O

Corollaire 7.1.1. La probabilité que la marche retourne au moins une fois a l’origine est
égale a

Po(ro < 00) =Y h(n)=H(1)=1-|p—ql.
n=1

Dans le cas ou cela est certain, c’est-a-dire lorsque p = %, Uespérance du temps de premier
retour est infinie,

Eo(0) = »  nh(n) =H'(1) = oc.
n=1

Démonstration. La premiere affirmation suit apres avoir pris la limite s T 1 dans I’expres-
sion pour H(s) donnée dans le Lemme (observez que 1 — 4pq = (p — q)?).

Lorsque p = %, la fonction génératrice du temps de premier retour devient simplement
H(s) = 1 — (1 — s%)'/2. Par conséquent,

EQ(T()) = ISI%IHI<8) = Q.

0

Définition 7.1.1. La marche aléatoire est dite récurrente si le retour a son point de départ
est (presque) certain; sinon elle est dite transiente. On dit qu’elle est récurrente-nulle si
elle est récurrente et que l’espérance de temps de retour est infinie, et récurrente-positive
si cette espérance est finie.

Le corollaire précédent montre que la marche aléatoire simple unidimensionnelle est
1

récurrente(-nulle) si et seulement si p = 3.
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FIG. 7.7: Les 1000 premiers pas d’une marche aléatoire simple symétrique sur Z? partant du point
rouge.
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7.2 Marche aléatoire simple sur Z¢

Nous allons & présent brievement décrire la généralisation du processus étudié dans la
section précédente de Z & Z?. Le type de processus ainsi obtenu (et leurs généralisations)
jouent un roéle central en théorie des probabilités. Une interprétation naturelle est la des-
cription de la diffusion d’une particule (un tel modele a par exemple été employé par
Einsteirﬂ en 1905 afin d’expliquer le mouvement erratique des particules de pollen dans
I’eau observé en 1827 par Browﬂ et de cette fagon confirmer la théorie atomiste alors en-
core controversée en permettant a Perrirﬁ de déterminer expérimentalement la constante

d’Avogadr@.

Soit X1, Xo, ... une suite de variables aléatoires i.i.d. prenant valeurs dans I’ensemble
{xeéi,i=1,...,d} et de loi uniforme; ici, €; = (;x)k=1,.. 4 est le vecteur unité de R? dans
la direction 7. On appelle marche aléatoire simple symétrique sur Z? partant de a € Z? le

2 Albert Einstein (1879, Ulm — 1955, Princeton), physicien allemand, puis apatride (1896), suisse (1899),
et enfin suisse-américain (1940). Prix Nobel de physique en 1921.

3Robert Brown (1773, Montrose — 1858, Londres), botaniste britannique.

4Jean Baptiste Perrin (1870, Lille — 1942, New York), physicien francais. Prix Nobel de Physique en
1926.

®Lorenzo Romano Amedeo Carlo Avogadro, Comte de Quaregna et Cerreto (1776, Turin — 1856, Turin).
Physicien et chimiste italien.
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Fia. 7.8: Probabilités de pénétrer dans un des deux trous avant de sortir du domaine : la couleur
passe du bleu au rouge lorsque la probabilité passe de 0 a 1.

processus

n
=1

Comme précédemment, on note P, la loi de la marche partant de a.

Ce processus décrit donc une particule se déplagant aléatoirement de proche en proche
sur le réseau Z?. Ce type de processus a été énormément étudié, et nous nous contenterons
ici d’illustrer simplement quelques résultats élémentaires.

On vérifie aisément que les propriétés énoncées dans le Lemme sont également
vérifiées ici (la structure étant identique).

7.2.1 Probabilités de sortie

Le but de cette sous-section est de montrer que 'approche utilisée dans le cas unidi-
mensionnel dans la Sous-section [7.1.1| s’étend sans autre a cette situation plus générale

(Figure [7.8)).
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Lemme 7.2.1. Soit @ # Dy C Dy C Z%. On note T = min{n >0 : S, & Do} et 7 =
min{n >0 : S, € D1}. Alors la probabilité P,(T < T') que la marche visite D1 avant de
quitter Do est donnée par l'unique solution de

Agf(r) =0 =€ D2\ Dy,
f(IE):]_ z € Dy,
flx)=0 T & D,

ou Ay est le Laplacien discret sur Z¢, défini par

Daf(e) =55 3 Fl) -~ f(x).
yez?
lz—y|=1

Démonstration. Par la propriété de Markov, on a, pour z € Dy \ Dy,

Po(r<T)= Y Pu(r <T|S =y)PS=y)

yez?
ly—z|=1

1
=5 Y PB(r<T),

yez?
ly—z|=1

et donc P,(7 < T') est bien solution de 1’équation aux différences finies annoncée. Pour
montrer que cette derniere possede une unique solution, on procede comme dans le cas
unidimensionnel. Si f, g sont deux solutions de , alors h = f — g est solution de
la méme équation, mais avec condition au bord h(xz) = 0 pour tout = ¢ Dy \ D;. Soit
z € Dy \ Dy un sommet ou |h| atteint son maximum. En raisonnant comme dans le cas
unidimensionnel, on voit que cela implique que h(y) = h(z) pour tous les sommets y
voisins de z, et donc, en itérant, h =const. La condition au bord force alors h = 0 et donc

f=g. O

7.2.2 Récurrence et transience des marches aléatoires sur Z¢

Finalement, nous allons nous intéresser a un probleme classique : déterminer si la
marche aléatoire simple est récurrente ou transiente. Nous avons déja vu que dans le cas
d = 1, la marche symétrique est récurrente-nulle. Le résultat suivant a été démontré par
Pélyaﬁ en 1921 ; il montre que la dimension du réseau affecte crucialement le comportement
de la marche aléatoire.

Théoréme 7.2.1. La marche aléatoire simple symétrique sur Z% est récurrente si et
seulement si d < 2.

5George Pélya (1887, Budapest — 1985, Palo Alto), mathématicien hongrois.
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Démonstration. 1l existe de nombreuses preuves de ce résultat. Une facon assez élémentaire
de le démontrer est de déterminer exactement la probabilité de retour a ’origine et d’uti-
liser la formule de Stirling et des bornes appropriées.

Nous allons passer par les fonctions caractéristiques, car cet argument est beaucoup
plus robuste. La premiere observation est le lemme suivant.

Lemme 7.2.2. Soit N le nombre de retours de la marche aléatoire simple a 'origine.
Alors
Sy est récurrente <= Eo(N) = 0o <— ZPO(S’n =0) = oo.

n>1
Démonstration. Soit r = Py(N > 1) la probabilité de retour & l'origine, et soit Té") le
temps du n°™ retour en 0 (avec Tén) = o0 si N < n). Il suit de la propriété de Markov
que, pour tout n > 1,
Po(N>n|N>n—-1)= > Po(N2>n|r" " =kPo(ry" " =k|N>n-1)
k>2n—2
=r Z IP’O(Tén_l) =k|IN>n—-1)=r.
k>2n—2

Il suit donc que Po(N > n) = rPo(N > n—1) = r?Py(N > n—2) = ... = r". Par
conséquent,

r/(l—r) sir<l

E0<N>=ZP0<N2n>={ [
o0 sir=1
n>1
ce qui démontre la premiere équivalence. Puisque
Eo(N) =Eo(D_ 1(s,—0}) = Y _Po(Sn = 0),
n>1 n>1
le lemme est démontré. O
En utilisant 'identité
dp i(p,x) d
T =101, Vo € 7
/[} @m” o

on obtient 1
p (p, Sn)
]P)O(S = O) —/ E()(el(p’ n ),
" [—m,m]d (27T)d
et Bo(elP9n)) = (E(ePX1))" = (¢x, (p))™. Un calcul élémentaire montre que la fonction
caractéristique de X satisfait ¢x, (p) = 52?:1 cos(p;), pour tout p = (p1,...,pq). Par
conséquent, pour tout 0 < A < 1, on peut écrire

SRS, =0)= [ B S o )"
] n>1

n>1 [-m,m
:/ dp Apx, (p)
[—m,m]¢ (277)‘1 1= Xox, (p)
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On aimerait prendre la limite A T 1 a présent, mais cela nécessite quelques précautions.
Pour le membre de gauche, c’est facile : Zn21 A1, —o} est clairement une suite croissante
de fonctions intégrables positives, et donc on peut permuter la limite et la somme en
utilisant le Théoreme de la convergence monotone. En ce qui concerne le terme de droite,
on commence par observer que ¢x, (p) est réelle et positive pour tout p € [—1, 1]d. Par
conséquent, il suit du Théoreme de la convergence monotone que

dp >\¢X1 (p) _/ dp ¢X1 (p)
B [-1,1]¢ (2m)41 — éx, (p)

lim
A1 Jcage 2m)4 1 = Ao, (p)
Pour traiter le reste, on observe que la suite de fonctions Apx, (p)/(1 — Apx, (p)) converge

ponctuellement et est uniformément bornée sur [—m, 7|4\ [~1,1]%. Par conséquent, il suit
du Théoreme de convergence dominée que

dp )\¢X1 (p) _ / dp ¢X1 (p>
rrd\[—110¢ (2m)8 1 — dx, (p)

lim
ML may-1,13 (27)41 = Adx, (p)

On a donc finalement bien

SRS -0 [ onW

w1 [ (2m)4 1 — ¢x, (p)

Le probleme se réduit donc a l'analyse de la divergence de l'intégrande du membre de
droite en p = 0. Par un développement de Taylor, on a que

cos(z) = 1 — 3% + 3,

avec 0 < 2y < x. Par conséquent, pour tout x € [—1,1],

1—12? <cos(z) <1- a2

On en déduit que 54(|p||? > 1 — ¢x, (p) > 55]lp||*> au voisinage de 0. On voit donc que
Iintégrande est O(||p||~2) au voisinage de 0. Par conséquent, l'intégrale converge si et

seulement si d > 2. O

Remarque 7.2.1. Le résultat précédent montre que lorsque d > 3, la probabilité my de
retour au point de départ est inférieure a 1. Il est en fait possible de la déterminer. On
peut montrer que mg = 1 — 1/u(d), ou

d 7 A dzy---doy
u(d) = i e .
(2m)e J_. _p d—cosx] —- - —COSxy

On obtient ainsi, par exemple : w3 ~ 0,340, w4 ~ 0,193, 75 ~ 0,135, etc.

Lemme 7.2.3. La marche aléatoire simple symétrique bidimensionnelle est récurrente-
nulle.
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CHAPITRE 7. MARCHES ALEATOIRES

Fi1G. 7.9: Partie d’une trajectoire du mouvement brownien en dimension 1.

Démonstration. Notons S, = (S,(1),S5,(2)) la marche aléatoire simple symétrique bidi-
mensionnelle, et X; = (X% (1), Xx(2)), k£ > 1, les incréments correspondants. On a déja vu
que S,, est récurrente, il suffit donc de montrer que E(1y) = 0.

On vérifie trés facilement que le processus S, = Sy, (1) + S, (2) est une marche aléatoire
simple symétrique unidimensionnelle (il suffit de voir que X,,(1) + X,,(2) est une variable
aléatoire uniforme sur {—1,1}). Par conséquent, si on note 7y le temps de premier retour
de §n, on a

E(ro) = E(inf {n > 1 : S,(1) = Su(2) = 0}) > E(inf{n > 1 : S, = 0}) = E(%) = oo,

puisque la marche aléatoire simple symétrique unidimensionnelle est récurrente-nulle. [

7.2.3 Convergence vers le mouvement brownien

On consideére une marche aléatoire simple symétrique (Sy)n>0 sur Z. Le théoréme
central limite implique que, pour tout t € R,

b
VN

Il est en fait possible de démontrer (un résultat appelé principe d'invariance) qu'une conver-
gence de ce type a lieu pour la loi des trajectoires du processus. On obtient ainsi, dans
la limite, un processus (B¢)icr, , dont chaque réalisation est presque stirement une fonc-
tion continue, mais nulle-part différentiable. Ce processus est appelé mouvement brownien
ou processus de Wienerﬂ Une partie d’une trajectoire de ce processus est donnée sur la

Figure [7.9]
Similairement, on peut montrer la convergence en loi de la marche aléatoire simple
sur Z¢ vers un processus limite (B;);cp+ & valeurs dans R?, dont les trajectoires sont,

presque slirement, continues mais nulle part différentiables. Sur la figure [7.10] on a tracé
une portion de trajectoire dans le cas bidimensionnel.

L
S[tN] =0 N(0,1), N — oo.

"Norbert Wiener (1894, Columbia — 1964, Stockholm), mathématicien américain.
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7.2. MARCHE ALEATOIRE SIMPLE SUR 7P

Fic. 7.10: Partie d’une trajectoire du mouvement brownien en dimension 2 (tous les temps
considérés sont superposés).
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Chapitre

Les chaines de Markov

Dans ce chapitre, nous allons introduire une classe tres importante de processus sto-
chastiques : les chaines de Markov. De maniere informelle, une chaine de Markov décrit un
systeme dont 1’évolution aléatoire est telle que la loi du systéme dans le futur ne dépend
que de son état présent et pas de son histoire.

8.1 Définition et exemples

Soit Xy, X1, Xo,... un suite de variables aléatoires prenant valeur dans un ensemble S
dénombrable. Nous noterons X le processus stochastique correspondant et IP sa loi.

Définition 8.1.1. Le processus X est une chaine de Markov s’il possede la propriété de
Markov,

P(Xn = Sn | Xo =50, X1 =51,...,Xp-1= Snfl) = P(Xn = Sn | Xn-1= Snfl)a

pour tout n > 1 et tout sg,S81,...,8, € S.
S est appelé espace des états de la chaine.

Les marches aléatoires du chapitre [7] fournissent un exemple de chaine de Markov,
avec S = Z%. La taille de la population dans le processus de branchement étudié dans la
Sous-section est un autre exemple de processus de Markov, cette fois avec S = N.

Définition 8.1.2. Une chaine de Markov X est homogéne si
P(Xn = j| Xno1 =1) = P(X1 = j| Xo = 1),
pour tout n,1,j.

Dorénavant, par souci de simplicité, nous allons supposer que S est un ensemble fini et
que la chaine de Markov est homogene. Dans ce cas, on voit que ’évolution de la chaine
est caractérisée par la matrice P = (p(i,7)); jes définie par

p(i,j) = P(X1 = j| Xo = i).
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0,2
0,8 0,6
0,4

FiG. 8.1: La représentation graphique de la chaine de I’exemple

Définition 8.1.3. La matrice P est appelée matrice de transition de la chaine, et les
probabilités p(i, j) sont appelées probabilités de transition (de i d j).

Lemme 8.1.1. Une matrice de transition est caractérisée par les deux propriétés sui-
vantes :

1. p(i,j) 20, Vi,j€S;

2. Y iegp(i,j) =1, Vi€ S.
Une matrice possédant ces deux propriétés est appelée une matrice stochastique.

Démonstration. Exercice élémentaire. O

Exemple 8.1.1. Apres une longue collecte de données, Robinson a congu le modéle sui-
vant pour décrire approximativement le temps qu’il fera sur son ile :

. 0,8 0,2
S = {beau temps, mauvais temps}, et P = <074 0,6> .
Cette matrice stochastique définit bien une chaine de Markov sur S. Il est usuel de repré-
senter de telles chaines par un graphe comme sur la Figure [8.1]

Vendredi, quant a lui, a élaboré un modéle plus complexe, prédisant le temps du lende-
main a partir du temps du jour et de celut de la veille. Le processus X qu’il obtient n’est
plus une chaine de Markov sur S, puisque la propriété de Markov n’est plus vérifiée. Il
est cependant possible d’en déduire une chaine de Markov sur un espace d’états étendu,
en l'occurrence S x S, en considérant les variables aléatoires Y,, = (X, Xn—1). En effet,
la connaissance du couple Y, = (X,, Xpn—1) détermine X, et donc il ne reste plus qu’a
prédire Xp11, dont la probabilité est fonction uniquement de X,, et X,—1.

La matrice P contient toute 'information sur les probabilités de transition d’un état s
au temps n vers un état s’ au temps n + 1. On peut facilement 'utiliser pour déterminer
également les probabilités de transition d’un état s au temps m vers un état s’ & un temps
ultérieur m + n quelconque. Notons

Pu(i,J) = P(Xy = 5[ Xo = 10).
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CHAPITRE 8. LES CHAINES DE MARKOV

Alors, pour tout n > 1,

pulis ) = P(Xy = j | Xo = i)
= ZP(Xn =J, Xn-1=Fk| X0 =1)
keS
- ZP(XTL = .7 ‘ X’n—l - k7X0 = Z)P(Xn_l =k ’ XO — Z)
keS
=D P(Xn =3 | Xp1 = B)P(Xp1 = k| Xo =)
keS
= S P(X) = j| Xo = K)P(Xao1 = k| Xo =)
kes

= Zp(k7 j)pn—l(i7 k)

kesS

Cette relation est connue sous le nom d’équation de Chapman-Kolmogorov. On en déduit
facilement le résultat fondamental suivant.

Théoréme 8.1.1. La matrice de transition en n pas, P, = (p,(i,7))ijes, est donnée par
la n°™ puissance de la matrice de transition P,

P, =P"
Démonstration. On peut réécrire I’équation de Chapman-Kolmogorov sous la forme

(Pn)ij = > _(Pu1)ik(P)i; = (Pn1P)ij.
kesS

En particulier, P, =P, 1P = P, sP2=...=P" O

Il suit que 'on peut facilement exprimer les probabilités d’occupation des différents
états en un temps n, p,(i) = P(X,, = i) a partir de la loi de la chaine au temps 0. On
note w,, le vecteur-ligne (1, (7))ies-

Théoréme 8.1.2.
My = p‘OPn

Démonstration.

pn (i) =P(Xp = i) = Y P(X,, = i| Xo = j)P(Xo = j)
jeS

=3 pali Do) = (1P™)s.

jes

Introduisons a présent un peu de terminologie.
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Fia. 8.2: Quel est le nombre moyen de pas nécessaires pour que le cavalier se déplacant au hasard
sur ’échiquier se retrouve & son point de départ ?

Définition 8.1.4. Soit X une chaine de Markov sur un ensemble S fini.
— Un état j € S est atteignable depuis létat i € S, noté 1 — j, s’il existe n > 0 tel que
pu(i, ) > 0.
— Un état i € S est récurrent si P(3n > 1, X,, =1i| Xo =1) = 1. Sinon i est transient.
Un état i € S d’une chaine de Markov est absorbant si p(i,i) = 1.
Le nombre d(i) = pged {n : pn(i,i) > 0} est la période de I’état i € S.
— Un état 1 est apériodique si d(i) = 1, et périodique sinon.
— X est irréductible si, pour touti,j € .S, on a i — j.
— X est récurrente si tous les états sont récurrents.
— X est absorbante si, pour tout i € S, il existe j € S absorbant avec i — j.
— X est apériodique si tous ses états sont apériodiques.
— X est dite ergodique si elle est récurrente, irréductible et apériodique.

Exemple 8.1.2. On positionne un cavalier sur une des cases d’un échiquier. A chaque pas,
on déplace le cavalier aléatoirement sur une des cases accessibles depuis sa position actuelle
(en respectant les régles de déplacement de cette piéce). Combien de pas en moyenne
faudra-t-il pour que le cavalier retourne a son point de départ? On a ici un exemple
de chaine de Markov irréductible, et on développera (Théoréme et exercices) des
méthodes permettant de répondre trés facilement a ce type de question.

Exemple 8.1.3. Le modéle des urnes d’Ehrenfest. Ce modéle a été introduit par Paul
et Tatiana Ehrenfesm en 1907 afin d’illustrer certains « paradoxes » liés a l'irréversibilité
dans les fondements de la mécanique statistique, alors naissante. Le but est de modéliser

'Paul Ehrenfest (1880, Vienne — 1933, Amsterdam), physicien théoricien autrichien.
2Tatiana Alexeyevna Afanaseva (1876, Kiev — 1964, Leiden), mathématicienne russe et danoise.
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Fic. 8.3: Au début de I'expérience, toutes les molécules du gaz sont confinées dans le récipient
de gauche. Lorsque l'on retire la paroi séparant les deux récipients, les molécules se répartissent
uniformément dans tout le volume disponible. Comment une telle irréversibilité peut-elle étre
compatible avec la réversibilité des équations d’évolution microscopiques ?

Fi1G. 8.4: La représentation graphique du modele des urnes d’Ehrenfest.

I’évolution des molécules d’un gaz a l'intérieur d’un récipient. Plus particuliérement, on
est intéressé au mombre de molécules se trouvant dans la moitié gauche et dans la moitié
droite du récipient (voir Fig. . Leur modéle, trés simplifié, de cette situation peut étre
formulé comme suit. On considére 2 urnes A et B, et N boules numérotées de 1 a N.
Initialement, toutes les boules se trouvent dans 'urne A. Ensuite, auxr temps 1,2,3,...,
un numéro entre 1 et N est tiré au hasard (uniformément) et la boule correspondante
est déplacée de l'urne qu’elle occupe en ce moment vers l'autre. On note X, le nombre
de boules présentes dans l'urne A au temps n. La suite Xo, X1,... est une chaine de
Markov sur S ={0,...,N}. Le graphe correspondant, pour N =5 est représenté dans la
Figure . X est clairement irréductible et périodique de période 2 (puisque, partant de i
au temps 0, la chaine ne peut revisiter i qu’auzr temps pairs).

1l est pratique de définir une variante de cette chaine, qui a l'avantage d’étre apé-
riodique (en fait ergodique). Comme précédemment, on tire a chaque étape un nombre
uniformément entre 1 et N et on extrait la boule correspondante. On choisit alors au
hasard une des deux urnes, et on y place la boule. Cette chaine est clairement apériodique
puisque p(i,i) > 0 pour tout i.

Exemple 8.1.4 (Modele du votant). Le type de modéle que nous allons considérer a
présent a été utilisé entre autres en génétique. Il possede plusieurs noms, dont celui de
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Fi1c. 8.5: Une grille 30 x 30 enroulée en un tore. Chaque case possede 8 voisines.

F1G. 8.6: Le modele du votant (Exemple [8.1.4]), pour k& = 2, sur une grille 50 x 50 (représentée « a
plat »). Gauche : état initial ; milieu : apres 1 000 000 de pas; droite : aprés 10 000 000 de pas.

modeéle du votant. On considere une grille n X n, dont chaque case est initialement peinte
avec une couleur choisie parmi k. On suppose que cette grille est enroulée sur elle méme
de facon a former un tore. De cette maniére, chaque case posséde précisément 8 cases
voisines (Fig. . La dynamique est la suivante : a chaque pas,

1. on tire une case x au hasard (uniformément) ;
2. on choisit une de ses 8 voisines, y, au hasard (uniformément) ;
3. on repeint x de la couleur de y.

On vérifie aisément que la chaine de Markov ainsi définie est absorbante, avec k états
absorbants (les k configurations ot toutes les cases sont de la méme couleur).

La terminologie « modéle du votant » provient de linterprétation suivante : chaque
case représente un individu, et chaque couleur une opinion possible sur un certain sujet.
A chaque itération du processus, un des individus discute avec ['un de ses voisins, se laisse
convaincre par ce dernier et prend la méme opinion. Les états absorbants correspondent
alors au consensus.

La figure [8.6 montre ’état initial de la chaine, et deux états ultérieurs. Nous démon-
trerons plus tard qu’a chaque instant, la probabilité que la chaine soit absorbée dans un
état d’une certaine couleur est donnée par la fraction de cases de cette couleur.
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Dans la suite de ce chapitre, nous allons étudier plus en détails les chaines absorbantes
et irréductibles.

8.2 Chaines de Markov absorbantes

L’analyse des chaines de Markov absorbantes est simplifiée si ’on écrit la matrice de
transition sous sa forme canonique, c’est-a-dire en placant les états absorbants en dernier,

_(Q R
p-(2 1),
Si |S| =m et il y a r états absorbants, Q est donc une matrice (m —r) x (m —r), R une

matrice (m —r) x r, et 1 la matrice identité r x r.

Lemme 8.2.1. Soit P une matrice de transition sous sa forme canonique. Alors, pour
tout n > 1,

w:(@1u+Q+w+Q“%v
0 1 '

Démonstration. On procede par récurrence.

P" = PP ! = <Q R) (Qn—l (1 +Q+---+ Qn—2)R>

0 1 0 1
_(Q" 1+Q+-+Q"HR
~\ 0 1 ’
O
Proposition 8.2.1. Pour une chaine de Markov absorbante,
lim Q" = 0.
n—oo
Démonstration. Soit A I’ensemble des états absorbants, et 7,5 ¢ A. On a
(Q")ij =P(X, =7|Xo=1) <P(X, &€ A| Xo =1).

Soient M = max;esmin{k : P(X; € A| Xo=1) > 0} et

p= mi;l]P’(XM e Al Xo=1)(>0).

1€

On a alors,

maxP(Xy € A| Xo=1i)=1—p,

€S
et par conséquent, on déduit de la propriété de Markov que
L 77 .
max P, ¢ A1 X =) < (mox PNy £ A1 X0 =0)) = (1= )1
1€ 1€

et le résultat suit en prenant la limite n — oco. ]
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Corollaire 8.2.1. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov absorbante,
sous forme canonique. Alors la matrice 1 — Q est inversible et son inverse est donné par

N=1-Q '=14+Q+Q*+---.
Démonstration. Soit v un vecteur tel que (1 — Q)v = 0. Alors,

an — Qn—lQ,U — Qn—lv’
et donc Q™v = v, pour tout n > 1. On en déduit de la Proposition que

v= lim Q"v =0,
n—oo

ce qui montre que la matrice 1 — Q n’admet pas 0 comme valeur propre et est donc
inversible. A présent, il suffit d’observer que

1-Q1+Q+Q*+--+Q")=1-Q"",
et donc
1+Q+ Q%+ +Q"=N(1-Q""),

ce qui implique que

n
— 1 i
N = > Q-
1=

Définition 8.2.1. La matrice N est appelée matrice fondamentale de la chaine.

La matrice fondamentale d’une chaine de Markov absorbante permet d’extraire de
nombreuses propriétés de celle-ci. En particulier, elle permet de déterminer simplement le
nombre moyen de visites en un état donné avant absorption, ’espérance du temps jusqu’a
absorption partant d’un état donné, ainsi que les probabilités d’étre absorbé dans un état
donné k, étant parti d’un état .

Théoréme 8.2.1. Soit N la matrice fondamentale de la chaine, A l’ensemble des états
absorbants, et T =min{n >0 : X, € A}. Alors,

1. E(Zkzo 1ix,=j) | Xo = i) = Ny, pour tout i,j ¢ A;

2. E(t| Xo=1) = ngA Nij, pour tout i ¢ A;

3. P(X; =j| Xo =1) = (NR);;, pour tout i ¢ A,j € A.

Démonstration. 1. Soient 7, j deux états non-absorbants. Alors,

EQ 1x,—pl Xo=1) =) P(Xn=j|Xo=1)=Y (P"); = (Q")y =Ny

n>0 n>0 n>0 n>0
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2. 1l suffit d’observer que, par le point précédent,
E(r| Xo =) =B()_ Lix,eap| Xo=1) = Y B lx,—jy | Xo=1) = > Ny
n>0 JgA  n=0 JEA
3.0n a, pour tout i € Aet j € A,
P(X-=j|Xo=1)=) P(X, =4, Xn 1 ¢&A|Xo=1)

n>1

:ZZP(Xn:j,an:k’XO:i)

n>1kgA

= ZZP(Xn :j|Xn—1 = k)P(Xn—l :k’XO :i)
n>1kgA

DY Ri(Q ik

n>1kgA
> (Q"'R)y;
n>1

= (NR);;.

O]

Le théoreme précédent permet en principe de calculer plusieurs quantités importantes.
Dans la pratique cependant, le calcul peut se révéler laborieux, voire infaisable, en parti-
culier lorsque la matrice de transition devient tres grande. On doit alors recourir a d’autres
outils...

Définition 8.2.2. Soit f une fonction définie sur S et P = (p(i,7))ijes une matrice
stochastique. On dit que [ est une fonction P-harmonique si

fF@) =) _p.0)fG), Vies,
JjeS
c’est a dire, sous forme vectorielle, f = Pf, ot f = (f(i))ics-

Théoreme 8.2.2. Soient (X,,)n>0 une chaine de Markov absorbante de matrice de tran-
sition P, 7 le temps d’absorption, et A l’ensemble des états absorbants. Alors, pour toute
fonction f P-harmonique, et tout i € S,

F) = FOPXr =] Xo =1).
jeA
Démonstration. Puisque f est P-harmonique,

f=P"f, Vn>1,

et, par conséquent,

f= lim P"f = <g NlR> f,

et on conclut & 'aide du Théoreme [R.2.11 O
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Ce théoreme peut se révéler particulierement utile, dans certaines circonstances.

Exemple 8.2.1. Retournons au modéle introduit dans I’Ezemple[8.1.J. On considére une
grille n X n, et k couleurs, notées {1,...,k}. On note P la matrice de transition associée.
La fonction f domnant la fraction de cases de couleur 1 dans la configuration est P-
harmonique. En effet, la dynamique revient a tirer au hasard (uniformément, donc avec
une probabilité 1/(8n?)) une paire ordonnée (x,y) de cases voisines et a recolorier la case
x avec la couleur de la case y. Le nombre de cases de couleur 1 va donc
— augmenter de 1 si la paire de sommets est telle que y soit de couleur 1, mais pas x ;
— diminuer de 1 st la paire de sommets est telle que x soit de couleur 1, mais pas y ;
— demeurer inchangé dans les autres cas.
On a donc, en notant Ni(i) le nombre de 1 dans la configuration 1,

.. ) ) 1
ZP(%J)(Nl () — N1(3)) = Z ) (L) 210t =13 — L) =1i(y)£1}) »

JeSs (z,y)
V018INS

ot i(x) est la couleur de la case x dans la configuration i. La derniére somme est nulle,
puisque chaque contribution positive die a une paire (x,y) est compensée par la contribu-
tion négative de la paire (y, ). La fonction f = N1/n? est donc bien P-harmonique.

Soit T le temps d’absorption de la chaine, et notons a1,...,a les k états absorbants,
ay représentant l’état ou toutes les cases sont de couleur £. Supposons a présent que la
fraction de cases de couleur 1 dans l’état initial ig soit €gale a p. Le théoréme précédent
implique donc que

(=1

Or, f(a1) = 1 (puisque toutes les cases de ay sont de couleur 1), et f(ag) = 0 pour
£=2,....k. On a donc

p:[P)(XT = ai |X0 :io).

En d’autres termes, a chaque instant, la probabilité que la chaine finisse absorbée dans
l’¢tat absorbant de couleur £ est précisément donnée par la fraction de cases de couleur £,
un résultat qui serait difficile a obtenir directement a partir du point 8 du Théoréme|8.2.1].

Une remarque s’impose avant de conclure cette section. Considérons la chalne de
Markov de la Figure (gauche). Cette chaine n’est pas absorbante, puisqu’aucun état
n’est absorbant. Cependant, elle contient une sous-chaine de laquelle il est impossible de
s’échapper (les états représentés en vert). L’analyse effectuée dans cette section permet
d’obtenir trés simplement des informations sur cette chaine (par exemple, sur le temps
moyen, ou le nombre de visites en un état donné, avant d’entrer dans cette sous-chaine,
ainsi que le point d’entrée) : il suffit de rendre absorbant chacun des états de la sous-chaine ;
on obtient ainsi la chaine représentée sur la Figure (droite), et celle-ci est absorbante.
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e

—_

F1a. 8.7: Une fois la chaine entrée dans un des états représentés en vert, elle ne peut plus retourner
vers les états représentés en rouge (gauche). Ce type de chaine peut étre étudié de la méme fagon
que les chaines absorbantes, en rendant chacun des états en vert absorbant (droite).

8.3 Chaines de Markov irréductibles

Dans cette section, nous allons nous intéresser au cas des chaines de Markov irréduc-
tibles. Le résultat suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour la récurrence
d’un état (il ne suppose pas l'irréductibilité).

Lemme 8.3.1. Un état j est récurrent si et seulement si ), pn(j,j) = co. Dans ce cas,
Y nPn(i,j) = 00 pour tous les états i tels que j est accessible depuis i. Si j est transient,
alors Y, pn(i, j) < oo, Vi€ S.

Démonstration. De facon similaire a ce que 'on a fait dans le cas des marches aléatoires,
on introduit les fonctions génératrices

Gij(s) =D _s"pa(ij),  Hij(s) =D s"hnli, ),

ol hn(%]) = ]P(Xl 7& jaXQ 7& j)"'?anl 7é ]7Xn = ]|X0 = Z) Notons que Hz](l) =
P(3n > 1,X,, = j| Xo = 7). En procédant exactement comme dans le Lemme [7.1.11} on
obtient que, pour i # j € S,

Gii(s) = 1+ Hii(s5)Gii(s),  Gij(s) = Hi;(s)Gy;(s).
Le lemme suit alors aisément. En effet,

> paliid) = lim G (s) = lim(1 — Hjj(s) ™,

et cette derniere quantité est infinie si et seulement si Hj;;(1) = 1, ce qui est équivalent &
dire que j est récurrent.

Pour les deux autres affirmations, on utilise ) pn(i,7) = G4j(1) = H;;(1)Gjj (1).
Lorsque j est récurrent et accessible depuis i, G;;(1) = oo et H;;(1) > 0. Lorsque j est
transient, G;;(1) < oo et H;;(1) < 1. O
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8.3. CHAINES DE MARKOV IRREDUCTIBLES

Dans le cas d’une chaine irréductible, on s’attend intuitivement a ce que tous les états
soient visités infiniment souvent, et donc que la chaine soit récurrente.

Lemme 8.3.2. Une chaine X irréductible sur un espace d’états S fini est toujours récur-
rente. De plus, le temps moyen de récurrence dans l’état i, p; = E(T; | Xo = 1) avec

T, =min{n >1: X, =i},
est fini pour tout i € S.

Démonstration. Observons tout d’abord qu’une telle chaine possede toujours au moins un
état récurrent. Si ce n’était pas le cas, on aurait, par le Lemme [8.3.1

L= lim » pa(i,j) = ) lim pu(i,j) =0,
JjES JjES
puisque lim,, . pn(i,7) = 0 dés que j est transient.
Soit K;; = min{n >1 : p,(4,5) > 0}. Montrons a présent que si i — j et j — i, et
que ¢ est récurrent, alors j est également récurrent. Puisque K;; < co et Kj; < 0o, on a

an(j7]) Z Z iji(jai)pn—Kji—Kij (Z72)pK” (27])

n>1 nszi+K¢j+1

= pKJz (37 Z)pKU (Za.]) an(l, Z) = OO?
n>1

et la premiere affirmation est démontrée.

Pour montrer la seconde, on note que l'irréductibilité de la chaine et la finitude de S
impliquent que K = maxjes Kj; < 00, et p = minjes pk;,(j,i) > 0. On a alors, avec les
notations M = |n/K| et ko = 1,

M
P(Ti>n|Xo=i)< Y. []P(Xk,,_ =kl Xo=ke)
k1. kar#i 0=1

M-1
= 2 1] Pk = kel Xo = ki)

K1, ka1 =1
xP(Xg,,, , #1]Xo=kn-1)
M—1

<(1-p) ) I P(Xrep, o = kel Xo = ko)
K1, k170 =1

<< (1-pt
Par conséquent, on a bien p; = E(T; | Xo =14) = >, -1 P(Ti > n| Xo =1) < 0. O

Lemme 8.3.3. Soit X une chaine de Markov irréductible sur un espace d’états S fini.
Alors, pour tout i,j € S,

P(In>1,X, =i|Xo=4) = 1.
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Démonstration. Soient i # j deux états, et m = min{n : p,(7,j) > 0}. Manifestement, si
Xo =1 et X,,, = 7, alors, Xy # i, pour tout 1 < k < m (sinon m ne serait pas minimal).
On a donc

P(X, #6,Yn > 1|Xo =) > P(X, #6,Yn > 1, X, = j| Xo = i)
Xp #0,Yn > m, Xm = j | Xo = 1)

P(
P(

On sait du Lemme que X est récurrente, et par conséquent, le membre de gauche est
nul. Puisque p,(i,7) > 0 par construction, on conclut que P(X,, # i,Vn > 1| Xy = j) =
0. O

8.3.1 Distribution stationnaire

Pour une chaine de Markov irréductible X, le processus ne va pas s’arréter dans un
certain état, mais va continuer a évoluer éternellement. Une question fondamentale est
alors de déterminer son comportement asymptotique : si I'on observe une telle chaine
apres un temps tres long, quelle est la probabilité qu’elle se trouve dans un état donné?
Avec quelle fréquence visite-t-elle chaque état 7 La réponse a ces questions est étroitement
liée a la notion de distribution stationnaire.

Définition 8.3.1. Un vecteur w = (m;)ies est appelé distribution stationnaire de la chaine
X si
1. m; >0 pour tout j € S, et )
2. m=nP.

jeSWj:l;

La raison derriere cette terminologie est la suivante : supposons qu’au temps 0 les
probabilités d’occupation de la chaine soient données par py = 7, alors il suit du Théore-
me que les probabilités d’occupation au temps n sont données par

p, =7P" = (7P)P" 1 =aP" ! = ... = 7.

On voit donc que la distribution 7 est stationnaire : elle ne change pas lorsque le temps
passe.

Théoreme 8.3.1. Une chaine irréductible X sur un espace des €états fini posséde tou-
jours une unique distribution stationnaire, et les composantes de cette derniére sont toutes
strictement positives. Celles-ci sont données par m; = pi_l, ot p; est le temps moyen de
récurrence dans l’état 1.

Démonstration. Commencgons par construire explicitement une distribution stationnaire
pour la chaine. Pour ce faire, fixons un état k € S, et notons 7;(k) le nombre moyen de
visites en ¢ entre deux visites en k, n;(k) = E(N; | Xo = k), ou

Ty
Ni=D_ Lix=i)
n=1
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On note n(k) le vecteur correspondant. Clairement, T} = > . ¢ IV;, et donc

i€S

pr =B Ni| Xo=k)=> ni(k). (8.1)

€S €S

Le Lemme [8.3.2] implique que 1 < pr < oo, pour tout k € S. Par conséquent, le vecteur
n(k)/pr est normalisé et positif. Pour montrer que celui-ci est une distribution stationnaire,
il ne reste donc plus qu’a montrer que n(k) = n(k)P. Or, on a

ni(k) =Y P(Xp=i,Tp > n|Xo =k)

n>1

=p(k, i)+ > Y P(Xn=146,Xp1=5Tk>n—1|Xo=k)
£k n>2

= plk i)+ Y p(j,i) Y P(Xpoy = 5. Tk >n— 1] Xo = k)
J#k n>2

= p(k, i)+ Y n;(k)p(j, i)
J#k

= (n(k)P);,

puisque (k) = E(X 0k 1x, py | Xo = k) = 1.

Nous allons vérifier & présent qu’il y a une unique distribution stationnaire, et que ses
composantes sont données par pfl. Soit 7 une distribution stationnaire de la chaine. On
a alors nécessairement m; > 0 pour tout 7 € S. En effet, supposons qu’il existe ¢ € S tel
que m; = 0. On a alors

0=m = mpn(l,i) > mpn(j,i),  Vj€SVn>1.
lesS

Mais ceci implique que 7; = 0 pour tout j € S, puisque la chaine est irréductible, ce qui
contredit  ; m; = 1.

Notons a présent P la loi de la chaine, lorsque X est distribué selon la loi 7. On peut
alors écrire

Tip; = Y Pa(T > 0| Xo = j)Pr(Xo = j) = Y Pr(Tj > n, Xo = )

n>1 n>1

=Pr(Xo=j)+ Y Pr(Xo=4j,Xe#j1<l<n-1).
n>2

A présent, on observe que Pr(Xo=j,Xe #j,1 < <n—1) peut étre réécrit comme

Pr(Xe#7,1<l<n—-1)—Pr(Xy#50<l<n-1)
—Pa(Xy £ J,0<0<n—2)—Pa(X;£4,0<<n—1),
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ou la derniere identité suit de la stationnarité de 7. Par conséquent,

Y Pa(Xo=4X¢#j,1<L<n—1)

n>2
=Pr(Xo # j) — nlLI&Pﬂ(Xg #J,0 <L < n) =Pr(Xo # J),

puisque limy, o0 Pr(Xy # j,0 < € < n) = Pr(Xy # 5,¥n > 0) = 0, par le Lemme m
On a donc bien
7ip; = Pr(Xo = j) + Pu(Xo £ j) = 1,Vj € S,

et le théoréme est démontré. O

8.3.2 Convergence

Il est clair que si la loi de X,, converge, alors ce sera vers son unique distribution
stationnaire. Le probleme est qu’il n’est pas garanti que la loi de X,, converge, comme on
peut le voir simplement, en considérant la matrice de transition P = (¢ (13 ), qui donne lieu &
une chaine de Markov irréductible, de distribution stationnaire (%, %), mais ne convergeant
pas. Le probléme ici est que la chaine est périodique (de période 2), et donc la loi de X,
oscille indéfiniment. Le théoréme suivant montre qu’il s’agit l1a de la seule entrave possible

a la convergence.
Théoreme 8.3.2. Soit X une chaine irréductible et apériodique sur un espace d’états
fini. Alors, pour tout i € S,
. .. 1
hm pn(zvj) =

ot p; est le temps moyen de récurrence de l’état j.

Remarque 8.3.1. On peut vérifier (exercice) que pour une chaine irréductible, tous les
€tats ont méme période d. Il suit alors que, si X est une chaine irréductible de période d,

alors les chaines Y, 0 < r < d, définies par YYST) = Xpna+r Sont apériodiques, et qu’on
peut donc leur appliquer le théoréme.

Démonstration. Soient X, et Y,, deux copies indépendantes de la chaine de Markov, et
posons Z,, = (X,,,Y,). La chaine de Markov Z sur S x S est irréductible. En effet, pour
tout 4,4, k,l € S, il suit de I'indépendance de X et Y que

Pu((i,4), (K, 1)) = P(Zn = (K, 1) | Zo = (i, 7))
= P(Xn =k ‘ Xo = Z)P(Yn =1 | Yo = J) = pn(iak)pn(j>l)a

et, les chaines X et Y étant irréductibles et apériodiques, il existe N (i, j, k, 1) tel que
pu(i, k)pn(d,1) >0,
pour tout n > N (voir le Lemme [8.3.4)).
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Notons P(; ;) la loi de la chaine Z partant de Zy = (i, j). Fixons s € S, et introduisons
T =min{n >1: Z, = (s,s)}. Z étant irréductible, P(; ;(T' < oo) = 1, pour tout i,j € S.
L’idée de la preuve est la suivante. Pour tout m > 0, les lois de X7y, et Y4, sont
identiques, puisqu’elles ne dépendent que de s et m, et de la matrice de transition commune
de X et Y. On peut donc écrire

pn(i, k) =P 5y (Xn = k)
—P(i,j)(Xn =k, T < n) +P(ij)(Xn =k,T> n)
=P, (Yo =k,T <n)+P;;(Xn=kT>n)
7‘(

=pu(J, k) + P j) (T > n).

On obtient donc
n—oo

‘pn(i7 k) _pn(j; k)‘ < P(i,j)(T > n) — 0,
pour tout i, j,k € S. On en déduit que

€S

ce qui termine la démonstration. O

Lemme 8.3.4. Soit X une chaine de Markov irréductible et apériodique. Alors, il existe
N < oo tel que, pour tout i,j € S,

Démonstration. Soit j € S. Par apériodicité, il existe une suite de temps t1, to, ..., t; ayant
1 pour plus grand diviseur commun, et tels que py, (j,7) > 0, pour tout 1 < k < £. On
peut alors montrer qu’il suit du Théoréme de Bézout E| qu’il existe un entier M = M (j)
tel que tout nombre entier m > M (j) peut se décomposer comme m = Y ;. ayty, pour
une suite aq, ..., ay d’entiers positifs. Par conséquent, on a

l
H P, (3, 5))™* >0, ¥m > M(j).

Par irréductibilité, on peut trouver m’ = m’(i, j) tel que p,(4,5) > 0, et donc

Pm(i:3) 2 P (6 ) Pm—mr (3,5) >0, ¥Ym > M(j) +m/(4,j) = M'(i, j).

Comme il y a un nombre fini de paires (4, j) € SxS, on peut prendre N = max; jes M'(1, 7).

L]
3Théoréme de Bézout : si z1,...,om € N* sont tels que pged(z, ..., Tm) = d, alors, pour tout n > 0,
dai,...,am € Z tels que a1x1+ -+ amTm = nd. De plus, sin > x1 - Tm, a1,...,an peuvent étre choisis

tous positifs.
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8.3.3 Réversibilité

Dans de nombreux cas, en particulier pour les chaines de Markov provenant de la
modélisation de phénomenes physiques, la chaine possede la propriété remarquable d’étre
invariante sous le renversement du temps (dans 1’état stationnaire), dans le sens que si
I’on filme son évolution et que 'on passe le film, il est impossible de déterminer si le film
est passé a ’endroit ou a ’envers.

Soit X, —0o < n < 00, une chaine de Markov irréductible, telle que la loi de X,, soit
donnée par m pour tout n € Z. On définit la chaine renversée Y par

Y, =X_n,neZ.

Définition 8.3.2. La chaine X est réversible (a l’équilibre) si les matrices de transition
de X et'Y sont identiques.

Théoreme 8.3.3. X est réversible si et seulement si la condition d'équilibre local est
satisfaite :
mip(i, ) = mip(J, 1), Vi, j € S.

Démonstration.

P(YnJrl =J | Yo = Z) = P(anfl =J ‘ X on= Z)

. . ]P(X—n—l :])

=PX_,=1|X_,1=))——————=
( HXonor =D =)

. NTTy
= p(j, 7).

7

O

Une fagon d’interpréter cette formule est comme suit. Imaginons que l'on répartisse
un volume total d’eau égal a 1 entre les différents sommets du graphe associé a la chaine
de Markov. A chaque instant, une fraction p(i,j) de l'eau se trouvant au sommet 7 est
déplacée vers le sommet j (pour tous les sommets i, simultanément). La distribution
d’équilibre correspond a la répartition de ’eau sur les sommets telle que la quantité d’eau
en chaque sommet est préservée : toute ’eau qui en sort est compensée exactement par
leau qui y entre (m; = Zj mip(J,i)). La condition d’équilibre local est beaucoup plus
forte : on demande a ce que, pour toute paire de sommets i, j, la quantité d’eau passant
du sommet ¢ au sommet j soit compensée exactement par la quantité d’eau passant du
sommet j au sommet i (m;p(i,7) = m;p(j,1)).

Théoreme 8.3.4. Soit X une chaine irréductible. S’il existe w tel que

0<m < 17 Zﬂ-i = 1> Wlp(zuj) = W]p(],l) pour tout 27] € S7
€S

alors la chaine est réversible (a ’équilibre) et de distribution stationnaire 7.
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Démonstration. Par la propriété d’équilibre local,

Z?ij(j,i) e Zﬂip(iaj) = i,

jes jeS
ce qui montre que 7 est la distribution stationnaire de la chaine. O

Ce dernier théoreme permet, dans certaines situations, de déterminer beaucoup plus
simplement la distribution stationnaire : si I’on parvient a trouver une distribution de
probabilité sur S satisfaisant la condition d’équilibre local pour une chaine irréductible,
on est assuré que cette solution est bien la mesure stationnaire de la chaine.

Exemple 8.3.1. I est intuitivement clair que la chaine de Markov du modéle d’Ehrenfest
devrait étre réversible a I’équilibre. Il est donc naturel d’essayer de trouver une distribution
sur S satisfaisant la condition d’équilibre local. Dans le cas présent, cela revient a trouver
un vecteur m = (mo, ..., my) tel que, pour tout 0 <i < N —1,

mz‘+1_p(i,i—f—l)_(N—’i)/N_N—i
m;  p(li+1,i) (+1)/N  i+1’

et Yy ,m; = 1. La mesure stationnaire est donc donnée par

N
=2 N .
me=27(})

En particulier, on peut a présent aisément utiliser le Théoréme afin de déterminer
les temps moyens de récurrence des divers états. Si, pour fizer les idées, on suppose qu’il y
a une transition par seconde et N = 20 000 boules, on voit que le temps moyen nécessaire
pour retourner dans [’état ot toutes les boules sont dans l'urne A est donné par

1 2N

E(Ty|Xo=N)= — = =

~ = 2NV ~ 10990 secondes ~ 10% 990 gnnées.
my - (y)

D’un autre coté, le temps moyen de récurrence de l’état dans lequel chacune des deux
urnes contient la moitié des boules est de
1 2N 1 .
E(Tyj2 | Xo = N/2) = —— = —+ =~/ 37N =~ 177 secondes =~ 3 minutes.
MN/2 (N/2)

Ceci résout de maniere particulierement frappante le « paradoxe » entre la réversibilité
microscopique et ['apparente irréversibilité macroscopique : si les molécules de gaz, toutes
initialement contenues dans le récipient de gauche, se répartissent tres rapidement de
facon homogene entre les deux récipients, elles vont bien se retrouver dans l’état initial
si l’on attend suffisamment longtemps, mais le temps nécessaire est tellement astrono-
mique (bien plus grand que l’dge de l'univers!), que cela n’aura jamais lieu en pratique.
E’videmment, pour un gaz réel, N est de l'ordre de 10?9, et les nombres obtenus sont encore
plus faramineux que ceux donnés ci-dessus.
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Chapitre

Modele de percolation

Dans ce chapitre, nous allons introduire un autre processus tres important en théorie
des probabilités : le modele de percolation. Contrairement a la marche aléatoire et aux
chaines de Markov, il ne s’agit plus d’une famille de variables aléatoires indicées par un
parametre que 'on peut interpréter comme le temps, mais d’une famille de variables
aléatoires indicées par un parametre spatial ; on parle dans ce cas de champ aléatoire. Ce
modele peut étre défini en dimension quelconque (et en fait, sur un graphe quelconque),
mais nous nous contenterons de discuter le cas de Z2.

9.1 Définition

Soit p € [0, 1], et soit (X;);ez2 une famille de variables aléatoires indépendantes suivant
une loi de Bernoulli de parameétre p, indicées par les sommets de Z2. On note Py la loi de
ce champ.

Un sommet 7 est dit occupé si X; = 1 et vide si X; = 0. On centre en chaque sommet
occupé un disque de diametre 1 < p < /2. Deux sommets sont dits connectés s’ils ap-
partiennent a la méme composante de 'union de ces disques. Les composantes connexes
maximales de sommets de Z? sont appelées amas. Etant donné un sommet z € 72, on
note C'(z) 'amas contenant z. On a représenté sur la Figure trois réalisations de ce
processus pour des valeurs diverses de p.

L’interprétation originelle de ce processus est comme modele d’'un matériau poreux. Un
tel matériau contient un grand nombre de trous microscopiques. La question de base que
I’on se pose alors est si cette porosité locale induit une porosité globale : si I’on plonge une
pierre poreuse dans de I’eau, quelle est la probabilité que le centre de la pierre soit mouillé ?
Dans le modele de percolation, les trous correspondent aux disques placés sur les sommets
occupés. La question de base peut alors se reformuler dans les termes suivants : existe-t-il
un amas infini (I’eau pourrait alors se propager infiniment loin a travers ce dernier) 7 Il y a
de nombreuses autres interprétations bien entendu : comme modele d’épidémie, de feu de
forét, etc. Ce modele est devenu I'exemple classique pour modéliser des milieux aléatoires.
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FiG. 9.1: Trois réalisations du processus de percolation.
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CHAPITRE 9. MODELE DE PERCOLATION

9.2 Transition de phase

Soit ©(p) = P,(|C(0)| = 00), our |A| représente la cardinalité de I'ensemble A C Z2.
O(p) est donc la probabilité que de 1’eau injectée a I'infini parvienne jusqu’a l'origine. Le
résultat suivant est fondamental.

Théoreme 9.2.1. 1. Il existe 0 < p. < 1 tel que

=0 Vp < pe,
O(p) >0  Vp> pe.

2. La probabilité qu’il existe (au moins) un amas infini est égale 4 1 si O(p) > 0, et 0
Sinomn.

Remarque 9.2.1. 1. Un argument de théorie ergodique permet de montrer qu’avec
probabilité 1, il n’y a jamais plus d’un amas infini. Nous ne le ferons pas ici.

2. La valeur exacte de p. est inconnue, mais des simulations numériques montrent que
pe =~ 0,5928.

Démonstration. On démontre d’abord la seconde affirmation. Clairement, I’existence d’au
moins un amas infini est un événement asymptotique, puisque le fait de changer I’état d’un
nombre fini de sommets n’a pas d’influence sur sa réalisation. Par conséquent, il suit de la
loi 0-1 de Kolmogorov que la probabilité qu’il existe au moins un amas infini a probabilité
0 ou 1. Or,
P, ([ J{IC(0)] = 00}) 2 By({|C(0)] = o0}) >0,
1€Z?

si ©(p) > 0, et donc P, (|U;cz21|C(9)| = oo}) = 1. Réciproquement,

P, ([ J{ICGH)| = 00}) < D P,({|C(5)] = o0}),

1€72 i1€Z2

et donc Pp(U;ez2{IC(i)] = oo}) = 0 deés que Pp({|C(i)| = oo}) = Pp({|C(0)] = oo}) =
©(p) = 0.

Passons a présent a la premiere partie du théoreme. Celle-ci suit clairement des trois
affirmations suivantes : (i) ©(p) = 0 pour tout p suffisamment petit ; (ii) O(p) > 0 pour
tout p suffisamment proche de 1; (iii) O(p) est une fonction croissante de p.

(i) On appelle chemin de longueur n dans Z? une suite v = (i1, 49, .. . ,i,) de sommets
tous distincts et tels que ||ig —ig_1l. =1, k = 2,...,n. Soit N'(n) 'ensemble des chemins
de longueur n commencant en i; = 0, et N(n) la cardinalité de cet ensemble. On vérifie
facilement que N(n) < 4". En effet, lorsque 1'on construit un tel chemin sommet par
sommet, on a au plus 4 choix & chaque étape.

Soit & présent Ny(n) le nombre de chemins de longueur n composés uniquement de
sommets occupés (chemins occupés). Etant donné y € N/ (n), la probabilité que les sommets
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Fi1Gc. 9.2: Lorsque Xy = 1 mais que I’amas contenant 'origine est fini, il y a toujours un *-circuit
vide entourant I’origine (le point rouge). On a représenté par des cercles verts les sommets qui sont
nécessairement vides si C'(0) est I’amas représenté en bleu.

le constituant soient tous occupés est exactement donnée par Hi@ P,(X; =1) =p". Par
conséquent,

EP(NO(n)) = Ep( Z 1{7 occupé}) = Z ]P)P(’y OCCU.pé) = pnN(n) < (4p)n
YEN (n) YEN (n)

Lorsque ’événement {|C(0)| = oo} est réalisé, il existe de tels chemins occupés de toutes
les longueurs. On obtient donc, pour tout n > 1,

Pp(IC(0)] = 00) <Pp(No(n) > 1) <Ey(No(n)) < (4p)”,

En laissant n — oo, on voit que P, (|C(0)| = co) = 0 dés que p < 1.

(ii) On va utiliser un argument dua a Peierdl? introduit en 1936 dans I’étude d’un autre
champ aléatoire tres célebre : le modele d’Ising®l On appelle x-circuit de longueur n une suite
de sommets i1, . . ., i, tous distincts tels que ||iy —ir_1]|. < V2, k=2,...,n, et ||ii—in|, <
V2. L’observation cruciale est que lorsque I’origine est occupée, mais que I’amas contenant
lorigine est fini, il existe un *-circuit composé entierement de sommets vides (x-circuit vide)
et entourant 1’origine (cf. Figure. Notons N*(n) le nombre de x-circuits de longueur n
entourant l'origine. On peut a nouveau facilement borner leur nombre. En effet, le nombre
de *-circuits de longueur n contenant un sommet donné est inférieur a 8", puisqu’il y a
exactement 8 sommets & distance au plus v/2 d’un sommet donné. D’autre part, un *-
circuit de longueur n entourant I'origine intersecte nécessairement ’ensemble des sommets
de coordonnées (0,y) avec 0 < y < $n. On obtient donc que N*(n) < $n8".

Soit N (n) le nombre de tels x-circuits entierement composés de sommets vides. En
procédant de la méme facon qu’auparavant, la probabilité que tous les sommets d’un

1Sir Rudolf Ernst Peierls (1907, Berlin — 1995, Oxford), physicien théoricien allemand. Il s’installa en
Angleterre en 1933, et fut anobli en 1968.
2Ernst Ising (1900, Cologne — 1998, Peoria), physicien allemand.
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*-circuit de longueur n donné soient vides est (1 — p)™. Par conséquent,
Ep(Ny(n)) = (1= p)"N*(n) < 3n(8(1 —p))".

Comme on 'a vu, lorsque Xy = 1 et |C(0)| < oo, il exite un entier n tel que Ny(n) > 1.
A présent,

B,(Xo = 1,|C(0)] < 00) < By (| J{N:(m) > 1) < OB, (N (m) > 1)

n>4 n>4
<Y E,WVim) <Y In(s(1-p)",
n>4 n>4
et cette derniere quantité tend vers 0 lorsque p — 1. Par conséquent, P, (|C'(0)| = oo) =

1-(1—-p)—Py(Xo=1,|C(0)] < c0) >0 pour tout p suffisamment proche de 1.

(iii) Il reste & montrer que ©(p) est une fonction croissante de p. Soit (Y;);cz2 une famille
de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1] ; on note IP la loi de ce processus. Pour
p € [0,1], on définit les variables aléatoires (X7);cz2 par

XP =

2

1 siY; <p,
0 siY;>p.

Un peu de réflexion montre que la loi de la famille (X7?);cz2 est précisément Pp,. L’intérét
de cette construction est que 'on peut définir simultanément tous les processus (X7);cz2
pour p € [0, 1] sur cet espace de probabilité, ce qui permet de les comparer réalisation par
réalisation. C’est ce que 'on appelle faire un couplage de ces processus. En particulier, on
voit que la présence d’un amas infini contenant ’origine pour X? implique I'existence d’un
amas infini pour tous les processus X7 avec p' > p, puisque YV; < p = Y; <9/, pour
tout p’ > p, et donc chaque sommet occupé dans XP est nécessairement également occupé
dans X?'. On a donc, pour 0 < p < p’ < 1,

O(p) = P,(|C(0)| = 00) = P(|C(0)| = oo dans X7)
< B(/C(0)] = oo dans X”') =Py (|C(0)] = o0) = O(p).
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Le processus de Poisson

Nous allons & présent introduire un processus de nature différente, dont le domaine
d’applicabilité est tres important : le processus de Poisson. Dans le cadre qui va nous
intéresser ici, celui-ci décrit la répartition aléatoire et uniforme de points sur la droite
réelle positive. Il peut servir a modéliser par exemple : les appels téléphoniques arrivant
dans une centrale, I’arrivée de particules sur un compteur Geiger, les temps d’arrivée de
clients a une caisse, les temps d’occurrence de sinistres & dédommager par une compagnie
d’assurance, etc.

10.1 Définition et propriétés élémentaires

Il y a trois fagons naturelles de décrire un tel processus (¢f. Fig :

— On peut, tout d’abord, encoder une réalisation d’un tel processus par une collection
0 < Ti(w) < Ta(w) < --- de nombres réels positifs, correspondant & la position des
points sur R, Il est pratique de poser également Ty = 0.

— Une seconde facon de coder une réalisation revient & donner, pour chaque intervalle
de la forme I = (t,t + s], le nombre de points Nj(w) contenus dans l'intervalle. Si
'on utilise la notation simplifiée Ny = N(gy, on aura alors N ;4 = Neys — N La
relation entre les variables aléatoires T}, et N; est donc simplement

Ni(w) =sup{n >0 : T,(w) < t}, To(w)=inf{t >0 : Ny(w) >n}.

— Une troisieme facon naturelle d’encoder cette information est de considérer la suite
X1(w), X2(w), X3(w),. .. de nombres réels positifs correspondant aux distances suc-
cessives entre deux points. La relation entre ces variables et les T;, est donnée par

k
X =T — T, T =) X
i=1
Définition 10.1.1. Soient X1, Xs, ... une suite de variables aléatoires satisfaisant P(Xj >
0) = 1 pour tout k > 1. Soit Ty = 0 et T, = > " X;. Finalement, posons Ny =

sup{n >0 : T,, <t}. Le processus (N¢)i>0 est appelé processus de comptage.
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F1G. 10.1: Une réalisation d’un processus de Poisson.

Remarque 10.1.1. On supposera toujours par la suite qu’un processus de comptage sa-
tisfait presque-sturement T,, — oo lorsque n — oo.

On appelle souvent les variables aléatoires X, les temps d'attente ou durées de vie du
processus (N¢)¢>1.

Le cas le plus simple, mais trés important, est celui ou les temps d’attente forment un
processus i.i.d. : prenons ’exemple d’une lampe dont ’ampoule est changée instantanément
des qu’elle est défaillante. Dans ce cas, les durées de vie correspondent précisément a
la durée pendant laquelle 'ampoule fonctionne. A chaque fois qu'une ampoule cesse de
fonctionner et qu’elle est remplacée par une ampoule neuve, le systéme se retrouve dans
le méme état. On dit qu’il y a renouvellement.

Définition 10.1.2. Un processus de comptage pour lequel les temps d’attente sont i.i.d.
est appelé processus de renouvellement.

Le processus de Poisson est ’exemple le plus important de processus de renouvellement.

Définition 10.1.3. Un processus de Poisson d’intensité A est un processus de renouvel-
lement dont les durées de vie suivent une loi exp(X). On note Py la loi du processus de
Poisson d’intensité .

Vérifions a présent deux propriétés tout a fait remarquables du processus de Poisson.

Théoréme 10.1.1. Soit (N¢)i>0 un processus de Poisson d’intensité . Alors, pour tout
t,s >0,
1. Niys — Nt suit la méme loi que Nj.

2.V 0 <t <ty < -+ < ty, les variables aléatoires (Ny,,, — Ny,)i=1,..n—1 sont
indépendantes.

188



CHAPITRE 10. LE PROCESSUS DE POISSON

t t
X7 X3

Tn Thi1 Th+2

Xn+1 Xn+2

F1c. 10.2: Définition des variables aléatoires X! (lorsque N; = n).

Démonstration. Soit t > 0 fixé. Notons X} = T, 11 — t le temps restant apres t jusqu’au
point suivant du processus, Xk, = XN, 4k, k> 2, et Tk =X+ —i—Xk,, k>1. Ev1demment

Nips—Ne=n < T!<s<T!,
Observons a présent que I'indépendance de X,,4+1 et de T}, implique que, pour tout = > 0,

Py(X! > 2| Ny = n)Py(N; = n) = Py(Xt > 2, T, <t < Tpi1)
=P\(T, <t,Xpt1>t+x—-1T),)

/ dy/ﬂ dean,Xn+1 ) (Y, 2)
—/0 awinw [ dz @

t+r—y

t
_ / Pa(Xos1 > ¢+ 2 — ) fr, (4)dy
0

t
- e_m/ Pr(Xnt1 >t —y)fr,(y)dy
0

= e NPT, <t,Xpp1 >t —T)
= e M Py(N; = n). (10.1)

En procédant de la méme fagon, on voit que

Py(Xt > 21, X5 > 29,..., XE > 21 | Ny = n)
=P(Thn <t,Xpp1 >t+x1 —Tn, Xpy2 > 22, ..., Xy > xi) /[PA(Ny = n)

k
= [[PA(Xnse > 20) PA(To < &, X1 > t+ 21 — Tp) /PA(N, = )
(=2
= e Mertt)
la seconde identité suivant de I'indépendance de T},, X411, . .., Xp+tk, et la derniere identité
de . On en déduit que, conditionnellement & N; = n, les variables aléatoires X/,
k > 1, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi exp(A). Par conséquent, la loi conjointe
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des variables aléatoires T}, k > 1, sous Py(-|N; = n) coincide avec celle des variables
aléatoires T}, k > 1, sous P). On a donc

PA(Neps — Ny = k) =Y Py(Npyo =1+ k| Ny = n)Py(N; = n)

n>0

=Y PA(T{ <5 < Ty | Ny =n)PA(N; = n)
n>0

= PA(Th < s < Te1)PA(N; = n)
n>0

=P\(Th <5 < Tpy1)

=P\(N, = k).

Passons a la seconde affirmation. Les arguments ci-dessus montrent que la loi conjointe
des variables aléatoires Ny — Ny = max {n >0 : T} < s—t} sous P\(-|N; = {) coincide
avec celle des variables aléatoires Ny_y = max{n >0 : T,, < s — t} sous Py. Posons m; =
ki4+---+k;,i>1. On a alors

IP))\(Nti+1 _Nti :kl,Z: 1,...,71—1)

=Y Pa(Niy = Ny, =kiyi=1,...,n = 1| Ny, = ) PA(N;, =)
>0

= Pa(Niy, — Ny =miyi=1,...,n = 1| Ny, = £) PA(Ny, = 0)
>0

= Pa(Niyy—ty, =miyi=1,...,n — 1) Py(N}, =)
>0

= PA(NtiJrl*tl

= ]P))\(Nt27t1 = klaNt

=mi,i=1,...,n—1)
i—ti = Nig—ty =my —my,i=2,...,n—1).

De la méme fagon, puisque t;11 — t1 — (to — t1) = ti41 — to,

Px(Nty—t; = k1,Ntyoy—ty — Nig—ty =my —my,i =2,...,n—1)
=Px(Ntjp—ty = Nig—ty = mi —ma, i =2,...,n — 1| Nyy_y, = ki)
X Py (Niy—t, = k1)
=Pa(Ntyy—ty = mi —my, i =2,...,n— 1) Py\(Ny,—¢, = k1).  (10.2)
Mais
PA(Ntjpy—t, =mi —mi,i=2,...,n—1)

= P)\(th—tg = kQ, Nti+1—t2 — Nt3—t2 = my; — mg,i = 3, ey — 1),

et 'on peut donc répéter la procédure ((10.2)), pour obtenir finalement

n—1 n—1

I[D)\(Nti+1 - Nti = klal = 17 RN (2 1) = H PA(Nti+1—ti = kz) = H P)\(Nti+1 - Nti = kl);
i=1 i=1

la derniere identité résultant de la premiere partie du théoreme. ]
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Lemme 10.1.1. Soit (N;)i>0 un processus de Poisson d’intensité X. Alors, T, suit une
loi gamma(\, n),

1
(n—1)!
Démonstration. T, est une somme de n variables aléatoires i.i.d. de loi exp(\). Manifeste-
ment, 77 suit une loi exp(\), et celle-ci coincide avec la loi gamma(A, 1). On proceéde par
récurrence. Supposons 1’énoncé vrai pour 7,,. On a alors,

fr,(x) = A" e A g ooy ().

an+1( ) an+Xn+1 / an an+1( )

_ A 1 —)\U)\ —Xz— u)du
/0 (n—l)

)\n+1 T
= = e [ 4" ldu
(n—1)! 0

An+1
—Az,_.n
l‘ )

n!

et le lemme est démontré. O

Théoréme 10.1.2. Soit (N¢)i>0 un processus de Poisson d’intensité . Alors, pour tout
t>s>0, Ny — Ny suit une loi poisson(A(t — s)).

Démonstration. 11 suit du Théoreme [10.1.1| qu’il suffit de considérer le cas s = 0. Puisque
Ny =n<=1T, <t <Ty41, on a immédiatement

P)\(Nt = n) = P)\(Tn <t< Tn+1) = P)\(Tn+1 > t) — IP)/\(Tn > t)

j\; (x”)\e_m — nx"_le_)‘m)dx
A © g e

= t a(—x e )dx

— &tne—)\t
n! '

O

Définition 10.1.4. On appelle accroissements d’un processus stochastique (Zi)i>o les dif-
férences Zy — Zg entre les valeurs prises par le processus en deux temps 0 < s < t.

Un processus (Z¢)>0 est & accroissements stationnaires si, pour tout s,t > 0, Zyys — Zy
a méme loi que Zs — Zj.

Un processus (Zi)i>0 est a accroissements indépendants si, pour tout choiz de 0 =ty <
t1 <tg <--- < t, <00, les variables aléatoires Zy, — Zy, | sont indépendantes.

Les Théoremes|10.1.1]et [10.1.2 montrent que les accroissements Nyys— Ny d’un proces-
sus de Poisson d’intensité A sont stationnaires, indépendants et suivent une loi de Poisson
de parametre As. Nous allons montrer que ces propriétés caractérisent ce processus. Ceci
fournit donc une définition alternative du processus de Poisson.
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Théoréme 10.1.3. Un processus de comptage (N¢)¢>o est un processus de Poisson d’in-
tensité \ si et seulement si ses accroissements Ny s— N, sont stationnaires et indépendants,
et suivent une loi poisson(\s).

Remarque 10.1.2. En fait, on peut montrer assez facilement qu’un processus de comp-
tage (N¢)e>0 est un processus de Poisson (d’intensité non spécifiée) si et seulement si ses
accroissements Nyys— Ny sont stationnaires et indépendants. Cela montre que ce processus
va correctement modéliser toutes les situations ou ces deuxr hypothéses sont approximati-
vement vérifiées.

Démonstration. On a déja montré que le processus de Poisson possede les propriétés
énoncées. Montrons donc que ces propriétés caractérisent ce processus.

Fixons 0 < s1 <t < sy <ty <--- <, <ty En observant que T € (s1,t1],...,T, €
(Sn, tn] si et seulement si

— Ng;, — N¢, , =0,1<i<n, (avec tyg = 0),

-~ Ny, —Ng, =1,1<i<n,

- Ny, — N, > 1,
et en utilisant les hypotheses sur les accroissements, on obtient

P(Tl S (81,151],... ,T S (Sn,tn])

= HP(NSZ Nt1 1 H IP Nt1 5 - 1)P(Ntn - Nsn 2 1)

i=1
n n—1
— He—k(sl ti—1) H )\(t —sl)e At; sl)(l e Atn sn))
i=1 i=1
n—1
_ )\n—l(e—)\sn . e—)\tn) H(tZ _ Si)
i=1
t1 tn
= / / N Mndy, - - duy
S1 Sn
La loi conjointe de (71, ...,T),) possede donc la densité

A= Mn gi0)<up <--- < U,

0 sinon.

forn,my (U, ug) = {

Déterminons & présent la densité de la loi conjointe de (Xi,...,X,). La fonction de
répartition conjointe est donnée par

]P)(Xl §$1,...,Xn§$n): <3§‘1,T2—T1 <:L‘2,.. ,Tn—Tn,1 §{L‘H)

P(Ty <
Uu1+x2 Un—1+Tn
/ / / forn, ) (s - un)dug, - - - dug,
-1
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et la densité conjointe est donc donnée par

a’l’L
7P(Xl S T1y.-- 7XTL S :L‘n) = f(Tl,,Tn)(x]-?:L‘l + To,..., 21 + cee 4 ‘/BTL)
Ox1-+-0xy,
— A\ M@itdzn)
On reconnait la densité conjointe de n variables aléatoires i.i.d. de loi exp(\). O

Nous allons voir a présent une troisieme définition du processus, de nature plus dyna-
mique.

Lemme 10.1.2. Soit (Nt)¢>0 un processus de Poisson d’intensité X, et 0 < t; < --- < tj.
Alors, pour 0 < mnq < --- < ny des entiers, on a, lorsque € | 0,

IED)\(NthrE _Ntk = 0|Nt]. = nJ,l §] < k‘) =1- )\€+0(€),
Py(Ntjye — Ny, = 1[Ny, = nyj, 1 < j < k) = Xe + o(e), (10.3)
P)\(Nthre — Ntk Z 2 ‘ th = nj, 1 S ] S k) = 0(6).

Démonstration. Posons ng = 0. Puisque {Ny, = n;,1 < j < k} = {Ny, — Ny, =
nj —nj—1,1 < j < k}, il suit de I'indépendance et de la stationnarité des accroissements
qu’il suffit de montrer le résultat pour 0 = ¢ty < t;. Celui-ci est une conséquence immédiate
du fait que N, suit une loi poisson(\e). On a, par exemple,

Py(N. =1) = e ()\16!)1 = (1 — Xe+o(€))Ae = Xe + o(e).

O

Nous allons voir maintenant que cette propriété caractérise le processus de Poisson
d’intensité A. Ceci fournit une troisiéme définition du processus.

Théoréeme 10.1.4. Un processus de comptage est un processus de Poisson d’intensité A

si et seulement s’il satisfait ((10.3)).

Démonstration. On a déja montré que le processus de Poisson d’intensité A possede les
propriétés énoncées. Montrons donc que ces propriétés caractérisent ce processus.

Notons A = {N;;, = nj,1 < j < k}, et posons, pour t > 0, p,(t) = P(Ny, 4t — Ny, =
n|A). Il suffit de montrer que

e (A"
n!
puisque le résultat suivra alors du Théoreme|10.1.3| En utilisant I'inégalité |P(B)—P(C)| <
P(BAC), on obtient queE|
Pn(t) = pn(s)] < P(Niyqs 7# Niytt) /P(A),

'En effet, {Ny, +s = n, A} = {Ne,+s = n, Niy 4t = n, AYU{ Ny, s = n, Ny, 4+ # n, A} et par conséquent
{Ney+s =n, A} \ {Nep+¢ = n, A} = {Ny, 45 = n, Ny 41 # n, A}, et de méme avec s et ¢ interchangés.

pa(t) =e , n=20,1,...,
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ce qui montre que py,(t) est une fonction continue de ¢, puisque limg_; P(Ng # Ny) = 0.
Pour simplifier les notations, posons Dy = Ny, 1+ — Ny,. Observons que Dy =n =
Dy = m, pour un m < n. On a donc

pr(t+€) = pp(t) P(Dyye — Dy =0| A, Dy = n)
+ 1{'(1,21} pn—l(t) P(Dt+6 - Dt =1 | A, Dt =n — ].)

n—2
+ 1{n22} Z pm(t) ]P)(Dt+€ - Dt =n—-m | A, Dt == m)

m=0
Par , on obtient
pu(t +€) = pa(t)(1 = Ae) + 1>y Pr1(t)Ae + o(e).
En divisant par € et en prenant la limite ¢ | 0, on obtienlﬂ
Pr(t) = =Xpn(t) + 1pn>13 APa—1(t), (10.4)

avec condition au bord p,(0) = dp0.

Il reste a intégrer . Pour n =0, on a
Po(t) = —Apo(t),
et donc po(t) = e~*. En insérant cette solution dans ’équation pour p;(t), on trouve
pi(t) = =Api(t) + Ae ™,
et donc p;(t) = Me~*. Par induction, on obtient donc bien

_ )"
pa(t) =e a0

pour chaque n > 0. O

10.2 Autres propriétés

10.2.1 Le paradoxe de I’autobus

Nous avons déja rencontré ce paradoxe dans les résultats de la section précédente, mais
n’avons pas encore explicité son caractere surprenant (au premier abord). On considere

2Tl y a une petite subtilité ici : a priori, la dérivée dans le membre de gauche de n’est qu’une
dérivée a droite. Afin de montrer qu’il s’agit réellement d’une dérivée, il suffit d’observer que le membre
de droite est continu. En effet, pour montrer qu'une fonction continue f(t) avec dérivée & droite f(t)
continue pour tout ¢ > 0, est nécessairement dérivable pour chaque t > 0, il suffit de prouver que F(t) =
ft) — f(0) — fot fT(s)ds = 0. Supposons que ce ne soit pas le cas, et que (disons) F(to) < 0. Alors
G(t) = F(t) — tF(to)/to satisfait G(0) = G(to) = 0 et, puisque £+ =0, G (¢) > 0, ce qui implique que G
doit posséder un maximum strictement positif en un point so € (0,%). Mais G (s9) < 0, puisque so est
un maximum, ce qui est une contradiction.
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une lampe dont on change immédiatement ’ampoule lorsque celle-ci est défaillante; la
durée de vie d’'une ampoule est supposée suivre une loi exp(\). Si 'on considére un temps
arbitraire ¢t > 0, cet instant se trouvera presque-siirement entre deux pannes. On a vu que
la variable aléatoire X! représentant le temps séparant ¢ de la prochaine panne suit une
loi exp(A); en particulier, le temps moyen jusqu’a la prochaine panne est donné par 1/\.
On peut de la méme fagon déterminer la loi du temps écoulé entre la panne précédente et
t, St =t — Ty,. Bien siir, si s > t, P\(S* > s) = 0, puisque Tp = 0. Pour s < ¢, on trouve

Py(S' > 5) = PA(N; — N;_s = 0) = Py(N, = 0) = e %,

Par conséquent, S? a méme loi que min(X,t), ot X est une variable de loi exp()). Si 'on
s’intéresse au comportement de la lampe apres un temps long, la loi de S? est bien entendu
tres bien approximée par une loi exp(\).

En particulier, on voit que, pour ¢ grand, le temps moyen entre les deux pannes est
tres proche de 2/, alors que la durée de vie moyenne d’une ampoule est de 1/\. C’est le
paradoxe de I’autobus. Celui-ci est traditionnellement présenté comme suit : les différences
entre les temps de passage successifs d’un autobus passant par un arrét donné suivent une
loi exponentielle, de moyenne 5 minutes. Un individu arrive a ’arrét pour prendre le bus.
Le temps moyen qui s’écoule entre le passage du bus précédent son arrivée et le passage du
bus suivant est (approximativement) de 10 minutes, bien que les bus passent en moyenne
toutes les 5 minutes!

L’explication de ce « paradoxe » est la suivante : la distribution des longueurs d’in-
tervalle n’est pas triviale, certains seront beaucoup plus longs que la moyenne, d’autres
beaucoup plus courts. En faisant une observation « au hasard », on a donc davantage de
chance de tomber dans un long intervalle plutoét que dans un court. On biaise ainsi la loi
de la taille de I'intervalle observé vers les plus grandes tailles.

10.2.2 Processus de Poisson et statistiques d’ordre

Soit ¢ > 0. Nous allons étudier la loi de 17 conditionnellement a N; = 1. Dans ce cas,
on a bien entendu 77 < t, et donc, pour s € (0, ],

Py(T1 <s,N¢ =1 P\(Ns =1,N;— N =0
]P)A(Tl <S’Nt:1) — )\( 1 87 t ) — )\( S t S )

Py(N; = 1) Py(N; = 1)
B (/\SG—As)(e—)\(t—s)) B f
N Ate—Xt ot

T suit donc une loi uniforme sur (0, ], conditionnellement a N; = 1. Ainsi, savoir qu'un
événement a eu lieu avant le temps ¢ ne nous fournit aucune information sur I'instant
auquel il a été réalisé. De plus, la loi conditionnelle est indépendante de l'intensité A du
processus.

Nous allons a présent généraliser ce résultat, en déterminant la loi de 11, ..., T,, condi-
tionnellement a Ny = n. Soient 0 < t; < --- < t, < t. On a, pour tout € > 0 suffisamment
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petit,

Py\(Ty € (tp—€,tp +€),1 <k <n|N;=n)
P)\(Tk € (tk —e,tk—i—e),l <k<n,Ny = n)
Pyx(N; =n)
6—>\(t1—6)26)\6—26>\6—)\(t2—t1—26) . 26)\6—25)\6—/\(t—tn—e)
(Antn /nl)e= M

= (2¢/t)"n,

puisque I'événement {Ty € (tp — €t +€),1 < k < n, N, = n} est réalisé si et seulement
si Ntl—e = 0, Ntk-i-s - Ntk—e = ]., k= 1,...,77,, Ntk-H_f - Ntk—‘re == 07 k= ].,...,Tl— 1, et
N; — Ny, +¢ = 0. Par conséquent, la densité conjointe de 11, ...,7T,, conditionnellement a
Ny = n est donnée par

1
leil%lwp)\(Tk € (tk—e,tk—l—e),l <k Sn\Nt :n) =nlt ",

si0 <ty <---<t, <t et 0sinon. C’est ce qu’on appelle la loi conjointe des statistiques
d’ordre de n variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur (0,¢]. Elle revient a
tirer au hasard, indépendamment, n points uniformément sur l'intervalle (0,¢], puis a les
ordonner du plus petit au plus grand.

10.2.3 Superposition et amincissement

Le processus de Poisson possede deux autres propriétés remarquables : (i) la « su-
perposition » de deux processus de Poisson indépendants donne & nouveau un processus
de Poisson, dont l'intensité est la somme de celles des deux processus originaux, et (ii)

tout processus de Poisson d’intensité A peut étre décomposé en deux processus de Poisson
indépendants d’intensités A; et A — .

Théoréme 10.2.1. Soient A1, Ao >0, et A = A1 + Xo. Soient (Nt(l))tzo et (Nt@))tzo deuz
processus de Poisson indépendants d’intensités A1 et Ao. Alors, le processus défini par

N, =N + NP
est un processus de Poisson d’intensité .

Démonstration. On utilise la caractérisation du processus de Poisson du Théoréme [10.1.3
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Pour tout 0 < s <t et n > 0, 'indépendance des processus Nt(l) et Nt(2) implique que

P(N; — N, =n) =P(NY + N® - NO - N® = p)

S

=S PV - NO =n - kPN — NP = k)

S S

k=0
_ Zn: it —s)" " o= N(t—s) P2(t = 3))ke—)\2(t—s)

— (n—k)! k!
_ t— s)n —=A(t—s) — (n n—kyk _ (t — S)n n_ —A(t—s)
- ¢ Z k AT A2 = n! Ate ’

k=0

ce qui montre que les accroissements de N; sont stationnaires et suivent une loi de Poisson
de parametre A. Il reste a vérifier qu’ils sont indépendants. Nous ne le ferons que pour
deux intervalles, le cas général se traitant de la méme maniere. Soient donc 0 < s <t < u,
et n,m > 0. Ecrivons A(0) = Ny) — Nt(i), i=1,2et A= Ny, — N;. On a

P(A =n, Ny =m)
=P(AM + A® = NV 4+ N = )

S

=> Y PAY =n—k, NV =m - 0)P(A®) =k, N =)
k=0 (=0

k=0 ¢=0

=> 3 PAW =n -k, A® = )P(NY =m — ¢, N = 1)
k=0 £=0
=P(A =n)P(Ns =m).

Définition 10.2.1. On dit que le processus (Ni¢)i>o ci-dessus est la superposition des
processus (Nt(l))tzo et (Nt@))tzo.

Théoréme 10.2.2. Soit (N;)¢>0 un processus de Poisson d’intensité A, et soit p € (0,1).
On peint chaque point du processus en rouge ou en bleu, de facon indépendante, avec
probabilité p et 1 — p respectivement. Alors, les points rouges et bleus définissent deux
processus de Poisson indépendants d’intensités Ap et A(1 — p) respectivement.
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Démonstration. Soit 0 < s <tet k>0.0na

B At —s)" _ n k( —k
z (k P

<Ap (t—s) (At = )(1 —p))"*

k! k)!
n>k

_ <)‘p (t — S)) e—Ap (t—s)'
k!

On montre de la méme facon que Nt(Q) - Ns@) est poisson(A(1 — p)).
Soient 0 < 51 < t; < 859 <ty < --- < 5, < ty,. Alors, en notant A; = Ny, — Ny, et
AV = NP NP (j=1,2), 0na

D o1 <i<n|A;=mi+n,1<i<n)PA; =m;+n;,l<i<n)
n

n; +m; . .

! ' 1>p”1(1 —p)" HIP’(A,- =m; + n;)
=1

ng+mi\ . - LEybY t; — s; nitmi s
>p 1(1_]9) i H( ( )) e A(ti—s;)
=1

I
—

(n; + m;)!

11 (Ap (t; - $i))" ap(ti—s) AL = D) (G = )™ _\(1—p)(ti—s:)
n

i! m;!

et les processus (Nt(l))tzo et (Nt(z))tzo sont donc & accroissements indépendants, et sont
indépendants 'un de 'autre. ]

Définition 10.2.2. On dit que les processus (Nt(l))tzo et (Nt@))tzo ci-dessus sont des
amincissements du processus (Nt)i>0.

Remarque 10.2.1. Bien entendu, on peut itérer les procédures de superposition et d’amin-
cissement. Les résultats ci-dessus restent donc valides pour un nombre fini arbitraire de
() )

processus (N; ' )¢>0-

Exemple 10.2.1. On considére deux caissiéres, servant chacune une infinité de clients.
On suppose que les temps de service de chaque caissiere sont i.i.d. de loi exp(\1) et exp(A2)
respectivement. On désire déterminer la probabilité que la premiére caissiére ait fini de
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€ €

s’occuper de son n"¢ client avant que la seconde ait fini de s’occuper de son m™ client,
c’est-a-dire

P(TM) < 7).

Une approche revient a utiliser le fait que ces deuz variables aléatoires sont indépendantes
et de lois gamma(\,n) et gamma(Ay, m) respectivement, et faire un calcul laborieur. Nous
allons a la place utiliser les résultats de cette section. Soit (N¢)i>0 un processus de Poisson
de parametre X = A1 + Aa. On a vu que les processus (Nt(l))tzo et (Nt(2))t20 peuvent étre
obtenus en coloriant les points de (N¢)¢>o indépendamment en rouge et en bleu, avec
probabilité \1 /X et Ao/ respectivement. Par conséquent, qul) < T,(nz) st et seulement si au
moins n points parmi les n +m — 1 premiers points de Ny sont coloriés en rouge. On a
donc

n+m—1

n+m-—1 A k A n+m—1—k

B < T = ) < K >(>\1+1>\2) Goan)
k=n

10.2.4 Processus de Poisson non homogéne

Il est souvent peu réaliste de supposer que la fréquence d’apparition des points est
constante. Par exemple, si on veut modéliser les arrivées de clients dans un supermarché,
ou de voitures sur une autoroute, ou de requétes sur un serveur web, il est clair que la
fréquence de ces événements va dépendre de I'heure de la journée, du jour de la semaine,
de la saison, etc. Afin de modéliser ce type de situations, on va permettre & l'intensité \(t)
du processus de Poisson de varier au cours du temps. Il est possible de définir ce processus
pour des fonctions A(t) tres générales (il suffit que A(t) soit intégrable) ; nous supposerons
ici pour simplifier que A(t) est continue par morceaux.

Définition 10.2.3. Un processus de comptage a accroissements indépendants (N¢)i>o est
un processus de Poisson non homogéne de fonction de densité A\(t) > 0, t > 0, si

1. P(Nte — Nt = 1) = A(t)e + o(e) ;
2. P(Neye — Ny 2 2) = oe).

Manifestement, un tel processus n’est pas a accroissements stationnaires (sauf lorsque
A(t) = X est constante, auquel cas il se réduit a un processus de Poisson d’intensité \).

Théoréme 10.2.3. Soit (N¢)i>0 un processus de Poisson non homogéne de fonction de
densité A(t). Alors, pour tout t > s > 0, Ny — Ny suit une loi poisson(m(t) — m(s)), ot

Définition 10.2.4. La fonction m(t) dans le Théoréme est appelée fonction de
valeur moyenne du processus.

Démonstration. La preuve est semblable a celle du Théoreme et nous ne ferons que
I’esquisser. Notons

pn(s,t) = P(Ny — Ny = n), n=20,1,2,...
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Par indépendance des accroissements, on peut écrire
pn(s,t+¢€) =P(Ny — Ny =n, Neye — Ny = 0)
+ 1> P(Ne = Ns =n — 1, Npje — Ny = 1) + 0(e)
= pu(s,1)(1 = A(t)e + o(€)) + Lin>13Pn—1(5, 1) (A(t)e + o(€)) + o(e).
11 suit que

2 pn(5:1) = A1) (L 1ypn1(5,6) — pals, 1),

avec condition au bord py(s, s) = dpo, pour tout s > 0,n € N.
Lorsque n = 0, cette équation est simplement

gtpO(S’t) = —A(t)po(s, 1),

dont la solution est
t
o) = esp(— [ Ay = 0Oy
S
En substituant ce résultat dans I’équation pour n = 1, on obtient

8 —(m —miSs
&pl(s,t) = \(t) (e (m(t)—m(s)) —pl(s,t)),

qui peut étre réécrit comme

gtpl(s,t) = (e*(m(t)*m(s)) — pl(s,t))gt(m(t) — m(s))

On voit alors facilement que la solution est donnée par
pi(s,t) = e*(m(t)*m(s))(m(t) —m(s)), 5,t > 0.

Par récurrence, on montre ensuite que

pn(s,t) = e_(m(t)_m(s))—'(m(t) —m(s))", s,t >0,neN.

n:

10.2.5 Processus de Poisson composé

Le processus de Poisson est utilisé comme base pour construire de nombreux autres
processus. Nous allons en voir un exemple dans cette sous-section : le processus de Poisson
composé.
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Z

Fia. 10.3: Evolution des réserves d'une compagnie d’assurance.

Définition 10.2.5. Soient (N¢)i>0 un processus de Poisson d’intensité \, et X1, Xo, ...
des vartables aléatoires i.i.d. indépendantes du processus de Poisson. Le processus stochas-
tique

N¢
Y= Xi, 20
k=1
(avec la convention que Yy =0 si Ny = 0) est appelé processus de Poisson composé.

Exemple 10.2.2. Voici un modéle trés simple pour les réserves d’une compagnie d’assu-
rances.

On considere que des sinistres se produisent aux instants T,, d’un processus de Poisson
homogéne et que le n°™ sinistre cotte & la compagnie d’assurance une somme X,. Si ¢
est le taux des primes par unité de temps, le bilan de la compagnie a l'instant t est donc
Zy = Zy+ ct — Yy, ou Zy est son capital initial. Soit W =inf {t >0 : Z; < 0} le premier
instant ou les réserves de la compagnie deviennent négatives. Le probléeme est alors de
trouver la probabilité de ruine, c’est a dire P(W < co| Zp = x).

Diverses propriétés du processus de Poisson composé seront étudiées en exercices.

10.2.6 Processus de Poisson spatial

Le processus de Poisson introduit précédemment était restreint & [0, 00). Il est en fait
possible de ’étendre a des espaces beaucoup plus généraux. Nous esquissons a présent le
cas de RY.

Une réalisation d’un processus de Poisson sur R? est un sous-ensemble aléatoire dé-
nombrable IT de R?. La loi de II sera caractérisée via la collection de variables aléatoires
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(N(B)) pes(re) indicées par les boréliens de R<, 1a variable N(B) correspondant au nombre
de points de II se trouvant dans B.
On note |A| le volume (c’est-a-dire la mesure de Lebesgue) d’un borélien A.

Définition 10.2.6. Le sous-ensemble aléatoire dénombrable II de R% est un processus de
Poisson d'intensité A si

~ N(B) suit une loi de Poisson de paramétre \|B|, pour tout B € B(R?) ;

- N(B1),...,N(By) sont indépendantes lorsque B, ..., By, sont disjoints.

On peut également considérer des processus de Poisson inhomogenes (c’est-a-dire, d’in-
tensité variable), mais nous ne le ferons pas ici.

Un grand nombre des résultats établis plus haut pour le processus de Poisson sur [0, 00)
s’étendent a ce cadre-ci : en particulier, les propriétés d’amincissement et de superposition
admettent des généralisations naturelles. Dans ce bref apergu, nous nous contenterons
de démontrer une propriété importante, qui montre que le processus de Poisson sur R¢
modélise bien une « distribution aléatoire uniforme » de points dans R%. Elle est également
tres utile pour la simulation de tels processus.

Théoréme 10.2.4. Soit II un processus de Poisson d’intensité X sur R?, et soit A un
ouvert de R? de volume fini. Alors, conditionnellement & N(A) = n, les n points de II se
trouvant dans A suivent la méme loi que n points choisis indépendamment avec la mesure
uniforme sur A.

Démonstration. Notons Be(z) = {y € A : |ly — 7|l < €/2}. Soient z1,...,z, des points
distincts de A. Etant donnée une réalisation du processus de Poisson avec N (A) = n, on
numérote au hasard de fagon uniforme les n points dans A : Xy, ..., X,,. Alors, pour € > 0
suffisamment petit,

P(X; € Be(x;),i=1,...,n | N(A) =n)

:i'(N )=1,i=1,....,n | N(A) =n)
_ 1 P(V(A) UJ 1 Be())) = 0) [Li PN (Be(w:)) = 1)
n! P(N(A) =n)
1 e~ MA|-net) I, Nedp— et
n! (M| A])me A‘A|/n!
= A",
Par conséquent, conditionnellement a N(A) = n, la densité conjointe de (X1,...,X,,) en

(1,...,2p) est donnée par

1
lim — P(X; € Be(zi),i=1,...n|N(A) =n) = |A|™"

c—0 end

et coincide donc bien avec la densité conjointe de n points tirés indépendamment uni-
formément dans A. O
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Fi1a. 10.4: Trois réalisations du processus booléen de 'Exemple|10.2.3|pour des intensités croissantes
du processus de Poisson sous-jacent.

Exemple 10.2.3 (Modele booléen). Nous allons a présent décrire un cas particulier du
modéle booléen. Dans ce modéle, on associe a chaque réalisation 11 d’un processus de
Poisson d’intensité \ dans R? le sous-ensemble II de R? donné par l'union des disques de
rayon v > 0 centrés sur les points de 11,

o= ] Di(x),

x€ell

ot D,(x) = {y eER? : [y — x|, < r} ; c.f. Fig. . (Dans une version plus générale du
modele booléen, on remplace les disques par des compacts euz-mémes aléatoires.) On peut
voir ce modéle comme une version continue du modéle de percolation du chapitre [9

Soit A un borélien de R? tel que 0 < |A| < oo. On désire déterminer la fraction
moyenne de A couverte par les disques. On a

E(ANT) = E (/A lﬁ(x)dx)
- /A P(x € Th)dx.

Or, par définition du processus,

P(x ¢ ) = P(Aucun point de II ne se trouve a distance au plus r de x)
=P(IIND,(x) =2)

P (N(D,()) = 0)

= exp(—Amr?).

Par conséquent, la fraction de A couverte par les disques est donnée par

E(|ANTI|)
4]

— 1 _ e—)\rr'r2.
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10.2.7 Processus de renouvellement
Fonction de renouvellement, équation de renouvellement

Avant de clore ce chapitre, nous allons brievement discuter des processus de renouvel-
lement généraux. Il s’agit d’un sujet de grande importance, que nous ne ferons qu’effleurer.

Soit (N¢)¢>0 un processus de renouvellement, c’est-a-dire un processus de comptage
pour lequel les temps d’attente sont i.i.d., et supposons pour simpliﬁelﬂ que la loi com-
mune des temps d’attente possede la densité f. On notera F' la fonction de répartition
correspondante.

Il est aisé d’exprimer la loi des temps de renouvellement T}, & partir de celle des temps
d’attente.

Lemme 10.2.1. fr,(t) = f(t), et fr,,,(t) = [ fr,(t — s)f(s)ds, pour k > 1.

Démonstration. Cela suit immédiatement de la relation Ty 1 = Ty + Xp41 et de 'indé-
pendance des variables aléatoires Ty et Xpy1. ]

Lemme 10.2.2. P(N; = k) = Fr,(t) — Fr,, (1).

Démonstration. 1l suffit d’observer que {N; = k} = {N; > k} \ {Ny > k + 1}, et d’utiliser
le fait que N; >n< T, <t. O

Il est en général impossible de déterminer explicitement la loi de Ny, et il faudra souvent
se satisfaire d’informations sur E(N).

Définition 10.2.7. La fonction de renouvellement est définie par m(t) = E(NV;).
Lemme 10.2.3. m(t) = > ;2 Fr,(t).

Démonstration. Manifestement, Ny = >, o4 1¢7, <4y Par conséquent,

m(t) =E()_ <) = ) P(Tp <1).

k>1 k>1

O]

Le résultat précédent n’est que de peu d’utilité en général. Une approche alternative
pour déterminer m est la suivante.

Lemme 10.2.4. La fonction de renouvellement satisfait l’équation de renouvellement,

m(t) = F(1) +/0 m(t—s)f(s)ds, > 0.

3Mais tout ce que nous dirons ici s’étend & des lois quelconques.
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Démonstration. En conditionnant sur Xy, on a
m(t) = E(E(N; [ X1)).
A présent, E(N; | X1 = x) = 0 si t < 2. D'un autre coté,
E(N: | X1 =2) =1+ E(N¢—z), sit>x.

On en déduit que

m(t) = /OOO E(N, | X = o) f(x) dz = /0 (14 m(t — ) /() da.
0

Remarque 10.2.2. Evidemment, m(t) = S ore  P(T) < 't) est une solution de équation
de renouvellement. En fait, on peut montrer qu’il s’agit de l'unique solution bornée sur
tout intervalle fini.

Remarque 10.2.3. On peut montrer qu’il y a bijection entre les lois des temps d’attente et
la fonction de renouvellement. En particulier, le processus de Poisson est le seul processus
de renouvellement dont la fonction de renouvellement est linéaire.

Théorémes limites

Nous allons & présent nous intéresser au comportement asymptotique de Ny et m(t),
lorsque t est grand.
Soit u = E(X7). Dans cette sous-section, nous supposerons que p < oo.

Théoréeme 10.2.5. %Nt 25 %, lorsque t — o0.
Démonstration. Puisque T, <t < Tn,+1, on a, lorsque Ny > 0,

oot By
t

Ny = Ny 7 Ne+1

D’une part, N; 25 oo lorsque t — oo. D’autre part, par la loi forte des grands nombres,
LSV X %%, lorsque N — oo. Par conséquent,

Ny
T 1 .
M — ZX'L = M,
=1

N N
et donc ;
< lim — <
H= tlglo Nt =H
presque siirement. [
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Théoréme 10.2.6. Supposons que 0 < o> = Var(X1) < oo. Alors la variable aléatoire

Ny — (t/p)

Vito?/p?
converge en loi vers une variable aléatoire N(0,1), lorsque t — oo.

Démonstration. Fixons x € R. Alors

WNQ;Q—W > 2) = P(N; > (t/p) + /002 /iB) = P(Tagp) < 1),

ot a(t) = [(t/p) + z+/t0?/u3]. A présent,

_p(fatn —polt) _ ¢~ patt),

ova(t) = oy/a(t)

D’une part,
t— t
fim L ret) _
D’autre part, on vérifie aisément que le Théoréme central limite implique la convergence
en loi de (T, — pa(t))/(o+/a(t)) vers une variable aléatoire N'(0, 1), lorsque t — oo. Par

Conséquenl y
N — (1 v

AN =y

z) = O(—x).
O

Remarque 10.2.4. On peut établir des résultats analogues sur le comportement asymp-
totique de la fonction de renouvellement m(t). Nous ne le ferons pas ici, car les preuves
sont plus délicates. On peut montrer en particulier que

lim ™8 _ 1
t—oo ¢ o
et, pour tout h > 0,
. h
tlinglo(m(t +h) —m(t)) = o
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Eléments de théorie de Uinformation

Ce chapitre est consacré a un bref aperqu d’un autre domaine dans lequel les probabi-
lités jouent un role prépondérant : la théorie de I'information. Née d’un article classique de
Claude Shannorﬂ en 1948, cette théorie porte sur les systemes d’information, les systéemes
de communication et leur efficacité. Si elle s’est initialement intéressée a établir les limites
fondamentales de la compression de données et de leur transmission sans perte, son do-
maine s’est depuis tres fortement élargi, et ses applications pratiques sont trés nombreuses.

Dans ce chapitre nous ne ferons que survoler ce sujet, en introduisant quelques concepts
fondamentaux, et en démontrant des versions simples de deux résultats célebres (les
théorémes de Shannon).

11.1 Sources, codages et entropie

On s’intéresse au probleme de transmettre une information d’une source vers un desti-
nataire a travers un canal. La source peut étre de nature tres variée : voix, images, texte,
etc. Le canal peut étre une ligne téléphonique, une fibre optique, une pellicule photogra-
phique, un CD, etc. En général, le canal peut étre bruité, produisant des erreurs lors de
la transmission de l'information. Afin de limiter la quantité d’information & transmettre
(taille d’une photographie numérique, par exemple), ou afin d’introduire une redondance
permettant de réparer le message a l'arrivée (dans le cas ou celui-ci aurait été endom-
magé lors de sa transmission), on recourt a un codage de l'information. Ce dernier peut
également étre utile afin d’adapter le format de la source au canal utilisé, par exemple en
transformant un signal analogique en un signal digital.

11.1.1 Codes binaires

On désignera par 2 l'alphabet avec lequel sont construit les messages, et on notera
{0,1}* = Up>1{0,1}* T’ensemble des mots binaires de longueur finie arbitraire. Com-

!Claude Elwood Shannon (1916, Gaylord — 2001, Medford), ingénieur électricien et mathématicien
américain.
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mencons par quelques définitions.

— Un code binaire est une application ¢ : 2 — {0,1}*, associant & chaque symbole
a € 2 de I'alphabet un mot binaire ¢(a) de longueur finie, appelé son mot de code.

— Un code binaire non-singulier est un code binaire injectif. En d’autres termes, des
symboles différents recoivent des mots de code différents, et ainsi un mot de code
donné est décodable de fagon unique.

— Un code préfixe est un code ¢ non-singulier tel qu’aucun mot de code c(a) ne soit le
préfixe d’un autre mot de code ¢(a’), ou a,a’ € A, a’ # a.

— Soit A* = |J; o AL L'extension ¢* : A* — {0, 1}* d'un code binaire ¢ est application
associant & un message de n symboles (ag,...,a,) € A" le mot de code

(at,...,an) =clay) ®--- @ c(an),

ol z ®y est la concaténation des mots x et y.

— Un code binaire uniquement décodable est un code ¢ dont I’extension c¢* est non-
singuliére. Observez que cette propriété est toujours satisfaite lorsque ¢ est un code
préfixe.

Un code préfixe possede la propriété désirable d’étre instantanément décodable : lors de la
réception du message codé, celui-ci peut-étre décodé au fur et a mesure de la réception des
bits, sans avoir a connaitre la suite du message (des que la suite de bits correspondant a
un mot de code apparait, le symbole correspondant du message initial est retrouvé). On
vérifie aisément que cette propriété est équivalente a celle d’étre un code préfixe.

Dans la suite, nous nous restreindrons toujours a des codes préfixes.

Exemple 11.1.1. Un exemple de code bien connu, mais désuet, est le code morse, dans
lequel les lettres de alphabet sont encodées selon une succession de signauz courts (« - »)
ou longs (« — »). Dans ce code, les lettres les plus utilisées en anglais sont représentées par
des mots de code courts, par exemple le mot de code associé a la lettre « E » est « - », celui
de la lettre « A » est « - — », alors que celui de la lettre « QQ » est donné par « ——-— ». Il
ne s’agit pas d’un code préfixe, le mot de code de la lettre « E » étant le préfize de celui de
la lettre « A ». Afin de pouvoir séparer les différentes lettres, et ainsi décoder le message,
il est mécessaire d’utiliser la longueur des silences séparant deur signauz successifs (par
exemple, deux lettres sont séparées par un silence correspondant a trois « - », les mots par
des silences correspondant cing « - »).

Exemple 11.1.2. Supposons qu’on ait a transmettre par far une page contenant du texte
manuscrit. Si le texte n’est pas trop dense, une fois la page numérisée, l’essentiel, disons
99%, des pizels de l’image obtenue seront blancs (correspondant a la feuille), et une faible
fraction noirs (correspondant au texte).

On peut modéliser une telle situation en supposant que chaque pixel est soit blanc, soit
noir, indépendamment avec probabilités 0,99 et 0,01 respectivement.

On considére lalgorithme de codage suivant : on décompose l'image en paquets de 10
pizels consécutifs. Si tous les pixzels sont blancs, on envoie un 0, sinon on envoie un 1 suivi
d’une chaine de 10 bits correspondant auzx valeurs des 10 pizels. On a donc A = {0,1}1°,
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¢(0000000000) = 0 et, pour x € A,z # 0000000000, c(x) =1 G x. Il s’agit clairement d’un
code uniquement décodable.
La longueur moyenne de la chaine transmise pour un bloc est donc donnée par

0,991 .14 (1 —0,991%) - 11 ~ 1,96.

Ce codage réduit donc la taille du message original a moins de 20% de sa taille initiale.
Est-il possible de faire mieux, et si oui : quel est le taux de compression mazimal
possible ?

11.1.2 Longueur de code, entropie

Afin de simplifier '’exposition au maximum, nous nous restreindrons & la discussion
de sources discrétes sans mémoire. Nous supposerons l'alphabet 2 fini. Chaque symbole
a € 2 composant le message a coder est tiré au hasard, indépendamment des autres, avec
une probabilité p(a) > 0. Les probabilités associées aux différents symboles modélisent
leur fréquence d’apparition ; bien entendu, on peut considérer des modeles plus réalistes,
dans lesquels la fréquence d’apparition d’un symbole dépend des lettres précédentes (par
exemple, selon un schéma markovien), mais nous ne le ferons pas ici. Nous nous restrein-
drons également au cas particulierement important ou le message est encodé sous forme
binaire. Une source discrete sans mémoire est donc la donnée d’un espace probabilisé fini
A= (A P).

Nous aurons besoin des définitions suivantes.

— La longueur ¢(a) du mot de code c(a) est égal a la longueur du mot c(a), c’est-a-dire

{(a) = k si et seulement si c(a) € {0,1}*.

— La longueur de code L[c] d'un code binaire ¢ est la longueur moyenne de ses mots de

code : Llc] = E(f) = Y, cop(a)l(a).

— L’information propre d’un symbole a € 2 est définie par I(a) = —log, p(a).

— L’entropie H(P) d’une source A = (A, P) est la valeur moyenne de I'information

propre de ses symboles,

H(P) =E(I) =Y I(a)p(a) = =Y _ p(a)logy p(a

ae a€e

Exemple 11.1.3. L’entropie d’une source composée d’un alphabet de n symboles tirés
selon la loi uniforme est égale a logyn.

La signification de la longueur de code est la suivante : supposons que I'on code un message
x de longueur k£ > 1 (ou une collection de messages de longueur totale k), alors le nombre
¢(x)/k de bits par symbole nécessaire pour pouvoir coder ce message converge vers L[c].
En effet, la loi des grands nombres implique que si z = (z1,...,2;) € A* est un message
de longueur k, alors

k
Z = L[d.

??‘\»—l
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— 4/\\1 J/\\l
SN SN SN

génération 3 0o0--o001--010--011--100-101-110 111

génération 2

FIG. 11.1: Le début de I’arbre binaire de la preuve du Théoréeme Si un nceud du graphe est
associé & un mot binaire x € {0,1}", alors les mots associés a ses deux enfants sont z ® 0 pour le
descendant a gauche, et x ® 1 pour le descendant a droite. Le mot associé a la racine est vide.

Théoréme 11.1.1 (Inégalité de Kraft). Soit A un alphabet. Pour tout code préfize c, on

a
D 2t <, (11.1)

aceA

Remarque 11.1.1. En fait, on peut montrer que tout code uniquement décodable satisfait
linégalité de Kraft (ce sera fait en exercices).

Démonstration. La preuve est basée sur la représentation des éléments de {0, 1}* comme
nceuds d’un arbre (voir la Fig. . Manifestement, a la génération n > 1 de l'arbre,
les mots binaires associés aux nceuds correspondent (de gauche a droite) a la suite des
représentations binaires des nombres 0,1,...,2" — 1.

On ordonne les mots de code selon leur longueur : 1 < £y < --- < £,. On note A;
I’ensemble des noeuds de génération £, qui sont des descendants du i®™¢ mot de code (de
longueur ¢;) ; voir la Fig. Le code étant préfixe, on doit avoir A; N A; = &, si i # j.
De plus, |4;] = 274, Comme il y a en tout 2 nceuds & la génération £, on en déduit

que
n n n
SRR SEVES 2t
1=1 i=1 =1

et le résultat suit. O
Le théoreme précédent admet une réciproque.

Théoréme 11.1.2. Soit {{(a)}.eqq une famille d’entiers positifs satisfaisant l'inégalité de
Kraft (11.1). Alors, il existe un code préfize ¢ possédant les €(a) comme longueurs des
mots de code.

Démonstration. On construit le code préfixe explicitement a I'aide de ’algorithme suivant :
— On ordonne les £(a) : {1 < ly </l3< ...
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NG NG VNG NG
Aq A3 As Ay Ay

Fia. 11.2: Dans cet exemple, on a n = 5 mots de code, de longueurs {1 = l5 =2, I3 = £, = 3, et
U5 = 4. Les nceuds correspondant aux mots de code sont indiqués en rouge, et leurs descendants
sont marqués. Observez que ’ensemble des descendants de deux nceuds correspondant & des mots
de code différents sont disjoints, car le code est préfixe.

— On choisit pour le premier mot de code c¢; le nceud de génération ¢; le plus a gauche ;
en l'occurence, ¢; = 0---0 (composé de ¢1 « 0 »). On marque ce nceud, ainsi que
tous ses descendants.

— On choisit pour cx41 le mot correspondant au nceud non marqué de la génération
U1 se trouvant le plus a gauche. On marque le nceud, ainsi que tous ses descendants.

Cette construction ne peut échouer que si on doit attribuer le k™ mot de code alors
que tous les noeuds de génération ¢ sont déja marqués. Or, le nombre de nceuds de la
génération £ qui ont été marqués lors des k — 1 étapes précédentes de la construction est

donné par
k—1

Jj=1
0

Par conséquent, si les 2 nceuds de la génération ¢}, étaient marqués, on aurait Zf;ll 2t =

1, et I'inégalité de Kraft serait violée. O

11.2 Taux optimal de compression

Dans cette section, nous allons démontrer le premier théoreme de Shannon. Celui-ci
établit la limite absolue du taux de compression pour des messages issus d’une source
discrete sans mémoire A = (2, P) : le nombre de bits par symbole nécessaires pour coder
de fagon réversible un message est compris entre H(P) et H(P) + 1.

Théoréme 11.2.1 (Premier théoréme de Shannon). 1. Soit A = (A, P) une source discréte
sans mémoire, et ¢ un code associé satisfaisant l'inégalité de Kraft. Alors,

L[] > H(P),
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avec €égalité si et seulement si €(a) = I(a), pour tout a € 2.
2. Pour toute source discréte sans mémoire A = (U, P), il existe un code préfize c tel
que
L[] < H(P) + 1.

Démonstration. On montre tout d’abord la premiere affirmation.

L[d] - H[P] = E(¢(a) + logy(p(a))) = —E(logs(27) /p(a)))

> —logy (27 /p(a))) = —logy (D 27) >0,
acd

ou la premiere inégalité suit d’une application de 'inégalité de Jensen, et la seconde de
I'inégalité de Kraft. L’égalité n’a lieu que si les deux inégalités ci-dessus sont saturées. Or,
P'inégalité de Jensen est saturée si et seulement si 2% /p(a) est constante, c’est-a-dire
si p(a) = A274@) pour un A > 0. L’inégalité de Kraft est elle saturée si et seulement si
> aemQ‘““) = 1. On en conclut que A = 1, ce qui prouve la premiere affirmation.

La seconde affirmation suit d’une construction explicite. Il est clair de ’argument ci-
dessus que les codes les plus efficaces sont ceux qui vont satisfaire au mieux la relation
l(a) = I(a). Comme les longueurs doivent étre entieres, on choisit

t(a) = [1(a)],

ou, pour z € R, [z] = min{n € N : n > z}. Ces longueurs satisfont 'inégalité de Kraft,

car S0 = 9 @] < 37910 = §7 gloralvle) = 37 p(a) = 1.

ac ac acA ac ae
Il suit donc du Théoréme [11.1.2] qu’il existe un code préfixe dont les longueurs des mots
de code sont données par ¢(a) = [I(a)]. Ce code a par conséquent la longueur de code
suivante :

Lie] = E([I]) < E(I +1) = H(P) + 1.
O

Remarque 11.2.1. On peut en fait virtuellement se débarrasser du bit supplémentaire
de la borne supérieure. Il suffit pour cela de considérer des messages sur l’alphabet AF,
¢’est-a-dire de coder les mots par blocs de longueurs k. Notons A* = (¥, P*) la source
correspondante. Il suit alors du Théoréme précédent que le code optimal ¢y satisfait

H(P*) < Lleg) < H(PF) 41,

et donc 1 1
H(P) < EL[ck] < HP)+ e
puisque H(PY) = — ¥, cu p(w) 108y p(7) = —k ¥ocqp(a)logyp(a) = kH(P). On peut

donc s’approcher arbitrairement prés du taur optimal de compression, en regroupant conve-
nablement les messages.
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Exemple 11.2.1. On conclut de ce théoréme, et de la remarque qui suit, que le tauz de
compression optimal de limage a envoyer par fax de I’Exemple est asymptotique-
ment de H(P) = 0,9910g,(0,99) + 0,01 log,(0,01) ~ 8%.

11.3 Transmission a travers un canal bruité

Nous allons a présent nous intéresser a la transmission d’un message dans un canal
bruité. Le but est de coder ce message de facon a minimiser le risque de ne plus pouvoir
le décoder a I'arrivée. Il faudra pour cela introduire de la redondance dans I'information
transmise, et on cherche & minimiser la taille du code ainsi produit. Le second théoréme
de Shannon donne la taille optimale du code.

Le second théoréme de Shannon s’applique a des canaux tres généraux, mais par souci
de simplicité, nous nous restreindrons a un type particulier de canal bruité : le canal
binaire symétrique, défini comme suit. On suppose que l'on transmet un message binaire
de longueur n. Le bruit est modélisé par une chaine binaire aléatoire Y = (Yi,...,Y,),
dont les n composantes sont i.i.d. et suivent une loi bernoulli(g), 0 < ¢ < 1/2; notons Q
la loi de Y. Notons également, pour z = (z1,...,2,),y = (y1,...,9yn) € {0,1}", x & y la
chaine z € {0,1}" avec z; = (z; +y;) mod 2. Ayant introduit un message z € {0,1}" a
Ientrée du canal, on obtient a la sortie le message aléatoire x @ Y € {0,1}". En d’autres
termes, chacun des bits du message = a une probabilité ¢ d’étre modifié, indépendamment
des autres.

Le probleme peut a présent étre formulé précisément. On part d’une source générant
un message * € {0,1}*. On code ce message & I'aide d’une application ¢ : {0,1}¥ —
{0,1}", avec n > k. On transmet ensuite le message codé c(z) & travers le canal bruité,
obtenant & I’arrivée une version bruitée c¢(z) @Y, ou Y est de loi Q. On applique alors un
algorithme de décodage d : {0,1}"* — {0,1}*. La question est de déterminer la probabilité
que d(c(z) ®Y) = .

On appelle taux d’'un code binaire le rapport k/n; le taux mesure la redondance intro-
duite par le code.

On appelle distance de Hamming entre deux chaines binaires x et y de mémes longueurs
la distance du(x,y) = #{i : z; # y;}. Pour y € {0,1}"™ et r > 0, notons

BH(ya 7") = {SL‘ € {0’ 1}m : dH($7y) < T}?

la boule de rayon r centrée en y (pour la distance de Hamming), et

Vol(r,m) = [Bu(y, )| = szj <T>

1=0

son volume (manifestement indépendant du choix de y).
Soit H(q) = —qlogy(q) — (1 — q)logy(1 — q); observez que H(g) < 1 lorsque ¢ < 3.
Pour de telles valeurs de ¢, on a alors, lorsque m — oo.

Vol(gm,m) = 2H @+e(l)m, (11.2)
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m

En effet, cela suit facilement des bornes (an;"b J) < Vol(gm,m) < qm(tqm |

de Stirling.

), et de la formule

Le second théoreme de Shannon affirme qu’il est possible de transmettre un message
a travers un canal binaire symétrique de parametre g < % a n’importe quel taux inférieur
a 1 — H(q), avec une probabilité de succes arbitrairement proche de 1. Nous verrons plus
tard que cette borne est optimale.

Il est possible de comprendre heuristiquement pourquoi une telle borne apparait. Soit
m € {0,1}* le message original. On le code en un message c(m) € {0,1}", avec n > k.
Lors de la transmission de c¢(m) a travers le canal bruité de parametre ¢ < 1/2, une
proportion approximativement ¢ (par la loi des grands nombres appliquée au bruit ') des
bits de c¢(m) vont étre modifiés. Par conséquent, si z € {0,1}" est le message recu a la
sortie du canal, on aura dy(c(m),z) &~ gn. Supposons que le codage ait la propriété que
les boules By(c(m), gn) soient disjointes. Alors le message original m peut étre retrouvé :
ce sera 'unique message tel que z € By(c(m),gn). Mais le volume total de ces boules
est de lordre de 2F2H(@n  par . L’existence d’un tel codage ne sera donc a priori
possible que si le volume de l'espace des codes satisfait 27 > 262H(@"  ¢est-a-dire si
k/n <1 — H(q). Les preuves ci-dessous suivent de pres cet argument heuristique.

Dans le théoreme suivant, et encore davantage dans sa preuve, nous aurons besoin de
considérer des espérances et des probabilités portant simultanément sur plusieurs variables
aléatoires (indépendantes). Afin de rendre les notations aussi explicites que possible, nous
indicerons les symboles E et P par les variables aléatoires correspondantes. Par exemple,
I'espérance par rapport a deux variables aléatoires X et Y (indépendantes, et dont les lois
sont déterminées par le contexte), s’écrira Ey y.

Théoréme 11.3.1 (Deuxiéme théoréme de Shannon). Soit ¢ < %, et €,6 > 0. Il existe
ng < oo tel que, pour tout n > ng et k < (1 — H(q) — €)n, il existe deux fonctions
c:{0,1}* — {0,1}" et d: {0,1}"™ — {0,1}* telles que

Pary (d(c(M)@Y) = M) > 14,
ot M, de loi uniforme sur {0, 1}’“, etY, de loi Q, sont indépendantes.

Démonstration. La preuve est non constructive. Soient n > k comme dans 1’énoncé. La
fonction de codage C : {0,1}* — {0,1}" est choisie au hasard : & chaque m € {0,1}%,
on associe un code C'(m) tiré au hasard uniformément sur {0,1}", indépendamment pour
chaque m (le code obtenu peut ne pas étre injectif).

La fonction de décodage (aléatoire, car dépendant du choix de C), D : {0, 1} — {0, 1}*
est définie de la facon suivante. Etant donné une chaine z € {0,1}™, on cherche le message
m € {0, 1}* minimisant dy (2, C(m)). On pose alors D(z) = m. (En cas de dégénérescence,
on choisit le premier tel message m, selon 'ordre lexicographique)

Nous allons montrer que ces fonctions ont les bonnes propriétés, avec grande probabilité
(par rapport au choix aléatoire de C').

On commence par considérer le probleme de décoder un message particulier, mais
quelconque, mg € {0, 1}’“ . Soit y la réalisation du bruit dans le canal. Le message bruité
est alors donné par z = C(myg) D y.

214



CHAPITRE 11. ELEMENTS DE THEORIE DE L'INFORMATION

On fixe 6 > 0 (petit). Soit 7 = (¢ + d)n. Pour que le décodage échoue, il faut qu’au
moins une des conditions suivantes soit vérifiée :

1. Trop d’erreurs de transmission : z € By (C(mg), ).
2. Le mot regu est trop proche d’autres mots : Im’ # myg tel que C(m’) € By(z,r).

En effet, si ces deux conditions sont violées, alors mg est le seul message m tel que C(m) €
By(z,7), et on a bien D(C(mg) ®y) =

Nous allons a présent montrer que les deux conditions ci-dessus ne sont vérifiées qu’avec
faible probabilité (par rapport aux choix aléatoires de C' et y).

Pour que la premiere ait lieu, il faut que la fraction de 1 dans y soit supérieure a
q+ 9. Or, comme E(Y;) = g, il suit de la loi des grands nombres (ou d’une application des
inégalités de Bienaymé-Tchebychev ou, mieux, de Chernoff) que cela a lieu avec probabilité

§:Y2>q+5 <Q\§: q)| > dn) — 0,

lorsque n — oo, pour tout d > 0.

Analysons a présent le second événement. Fixons z € {0,1}" et un message m’ # my,
et considérons ’événement C(m’) € By(z,r). La probabilité de cet événement, par rapport
au choix aléatoire de la fonction C est donnée par

Po(C(m') € Bu(z,1)) = Vol(r,n) /2" = 2 (@) =1Fo()n,
Cette probabilité est évidemment indépendante du choix de m’. Par conséquent,

Po(3Im! # mg, C(m') € By(z,r)) < 28 2 (@) =1+o())n
o(k/n—1+H(g+8)+o(1))n

< 9(I=H(g)=e=1+H(g+38)+o(1))n
< 2 2671

en prenant ¢ suffisamment petit et n suffisamment grand. Cette probabilité est donc
également négligeable.

Soit p la probabilité totale des deux événements ci-dessus (on a donc p — 0, lorsque
n — o00). Nous avons démontré que pour n’importe quel message mg € {0, 1}k donné, la
probabilité d’avoir une erreur au décodage satisfait

Py,c(D(C(mo) @Y) # mo) < p.

On a alors, en moyennant sur le message initial M (tiré au hasard uniformément sur

{0,1}%),

Eny.c(Lpcaney)zmy) = Ev(EBy.c(1ipecaney)-uy)
— Eai(Py.o(D(C(M) & Y) # M)) < Ear(p) = p.
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Mais cette inégalité implique qu’il doit exister une réalisation ¢ de C' (et donc d de D)
telle que

Enry (Lgaeney)zmy) < p,

et donc
Puy (d(e(M) @Y) # M) = Enmy (Lige(anay)£my) < ps

ce qui conclut la preuve. O

Le théoréme suivant montre que la borne du théoreme précédent est optimale.

Théoreme 11.3.2. Soit g < %, et €,6 > 0. Il existe ng < oo tel que, pour tout n > ng et
k> (1— H(q)+€)n, et pour toutes fonctions c : {0,1}* — {0,1}" et d : {0,1}" — {0, 1}*,
on a

Pary (d(c(M) @ Y) # M) > 1 -4,

ot M, de loi uniforme sur {0, 1}’“, et Y, de loi Q, sont indépendantes.

Ce résultat montre que si 'on essaie d’obtenir un taux supérieur a 1 — H(q) + ¢, le
message ne pourra pas étre récupéré a l'arrivée, avec probabilité proche de 1, quelles que
soient les procédures de codage/décodage choisies.

Démonstration. La preuve repose sur les deux observations suivantes. Soit € > 0 et notons
Au(c(m), €') = Bu(c(m), (¢ + €)n) \ Bu(c(m), (¢ — €)n).
— Par la loi des grands nombres (ou une application des inégalités de Bienaymé-
Tchebychev ou Chernoff), on a que, pour tout ¢ > 0,

n
Q(!ZYi—nq‘ Ze'n) — 0, n — oQ.
i=1
Par conséquent, uniformément en m € {0, 1}"7 et en la fonction de codage c,
Q(c(m) ®Y € Ay(c(m),€)) — 1, n — 0o, (11.3)

pour tout € > 0. Ceci signifie que le nombre d’erreurs de transmissions ne peut étre
(avec grande probabilité) ni trop grand, ni trop petit (il doit étre d’ordre gn).
— Pour tout ¢ > 0 suffisamment petit, m € {0,1}*, ¢, et z € Ay(c(m),€),

Qe(m) @Y = z) < 2~ Hla=)=o(l)n, (11.4)

En effet, R = du(z,c(m)) € [(¢ — €)n,(q + €)n]. Soit Ng = (j;) le nombre de
vecteurs binaires avec R « 1 » et n — R « 0 ». Toutes les réalisations de Y avec le
méme nombre d’erreurs étant équiprobables, la probabilité ci-dessus ne peut étre
qu’au plus de 1/Ng. Mais la formule de Stirling implique que, pour € suffisamment
petit, Ng > 2(H(a—¢)~o(1))n

216



CHAPITRE 11. ELEMENTS DE THEORIE DE L'INFORMATION

Voyons a présent comment utiliser ces observations pour montrer que tout décodage a
probabilité proche de 1 d’échouer.

Soit ¢ : {0,1}* — {0,1}" et d : {0,1}* — {0,1}* des applications de codage et
décodage arbitraires, et soit S, = {z € {0,1}" : d(z) = m}. Notons p la probabilité que
le décodage soit un succes,

p=Puy(dc(M)SY)=M)=Pyy((M)®Y € Sy)
= Y P(M=m)Q(c(m)&Y € Sp).

me{0,1}k

M étant distribué uniformément sur {0, 1}*, on a P(M = m) = 27%. 1l reste & estimer le
second facteur. On a, en écrivant S, = (Sy, N Au(c(m), €)) U (Sp, \ Aulc(m),€)),

Q(e(m) @Y € Spm) < Q(e(m) BY € Sp N Au(e(m), €)) + Qe(m) &Y & Ay(c(m),€))
<ISml  sup  Qle(m) @Y =2z)+Q(c(m) @Y ¢ Au(c(m), €)).

z€An(c(m),e)

Observons a présent que Zme{D 1}k |Sm| = 2". Comme n — k < H(q)n — en, il suit donc

de et (IL4) que
p <2 (Hlamomg=k =N |G |+ sup Q(c(m) ®Y ¢ Au(c(m), )
me{0,1}k me{0,1}%

9~ (Ha=)=H(@)+e=o()n 4 (1)

ce qui tend vers 0 lorsque n — oo, pour tout € > 0, pourvu que € soit choisi assez petit. [J
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La méthode probabiliste

Dans ce chapitre, nous allons voir quelques exemples d’application de méthodes et
intuition d’origine probabiliste dans divers domaines de mathématiques ou elles pourraient
étre inattendues. Cette méthode probabiliste, initiée par P. Erdés est devenue une technique
centrale en combinatoire. Nous nous contenterons ici d’en donner quelques illustrations
simples.

12.1 Combinatoire : le théoréme d’Erdos-Ko-Rado

Une famille d’ensembles F est dite intersectante si AN B # &, pour tout A, B € F.
Soit n > 2k et F une famille intersectante de sous-ensembles de k éléments d’un ensemble
de n éléments, disons {0,...,n — 1}.

Théoréme 12.1.1 (Erdés—KRad. 1Fl < (32))-

Remarque 12.1.1. La borne est facilement saturée : il suffit de considérer la famille des
sous-ensembles a k éléments contenant un élément donné.

Démonstration. La preuve repose sur le résultat suivant.

Lemme 12.1.1. Pour 0 < s <n—1, on pose A; = {s,s+1,...,s+ k — 1}, addition
étant modulo n. Alors F ne peut contenir plus de k ensembles As.

Preuve du lemme. Supposons que A, € F. A part A, lui-méme, exactement 2k — 2 des
ensembles A, intersectent Ay. Ceux-ci peuvent étre répartis en k — 1 paires d’ensembles
disjoints. Puisque F ne peut contenir qu’au plus un membre de chacune de ces paires, le

lemme est démontré. O
Revenons a la preuve du théoreme. On tire au hasard une permutation o de {0,...,n—
1} et un élément i € {0,...,n — 1}, tous deux de fagon uniforme, et indépendamment 'un

'Ke Zhao ou Chao Ko (1910, Taizhou — 2002, ? ? ?), mathématicien chinois.
2Richard Rado (1906, Berlin — 1989, Henley-on-Thames), mathématicien allemand.
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de l'autre. Soit A = {o(i),0(i+1),...,0(i+k—1)} (la somme étant toujours prise modulo
n). Il est clair (et facilement démontré) que la loi de A est uniforme sur I’ensemble des
sous-ensembles & k éléments de {0,...,n — 1}. En particulier, P(A € F) = |F|/(}). D’'un
autre coté,

P(Ae F)=> P(Ac Flo)P(o).

Conditionnellement a o, A suit la loi uniforme sur les n sous-ensembles de k éléments
consécutifs de I’ensemble ordonné {c(0),o(1),...,0(n —1)} (consécutifs au sens du Lem-
me). Par conséquent, le lemme (appliqué a I’ensemble {c(0),...,0(n — 1)}) implique que
P(A € F|o) < k/n, pour chaque permutation o, et donc P(A € F) < k/n. On doit donc
avoir
— <
9

et le théoréme est démontré. O

Fl _
n?

12.2 Théorie des nombres : facteurs premiers

Soit n € N*| et v(n) le nombre de nombres premiers p divisant n (sans multiplicité).
Le résultat suivant a été démontré tout d’abord par Hardy[ﬂ et Réménujalﬂ en 1920, par
un argument plutét complexe. La preuve ci-dessous est due a Paul TurzinE] (1934) et a joué
un role clé dans le développement des méthodes probabilistes en théorie des nombres.

Théoreme 12.2.1. Soit ¢ > 0. Lorsque N — oo, on a
1
N# {n €e{l,...,N} : |v(n) —loglog N| > (loglogN)l/ere} =o(1).

Démonstration. Soit mw(n) le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a n. Le
résultat suivant, da a Mertensﬂ est classique; sa preuve, simple, peut étre trouvée dans
la plupart des livres de théorie analytique des nombres.

Théoréme 12.2.2. )
Z — =loglog N +O(1).

p<N, premier

Passons a présent a la preuve du Théoreme [12.2.1] On tire n au hasard uniformément
dans {1,...,N}. Pour p € {1,..., N}, on définit les variables aléatoires

1 sip|n,
Xp(n) = {

0 sinon,

3Godfrey Harold Hardy (1877, Cranleigh — 1947, Cambridge), mathématicien britannique.
4Srinivasa Aiyangar Raméanujan (1887, Erode — 1920, Kumbakonam), mathématicien indien.
5Paul, ou P4l, Turdn (1910, Budapest — 1976, Budapest), mathématicien hongrois.

SFranz Mertens (1840, Sroda Wielkopolska — 1927, Vienne), mathématicien allemand.
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et X = > <N premier Xp- Clairement X (n) = v(n). On a

E(X,) = Y Xy = A (bt 1< hp < N) = L2
1<n<N
1 1
= -+ O(N)a
et donc | )
E(X)= ). (’+O(N)) =loglog N + O(1), (12.1)
p<N,premier

ou la derniere identité suit du Théoreme [12.2.2] Bornons a présent la variance de X.
D’une part, E(X)? = (loglog N)?+O(loglog N). D’autre part, puisque pour deux nombres
premiers distincts p, ¢, on a que p|n et g|n si et seulement si pg|n, et donc X, X, = X,q, il
suit que

E(X?) =EX)+E( Y X,X,) =EX)+ > E(Xp)

p#q<N p#q<N
premiers premiers
1
<E(X)+ E — < (loglog N)? + O(loglog N),
pFAq<N
premiers

la derniere identité suivant de (12.1) et du Théoreme [12.2.2] Par conséquent, Var(X) =

O(loglog N). Il suffit & présent d’appliquer I'inégalité de Tchebytchev (Théoréme |5.2.2)) :
P(Ju(n) — loglog N| > (loglog N)/>+) = P(|X — E(X)| > (loglog N)V/*(1 + o(1)))

Var(X) o

— (1 1)) = O(loglog N)~=“.

— (10g10gN)1+26( + 0( )) O( Og Og )

O

La méthode utilisée dans la preuve ci-dessus, consistant a montrer qu’une variable
aléatoire est proche de son espérance lorsque Var(X) < E(X)? est appelée méthode du
second moment.

Le résultat précédent prend la forme d’une loi des grands nombres. On peut en fait aller
beaucoup plus loin et montrer le résultat classique suivant, qui correspond au Théoreme
central limite. Nous ne le démontrerons pas ici, car la preuve est plus difficile, mais nous
contenterons de remarquer que ce qui permet d’appliquer des approches probabilistes (et
c’était déja le cas dans la preuve précédente) est le fait que les variables aléatoires X, sont
presque indépendantes, lorsque N est grand.

Théoréme 12.2.3 (Erdés-Kad'). Soit A € R fivé. Alors,

1 o
lim —# {n €{l,....,N} : v(n) > loglogN%—)n/loglogN} :/A Ee**/?dt.

N—oo

"Mark, ou Marek, Kac (1914, Krzemieniec — 1984, Californie), mathématicien américain d’origine po-
lonaise.
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12.3 Théorie des graphes : nombre chromatique

Soit G = (V, E) un graphe et k € N*. Un k-coloriage de G est une application ¢: V —
{1,...,k} telle que c(i) # c(j), pour tout {i,j} € E. En d’autres mots, on colorie chaque
sommet du graphe de sorte a ce que deux sommets voisins (c’est-a-dire liés par une aréte)
soient de couleurs différentes. On appelle nombre chromatique du graphe G, noté x(G),
la plus petite valeur de k pour laquelle un k-coloriage de G existe. On appelle cycle de
longueur k& dans G une famille ordonnée de k sommets distincts vy,...,v; € V telle que
{vi,vim1} € E,i=1,...,k—1, {vg,v1} € E, et chaque aréte est utilisée au plus une fois;
on ne distinguera pas deux cycles correspondant & la méme famille de sommets et d’arétes,
mais avec un point de départ différent ou un sens de parcours différent (il y a donc 2k
« versions » d’un méme cycle). On appelle maille du graphe G, notée g(G), la longueur du
plus petit de ses cycles; la maille est infinie si G est sans cycle. Un ensemble de sommets
de G est stable si aucune paire de sommets de I’ensemble n’est reliée par une aréte. On
note o(G) la taille du plus grand ensemble stable de G.

On pourrait penser qu'une condition suffisante pour pouvoir colorier un graphe avec un
petit nombre de couleurs est que sa maille soit assez grande. Il se trouve que c’est faux : le
théoreme suivant montre qu’il existe des graphes dont la maille et le nombre chromatique
sont arbitrairement grands.

Théoréme 12.3.1. Pour tout k, ¢ > 0, il existe un graphe G tel que x(G) > k et g(G) > £.

Démonstration. Soit € < 1/(2(), n € N* et p = n°~L. On considere un graphe aléatoire
dont l'ensemble des sommets est V;, = {1,...,n}, et avec une aréte entre i et j avec
probabilité p, indépendamment pour chaque couple ¢ # j € V,,.

On commence par estimer le nombre X de cycles de longueur au plus ¢. Le nombre de
cycles potentiels de longueur i est donné par %(n)Z < n® (on tire sans remise i éléments
parmi n et on identifie les 27 cycles ne différant que par leur point de départ ou leur
orientation). Chaque aréte étant présente avec probabilité p, on a

14 ¢ 14

1 o
_ - ) 0 i/(20) 1/2
BOO =30 oo £ 3wt = Y <
1=3 1=3 =3
puisque i/(2¢) < 1/2 pour tout 3 < i < £. On déduit donc du Théoréme que
E(X
p(x > ") < BE) g2

2 n/2

Nous allons & présent controler a(G). Soit a = [(3/p)logn]. Observant que o(G) > a
implique I'existence d’un ensemble de a sommets qui soit stable, on obtient

P(a(G) > a) < (Z) (1 _p)a(a—l)/2 < (ne—p(a—l)/2)a < (ne—3logn/2)a _ n—a/27

puisque [z] — 1 < x, pour tout z. On choisit a présent n suffisamment grand pour que
max(2¢n~"2,n~%2) < 1/2. On en déduit alors que

P(X < g,a(G) <a)>0,
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ce qui montre qu’il existe un graphe G possédant moins de n/2 cycles de longueur au
plus /, et avec a(Go) < 3n'~“logn (si ce n’était pas le cas, la probabilité ci-dessus serait
nulle).

On enleve a présent un sommet de chacun des cycles de Gy de longueur au plus £,
obtenant ainsi un graphe G§ possédant au moins n/2 sommets, une maille supérieure a ¢,
et a(G}) < a(Gp). Puisque dans chaque coloriage de G, les sommets d’une méme couleur
forment un ensemble stable et sont donc de taille au plus a — 1, on en déduit que

€

n/2 pn n

Gj) > > = .
X(Gs) a—1 7" 6logn 6logn
La conclusion suit en choisissant n suffisamment grand pour que le membre de droite soit
strictement supérieur a k. O

12.4 Géométrie : triangles vides

Soit X un ensemble fini de points dans le plan en position générique (c’est-a-dire sans
triplets de points alignés). Notons f(X) le nombre de triangles vides déterminés par les
triplets de points dans X, c’est-a-dire le nombre de triangle dont les sommets sont des
points de X et dont l'intérieur ne contient aucun point de X. Plusieurs personnes se
sont intéressées a estimer la valeur minimale que peut prendre f(X) lorsque X contient
n points. On introduit f(n) = min f(X), ou le minimum est pris sur tous les ensembles
génériques de n points dans le plan. Barany et Fiiredi ont montré en 1987 que, lorsque n
croit,

(1+ o(1))n? < f(n) < (1 +o(1))202.
Nous allons démontrer la borne supérieure.

Théoréme 12.4.1. Soient

Pour chaque k, on choisit indépendamment un point pi au hasard, uniformément sur Ij.
Soit X I’ensemble constitué de ces n points. Alors E(f(X)) < 2n? + O(nlogn).

Observez que ceci démontre bien la borne supérieure. En effet, presque toute réalisation
de I’ensemble de points aléatoire X est générique, et le fait que E(f(X)) < 2n2+0O(nlogn)
implique I’existence d’un ensemble de probabilité positive de telles configurations de points
pour lesquelles f(X) < 2n? + O(nlogn).

Démonstration. On commence par estimer la probabilité que le triangle déterminé par les
trois points p;, Pit+a, Pi+k SOit vide, pour des i,a fixés et k = a + b > 3. Notons A = (i, z),
B=(i+a,y) et C = (i+k,z) les points p;, Pita, Pi+k- Soit m la distance séparant B du
point d’intersection des segments AC' et I;1,. La probabilité que le triangle ABC' est vide
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\

JVL

Fic. 12.1: Pour que le triangle ABC soit vide, il faut qu’aucun point ne soit choisi sur les segments
en rouge.

/ 1+a
i

o
3 : i+a-+b
=

B /

A

est donnée par (cf. |12.1])

=a-2) i@ a-0-17) 1=

a a a b b

SeXp(—%—2%—---—(61—1)%—(()—1)% ..... %)
ala—1)m bb—1)m

= exp( -1 M

:exp(—(k:—Q)%).

11 suit que la probabilité que le triangle ABC soit vide est bornée supérieurement par (on
fixe A et C et on intégre sur m)

uniformément en i, a, b tels que a + b = k. On peut a présent aisément borner I’espérance
de f(X). On observe tout d’abord que

n—1n—kk—1 n—1n—kk—1
FO) =3 Tapc iy = (0 =2)+ D> D D 1{4BC vide}
k=2 i=1 a=1 k=3 i=1 a=1

la seconde identité suivant du fait qu’un triangle dont les sommets se trouvent sur 3 lignes
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consécutives (k = 2) est nécessairement vide. On obtient donc la borne
n—1
E(f(X)) <n—2+) (n—k)(k—1)P(ABC vide)

n—1
_n—2+§:m—kff:;)
k=3

n—1 n—1
1

= 2n% 4+ O(nlogn).
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