
Questionnaire

Questionspour examensde Géoḿetrie I, sem.ét́e. Prière de cocherles 5-6 sujetsles plus
difficiles (d+), lesmoinsdifficiles (d-), lesplusintéressants(i+) et lesmoinsintéressants(i-).

d+ d− i+ i− II.1. Expliquerlesprincipesdela géoḿetriedeDescartes(somme,différence,pro-
duit, divisionet racinetransforḿesenconstructionsgéoḿetriques).Applica-
tion à un théor̀emede Fermatconcernantun demi-cercleet un rectanglede
largeur

� �
attach́e.

d+ d− i+ i− II.1. Expliquerlesprincipesdela géoḿetriedeDescartes(somme,différence,pro-
duit, divisionet racinetransforḿesenconstructionsgéoḿetriques).Applica-
tion aucalculdel’aire d’un quadrilat̀ereinscrit dansuncercle(Euler1750).

d+ d− i+ i− II.1. Expliquerlesprincipesdela géoḿetriedeDescartes(somme,différence,pro-
duit, divisionet racinetransforḿesenconstructionsgéoḿetriques).Applica-
tion auprobl̀emedeCramer-Castillonconcernantunpolygoneinscritdansun
cercledontlescôtésdoiventpasserpardespointsdonńes.

d+ d− i+ i− II.1. Expliquerlesprincipesdela géoḿetriedeDescartes(somme,différence,pro-
duit, divisionet racinetransforḿesenconstructionsgéoḿetriques).Applica-
tion auprobl̀emedesanglesauxfoyerspourun billard dansuneellipseet le
‘mostelementarytheorem’d’Urquhart.

d+ d− i+ i− II.1. Équationd’unedroiteencoordonńeescartesiennespour lestrois cas: (1) la
penteet l’ordonnéeà l’origine � sontconnues,(2) la penteet un point ���
sontconnus,(3) deuxpoints � � et ��� sontconnus.Formulepourla distance
d’un pointdonńed’unedroitedonńee.

d+ d− i+ i− II.1. Montrer le Lemmedisantquetouteconstructionpar règle et compascorre-
spondà unecompositiond’opérationsrationnelleset de racinescarŕees; et
viceversa.À quoisertceLemmeplustard?

d+ d− i+ i− II.1. Esquisserla marchegéńeralede la solutiondu probl̀emede Pappuspar la
géoḿetriedeDescartes.Endétail : Formulepourla distanced’un pointdonńe
d’unedroitedonńee.Applicationauprobl̀emedePappusconcernanttrois ou
quatredroitesdonńesoù oncherchele lieu géoḿetriquedetouslespoints �
pourlesquels�	��
���
�������� ou �	��
���
�������
���� . À quelleformule
géńeralemèmeceprobl̀eme?

d+ d− i+ i− II.1. Expliquerle calculdela polaired’un point àuneellipseetsespropríet́espour
le trois cas: (1) le point � � setrouve surl’ellipse ; (2) le point � � setrouve
à l’extérieurdel’ellipse ; (3) le point ��� setrouve à l’int érieurdel’ellipse.

d+ d− i+ i− II.1. Montrerque ���� �
��� �� � � � estla conditiondecontactd’unedroite !� �#"� � �



à l’ellipse !$�� �
�%" �� � �&� . En déduirela conditiondecontactpourunedroite' �)(+* � � et pour '-,.' �/� (�
102* , *3�54 . Quepeuton concluresur le lieu

géoḿetriquedespoints depuislesquelsune ellipse est vue sousun angle
droit ?

d+ d− i+ i− II.1. Soient � et 6 deuxpointssur les tangentesdessommetsdesgrandsaxes
d’uneellipse,respectivement,et 7 un foyer. Donneret démontrerunecon-
dition pourquela droite 08��694 esttangentèa l’ellipse.

d+ d− i+ i− II.2. Expliquerlespropríet́esdesnombrescomplexes,la significationgéoḿetrique
delamultiplication,la fonctionexponentielle(formuled’Euler)etdela racine
carŕee.

d+ d− i+ i− II.2. Expliquerla méthodedeVandermondeetGausspourle calculet la construc-
tion desracines5-ièmesde l’unit é et la constructionpar règle et compasdu
pentagone.

d+ d− i+ i− II.2. Expliquerla méthodedeVandermondeetGausspourle calculet la construc-
tion desracines7-ièmesde l’unit é et léquationqu’il fallait résoudrepour la
constructionduheptagone.

d+ d− i+ i− II.2. Expliquer commentle jeuneGaussest parvenu à montrerque le 17-gone
régulierpeutêtreconstruitparrègleet compas.

d+ d− i+ i− II.2. Montrerquele heptagone,i.e., la solutionde :<; � :=� , � : , �>�@? ne peut
pasêtreeffectúeeparrègleet compas.

d+ d− i+ i− II.2. Montrerquela trisectionde l’angle et la duplicationdu cubenepeuventpas
êtreeffectúeesparrègleet compas.

d+ d− i+ i− II.3. Expliquerlanaissancedelanotationvectorielle(Grassmann,Hamilton,Heav-
iside,Gibbs),somme,produitavecunscalaire,et différencedevecteurs,sig-
nificationgéoḿetrique.

d+ d− i+ i− II.3. Premìeresapplicationsdesvecteurs: droitepassantpardeuxpoints,leThéor̀eme
deVarignon.

d+ d− i+ i− II.3. Premìeresapplicationsdesvecteurs: planpassantpartrois points; équation
paraḿetrique,coordonńeesbarycentriques.

d+ d− i+ i− II.3. Aires et volumes; étantdonńesdeux(ou trois) vecteursA , B (, C ) dans DE�
(ou D ; ), déterminerl’aire (le volume)du paralĺelépip̀edeengendŕe par ces
vecteurs.

d+ d− i+ i− II.3. Normeetproduitscalaire: démontrerla significationgéoḿetriqueduproduit
scalaire,orthogonalit́e,projectionorthogonaled’unpoit surunvecteurnormé.



d+ d− i+ i− II.3. Norme et produit scalaire: équationcart́esienned’un plan, distanced’un
point à unplan,angleentredeuxplans.

d+ d− i+ i− II.3. ÉtantdonńesdeuxvecteursA et B , trouver un vecteur * orthogonalsur A et
B . Endéduireleproduitvectoriel.Calculerensuitele produitmixte 0FAHG�BI4=
JC .
Quelestle résultat? Utiliser le résultatpourdéterminerla normedu produit
extérieur.

d+ d− i+ i− II.3. Étant donńe un point K* , repŕesentantl’oeil d’un artisteou le foyer d’une
caḿera,et un vecteur A , la directionde vue et la distancedu plan de pro-
jection, calculerpour chaqueobjet spatialen position * , les coordonńeesL �IM L � del’imageparprojectioncentrale.Commentcesformulespermettent
de“corriger” desdessinsartistiques?

d+ d− i+ i− II.4. Montrercommentunchangementdecoordonńeescorrespond̀aunemultipli-
cationsdescoordonńeesparunematrice.Quesignifientlescolonnesdecette
matrice?

d+ d− i+ i− II.4. Montrer commentuneapplicationlinéairecorrespond̀a unemultiplications
descoordonńeespar unematrice. Quesignifient les colonnesde cettema-
trice?

d+ d− i+ i− II.4. Expliquerles formulespour la rotationdescoordonńeeset pourunetransla-
tion ? Lesquellessontdesapplicationslinéaireset lequellesnele sontpas?

d+ d− i+ i− II.4. Applicationslinéaires: significationgéoḿetriqueet algébriquedela compo-
sitiondedeuxapplicationsetdel’applicationréciproque.

d+ d− i+ i− II.4. Relationentrela matriced’une applicationlinéaireet du déterminantde sa
matrice.Conśequencessurle déterminantNPO5QR08�HSJ4 et NPO5Q108
T�U4 .

d+ d− i+ i− II.4. Caract́eriserlesapplicationslinéairesVXWYD[Z]\#D[Z avec ' �^6�* , qui préser-
ventlesdistanceset lesangles.Donner5 propríet́eséquivalentes.

d+ d− i+ i− II.4. Caract́eriserlesapplicationsorthogonales̀al’aided’unematriceantisyḿetrique
(Cayley). Application: trouver touteslesmatricesorthogonalesdans DE� .

d+ d− i+ i− II.4. Utiliser la caract́erisationdeCayley 6_�`08a � �U4508a , �U4cb � ( � unematrice
antisyḿetrique),pourtrouver touteslesapplicationsorthogonalesdans D ; à
NPO5Qd6��_� et leursignificationgéoḿetrique(Th. d’Euler).

d+ d− i+ i− II.4. Trouverla formulepourla réflexion dupoint * parrapportauplanorthogonal
à un vecteurnormaliśe e . Montrer quela compositionde deuxréflexions,
dont lesmiroirs formentun angle V entreeux,estunerotationparun angle� V .



d+ d− i+ i− II.4. Formesquadratiques: montrercommenton écrit la formegéńeralepourune
conique Af* � � � � Bc*g�h* �

� CY* ��
� �ji *k� � �jl * �

�nm ��? commeunproduitma-
triciel et commenton éliminelestermeslinéairesparunetranslation.Exem-
ple oqpr* � � , �rs *g�t* �

� �ju * ��
� � � ?r*k� , �ju ?r* �

� v s v ��? .

d+ d− i+ i− II.4. Formesquadratiques: expliquerleurdiagonalisationparunematriceorthog-
onalecompośeepar les vecteurspropresde � . Exemple oqpr* � � , �rs * � * �

��ju * �� �w�$xq? . Quefairedanstroisdimensions?

d+ d− i+ i− III.1. Expliquerle LemmePP(sur la projectionperspective) et le LemmePP’ de
Ponceletsurla transformationd’uneellipsesuruncercleetd’unedroitedon-
néeà l’infini.

d+ d− i+ i− III.1. Appliquerle LemmePPà la démonstrationduThéor̀emedePappus.

d+ d− i+ i− III.1. Appliquerle LemmePPà la démonstrationduThéor̀emedeDesargues.

d+ d− i+ i− III.1. Appliquerle LemmePP’ à la démonstrationduThéor̀emedePascal.

d+ d− i+ i− III.1. Appliquerle LemmePP’ à la démonstrationduThéor̀emedeBrianchon.

d+ d− i+ i− III.1. Appliquerle LemmePPàladémonstrationdu“GrandThéor̀emedePoncelet”
pourle cas ey� s .

d+ d− i+ i− III.1. Caract́eriserles transformationsprojectivesencoordonńeesaffineset enco-
ordonńeeshomog̀enes.Significationtopologiquedela droiteprojective.

d+ d− i+ i− III.1. Expliquerle birapportet soninvarianceparrapportauxtransformationspro-
jectives(deuxpreuves).

d+ d− i+ i− III.1. Expliquerlesdiversescaract́erisationsdespointsharmoniques.

d+ d− i+ i− III.1. Expliquerle planprojectif,coordonńeesdePlücker, coordonńeeshomog̀enes
etpropríet́e topologique(nonorientabilit́e)duplanprojectif.


