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Une petite introduction

0.1 Une petite introduction

0.1.1 La précision d’une moyenne

LA PRECISION D’'UNE MOYENNE

Les Souris.

Temps de survie en jours apres une intervention chirurgicale.

Groupe  Données Taille  Moyenne Erreur-standard
Traitées 94 197 16 7 86.86 25.24
38 99 141
23
Controle 52 104 146 9 56.22 14.14
10 51 30
40 27 46
Différence:  30.63 28.93

Qu’est ce qui ce passe si on veut comparer les 2
groupes par leur médiane?
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0.1.2 L’idée du bootstrap

L’IDEE du BOOTSTRAP
oudu CYRANO

—niid x = (21, 29,...,2,)

— on est intéressé par une statistique s(x)

—on tire B échantillons xj = (27,23, ...,2") ou chaque x* est

constitué en tirant avec remise n valeurs parmi les z;.

. *
exemple: X* = (r7, 21,27, X3, ..., T4)

—on calcule chaque valeur s(x;) pour chaque bootstrap.

— on calcule:

s(.) =

3 5(x)/ B

B
=1

— on calcule I'estimation de l'erreur-standard :

S%ngéwﬁﬂ—sofm3—1nm
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_ -~ bootstrap
copies

bootstrap
echantillons

< ----- donnees
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0.2 Quelques rappels

0.2.1 Echantillons aléatoires

ECHANTILLON ALEATOIRES (rappels)
Population U: Uy, U, ..., Uy de taille V.

un échantillon de taille n est un ensemble de n individus uq, us, . .., u,
sélectionnés au hasard parmi les individus de U.

en pratique on tire n entiers au hasard 51, 79,...,7, entre 1 et
N chacun ayant une probabilité 1/N d’étre tiré. On admet les
remises.

a chaque u; on associe des mesures notées x;, la collection
X = (T1,T2,...,%y,)
représente les données observées

si on avait toute la population on obtiendrait un recensement

X = (X1, Xo, ..., Xx)
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0.2.2 probabilités et statistiques

THEORIE PROBABILISTE

( Population ) — Propriété d'un échantillon

INFERENCE STATISTIQUE

( Observé) — Propriété de la Population

— qu'est ce qu'on apprend de X en observant x7

— qu'elle est la précision d'une statistique calculée?
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0.2.3 L’exemple des écoles

— Population : 82 écoles américaines.

— LSAT : moyenne sur le test national.

— GPA : moyenne des moyennes a la sortie.
— on tire un échantillon de 15 écoles.

— Comment a partir de I'échantillon connaitre la population?

T ®
< <
o™ o :t * +0+ + ™ ] 0 0
++ +
A, (o]
N -!-I- T #+ N
™ Yot ™ o
(0] (0}
< "t < 5
o3 o+ ’OJ; o3 o ",
+TH 4
Q_ (0}

[00] 'h-o [o0] 0

N 0 0 N 0 0

© ©

o+ '

500 550 600 650 700 500 550 600 650 700

LSAT LSAT
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0.3 Estimateur “Plug-in”

0.3.1 Fonction de distribution empirique

FONCTION DE DISTRIBUTION EMPIRIQUE

On a une Fonction de distribution a partir de laquelle on tire un
échantillon x
F—x=(x1,29,...,2,)

La Fonction de distribution Empirique F donne & chaque valeur
z; la probabilité 1/n.
En d’autres termes:

Prob{A} = Probs{A} = #{x;, € A}/n

Exemple:

A={(y,z): 0 <y <600,0 <z <3.00}

Prob(A) = 16/82 = 0.195
Probz{A} =5/15 = 0.333
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0.3.2 Comment sont liés y et 27
Comment sont liés y et 27

Si on regarde toute la population: on connait exactement les es-
pérances des deux variables et on peut calculer LA statistique

Z?il(Yj — (2 — puz)
=220 (Y) — py)2=$20(Z) — . )PH?

corr(y, z) =
py = 9597.5 et p. = 3.13

corr(y, z) = 0.761

Ce n'est que de 'arithmétique!

Mais le coefficient de corrélation de I'échantillon :

E}L(yj — fiy) (25 — fi-)
=83 (yy — fuy)? k2 (25 — ) PH2

fi, = 600.3 et ji. = 3.09

cort(y, z) =

corr(y, z) = 0.776

Ce n’est quune estimation de corr(y, 2)!
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0.3.3 Le principe “je branche”

LE PRINCIPE “JE BRANCHE”

— Le parameétre : 0 = t(F)
C’est une fonction de la distribution de probabilité.

— Lestimateur “plug-in” : 0 = t(F) A
C’est la meéme fonction utilisée pour F' que pour F'.

0 = résumé statistique
= la statistique
= l'estimateur

= LA sortie d'un listing

Oui , mais comment 0 approche-t-il 67

— Quel est le biais?

— Quelle est 'erreur “standard”?

C’est tout ce que tente de résoudre LEE CYRANO ou
BOOTSTRAP
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0.4 Erreurs standards

0.4.1 Erreur-standard d’une moyenne

ERREUR-STANDARD D’UNE MOYENNE

Soit x une variable aléatoire de distribution F':
Espérance et variance de F':

pr = Ep(z), of = varp(z) = Er[(z — pr)’]
On note:
r ~ (pF, U%)

On tire un échantillon x de taille n a partir de F.,

F—x=(x1,29,...,2,)

10

La moyenne T = v!"_; x;/n de 'échantillon a pour espérance pp

et pour variance 0% /n

T ~ (MF,U%/H)

[’erreur-standard de la moyenne 7 :

sep(T) = se(T) = varp(x) = op/n

Qu’est ce que ca veut dire?
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0.4.2 Théoréme central limite

THEOREME CENTRAL LIMITE

Quand n est “assez grand”, T suit une loi Normale d’espérance
ir et de variance o /n.

T = N(:LLFa 0_27 n)
En d’autres termes:
o
\/ﬁ

Prob{|z — ur| < 2=} = 0.954
n

7

Prob{|z — pur| < }=10.683

95. 4%

68. 3%

/,/ \

1/2

1/2
He 204N He-Og/ n*'? He HerOg/ n¥? pp+20¢ N
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0.4.3 Tirages a pile ou face

TIRAGES A PILE OU FACE

Probp{z =1} = p et Probp{z =0} =1 —1p

On tire n fois la piece, soit s le nombre de fois ot on tire “pile”
s = ¥, x; suit une binomiale.

la moyenne T = s/n = p est 'estimateur “plug-in” de p.

p =~ (p,p(1 —p)/n)

frequence
015 020 025
0

0.10

0.05

0.0

Et encore on ne connait pas o, on a juste une estimation




Estimateurs bootstrap de Ierreur standard 13

0.5 Estimateurs bootstrap de ’erreur standard

0.5.1 Estimateur bootstrap non-paprametrique de I’erreur standard

ESTIMATEUR BOOTSTRAP
NON-PARAMETRIQUE DE ’ERREUR

STANDARD
On a tiré un échantillon x = (21,29, ..., x,) dune fonction de
distribution inconnue F'.
F—x=(x1,29,...,2,)

On veut estimer un paramétre 6 = t(F') a partir de x
On calcule un estimateur 0 = s(x)

[ est la fonction de distribution qui donne la probabilité 1/n a
chaque z;

on tire des échantillons Bootstrap a partir de I3

F—xi=(za3,. .., 2%

on caleule la copie bootstrap 0% = s(x*)

l’estimation bootstrap idéale de [’erreur-standard Sep(é) est

N

I'erreur-standard de 6 pour des ensembles de données de taille
n tirés suivant [, c’est-a-dire se(0%)
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0.5.2 Algorithme d’estimation des erreurs-standards

Algorithme d’estimation des erreurs-standards

1 2

g o e ey

1. Tirer B échantillons bootstrap x™, x* x*B A partir de x
2. caleuler la copie bootstrap 6%(b) = s(x*)

3. calculer I'erreur-standard pour les B copies

op = {£.(6(0) = 0"()7 /(B — 1)}

avec 0%(.) == 6*(b)/B.

l’estimalion boolstrap non-parameétrique de ['erreur-standard
sep a pour limite sep(f) quand B tend vers 'infini.
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0.5.3 Algorithme pour ’estimateur bootstrap de I’erreur-standard

ALGORITHME POUR CALCULER
L’ESTIMATEUR BOOTSTRAP DE ’ERREUR

STANDARD
Bootstrap Bootstrap Bootstrap
Echantillons Copiesde Estimation de
Distribution detaillen 0 I’Erreur Standard

Empirique

X'l —= g @=sx? —
X2 —= 8 @=sKX?

X3 —= 8 (@=sKX?)

mn>

I

X —= 8 pm=sxDP

x'B —= ¢ ®=sxD5 —

12

P B N /\*
o= | 5, 008 Q)

A 5B &)
ou  g° ()= &b=1 B
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0.5.4 un exemple

UN EXEMPLE:

Le coefficient de corrélation pour les écoles

0. 0 4 O 4 .0

0.0

300
300

200

200

100
100

0.0
Bootstrap Echantlllons aleat0|res

B 25 50 100 200 400 800 1600 3200
sep: 0.140 0.142 0.151 0.143 0.141 0.137 0.133 0.132

16
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0.5.5 Combien de bootstraps?

COMBIEN DE BOOTSTRAP?

Ca dépend !

Regles “pifométriques”

— B=25 a B=50: pour obtenir un début d’information.

— B=200: pour estimer l'erreur-standard.

— B=500: pour I'évaluation d’intervalles de confiance.

17
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0.5.6 Estimateur bootstrap paramétrique de I’erreur-standard

ESTIMATEUR BOOTSTRAP PARAMETRIQUE
DE I’ERREUR STANDARD

On suppose qu'on a une estimation £, d'un modele paramétrique

de F.

AN

I'estimateur Bootstrap paramétrique de l'erreur-standard est se (6%)

par

Exemple: les écoles.
On suppose que les 2 variables suivent une loi binormale de moyenne
(7, %) et de matrice de covariance:

1 Sy —y)? 2y —y)z—2)

U\zyi -9z —2) (e —2)

On tire B échantillons de taille 15 qui suivent cette loi et on cal-
cule les copies bootstrap, puis 'estimateur bootstrap de l'erreur-
standard.
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0.5.7 Avant le bootstrap

AVANT LE BOOTSTRAP

- QUE DES MATHS'!

— Quelques distributions
— Quelques statistiques

— Exemple: la corrélation. Si F' est un loi bi-normale alors

AVEC LE BOOTSTRAP

— QUE DES CALCULS INFORMATIQUES'!
— On est libre des hypotheses

— On est plus pres des données

19
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0.6 Exemple d’utilisation

0.6.1 L’analyse factorielle

EXEMPLE D’ ANALYSE FACTORIELLE

88 étudiants ont passé 5 examens en mathématiques.

Matrice de données: 88 lignes x; = (x1, 2, ;3, Tis, Ti5) €t b co-
lonnes.

moyenne empirique T = (38.95, 50.59, 50.60, 46.68, 42.31)

matrice empirique de covariance: G

Calcul des 5 valeurs propres de G :

A\, = 679.2
Xo = 199.8
A3 = 102.6
A\, = 83.7

s = 31.8
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0.6.2 Pourquoi une acp?

POURQUOI UNE ACP?

Si il existe une seule valeur ¢); pour chaque étudiant qui pourrait
le “résumer” et 5 valeurs v = (v, v9, v3, Uy, U3) avec

X; = @iV

alors seul A\; est positit, les autres sont nuls.

>

R 5 A
0=X\/ ;1 Ai
f est-il égal a 17

0 =0.619

Quelle est la précision de 0
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0.6.3 Le bootstrap

LE BOOTSTRAP

Chaque échantillon bootstrap sera une matrice X* de 5 colonnes
et 88 lignes tirée au hasard parmi les x;.

On calcule G*

AN

On calcule les 5 valeurs propres: A,

On calcule : 0% = S\ik/ $2_ 3\?
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o J __lIII|||IIl-_
T T T T T 1

0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75
Ql

30

20

10
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0" = 0.625

SAQQ()() = (0.047

L'intervalle de confiance standard pour la vraie valeur de 8 avec
une probabilité (1 — 2a;) est:

0ci+ 1 g

ott 2117 est le 100(1 — ar)-ieme percentile de la loi normale centrée
réduite.
lei:

6 € 0.619 4+ 0.047 = 10.572, 0.666]
avec une probabilité 0.683

0 € 0.619 £ 1.645 % 0.047 = |0.542, 0.696]
avec une probabilité 0.900
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0.6.4 Et les vecteurs propres

POURQUOI PAS LA MEME CHOSE AVEC LES
VECTEURS PROPRES?

]

0.5
I
{15

HHI
1
|
o

[

0.0

|
g &

-0.5

I

= =




auesodwo)

auesodwo)d

uonyesijiyn, p ojduroxsy

9¢
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0.7 Structures de données plus complexes

0.7.1 Généralités

DES STRUCTURES DE DONNEES PLUS
COMPLEXES

MONDE DU BOOTSTRAP

MONDE REEL

Distribution de Echantillon

. ) Distribution Echantillon
Probabilite Aleatoire Empiriaue Bootsir
Inconnue Observe prq P
\ * * * *
F —= X= (Xl,XZ, ,...Xn) > F ——= X:(Xl,XZ, ,e Xn)
A* \l/ *
0= S(X)
Interet de la Statistique Copie Bootstrap

— Le Point Crucial : =

— Comment calculer une estimation [’ de F' a partir des données
x "/

— On note:
P—x

“Du modele probabiliste P on a tiré x”
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0.7.2 Deux échantillons

DEUX ECHANTILLONS

Les souris
Soit F' la distribution des valeurs pour le groupe traité
Soit G la distribution des valeurs pour le groupe de controle

P=(F,G)
z = (21, 22, ..., Zm) les valeurs du groupe traité
y = (Y1, %2, - - -, Yn) les valeurs du groupe de controle
X =(z,y)
P—x

c'est
F'— z indépendamment de G — y

28
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0.7.3 Bootstrap

BOOTSTRAP

F et G les distributions empiriques basées sur z et y

P=(F,GQG)

P—x

c'est
F— 7 indépendamment de G — y"

— échantillons bootstrap

X = (2",¥") = (Ziys Zigy - -+ Zicy Zj1s Zjas - -+ s Zjo)
ou (i1,19,...,27) est un échantillon de taille 7 tiré parmi les
entiers 1,2.....7 et (1, Jo2, - . ., Jo) est un échantillon de taille 9
tiré parmi les entiers 1,2.....9 indépendamment.

— parameétre: 0 = p, — p, = Fp(z) — Eg(y)

— statistique: f = f.— fty =2z — 7 = 30.63

— copie bootstrap 6* =z* — y*

— estimation bootstrap de l'erreur-standard : sej499 = 26.85

— rapport: 0 [se1s00 = 1.14 trop petit pour conclure a un effet !
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-50 0 50 100
Difference des moyennes

30
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0.7.4 Structures de données plus générales

STRUCTURES DE DONNEES PLUS
GENERALES

M ONDE REEL MONDE DU BOOTSTRAP

Modele de
Probabilite Echantillon
Estime Bootstrap

Modele de
Probabilite Donnees
Inconnu Observees

6*: S(X*)

Interet de la Statistique Copie Bootstrap

1. On doit estimer le modele probabiliste P a partir des données
X

AN

X —= P

2. On doit simuler des données bootstrap x* a partir de P

P—x
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0.7.5 Exemple: série chronologique

EXEMPLE: SERIE CHRONOLOGIQUE

hormone
2.5 3.0 3.5

2.0

15

0 10 20 30 40

periode de temps

— A chaque temps ¢ on mesure une hormone y;
— modele le plus simpliste : auto-régressif d’ordre 1.
=y — Lrly) =y —p
AR(1) 1zt = Bz + epourl <t <48 avec —1 <G <1
— les €; sont un échantillon tiré d'une loi de distribution F
F — (e9,¢€3,...,€18)
avec Fp(e) = 0.

32
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0.7.6 Comment utiliser le bootstrap?

COMMENT UTILISER LE BOOTSTRAP?

— BEstimation du parameétre 5.
— exemple: par les moindres carrés.
A48
3/ min ZQI(Zt — bzt_l)Q
3 = 0.586
— Précision de I'estimateur ﬁA 0
— bootstrap
— Quel est le modele probabiliste P77
- P = (67 F)

~ Estimation de: x => P

—on estime 3 par 0.
—soit € = 2z — ﬂAzt_l [ définit une probabilité 1/47 sur
chaque ¢; = 2
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— Tirage du bootstrap: P—x

~Onposez1 =y1 —y  Clest une constante comme n=48!

— On tire les € a partir de F

F — (6, €5,...,€6%)

— On pose:

Zék = ﬂZ1 + 63
o A b

ES - A ES
Zig = Bzur + €

— Pour chaque bootstrap on calcule ﬂA*

30

25

20

15

10

0.8 1.0

A4 0.6

0
200 bootstraps AR(1)
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Est ce vraiment un AR(1)7?
On teste avec un AR(2)

o
o Yo}
Yo}
o
o <
=
o |
o (9p]
™
o |
& &
8 I I N I
o | mmm I o | [ ] I
0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2
Premier coefficient Deuxieme coefficient

Autre méthode pour les séries chronologiques : bootstrap par blocs.
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0.8 Régression linéaire

0.8.1 Présentation du probleme

REGRESSION LINEAIRE

Xi = (Cia yl)
C; = (Cﬂ, Ci2y - v oy Cz'p)
y; . réponse c; . prédicteurs
p
i = E(yilc;) = ¢;f = El ¢ijj

Estimateur des moindres carrés:

3/ min fl(y@- — ¢;b)’
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0.8.2 modele probabiliste

modele probabiliste

Modele: y;, = ¢;0 + €; ¢; suit une loi de distribution F'.

o7 = varp(e) et G = CIC
alors :
Se(ﬂAj) = op/Gj; oit G;; élément diagonal de G™*
Mais on ne connail pas op : estimation

L op = [RSE(3)/n] "

2. 7F = |RSE(B)/(n — p)]l/2 estimation non biaisée.

37
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0.8.3 Bootstrap

bootstrap

1. mécanisme probabiliste: P — x.

2 composantes: P = (G, F)

9. estimation de P x = P

— estimation de ﬁA

- SOit él = Y; — CiﬂA

I probabilité 1 /n sur chaque ¢

3. bootstrap : P—x*
~ Génération: F —s (€5, €5,...,€)

— Puis:
yi = cif + 6% = (%0, 9;)
4. estimation bootstrap:
B* _ (CTC)—lcTy*
5. estimation bootstrap de l'erreur-standard :

var(8%) = (CTC)LC var(y*)C(CTC)~
= 6H(C'C)”

1
1

38
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car var(y*) = 671 Ainsi:
SAeOO(ﬂAj) — 5_F\/ij — SAG(BJ)

c’est le meme!

39
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0.8.4 bootstrap par paires ou par résidus?

bootstrap par paires ou par résidus?

1. par paires:
Xi = {(Cip yil)a (Ciga yig)a R (Cina yln)}
2. bootstrap des résidus:

Xi = {(Cla ClﬁA -+ éil)a (C27 CQB + élé)? I (Cm CnﬂA + éln)}

Quel est le meilleur?

C'a dépend de la confiance qu’on a dans le modéle linéaire

— le modele suppose que ¢; ne dépend pas de c; : c’est-a-dire que
F' est le meme pour tout c;.

— “Par paires’ est moins sensible aux hypotheses.
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0.9 Estimation du biais

0.9.1 Présentation du probleme

ESTIMATION DU BIAIS

— Une fonction de distribution inconnue: F
F—x=(x1,29,...,2,)

— Parametre: 6 = t(F)

- Estimateur: 0 = s(x)

— biais:
biaisp(5, 8) = Ep[s(x)] — t(F)

— L’estimation bootstrap du biais:

AN

biais , = Fps(x”)] — t(F)
Remarques:
— t(F) peut étre différent de 0 = s(x)
— bials ;. est 'estimateur “plug-in” de biaisp.
— Kn pratique:
— on tire B bootstrap
— approximation de biaisz par:
— 0% (b) = s(x¥)
B =L, () B
— biaisg = 0*(.) — t(F)

41
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0.9.2 Exemple: les patchs

UN EXEMPLE: LES PATCHS

Nouveau “patch” médical pour infuser une hormone dans le sang.
La compagnie a déja un ancien “patch”.

F(nouveau) — F/(ancien)

9 pu—
F(ancien) — E(placebo)

Acceptation de la Food Drug Administration si: |#] < 0.20 z =vieux-

placebo, et y =nouveau-vieux, x; = (2;, y;)

F —x=(x1,29,...,2s)

Estimateur “plug-in” :

- SV y/8  —452.3

0= t(F) = — — —0.0713
(F) £8 /8 6342
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0.9.3 Bootstrap

BOOTSTRAP

-0.2 0.0 0.2

Rapport

0.4

biaisyy = 0%(.) — 0 = —0.0670 — (—0.0713)
SA€4()() = 0.105

biaissop/seq00 = 0.041 < 0.25

43
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On en conclut qu'on n'a pas a se soucier du biais.

44

Mais a-t-on assez de B=400 bootstrap?
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0.9.4 Loi des grands nombres

Loi des grands nombres :

PI‘ObF{|é*() — EF{QA*H < 2563}
Prob s {|biaisig — biaiss| < 2"‘63}

en ayant: seg = 0.105 et B = 400 on a:

Prob s {|biaisig — biaiss| < 0.0105} = 0.95

L’étendue de cet intervalle est beaucoup plus grand que 0.0043 !

Mais avec une probabilité de 0.95, on a:

|biglisoo| < 0.0043 4 0.0105 = 0.0148
et le rapport:

biaiss /Ses < 0.14 < 0.25

Donc ce n'est pas grave !
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0.10 Le Jacknife

0.10.1 Présentation

LE JACKKNIFE

(couteau suisse)

Echantillon: x = (21, 29, ...,2,)

Estimateur: 0 = s(x)

estimateur du biais et de 'erreur-standard ??

Fchantillon Jacknife:

X(z) — (5131, Loyeoo sy Lj1, L4541y - ,CCn)

AN

Copie Jacknife: ;) = s(x(;)

46



Le Jacknife

0.10.2 Estimation Jacknife du biais

Estimation Jacknife du biais:

N

biais,., = (n — 1)(0(.) — 0)
avec .

é() — El é(i)/n

l

Estimation jackknife de 1'erreur-standard :

N

i = [Le(0) — 0(.))212

AN AN

= [Ls(vn =10 — 0(.)))?

47
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0.10.3 Exemple: tests étudiants

EXEMPLE: TESTS ETUDIANTS

0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75
jackknife

0.55

I ]
0.45 0.50 0.60 0.65 0.70 0.75
jackknife grossi
0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75

bootstrap
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0.10.4 Relation bootstrap et jacknife

RELATION BOOTSTRAP - JACKKNIFE

~ Cas d'une statistique linéaire: 6 = p + %E a(x;).
Exemple: moyenne a(x;) = x;;u =0

Dans ce cas les erreurs-standard sont égales a un facteur [(n —
1)/n)]Y? pres.
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0.10.5 Problemes du jacknife

PROBLEMES DU JACKKNIFE

— Jacknife marche bien si la statistique est “lisse” !

Exemple: médiane

— groupe de controle des souris:

10, 27, 31, 40, 46, 50, 52, 104, 146
— Valeurs jackknife:

48,48, 48,48, 45,43, 43, 43, 43

biais,

= (.68

biais{gg = 9.58

30
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0.10.6 D-jacknife

D-JACKKNIFE
On enleve d observations au lieu d'une seule, avec n = r.d

estimation de 'erreur-standard:

r A

biais,, = [ £(0) — 0())*]'"?

Pour que ¢a marche pour la médiane il faut que

n?/d — 0etn—d— oo

en pratique, on prend: d = v/n



Intervalles de confiance et Bootstrap 52

0.11 Intervalles de confiance et Bootstrap

0.11.1 Intervalle “normalisé”

INTERVALLES DE CONFIANCE ET
BOOTSTRAP

Intervalle “normalisé” :

- F—-x=(r1,29,...,2,)

— Parametre: 6 = t(F)

~ Estimateur: = ¢(F)

~ on connait un estimateur se de Uerreur-standard de 6.

— dans beaucoup de circonstances, on applique la loi des grands

nombres : X
0—0
/ =——~ N(0,1)
se
En d’autres mots , si 2(*) est 100.aicme percentile de la loi
N(0,1:
0—0
Probp{z(o‘) < —< z(l_o‘)} =12«
se
ou comme 2\ = —z(1=%)

Probp{0 € [0 — 21" Yse, 0 + 2 =de]} = 1 — 2ax

Exemple: souris:

0 = 56.22, se = 13.33
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Intervalle de confiance “normalisé” a 90 % :

56.22 + 1.645 - 13.33 = [34.29, 78.15]

33
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0.11.2 Intervalle “t-Studentisé”

Intervalle “t-Studentisé” :

— Gosset (1908) :

AN

0—0
Z: n Ntn_l
SC

avec t,_1 suit une loi de Student a n — 1 degrés de liberté.

— Quand n est grand, t,_1 ressemble étrangement a N (0, 1).

— Meilleur approximation dans le cas de petits échantillons.

Exemple: souris:

f = 56.22, e = 13.33

Intervalle de confiance “studentisé” a 90 % :

56.22 + 1.86 - 13.33 = [31.22, 81.01]
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0.11.3 Intervalle “t-bootstrapé”

Intervalle “t-bootstrapé” :

— Se libérer des hypotheses de normalité!

— Contruire une table de Z a partir des données .

— Calcul:
— génération de B bootstraps.
— Calcul de: X X
0*(b) — 0
Z5(b) =
(6) se”(b)
~ le aieme percentile de Z*(b) est estimé par la valeur £ tel
que:

B2 () < Y B = o
exemple: B = 1000 .

5 % — bH0ieme valeur
95 % — 950ieme valeur

— Intervalle de confiance:

A A N

0 — {17 . ge 0 — £ - g
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0.11.4 Exemple: souris

Exemple: souris

Percentile 5%  10%

16%

50% 84% 90% 95%

13 -1.86 -1.40
Normal -1.65 -1.28

-1.10
-0.99

0.00 1.10 1.40 1.86
0.00 0.99 1.28 1.65

t-bootstrapé -4.53 -2.01 -1.32 -0.025 0.86 1.19 1.53

[ntervalle normalisé : [34.29, 78.15]
Intervalle studentisé: [31.22, 81.01]

Intervalle t-bootstrapé: [35.82, 116.74]

Problemes :

— symétrie de la distribution de la statistique.

— Marche bien pour les statistiques de localisation.

— estimation de se*(b)?? -> double bootstrap!

— ératique si n est petit.

56
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0.11.5 Transformations

TRANSFORMATIONS

On peut obtenir des intervalles de confiance assez farfelus!

Exemple:

coeflicient de corrélation des notes des étudiants.
Intervalle de confiance a 98% : [—0.68, 1.03]

On transforme pour que les valeurs possibles de 'estimation de la
statistique soit réelles.

Exemple:
coefficient de corrélation p

I+p

® = 0.5log
1—=p

On cherche des transformations qui:
1. normalisent

2. stabilisent la variance
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0.11.6 Intervalle des percentiles

Intervalle des percentiles:

— Génération de B bootstraps:
P—x* et 0 =s(x
~ soit G la fonction de distribution cumulée des 0*.
— l'intervalle de confiance a (1 — 2«) basé sur les percentiles est :
G (a), G (1 = a)]

— o1 B.a est un entier, l'intervalle de confiance est :

N

0", 0]
Exemple:
(5131, Loy ... ,CC40)tiI’é deN(O, 1)

Paramétre: 8 = e/ ou p est la moyenne. (0 = 1).
Statistique: 0 = e*

2.5% 5% 10% 16%50% 84% 90%95% 97.5%
0.75 0.82 0.90 0.98 125 1.61 L7 193 2.07

IC,.. = [0.75, 2.07]

perc

norm

IC,... = [0.59, 1.92]

marche si la distribution de 6 est “Normale”.

- 1C

norm
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— Attention: IC,,,. n’arrange pas le biais!

perc
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0.11.7 Intervalle accéléré et non-biaisé

Intervalle accéléré et non-biaisé

BC, : [ébasj éhaut] — [é}}(@l)) éE(O@)]

avece .

_ 2 20+2(@)
or = Q%+ )
_ 2 20_'_2(1—@)
9 — (I)(ZO 1_@(204_2(1—@)))

$(-) = Fonction de distribution cumulée deN (0, 1)

2 = 100aicme percentile deN (0, 1)

B = o (FER
Sy (=8’

~

B 6{1y (0 —0(1)* Y32
1. 81 a et zy sont nuls alors BC, = ICV

Q>

perc*

2. 7y corrige le biais. Il mesure le biais médian de 6*.

3. a est I'accélération. L'approximation 0 N (0, se?) suppose que
la variance ne dépend pas de 6. a corrige ce possible défaut.
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1. Comme 1'IC

exemple : le BC, de v/0 est calculé en prenant les racines car-
rées de (0., Ol

le BC, conserve les transformations.

perc?

BC,(VE) = [0y (6]
2. BC, est plus précis que les autres.
Pour BC, : Prob{f < éb} = + e

Pour IC .., IC,.... : Prob{f < éb} — o+ %
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0.12 Tests de permutation
0.12.1 Historique

TESTS DE PERMUTATION

— Fisher 1930. (t de Student).
— Problemes d’hypotheses mathématiques.

— Exemple: 2 échantillons indépendants.

F — z=(z1,29,...,2n)
indépendamment de

G — y=(y1,92,---,Yn)

— Hypothese nulle: Hy : FF =G
— Hy c¢’est 'avocat du diable.
— exemple des souris: un souhait §=7— 7> 0

— Niveau de signification :

ASL = Probyy {6* > 6}

— 0% est une variable aléatoire qui suit la loi de distribution
de 0 s1 Hy est vraie

— Plus ASL est petit, plus on a de chances que Hy soit vraie.
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0.12.2 Exemple: les souris

EXEMPLE “LES SOURIS”

— Hypotheses: F' et G sont des distributions normales
= N(:LLTa OQ)G — N(:LL07 0_2)

— Hypothese nulle

Ho : pr = pe
~ou
: ,1 1
H()I@NN(O,O'(——F—)
n m
E _ :
ASL_PrOb{Z>q\/W}
SR
o4/ 1/n+1/m

— Mais o est inconnu Estimation :

o= { Sl =27+ £~ 9 In+m = 2}

1=

30.63
54.21,/1/9 4+ 1/7

ASL =1 — & ) =0.131

— 1t de Student:
30.63

54.21,/1/9 4+ 1/7

— On ne peut pas rejeter H
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0.12.3 L’idée

L’IDEE

On peut ranger les valeurs z; et y; par ordre croissant et indiquer
pour chaque valeur a quel groupe elle appartient.

valeur: 10 16 23 27 31 38 40 46

groupe: 'y 7% 74 Yy 'y 7z Yy ¥y
valeur: 50 52 94 99 104 141 146 197

groupe: 'y 'y 7% 74y 7 YV %

v : vecteur des N valeurs
g . vecteur des groupes
N =n+m

la donnée du couple (g,v) est identique a donner le couple (z,y)

Nombre de vecteurs g possibles: Cy;
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Sous Hy, le vecteur g a la probabilité 1/C} de valoir chacune de
ces valeurs possibles

La statistique 6 est une fonction de (g,v):
0 =5((gv))
Pour chacune des U3} vecteurs possibles de g on peut calculer:
0" =0(g") =5(g",v)
Le niveau de signification est:

ASL,... = Prob,..{0* < 0}
= #{0" < 0}/CY
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0.12.4 Calcul de la statistique par test de permutation

Calcul de la statistique par test de permutation

1. Choisir B vecteurs indépendants g*(1),g*(2),...,g"(B)
parmi les Oy} vecteurs possibles.

2. Calculer:

AN

0(b) = 5(g",v)
3. Calculer 'approximation :

NOMBRE DE PERMUTATIONS
ASL....: 0.5 0.25 0.10 0.005 0.025

perm

B 100 300 900 2000 4000

Exemple des souris: ASL ., = 0.132

perm

— Aucune hypothese n'est faite sur F' et G.

— On peut remplacer la différence des moyennes par la différence
d'une autre tendance centrale.

— Dans la pratique on tire N valeurs uniforme entre 0 et 1,
puis les n plus petites valeurs sont dites appartenir au pre-
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mier groupe et les autres aux deuxieme groupe.
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0.12.5 Un autre exemple

TESTS DE PERMUTATION: UN AUTRE
EXEMPLE

PROBLEME : ,
COMPARER 2 MARQUES D'AIGUILLES UTILISEES POUR
DES PRELEVEMENTS SANGUINS.

Marque| Nombre de | Nombre
prélevements | d'infections
A 40) 4

B 30 0

QUESTION : /
PEUT-ON ATTRIBUER LA DIFFERENCE DE 4 AU HASARD?
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TEST DE PERMUTATION

1. faire B fois:

(a) générer 40 nombres entiers au hasard entre 1 et 70.

(b) compter le nombre de fois g1 ou les entiers 1 a 4 (supposés
étre infectés) apparaissent.

(c) générer 30 nombres entiers au hasard entre 1 et 70.

(d) compter le nombre de fois g5 ot les entiers 1 a 4 apparais-

sent.

(e) calculer la différence 6* = g1 — go.

2. calculer :

DANS NOTRE EXEMPLE:
B = 3000 et ASL,.,, = 0.043
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