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Théorème (Euclide, IIIème siècle av. J.C.)
Il existe une infinité de nombres premiers.

Preuve : Euclide raisonne par l’absurde, en utilisant la dé-
composition des entiers en produits de facteurs premiers. Si
P = {p1, . . . , pn} est l’ensemble des nombres premiers, alors le
nombre

N =
n∏

i=1

pi + 1

n’est divisible par aucun des pi.
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Les Éléments, édition byzantine de 888, The Bodleian Library,
University of Oxford, source numérique : Rare book room.
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La traduction de l’énoncé original
du théorème d’Euclide, dans la tra-
duction de D. Henrion de 1632.
(source numéique : Gallica, Bnf)

Séminaire des doctorants 2007 Le crible de Hawkins



Vers le théorème des nombres premiers
Nombres premiers et théorie des probabilités

Le théorème d’Euclide
Les résultats de Tchebychef
Les idées novatrices de Riemann
Le théorème des nombres premiers

Séminaire des doctorants 2007 Le crible de Hawkins



Vers le théorème des nombres premiers
Nombres premiers et théorie des probabilités

Le théorème d’Euclide
Les résultats de Tchebychef
Les idées novatrices de Riemann
Le théorème des nombres premiers

Si l’on introduit la fonction de comptage π : R → N :

π(x) :=
∑
p≤x

1,

le théorème d’Euclide affirme simplement que

lim
x→+∞

π(x) = +∞.

Que peut-on dire du comportement asymptotique de la
fonction π ?
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Les conjectures de Legendre-Gauss

Legendre (1796) constate que la fonction

x 7→ x
log(x) + B

, avec B ≈ 1.08,

est une bonne approximation de π(x).

A la même époque, Gauss conjecture que

π(x) ∼ Li(x),

où Li(x) := lim
δ→0

(∫ 1−δ

0
+

∫ x

1+δ

)
dy

log(y)
∼ x

log(x)
.
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Le théorème de Tchebychef

Dans son “Mémoire sur les nombres premiers” paru en 1852,
Tchebychef établit le premier résultat significatif concernant la
distribution des nombres premiers :

Théorème (Tchebychef, 1852)

Il existe deux constantes strictement positives C et C′ telles
que, lorsque x tend vers l’infini :

C
x

log(x)
≤ π(x) ≤ C′

x
log(x)

.
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Heuristique de la preuve de Tchebychef

Tchebychef introduit plusieurs fonctions parmi lesquelles

θ(x) :=
∑
p≤x

log(p), ψ(x) :=
∑
pν≤x

log(p), T(x) :=
∑
n≤x

ψ(x/n).

La fonction T s’écrit encore T(x) = log(bxc!) et l’on a

lim inf
x→+∞

π(x) log(x)
x

= lim inf
x→+∞

θ(x)
x

= lim inf
x→+∞

ψ(x)
x
,

lim sup
x→+∞

π(x) log(x)
x

= lim sup
x→+∞

θ(x)
x

= lim sup
x→+∞

ψ(x)
x
.

Séminaire des doctorants 2007 Le crible de Hawkins



Vers le théorème des nombres premiers
Nombres premiers et théorie des probabilités

Le théorème d’Euclide
Les résultats de Tchebychef
Les idées novatrices de Riemann
Le théorème des nombres premiers

Heuristique de la preuve de Tchebychef

Grâce à la formule de Stirling, Tchebychef montre que
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Heuristique de la preuve de Tchebychef

Il en déduit que

où A = 0.92129202, puis
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Explication de la preuve

La plus grande puissance de p qui divise x! est donnée par⌊
x
p

⌋
+

⌊
x
p2

⌋
+

⌊
x
p3

⌋
+ . . . ex. 10! = 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1

On a donc

x! =
∏
p≤x

p
⌊

x
p

⌋
+

⌊
x

p2

⌋
+

⌊
x

p3

⌋
+ ...

et

log(x!) =
∑
p≤x

(⌊
x
p

⌋
+

⌊
x
p2

⌋
+

⌊
x
p3

⌋
+ . . .

)
log(p).
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Explication de la preuve

D’après la formule de Stirling, lorsque x est grand :

x! ∼ xxe−x
√

2πx, i.e., log(x!) ∼ x log(x).

De l’égalité

log(x!) =
∑
p≤x

(⌊
x
p

⌋
+

⌊
x
p2

⌋
+

⌊
x
p3

⌋
+ . . .

)
log(p),

on “déduit” alors que

x log(x) ∼
∑
p≤x

⌊
x
p

⌋
log(p) ∼ x

∑
p≤x

log(p)
p

.
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Explication de la preuve

La difficulté essentielle du résultat de Tchebychef concernant
l’estimation des fonctions ψ et θ, repose sur la justification de
l’équivalent ∑

p≤x

log(p)
p

∼ log(x).

Nous verrons tout à l’heure une démonstration simple de ce
résultat qui n’utilise que des probabilités élémentaires.
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Les idées novatrices de Riemann
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L’article de Riemann

En 1859, Riemann publie un article de 8 pages intitulé “ Über
die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grösse”.
Dans cet article révolutionnaire, Riemann introduit entre autre
les nouvelles méthodes suivantes en arithmétique :

Le prolongement analytique (de ζ).
L’intégration sur des contours (de d log(ζ)).
L’inversion de Fourier.
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Le lien entre les fonctions ψ et ζ

ψ est donnée par ψ(x) =
∑
pν≤x

log(p) =
∑
n≤x

Λ(n), et l’on a

Z(s) := −ζ
′(s)
ζ(s)

=
+∞∑
n=1

Λ(n)
ns (<(s) > 1).

En utilisant le procédé de sommation d’Abel, il vient

Z(s) = s
∫ +∞

1

ψ(u)
us+1 du, (<(s) > 1).
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Le lien entre les fonctions ψ et ζ

Il revient au même de montrer que

ψ(x) ∼ x ou Ψ(x) =
∫ x

ψ(y)dy ∼ 1
2

x2.

En intégrant par parties, il vient

Z(s) = s(s + 1)
∫ +∞

1

Ψ(u)
us+2 du, (<(s) > 1),

et on peut “inverser” la formule :

Ψ(x)
x2 =

1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Z(s)xs−1

s(s + 1)
ds, (∀ c > 1).
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Le lien entre les fonctions ψ et ζ

Montrer le théorème des nombres premiers revient à
montrer que lorsque x tend vers l’infini :

1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Z(s)xs−1

s(s + 1)
ds −→ 1

2
.

On a envie d’intégrer sur un contour fermé. La fonction Z
est sans singularité dans le demi plan <(s) > 1, le contour
doit nécéssairement déborder dans le demi plan <(s) < 1.
(On montre que Z est prolongeable à <(s) > 1).
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Le lien entre les fonctions ψ et ζ

Montrer le théorème des nombres premiers revient à
montrer que lorsque x tend vers l’infini :

1
2πi

∫ c+i∞

c−i∞

Z(s)xs−1

s(s + 1)
ds −→ 1

2
.

Les seuls pôles de l’intégrande sont les éventuels zéros de
ζ et les points s = −1, 0 et s = 1 où les résidus valent
respectivement

−Z(−1)/x2, Z(0)/x, et 1/2.

Si l’on arrive à trouver un contour qui évite les zéros de ζ,
c’est gagné.
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Hypothèse de Riemann

S’il existait un β < 1 tel que ζ(s) 6= 0 pour <(s) > β, on
pourrait intégrer sur un rectangle.

Dans son article, Riemann émet la conjecture selon
laquelle ζ(s) 6= 0 pour <(s) > 1/2 : c’est la fameuse
“conjecture de Riemann".

Aujourd’hui encore, on ne sait pas si un tel β existe !
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La conjecture Riemann dans le texte
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La conjecture Riemann dans le texte

“...es ist sehr wahrscheinlich, dass alle Wurzeln reell sind.
Hiervon wäre allerdings ein strenger Beweis zu wünschen ; ich
habe indess die Aufsuchung desselben nach einigen flüchtigen
vergeblichen Versuchen vorläufig bei Seite gelassen, da er für
den nächsten Zweck meiner Untersuchung entbehrlich schien.”

“...il est très probable que toutes les racines sont réelles. Bien
entendu, une preuve rigoureuse serait nécéssaire. Après
quelques tentatives infructueuses, j’ai pour le moment mis de
côté la quète d’une démonstration de ce résultat, celui-ci
n’étant pas nécéssaire quant à mes prochains objectifs de
recherche.”
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Le théorème des nombres premiers

En 1896, La Vallée Poussin et Hadamard montrent indép. que
la fonction ζ ne s’annule pas sur la droite <(s) = 1. En intégrant
la fonction précedente sur un contour bien choisi, ils en
déduisent :

Théorème (de la Vallée Poussin, Hadamard, 1896)

π(x) ∼ Li(x) = lim
δ→0

(∫ 1−δ

0
+

∫ x

1+δ

)
dy

log(y)
∼ x

log(x)
.
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Formulations équivalentes

Si pn désigne le nème nombre premier, le théorème des
nombres premiers revient à dire que lorsque n tend vers
l’infini, on a :

pn ∼ n log(n), ou encore Li(pn) ∼ n.

L’hypothèse de Riemann est alors équivalente à l’une ou
l’autre des assertions suivantes :

π(x) =
x

log(x)
+ O(x1/2+ε), ∀ ε > 0,

ou
E(n) := Li(pn)− n = O(n1/2+ε), ∀ ε > 0.
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Seconde partie (avec des proba dedans)
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On a vu que théorème de Tchebychef revient à montrer
l’équivalent suivant, lorsque x tend vers l’infini :∑

p≤n

log(p)
p

∼ log(n).

Le preuve suivante est due à I. Kontoyiannis (2007), elle est
basée sur une heuristique de Billingsley (1970’) et utilise
essentiellement la notion d’entropie (de Shannon).
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On fixe un nombre entier n (grand). On tire ensuite un nombre
N ∈ {1, . . . , n} selon la loi uniforme et on écrit sa décomposition
en facteurs premiers :

N =
∏
p≤n

pXp .

Il y a exactement bn/pkc multiples de pk entre 1 et n, donc

P(Xp ≥ k) = P({pk|N}) =
1
n

⌊
n
pk

⌋
≈

(
1
p

)k

,

P(Xpi ≥ ki, pour p1, p2, . . . , pm) ≈
(

1
p1

)k1

. . .

(
1

pm

)km

,

E [Xp] =
∑
k≥1

P(Xp ≥ k) ≤
∑
k≥1

(
1
p

)k

=
1

p− 1
:= µp.
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Pour une variable aléatoire Y à valeurs entière :

H(Y) := −
∑

k

P(Y = k) log P(Y = k).

Il y a une bijection entre la donnée de N et la donnée des Xp :

log(n) = H(N) = H(Xp; p ≤ n).

L’heuristique de Billingsley est la suivante :

log(n) = H(N) = H(Xp; p ≤ n) ≈
∑
p≤n

H(Xp) ≈
∑
p≤n

H(geom(µp)).
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Pour une variable aléatoire Y à valeurs entière :

H(Y) := −
∑

k

P(Y = k) log P(Y = k).

Il y a une bijection entre la donnée de N et la donnée des Xp :

log(n) = H(N) = H(Xp; p ≤ n).

En fait, on a toujours :

log(n) = H(N) = H(Xp; p ≤ n)≤
∑
p≤n

H(Xp)≤
∑
p≤n

H(geom(µp)).
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Le calcul montre que∑
p≤n

H(geom(µp)) =
∑
p≤n

[
log(p)
p− 1

− log
(

1− 1
p

)]
∼

∑
p≤n

log(p)
p

,

on en déduit qu’asymptotiquement

log(n) ≤
∑
p≤n

log(p)
p

.

La seconde inégalité est démontrée par des méthodes plus
classiques.
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Le crible de Hawkins

Séminaire des doctorants 2007 Le crible de Hawkins



Vers le théorème des nombres premiers
Nombres premiers et théorie des probabilités

Une preuve élémentaire du résultat de Tchebychef
Le crible de Hawkins et résultats assoicés

Le crible d’Eratostène (≈ 240 av. J.C.)

2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
...

...
...

...
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Le crible d’Eratostène

Etape 1 : On considère l’ensemble A1 := {2, 3, 4, 5, . . .}, et on
note p1 = min A1. Dans l’ensemble A1 − {p1}, on élimine tous les
multiples de p1. Statistiquement, on élimine donc un nombre sur
p1. On note A2 le sous-ensemble de A1 − {p1} obtenu.

Etape n : Soit pn = min An. Dans l’ensemble An − {pn}, on éli-
mine tous les multiples de pn. Statistiquement, on élimine donc
un nombre sur pn. On note An+1 le sous-ensemble de An − {pn}
obtenu.

Résultat : L’ensemble des nombre premiers est

P = {p1, p2, p3, . . .}.

Séminaire des doctorants 2007 Le crible de Hawkins



Vers le théorème des nombres premiers
Nombres premiers et théorie des probabilités

Une preuve élémentaire du résultat de Tchebychef
Le crible de Hawkins et résultats assoicés

Le crible de Hawkins

Etape 1 : On considère l’ensemble A1 := {2, 3, 4, 5, . . .}, et on
note p1 = min A1. Les eléments de A1 − {p1} sont éliminés avec
une probabilité 1/p1, indépendamment les uns des autres. On
note A2 l’ensemble obtenu.

Etape n : Soit pn = min An. Les eléments de An − {pn} sont éli-
minés avec une probabilité 1/pn, indépendamment les uns des
autres. On note An+1 le sous-ensemble de An − {pn} obtenu.

Résultat : Un ensemble de nombres entiers aléatoires

P = {p1, p2, p3, . . .}.
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Dans le cadre des nombres premiers, nous avons vu que le
théorème des nombres premiers et la conjecture de Riemann
sont équivalents aux assertions

pn ∼ n log(n), et E(n) = Li(pn)− n = O(n1/2+ε),∀ ε > 0.

Par ailleurs, en 1874, Mertens a montré que

lim
n→+∞

1
log(n)

∏
p≤n

(
1− 1

p

)−1

= eγ

où γ ≈ 0.57721 est la constante d’Euler.
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Dans le cas où les pn sont obtenus via le crible de Hawkins, en
posant

qn :=
∏
k≤n

(
1− 1

pk

)−1

,

on a le théorème analogue :

Théorème (Wunderlich, Neudecker, Williams, 1974)
Presque sûrement, lorsque n tend vers l’infini :

pn ∼ n log(n), et qn ∼ log(n).

D’autre part, la suite (pn exp(−qn))n≥1 converge p.s. vers une
variable aléatoire ` ∈]0,+∞[.
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Toujours dans le cas où les pn sont obtenus via le crible de
Hawkins, Neudecker et Williams ont montré que la conjecture
de Riemann est vraie :

Théorème (Neudecker, Williams, 1974)
Presque sûrement, lorsque n tend vers l’infini, on a

E(n) := ` Li(pn/`)− n = O(n1/2+ε), ∀ ε > 0.
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Le terme d’erreur E(n) a été étudié de façon plus fine par
Williams et Foster qui ont montré le résultat suivant :

Théorème (Foster, Williams, 1978)
Quitte à “grossir” l’espace de probabilité ambiant, on peut
construire un mouvement brownien (Bt)t≥0, tel que

E(n) := ` Li(pn/`)− n = Bn + O
(
[n log log n]1/2/ log(n)

)
.
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Désignons par ΠX,X+2(x) le nombre de “premiers jumeaux"
inférieurs à x. La conjecture de Hardy-Littlewood affirme que

ΠX,X+2(x) ∼ 2C2
x

log(x)2 , où C2 =
∏
p≥3

p(p− 2)
(p− 1)2 .

Théorème (Wunderlich, 1974)
Pour les nombres premiers obtenus via le crible de Hawkins,
presque sûrement, lorsque x tend vers l’infini :

ΠX,X+2(x) ∼
x

log(x)2 .
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Plus généralement, on a les résultats suivants

Théorème (Bui, Keating, 2007)

Pour tout entier k fixé, presque sûrement, lorsque x tend vers
l’infini :

ΠX,X+k(x) ∼
x

log(x)2 .

Théorème (Bui, Keating, 2007)

Pour toute suite d’entiers k1, k2, . . . , kl−1 fixée, presque
sûrement, lorsque x tend vers l’infini :

ΠX,X+k1,X+k2,...,X+kl−1(x) ∼
x

log(x)l .
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Corollaire (Bui, Keating, 2007)

Pour tous entiers d et l fixés, presque sûrement, lorsque x tend
vers l’infini :

ΠX,X+d,X+2d,...X+(l−1)d(x) ∼
x

log(x)l .

A mettre en rapport avec le résultat de Green et Tao en 2004,
sur l’existence de progression arithmétique arbitrairement
longue dans l’ensemble des nombres premiers...
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