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Chapitre 1

Introduction

Dans ce travail, nous nous proposons d’étudier une méthode, introduite par A.C.Elitzur,
S.Popescu, et D.Rohrlich, surnommés "EPR2” pour des raisons évidentes, qui vise a quantifier
(dans le sens de décrire quantitativement) la non-localité d’un état quantique. Avant de décrire
le probleme proprement dit, il est indispensable d’introduire le formalisme mathématique et les
définitions importantes concernant la non-localité en physique quantique.

1.1 De la non-localité

La mécanique quantique décrit une expérience physique comme étant constituée :
1. d’un systeme physique, dont 1’état quantique est noté p.
2. d’un ensemble d’observateurs {O;}, qui mesurent les grandeurs physiques observables
{M;} sur I'état p.
Le processus de mesure étant intrinsequement indéterministe, les résultats de mesure chez
chacun des observateurs sont des variables aléatoires, notées {r;}. La mécanique quantique
prédit les statistiques de mesure, ou, de maniere équivalente pour une réalisation de I’expérience,

la probabilité d’obtenir les résultats de mesure {r;} étant donné ’état physique p du systéme
et les observables {M;}. On note :

PQ ({TZ} |p7 {MZ}) =Tr (®HM,M1' ) P)

ou II,, u, est le projecteur sur le sous-espace associé au résultat r; de la mesure M;.

Décrivons a présent ce qu’est une distribution de probabiltié locale, de maniere a pouvoir
comprendre de facon précise en quoi la mécanique quantique est non-locale. Pour simplifier
les notations, nous considérons un systeme physique a deux particules, mais ceci se généralise
aisément au cas de n particules. Le but est de "mathématiser” les assertions suivantes. Le
comportement du systeme est dit local si :

1. chacune des particules emporte avec elle un ensemble de propriétés physiques, non nécessai-
rement connues de l'observateur (et donc sur lesquelles on peut moyenner), qui déterminent
le résultat de mesure chez 1'observateur qui la recoit. Mathématiquement, la distribution
de probabiltié locale doit se factoriser :

P ((ra,rg)lp, (Ma, Mg)) = P (ralp, Ma) Pr (r5|p, Mp) (1.1)
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Plus généralement, s’il existe des propriétés physiques inconnues, notées A, Ap dites
variables cachées locales, on doit avoit indépendance conditionnelle des variables aléatoires
ra et rp relativement a Ag, Ap :

Py ((ras )|y (Moa, M) = / Ddadds 9p s Ap)
PL (TA|107 MA7 /\A) PL (TB|107 MB? )‘B)

Remarque : a priori, A4 (ou Ag) est un vecteur aléatoire : il peut contenir plusieurs
variables cachées. !

2. Cette deuxieme condition est aussi appelée condition de No Signaling. Le choix de I'ob-
servable chez I'un des observateurs ne doit pas influencer le résultat de mesure chez I'autre.
Mathématiquement, les marginales chez les deux observateurs doivent étre indépendantes
du choix de l'autre, i.e.

Er (rzljl|p7 MA? MB7A> = Ep (T]Z|pa MAvA)
Ey (rglp, Ma, Mg, A) = Ey, (r|p, Mp, )

ou E désigne l'espérance, et k = 1,2 (on impose cette condition sur les deux premiers
moments de la v.a. r4 (resp. rp)).

3. Cette condition est aussi appelée condition de Non Contextualité. Le choix des ob-
servables ne doit pas influencer les propriétés physiques (connues ou non) de chaque
particule.

Er (g(p, A)|Ma, Mp) = Ey (9(p, A))

La troisieme condition assure que les variables cachées ne sont pas liées aux observables
choisies par les observateurs. Le théoreme suivant montre que les conditions ci-dessus sont suf-
fisantes pour obtenir les inégalités de Bell-CHSH dans le cas de deux particules et 4 settings de
mesure. Nous travaillerons par la suite sur ces inégalités et sur leur généralisation a N directions
de mesure.

Théoréme  Soient 74,74, rp, T quatre variables aléatoires

— a valeurs dans {—1, 1},

— satisfaisant la condition de no signaling,

— telles que E(r;|M;) =0,i=A, A", B, B,

— et telles que leurs covariances E(rarg), E(rarg), E(rarg), E(rarpg) soient données.

Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes (on ne mentionne plus les observables
pour simplifier) :

1. Il existe une variable cachée A satisfaisant la conditon de non-contextualité et telle que

E(’T‘A’I“A/T‘B’I“B/|A) = E(TA|)\A)E(’I"A/|)\A/)E(T‘B|>\B)E(TB/|, >\B’)

1. Jusque 13, Dexistence d’une variable cachée A = {\;} telle que (ra,rp) sont conditionnellement
indépendants relativement & A est possible, il suffit de prendre ’ensemble des v.a.(r4,75) indicées par l'en-
semble de toutes les observables possibles.



2. il existe une distribution de probabilité jointe des variables aléatoires 7,74/, 75 €t 5/
compatible avec les moyennes et covariances données.

3. les variables aléatoires 74,74/, 75 et rp: satisfont les inégalités de Bell-CHSH :
‘E(TATB) —+ E(TAT’BI) + E(’I“A/TB) - E(’I“A/T’B/)| S 2

La démonstration de ce théoréme n’entre pas dans le cadre de ce travail, nous nous référons
a[7].

1.2 L’approche EPR2

L’idée fondamentale de I'approche EPR2 est la suivante : des expériences bien connues
comme celle d’A.Aspect montrent que la mécanique quantique est incompatible avec la notion
de 7"réalisme local”, dans le sens ou les inégalités de Bell peuvent étre violées par un état
quantique de deux photons. Cependant, cela n’implique pas que toutes les paires de photons
utilisées lors d’une expérience (pour réaliser les statistiques de mesure) se comportent chacune
de maniere non locale. On pourrait imaginer qu'une fraction de ces paires sont "locales” (i.e.
les résultats de mesure associés peuvent étre prédits par des variables cachées locales) alors
que les autres sont "non locales” et donc seules responsables de la violation des inégalités de
Bell. Méme si cette description n’est clairement pas satisfaisante d’un point de vue physique
(pourquoi y aurait-il deux sortes de paires de photons? pourquoi une classe donnée fait-elle
partie de la classe locale plutét que de l'autre?), elle constitue au moins un outil permettant
de quantifier la non localité.

Le type de question que I'on se pose donc dans ce "probleme EPR2” est : quelle est la fraction
minimale/maximale de la distribution de probabilité quantique associée aux résultats de mesure
d’un état quantique donné qui peut étre attribuée a une distribution de probabilité locale ? Si
la fraction minimale est nulle, on peut alors dire, comme EPR2, que toutes ces paires sont non
locales (ou que la non-localité prédite par la mécanique quantique est une propriété associée a
chaque paire de particules.)

Dans ce qui suit, on étudie donc les distributions de probabilité quantiques comme somme
convexe d’une partie locale et d’une partie non locale :

Pg =prPr + (1 —pr)Pnt

Plus précisément, pour un état de deux particules voyageant vers deux observateurs,

P, (m,rBw(e), My =a, Mg — 6) — Py (rA,TB|¢(9),d,l;> 4 (1—pp)Pyr (rA,rB|¢(0),d,l;>

doit étre valable pour tous les résultats de mesure 74 et rg et pour toutes les directions de
mesure M, Mp € S2. De plus, le poids pr(¢(0)) € [0,1] doit étre indépendant des résultats et
directions de mesure.

Remarquons encore que par construction, Py, satisfait la condition de no-signaling, puisque
Pr, et Py la satisfont eux-méme, mais cette distribution n’est bien stir pas contrainte a provenir
d’une distribution de probabilité quantique.



Chapitre 2

Résultats connus

2.1 Article EPR2, 1992

Dans cet article, A.C.Elitzur, S.Popescu, et D.Rohrlich montrent que la distribution de
probabilité associée a I’état maximalement intriqué (@ = w/4) ne contient pas de partie locale
(p7** = 0). Ils proposent ensuite un modele local explicite qui reproduit une fraction p;, =
1(1 — sin(20)) de la distribution de probabilité associée a I'état

|¢)) = cos(f) |00) + sin(#) |11)

Ceci fournit donc une borne inférieure pour pr, qui n’est pas optimale puisqu’en 6 = 0 1’état
est factorisable et p;, = 1. En effet, le modele de Bell que nous présentons par la suite modélise
les statistiques de mesure de cet état factorisable de maniere locale.

max

2.1.1 Preuve de p]"™ =0 pour 0 =7/4

Remarque : Dans leur article, EPR2 traitent le cas de I’état singulet [¢) = \/Li( |01) — |10)).
Leur argument se base sur I’hypothese d’invariance sous rotation des corrélations de cet état,
(i.e. E(rargla,b) = f(a- b)), qui n'est pas valable pour I'état maximalement intriqué [¢) =
\/Li |00) + [11)), i.e. @ = 7/4. Cependant, un théoréeme plus général que nous ne mentionnons
pas ici assure que le poids local maximal associé a tout état maximalement intriqué est nul,
donc pr(6 = n/4) = 0.

Cadre de I'expérience : I'état [¢) décrit la polarisation d’une paire de photons. L'un des
deux photons est envoyé vers Alice, qui mesure la polarisation selon I'axe a € S*. Le second est
envoyé vers Bob, qui mesure la polarisation selon 1'axe b € S'. Les résultats de mesure possibles
chez les deux observateurs sont +1.

Soit Eg(a,b) = Eq(rarp|e, (My = a, Mg = b)) la fonction de corrélation quantique associée,
ie.

On écrit donc :



ou E, (resp. Eyr) représente la fonction de corrélation locale (resp. non locale).

E;, doit par définition satisfaire I'inégalité de Bell-CHSH (valable pour toute théorie com-
patible avec le "réalisme local”) :

‘EL(CA]H Z;) + EL(dlv Z;) + EL(da i)l) - EL(d/7 l;/)| < 2

On fait encore trois suppositions sur Ej, :
1.Sia—0b = FEy(ab) —1
En effet, pour I'état singulet, Fg(a,a) = 1, il faut donc satisfaire cette condition pour

reproduire les corrélations quantiques lorsque Alice et Bob mesurent dans la méme direc-
tion.

2.3 a,b tq Ep(ab)#1
Le méme raisonnement que précédemment peut étre fait : la mécanique quantique prédit
une anti-corrélation parfaite lorsque b= —a.

3. Ep(a,b) = f(a-b) et Er(a,b) = EL(b,a)
Les corrélations de I’état singulet sont invariantes par rotation, i.e. Eq(rarpg|singulet, a, l;) =
—a - b. Ceci n’implique pas que Ej, et Eyy le soient tous deux, mais '’hypothese (2) est
valable si on moyenne les mesures sur toutes les directions (€ S?).

Choisissons maintenant deux directions de mesure particulieres pour Alice et deux pour
Bob, telles que :

)

) = Ei(6)

a' satisfait Ep(a’,b) = FEp(6y)
et donc Ep(d’,b)

FIGURE 2.1 — Directions de mesure d’Alice et Bob

~

Soit 0 'angle entre deux directions de mesures. On sait (hyp.(3)) que Er(a, b) = f(a-b) =
f(cosf), donc Ep(a,b) = EL(0) avec § = £(a,b).
Développons Ep(#) au voisinage de 6 = 0 :



Ep(0)) = Ep(a, b)) =1 — % + 065
Ep(0s) = EL(a, V) =1 — 05 + 065
EL(Gl -+ 92) = EL<€L/, i)) = 1 — 6(91 + eg)k -+ O((91 + 92)k+1)
avec ¢ > 0 car |Ep(f)] < 1, et k la plus petite puissance de # appairaissant dans le
développement de Taylor.

Remarque : On montre facilement que F1(f) ne peut pas étre constant (égal a 1)
dans un voisinage fini de zéro. En effet, par 'absurde,

si 01,05 € (0,¢) et E(01) = Er(6,) =1, alors
CHSH = |1+ Er(61) + Er(62) —Er(61 + 65)] < 2
RY
donc Ep (0, +60,) > 1= E (6, +0,) =1, c’est-a-dire E;(f) =1 V0, ce qui contre-
dit Ihyp.(2).

En remplacant dans CHSH, on obtient :
1+ Ep(01) + Er(6y) — EL(01 + 05)]
T+c(1—0% +c(1—05) —c(l— (0, +0)") +...] < 2
= | —clf — O +c(6, +0,)F+..] <0

Or ceci ne peut étre satisfait pour les petits angles que si k£ < 1

Nous voulons maintenant voir sous quelles conditions E est reproduite par un modele local.

On a A B
Eq(singulet) = —a - b = cos 20

Puisque k <1, la décroissance de £, est plus rapide que celle de Eg pour les petits angles.
Il faudra donc que les paires non locales compensent cette décroissance.

FIGURE 2.2 — Décroissance des corrélations quantique et classique au voisinage de 6 = 0



Mais comme |Eyz(f)] < 1, on a au mieux :

prEL(0) + (1 —pr)-1>prEr(0) + (1 — pr)Eni(9) = Eg(f)

Pour les petits angles :

pr(l—cB +.)+(1—pp)>1—(20)>+ ...
————— N—————
EL(0) Eq(0)

—prcd 4 pr()+1>1— (20 + ...

avec k <1letc>0. B
Cette inégalité est fausse pour @ suffisamment petit sauf si p, = 0. On a donc montré que
P = 0 pour I'état singulet.

Remarque : La démonstration a été faite pour des settings dans S!, elle est donc a fortiori

valable pour des settings dans S? (plus de conditions ne peuvent que faire baisser p7e®).

2.1.2 Premiere borne inférieure pour p7'**

Pour 'état général
|1) = cos(6) |00) + sin(f) |11)
on n’a plus invariance sous rotation, les hypotheses sur Ej, sont remplacées par :
1.Sia et b— [0)oull) = Ey(a,b) —1
En effet, pour I'état singulet, Eg(a,a) = 1, il faut donc satisfaire cette condition pour

reproduire les corrélations quantiques lorsque Alice et Bob mesurent dans la méme direc-
tion.

2.3 a,b tq Ep(ab)#1

Ces nouvelles hypotheses permettent de mettre un poids p;, non nul dans Py, comme nous
allons le voir. Le modele local proposé par Elitzur, Popescu et Rohrlich en 1992 est le suivant :

Po=prPr+ (1 —pr)Pni

avec
Py (ra = aurp = B9(0), My = . My =) = [+ o sgn(a)] [1+ 3 - sgn(b.)]

Par définition, le modele prédit la probabilité pour un observateur d’obtenir un résultat
donné, pour une direction de mesure donnée, et la probabilité jointe pour les deux observateurs
est le produit des deux probabilités "individuelles”. On a par exemple (pour I'un des deux
observateurs) :

P (7“ = +1|M =0 = (0v7¢v)) = p(ev)
avec
1 si 6,€[0,7/2]
p(Qv): 1/2 S QU:W/Q
0 si 6,€]r/2,7



afthers v]

FIGURE 2.3 — Modele local EPR2 pour Pp, (r = +1|M =0 = (6,, ¢.))

Et donc )
P <7’A =+1,rpg=+4+1|My =a,Mp = b) = p(0a)p(6s)

Pour trouver la fraction maximale de paires de photons qui peuvent étre décrite par un
modele local donné, on cherche le maximum de ’ensemble des p; qui sont compatibles avec
une distribution non-locale Py positive (ou nulle), i.e.

P, — Pmodele
pr** > max {pL\PNL Sk L >0
1 —pr
Précisons que ’on obtient une borne inférieure sur p7'** car on étudie un modele local particulier.

Les auteurs ont montré que ce modele local mene a une distribution Py valide si p;, <
2 (1 —sin(20)), i.e.

Py — PEPR2
P?amzmax{pL’PNL: Q—PL L 20} =

— (1 —sin(20))

=~ =

FIGURE 2.4 — Borne inférieure sur p7*** obtenue par EPR2

Remarque : Comme déja mentionné, ce modele ne mene pas a la bonne limite pour 8 — 0
puisqu’un état produit peut étre completement décrit par un modele local. Ici :

0 = 7T/4:>pL:0
mais 6 = 0= |¢)=100) et p,=1/4
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On obtient donc une borne inférieure sur p7"** : le contenu local Py est au moins de 1 (1 — sin(26)).
Ceci montre que les corrélations provenant d’un état non maximalement intriqué ne sont pas
totalement non-locales.

2.2 Article de Valerio Scarani, 2008

2.2.1 Calculs préliminaires

On étudie toujours le cas d’un état pur non maximalement intriqué de deux particules :
|1(0)) = cos @ |00) + sinf |11)

et on décompose la distribution de probabilité quantique (donnant les résultats de mesure) en
une somme convexe d’'une distribution locale et d’une distribution non-locale :

Py (rA,TBW(@), My =a, My — 13) . (rA,rBw(e),a,B) (1 —pr)Pyr (rA,rBw(e),a,z})

En calculant explicitement Py au moyen des projecteurs associés aux résultats de mesures r4
et rg, on obtient : !

Po = % (1 +raBq(ralv(0),a) + reEq(rely(0), Z}) + rarpEq(rars|v(8), d, (}))

avec les expressions suivantes pour les marginales et la corrélation quantique :
Eq(raly(8),a) = a,cos20
Eo(rplw(0),b) = b, cos20
Eq(rarslv(8),a,0) = a.b. +sin20(azb, — ayb,)

2.2.2 Amélioration de la borne inférieure sur p7'**

Une amélioration de la borne inférieure obtenue dans 'article EPR2 peut étre obtenue en
modifiant I'expression de Py (r|1), M), tout en gardant une expression produit pour la probabilité
jointe (sans introduire une intégrale sur une variable cachée). On pose donc :

Pr(raly,a) = HTATJ[(&Z)

Py (ra sl B) = 3 1+ raf(an)] [+ 756

avec

Fa) = sqn(a)min (1, 12 le]

1 —sin 26
Par le méme procédé, on montre que ce modele local mene a une distribution de probabilité
non-locale Py, valide si p;, < 1 —sin 26, i.e.
PQ — 1 PiS‘czzram’

1—pg

P > max {pL|PNL = > O} =1 —sin260

1. le calcul est fait dans la section ” Appendice”.
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Remarque : Cette valeur de p7*** est la plus grande possible si P, ne dépend que de a, et

b.. En effet, pour le montrer il suffit de se donner deux directions de mesure qui n’ont pas de
composante selon z et pour lesquelles p;, <1 — sin 26.
Prenons a = r,2,b = —rpx et supposons donc

Pr (TA,TB|Q/J,&,[;> = Py (ra,rglt,a,,b,)
On a

. . 1 )
Py (ra,rel,raz,—rpz) = Tr (I, ., @, 6 |0) W) =... = 1(1 — sin 26)

= pLPL(ra,r|Y,ra, —rpl) + (1 —pr)Pyr (ra, r8|¢, 74, —1BT)

h A ~
%p pLPL (TA7 TB|¢7 O’ O) + (1 - pL>PNL (TAa TB|77Z)7 raAZ, _TB'I)

Donc il faut que Vra,rp

%1(1 —sin20) — prPr (ra,78/1,0,0) >0
1 —pr B

Py (ra,rBl, 1%, —1pl) =
En sommant sur les résultats possibles :

1
Z Z(l — s1n29) —pLPL (TA,TB|w,0,0> Z 0

TATB

= 1—Sin29—pLZPL(TA7TB|ZZJ70’O>ZO

TATB
. /

-~

=1
= pr <1—sin260

2.2.3 Borne supérieure sur p7'**

Une fagon de trouver des bornes supérieures sur p7'** est de travailler avec les inégalités de

Bell. En effet, soit
1= Wil (rarsl, i, bi)

tel que I < [ définisse une inégalité de Bell valable pour toute distribution de probabilité
locale.
Notons I(p) la valeur quantique maximale de I sur I’état p (i.e. obtenue avec le meilleur choix
d’observables). 2 Et notons Iys(> I1) la valeur maximale de I sur les distributions de probabilité
no-signaling. 3

On a alors :

I(p) < pr(p)IL + (1 —pr(p))Ins (2.4)

En effet, I est une combinaison linéaire de probabilités et Py = pyPr, + (1 — pr)Pr. On obtient

une borne supérieure sur p7'** ainsi :

2. p.ex. 2¢/2 pour 'état singulet et I'inégalité CHSH.
3. Ins = 4 pour CHSH.

11



(2.4) = prlp)Ir — Ins) = 1(p) — Ins
I(p) — Ins

N e (Amil R R
I, — Ins

Ceci étant valable pour toute décomposition de Py en somme convexe de P, et Pyp, on a

I(p) — Ins  Ins—1(p)
I, —1Iys  Ins—1o

On voit donc que chaque inégalité de Bell fournit une borne supérieure sur p7*** et que,
pour une inégalité donnée (Ing et I fixés), trouver les settings optimaux maximise I(p) et
donc minimise le membre de droite.

pr*(p) <

Une borne supérieure égale a cos 26 a été trouvée par Valerio Scarani en utilisant ladite ”chai-

ned inquality” qui est une généralisation de I'inégalité CHSH pour N settings de mesure.
Notons

AiB; = B (ra,rst(6).asb;) = (0(0)la: - ¢ © by - alib(0))

La chained inequality s’écrit :

I™) = A\By + AyBy + AyBy + ... + AxBy — A B

La borne locale * est
Ip =2(N—-1)
La borne non locale est
Ing = 2N

c’est le maximum algébrique que l'on peut atteindre avec .

En notant a-oc ®b-0 = a ® b, la suite de mesures a faire par Alice et Bob peut se résumer
en un “opérateur de Bell”

i

™ = (g + drr1) @ by, + (an + @) ® by

e
Il
—

=

= Al ® l;k + AnCn ® BN
1

T

avec Akék = dk + dk+1 et ANéN = dN + dl.
Etant donné cette inégalité de Bell et un état 1(0), le but est de trouver les settings optimaux
qui maximisent I(p). On a montré dans I’appendice que :

Eq(rars|v(8),a,b) = (1(8)|a @ bl (0)) = a.b, + sin 20(a,b, — ay,b,)

4. Pour le voir, écrire I(N) = A1(B; — By) + sz\;z A;(B;—1 + B;) et voir que 'hypothese d’existence de
variables cachées locales donne au maximum la valeur 2 a chacun des N — 1 termes de la somme, et donc la
valeur 0 au terme isolé (B; et By sont présents dans la somme et valent alors tous deux 1)
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Ceci peut se rééerire d’une maniere plus compacte. Soit ¥’ la réflexion de b par rapport au plan
XZ5 Alors

(W(0)]a @ bly(0)) = a.b, + sin 20(a b, + a,b))
N’

a b,
= a,b, + sin 20a, V| cosy (2.5)
Avec a; = /T —a2, V| = /T =12, x = £(a,,V,). Cette notation nous permet de conclure

que le choix optimal des settings est tel que x = 0 et les directions de mesure de Bob doivent
se trouver entre deux directions successives de mesure chez Alice :

Qp = COS (2 + sin a, T
- . ax + a
bk = Ck = M

[k + k]

Il reste donc N parametres a optimiser, qui sont les angles « dans le plan XZ.
La solution est connue pour I’état maximalement intriqué (0 = 7 /4) :

; k—1
Z@ngulet _ ¥ T
(N) _ 4l
Isingulet = 2N cos <2N)

Valerio Scarani a fait une optimisation numérique pour les autres états (6 # w/4). Les angles
optimaux se rapprochent de 0 et 7 lorsque # diminue, ce qui est intuitivement attendu car les
états peu intriqués sont proches de ’état produit |00) et 'on peut s’attendre a ce qu’il faille
mesurer selon z pour obtenir une valeur maximale de I.

1r ‘ ..o‘.ono‘ooooa
0=1/16 * 4 ° ®
o 0=371/16 P g
0.8- . ®
0=m1/8 .o'
.. 627[/4
0.6t * e
Cy .®
3 .c..
0.4’ .. °
]
°
[ ] [ ]
0.2r o .
® °
[ ) [ ]
[ ] Y [ ]
Q*ooo‘ooooo.‘.oio‘ ‘ ‘
5 10 15 20 25 30
k

FIGURE 2.5 — Optimisation numérique des angles a; qui maximisent la valeur de 7G%

5. i.c. si b= (by,by,b.) alors b’ = (by, —by, b.)

ys Vz
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La valeur de p7*** obtenue avec ces angles est :
Prar() < cos 20(1 + 6WV)

avec 6V) décroissance avec N tel que 6“9 ~ 107 (i.e. cette suite d’inégalités de Bell fournissent
une borne supérieure qui tend vers cos 26). On en déduit la borne supérieure sur p7*** :

L
pr(0) < cos 20
Le graphe ci-apres résume les résultats connus :

1

0.8} N

0.6t Th
> <
e .
2 04 .

02, 5 ~ .

N
0 L L L~ - A
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
o/n

FIGURE 2.6 — Bornes sur p7'**(#) : la ligne fine est la borne inférieure obtenue par EPR2
(3(1—sin26)), la ligne grasse est la borne inférieure améliorée (1 —sin 20)), et la ligne hachurée
est la borne supérieure (cos 260). Les deux dernieres bornes ont été obtenues par Valerio Scarani.

2.3 Modele des calottes sphériques, Cyril Branciard, 2008

Suite & la découverte de la borne supérieure p’"**(6) < cos 26, il a été conjecturé qu’il devrait
exister une décomposition de P qui atteint la borne. Si cette conjecture est vraie, cela signifie
que le poids local maximum que ’on peut insérer dans la distribution de probabilité quantique
associée a I'état [1(0)) = cosf |00) + sinf |11) de deux qubits, est égal a cos 26.

Cyril Branciard a proposé un modele local explicite qui atteint cette borne pour 7/10 < 6 <
7/4, soit 0 < cos26 < 0.8. Nous décrivons ici ce modele.

2.3.1 Formulation générale du probleme

Le probléme consiste a trouver une ”décomposition EPR2” de Py telle que le poids local
soit égal a cos 260 :

Py = cos20P, + (1 — cos20) Py,

Il faut dpnc trouver une distribution de probabiltié locale explicite telle que : Vry,rp €
{+1},a,0 € S?

A~

) B Py (TA,TBW(G)vdv b)l__C;SSQ;ePL (TA,TB|?/J(9),€L,I;> -

Pnr, (TA,TBW(H),CA%B
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2.3.2 Hypothese sur les marginales

Nous rappelons ici que Py peut s’écrire® (on omet ici les settings) :

1

P = 1 (L+7raEq(ra) + rpEqQ(rs) + rarpEq(rars)) (2:6)

avec

Eq(rops) = c0820E(rops) + (1 — cos20)Enp(rops), obs=A,B (2.7)
Eqg(rarg) = cos20E(rarg) + (1 —cos20)Enp(rars)

L’hypothese de base qui a été faite pour créer le modele est d’imposer que les marginales soient
purement locales.

ENL(robs) =0, obs= A> B (29)

L’intuition sous-jacente provient du fait que la non localité est une propriété des corrélations
entre les résultats de mesure des deux observateurs. Il devrait donc étre possible de ne pas faire
intervenir le modele non-local dans les marginales.

Puisque (cf. Appendice)

Eq(raly(0),a) = a,cos20
Eq(rp|i(0),b) = b, cos26
Eqo(rarp|w(0),da,0) = a.b, + sin20(azb, — ay,b,)

Le probleme se réduit a trouver un modele local tel que :

Er(raly(0),a) = a. (2.10)
Ep(rplv(0),b) = b. (2.11)
et tel que Py soit une distribution valide, i.e. Vra,rg € {+1},a, be S?,
Py —cos20P, > 0

(2.6),(2.8),(2.9) = 1 —cos20 + rarg (Eg(rarg) — cos 20E(rarg)) > 0
= |Eg(rarp) — cos 20E(rarp)| < 1 — cos 26 (2.12)

2.3.3 Description du modele de Bell, 1966

Le modele des calottes sphériques s’inspire du modele suivant. Il est utile de donner quelques
détails puisque certains des calculs que nous ferons par la suite seront basés sur ceux-ci.
En 1966, J.S.Bell a inventé un modele a variables cachées locales qui reproduit les statistiques
de mesure d’une particule de spin 1/2 dans I’état |¢)) = |/m) dont on mesure la direction du
spin selon I'axe a € S%.

6. cf. Appendice
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L’idée est de supposer qu’il existe une variable locale, un ”spin classique” A es? que chaque par-
ticule emporte avec elle, (uniformément réparti sur la sphére lorsqu’on moyenne sur I’ensemble
des particules) et qui détermine le résultat de mesure de la fagon (déterministe) suivante :

Si My =a, |¢) = |m), alors ry = sgn [(m —A)- &}

FIGURE 2.7 — Résultats de la mesure de a - ¢ selon le modele de Bell, étant donné un ) e sz

Ceci revient a dire que si une particule possede un \ situé dans une calotte sphérique
centrée autour de a d’ouverture arccos(a - 1), alors le résultat de la mesure est —1. Dans le cas
complémentaire, le résultat est +1.

On vérifie aisément que ceci reproduit la moyenne quantique de l'opérateur a - ¢ dans 1’état
i)

Eq(raly(8),a) = (ml|a-a|m)=a-m = cosn
Er(ral(0),a) = —//d¢d9smesgn (m—&(¢,9)).a]
_ g pAirelealotle) |y o n2n/2) = cosy

47

2.3.4 Description du modele des calottes sphériques

Comme déja mentionné, ce modele generalise celui de Bell pour deux particules : les parti-
cules voyageant vers Alice et Bob portent un ”spin classique” A € S? identique (i.e. A=A B)
qui détermine les résultats des mesures My = a, Mg = =b:

rA:sgn[az—jvd]

rg = sgn [bz —S\-IS'}

o ¥ est la réflexion de b par rapport au plan XZ. On utilise v pour tenir compte du signe
moins devant a,b, dans Fg.
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Puisque I'état a deux particules que I'on considere est
|4(0)) = cos @ |00) + sinf |11)

on voit que le modele ci-dessus est une ”généralisation intuitive” du modele de Bell. En effet,
on prend m = Z car nos spins sont alignés selon z, et on prend A4 = \p car état quantique
suggere une parfaite corrélation des spins.

Le méme calcul qu’au paragraphe précédent montre que les propriétés (2.11) sont satisfaites, i.e.
les marginales quantiques sont entierement reproduites par ce modele local. Pour la propriété
(2.12), il faut vérifier que |Eg(rarp) —cos 20 EL(rarp)| < 1—cos 26 donc calculer la corrélation
locale. Pour deux directions de mesure &,I; € S?, le probléme se réduit au calcul de laire de
I'intersection de deux calottes sphériques. En effet, les A donnant lieu & 74 = rg = +1 se
situent dans l'intersection des calottes d’Alice et Bob et dans le complémentaire de leur union.
Les résultats sont opposés sinon.

FIGURE 2.8 — Résultats de la mesure de @ - g ® b-

E o selon le modele de Bell, étant donné un
A e S?
On a donc :
o 1 _ .
Ep(rarplv(0),a,0) = —— ((+1)Aire, -1 + (=1)Aire, ;r,——1)

A
= i//SQd/\sgn[az—;\-d}sgn[bz—jx-l;’}

1
(Aire(calotteA) + Aire(calotteB))

1
= .. =14 —Aire(intersection) — —
T s

1
= —1+a,+ b, + —Aire(intersection) (2.13)
T

Remarque : on peut supposer sans perte de généralité que les settings a, b sont dans I’hémisphere
nord de la sphere de Poincaré, i.e. a,,b, > 0.7

7. pour décrire les résultats de I'autre hémisphere, Alice et Bob peuvent mesurer selon la direction opposée
et changer le signe du résultat.
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Une partie des résultats obtenus pour ce modele ont été refaits dans le cadre de ce travail. On
trouvera plus de détails dans la section ” Résulats obtenus”.

Pour # < m/10, Cyril Branciard a montré qu’il existe d,l; € S? tels que Py, < 0. Pour les
autres valeurs de #, une approche numérique montre que le modele mene a une Py, valide.
Le poids local maximal des corrélations quantiques de I'état |1(0)) = cos @ |00)+sin 6 |11) pour
0 = 7/10 est exactement égal a cos 26 (la borne supérieure a été atteinte).

2.4 Modele des calottes sphériques généralisé

Le modele ci-dessus a pour hypothese que les deux particules envoyées chez Alice et Bob
possedent une variable cachée identique, i.e. dans un état (classique) donné X =N = A\ Une
généralisation consiste a introduire deux états différents pour les variables cachées d’Alice et
Bob. Autrement dit, chaque particule possede toujours un ”spin classique” Aops € S?, mais
I’état des deux particules d'une paire donnée peut différer.

On a toujours :

ra= Sgn [az — ):a . &}
rR = Sgn [bz — N I;'}
Les marginales chez Alice et Bob sont toujours identiques aux marginales quantiques, le calcul

étant le méme que pour le modele de Bell. Par contre, la corrélation change, et peut s’écrire en
toute généralité de la fagon suivante :

Eurarslo®).ad) = [ [ T [ [

_ //82 //;m 1—2 a X >az]) (1—2[6’-Xb2bz])g(9,Xa,Xb)

Avec une fonction de corrélation g(é, \,, \y) normalisée, i.e :

//S 4r //S Cz@: Ao o) = 1 (2.14)

2.4.1 Résultats de Cyril Branciard

dX - AN A
/ 2 sign(a, — a - Xo)sign(b, — b - Xp)g(6, Xay Ap)
S2

Une premitre idée de généralisation du modele prédédent ot g(0, Aa, Ay) = 6(Xa — Ay) a été
testée par Cyril Branciard. Elle consiste, pour A\, donné, a "permettre” a A\, de se trouver dans
une calotte autour de A, d’ouverture (). Pour obtenir les bonnes limites, on impose :

v(0 =0) = m car lorsque I'état est séparable, deux modeles de Bell indépendants fonctionnent

v(0 =7/10) = 0 car des # = 7/10 le modele a corrélation parfaite fonctionne

Vu Pexpression de la corrélation (2.14), ce modele nécessite le calcul, pour chaque X donné, de
l'aire de I'intersection entre la calotte de Bob et la calotte autour de A, d’ouverture ().
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Apres de lourds calculs et programmes, Cyril Branciard a montré que ce modele n’est pas non
plus satisfaisant, i.e. pour tout 6 € [0, 7/10], il existe des settings pour lesquelles la distribution
de probabilité Py est strictement négative. Nous ne présentons pas ces calculs ici. Se référer
a [1].

2.4.2 Résultats d’Alexandre Féte

Vu les échecs des différents modeles testés, Alexandre Féte (étudiant en master a 'EPFL)
a fait une autre type d’hypothese sur la fonction g(#, A,, Ap), tout en restant dans le cadre du
"modele de Bell généralisé”. Dans [4], il a posé :

~

g(0. X0, \) = 9(0,0)  avec © = L( Xy, Xy) = arccos(Aq - Ap)

L’intuition sous-jacente est selon lui qu’il ne devrait pas y avoir de direction privilégiée pour
le couple ()\Aa, ):b) Puisqu’il n’est pas facile de deviner la meilleure déformation d’une fonction
constante (fonction de corrélation pour le modele de Bell séparable, § = 0) en une fonction
delta (fonction de corrélation pour le modele des calottes avec corrélation parfaite, 6 > 7/4),
il a d’abord testé, pour un § donné, toutes les fonctions g(#, ©) constantes par morceaux pour
une discrétisation donnée, pour avoir une idée de la forme qui viole le moins la condition (2.12).
Les fonctions qui ressortent de cette recherche sont non nulles seulement proche de © = 0 (soit
Ny = ):b) et de © = 7 (soit N, = —):b). En voici les graphes :

ArcCos[0.8] ArcCos|0.8]
6= 6=

4 4
1.0 1.0
0.8 0.8
Q 06 & 06

< <
O 04f o 04
0.2 0.2
0.0 . 0.0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 0
® ®

FIGURE 2.9 — Fonctions de corrélation qui violent le moins la condition (2.12).

On observe donc que la corrélation la plus prometteuse dans cette approche consiste a
prendre des \,, A\, relativement proche I'un de 'autre ou diamétralement opposés. Nous discu-
terons par la suite les avantages et inconvénients d’un tel type de fonction de corrélation.
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Chapitre 3

Questions ouvertes

Au vu des résultats déja obtenus sur le probleme EPR2, les deux principales questions
ouvertes concernent la borne supérieure p7'* = cos26 et son atteinte par un modele local
explicite.

3.1 De la borne supérieure p}7'*" < cos 20

Comme nous 'avons mentionné précédemment, ’expression cos 20 pour la borne supérieure

sur le poids local de Py a été obtenue numériquement par Valerio Scarani. La méthode utilisée
nous laisse penser que 'on peut obtenir cette valeur de facon analytique.
Mais cette question n’est pas de premiere importance, puisque les résultats numériques nous
assurent que toute décomposition avec p; = cos 26 + O(107°) viole une inégalité de Bell I(V)
(de type ”chained inequality”) pour un nombre de settings N suffisamment grand chez les deux
observateurs. Cependant, si un modele local saturant la borne vient a étre trouvé, il serait
bien entendu plus satisfaisant d’avoir montré analytiquement qu’il s’agit bien d’une borne
supérieure...

3.2 Atteinte de la borne p7'** < cos20 par un modele local

Le modele des calottes sphériques décrit précédemment atteint la borne p7'** < cos 20 pour
tous les # 2 w/10, ce qui laisse présager qu’il est possible de 'atteindre V0 € [0, w/4].
Le but est donc de trouver un modele local explicite qui puisse décrire les statistiques de mesure
d’une fraction p;, = cos 26 des paires de particules envoyées chez Alice et Bob.
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Chapitre 4

Résultats obtenus

4.1 Modele des calottes sphériques

Pour ”entrer dans le probleme”, un des buts initiaux de ce travail a été de retrouver la
borne cos 20 = 0.8 au dela de laquelle le modele des calottes sphériques ne donne plus une
distribution Py, valide. Pour cela, il faut notamment calculer ’aire de 'intersection de deux
calottes sphériques quelconques, puis tester la condition (2.12) sur la corrélation locale pour
tous les settings possibles d’Alice et Bob. Un résumé des calculs effectués se trouve dans cette
section.

4.1.1 Cas simplifié : Alice et Bob mesurent dans le plan XZ
Calcul de la corrélation locale

Dans ce cas, 'intersection des calottes est triviale : soit elle est égale a la plus petite des
calottes, soit elle est vide. Sans perte de généralité, on peut se restreindre au cas ou la calotte
de Bob est plus petite (ou égale) a la calotte d’Alice. Le domaine correspondant en coordonnées
sphériques est :

0o € [0,7/2], 0, <0,
def

¢o =0, ¢ €{0,7} (4.1)
On obtient pour I'aire de 'intersection :

Aire(CalotteB) = 4 sin®(0,/2)
INT = =2m(1 —cos(fp)) =2m(1 —b,) si ¢, =0
0 St Qp =T

Et donc :

1+ cosb, —costh=1+a,—0b, si o¢,= o,
A2 —1+cosf, +cost,=—14a,+b, si =@, + T
Ep(rarsl (), a,b) = 0, — 0 ne

cosb, =a, st
cosbp=0b, si 6,=0

>
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Test de validité de Py,

Il faut maintenant chercher pour quels 6 la condition suivante est remplie :
|Eg(rarp) — cos 20E(rarg)| < 1 — cos26
Autrement dit, dans le domaine (4.1) ci-dessus, il faut vérifier que

max |Eg(rarg) —cos20EL(rarg)| — (1 — cos26) <0
{ab}e(a)

au moins pour cos 20 < 0.8 i.e. § = 7/10.

Le domaine (4.1) étant un triangle en coordonnées (6,, 6;), il faut considérer séparément les
bords et I'intérieur du domaine. Les bords sont définis par :

Bl = {(0a:0.) | 6o €[0,7/2]}
B2 = {(elh _ea) | 0, € [0771—/2]}
B3 = {(7/2.6,) |6, € [—7/2,7/2]}

En utilisant Mathematica, on trouve les zones qui sont les abscisses des maxima de la
fonction |Eq(rarg) — cos 20 EL(r47p)|. On obtient finalement :

|Eq(rarg) — cos20EL(rarg)| < max {1 — cos26 , cos260 —sin26}
Et le 6 critique sera celui qui saturera I'inégalité requise, soit :
cos 20 —sin 20 < 1 — cos 26

On obtient bien :
cos20 <4/5=10.8

Sur les illustrations ci-dessous, nous avons représenté la fonction (1—cos 20)—|Eg—cos 20 Ey|
sur le domaine ”réduit” (4.1) pour un € aux alentours de 7/10 (point critique ou cette fonction
devient négative, donc ou le modele ne marche plus). On observe que les settings critiques (i.e.
pour lesquels cette fonction est strictement négative pour 6 < 6,,,;,,) se situent dans les ”coins”,
autour de (0,,0,) = (w/2,£7/2), et la fonction est trés petite pour un ensemble de settings a
I'intérieur du domaine également.

FIGURE 4.1 — Graphe représentant la fonction (1 — cos26) — |Eg — cos20E}| sur le domaine
(04,0) € (4.1)
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FIGURE 4.2 — Partie de 'espace des settings ou la fonction (1 — cos26) — |Eg — cos20E| est
négative.

4.1.2 Cas général : Alice et Bob mesurent dans toute la sphere de
Bloch

Calcul de la corrélation locale

Il faut cette fois calculer I'aire de I'intersection de deux calottes sphériques quelconques.
Dans la base "canonique”, i.e. ou +2Z sont les vecteurs propres de o, notons en coordonnées
sphériques :

a= (Qaa ¢a)7 B = (057 be)

Pour trouver une expression analytique donnant I'aire de I'intersection de deux calottes sphériques,
on se place sans perte de généralité dans la configuration ou la calotte d’Alice a une aire plus
grande ou égale a celle de Bob. On fait ensuite un changement de base qui place la calotte
d’Alice centrée au pole nord, et celle de Bob symétrique par rapport au plan XZ. Dans cette
base, on a (en coordonnées cartésiennes) :

a=(0,0,1), b= (bs,0,b,)
A = (sin 6 cos ¢, sin fsin ¢, cos 0)

~

avec by = sin &, b, = cos&, si & = £(a,b) = arccos(a - b).

FIGURE 4.3 — Schémal pour le calcul de I'aire de I'intersection des calottes.

23



FIGURE 4.4 — Schéma?2 pour le calcul de I'aire de I'intersection des calottes.

L’idée est d’intégrer par tranches : & un 6 donné, on integre d'un bord (¢;) a l'autre (¢o)
de la calotte de Bob. Calculons ¢ et ¢ :
I’équation
Ab=b,

paramétrise le bord de la calotte de Bob, avec b, la troisieme coordonnée de b dans la base
canonique, donc :

b, — cos QBZ

sin 6 cos gblN):C + cos GZ;Z =b, = cosp = =
sin 6b,,

= ¢12 = L arccos <bz~—b—zcosé’>

b,sinf

Concernant les bornes en 6, on intégre de 6, a & — 6, si la calotte de Bob est majoritairement
a Dextérieur de celle d’Alice. !

On obtient pour I'aire de 'intersection :

E=0y o2 £—0, _ 7
INT = / / dodf sin = / df sin @ - 2 arccos bzc—o§9bz
0a b1 Oa sin 0b,,

Un logiciel tel que Mathematica permet d’obtenir la formule explicite suivante, (apres quelques
dizaines d’heures de simplifications ”a la main”...) :

[ 27(1 — max(cy, , cy,)) sia-b>co_o,
0 Sid-b§09a+9bet9a+9b§ﬂ'
27T<—Cga — C@b) sia-b< Cho+6y et Ha + 9(, > T
(

INT = 21 — 2 arccos (“;Z—iz:eb)

9, —Co ab
+2cy, arctan b__¢ — TCy :
@ \/sgasgb_(&.b_%%)z a sinon

cea—CQb&-E

7 — TCy,
S5, sgb—(a-b—c%ceb)Q b

+2cq arctan(
(L V

avec cp, = cosl,, sg, = sinf,, etc.

1. si la calotte de Bob est majoritairement & l'intérieur de celle d’Alice, on calcule l'aire I de la partie
extérieure en intégrant de 0, & £ + 6, et en posant INT = Aire(calotteB) — I.
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Test de validité de Py,

Comme pour le cas simplifié, il faut maintenant chercher pour quelle gamme de 6 la condition
suivante est remplie :

max |Eqg(rarg) — cos20EL(rarg)| — (1 —cos20) <0

{a,i;}gs?

Un calcul analytique est trop compliqué. L’idée est de calculer le membre de gauche pour un
ensemble de 6 (discrétisation de [0,7/4] ) avec, pour un 6 donné, un quadrillage la sphere

qui approximera {d,l;} € $? (pex. {0; x ¢j}ij:1...1o ). Nous avons calculé la corrélation lo-

cale analytiquement pour éviter d’avoir une approximation numérique encore ici. Les résultats
montrent que le @ critique obtenu pour le probléme simplifié reste le méme dans tout S?. Autre-
ment dit, le modele étudié a un poids local maximal (py = cos 20) pour des degrés d’intrication
0 satisfaisant :

(€08 20) critigue = 0.8

Remarque : Grace a la résolution du probleme simplifié, nous savons que le § minimum pour
lequel la borne p7*** = cos 26 est saturée ne se trouvera pas en dessous de 7/10 ~ arccos(0.8). En
effet, on connait déja des settings dans le plan XZ tels que (1 — cos26) — |Eg — cos20EL| < 0
en dessous de cette valeur de 6. L’intérét de cette généralisation aux settings dans toute la
sphere est dans la ”fiabilité” du modele au-dessus de § = /10 : nous voulions vérifier que 6,
n’augmente pas en aggrandissant I'espace des settings.

Remarquons également qu’'un test numérique "réussi” au-dessus de § = 7/10 n’est pas une

preuve que 6,,;, = 7/10, puisque
(1 —cos20) — |Eg —cos20EL| > 0 (4.2)

doit étre satisfait pour tous les settings de la sphere (alors que le test numérique la discrétise).
Par contre, il suffit de touver une paire de settings (chez Alice et Bob) qui viole (4.2) & un 6,
donné pour montrer que 6,,;, > 0.

4.2 Modele des calottes sphériques généralisé

La deuxieme partie de ce travail, apres la compréhension du probleme méme, a consisté a
chercher d’autres modeles qui pourraient au moins donner lieu a une décomposition valide de
Py pour une plus grande gamme de 6 que [7/10,7/4]. Pour des raisons de simplification du
probleme, on se contente de chercher d’autres formes de la fonction de corrélation g (6, Ay, Ap),
en restant dans le modele de Bell généralisé.

4.2.1 Eléments de réflexion
Développement de EF; au premier ordre en 6

Pour pouvoir expliquer I’échec du premier modele des calottes sphériques, Cyril Branciard
a eu l'idée de développer la condition (2.12) au premier ordre en 6. Ceci fournit une condition
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sur 7, pour # petit. En effet, on obtient :

|Eq(rarg) — cos20EL(rarg)| <1 —cos26
£y la b, +20a, b, cosx — Er(rarg) + O(6%)] < O(6?)
= EL<TATB> =a,b, +20a,b, cos X + 0(92) (43)
On peut faire une remarque intéressante : 1'expression de E tronquée a l'ordre O(0) est
non locale dans le sens ol un état bipartite |¢)(6)) qui possede cette corrélation viole I'inégalité
de Bell-CHSH. En effet, choisissons les settings suivants pour Alice et Bob :
zZ, b, = cos 20% + sin 207

z, by = cos 205 — sin 207

jo)

1

Q>

2

On obtient pour la moyenne de 1’ ”opérateur de Bell-CHSH” :

?

2 > [(W(O)CHSH|(9))]

= [(W(0)|a1 @ by + s @ by — én @ by + Gy ® bolth(0))
= 2cos26 (Y(0)|2 ® 2[yp(0)) +2sin 20 (1(0)|2 ® &[¥(0))

. . 7
-~ -~

1+0(62) 20+0(62)

1 > =cos260(1+ 0(6%) 4 20sin20(1 + O(6?))

Or cette inégalité est violée VO € [0, ¢]. Cela ne veut pas dire qu’il n’existe pas de modele local
tel que le développement au premier ordre en # de la corrélation soit non local...

Invariance sous rotation

Pour le modele de Bell généralisé, quelle que soit la fonction de corrélation g (6, A4, Ap), on
a corrélation parfaite des résultats si a = b= +2, (V6). En effet, lorsqu’un setting est égal a
+2, la calotte correspondante est vide. Donc pour a = b==42 le couple (Mg, \p), corrélé ou
non, tombe dans le complémentaire des deux calottes.
Dans la suite du raisonnement, on se restreint au cas simplifié (Alice et Bob mesurent dans le
plan X7).
Pour b — a # 42, le modele des calottes sphériques avec g (6, Ay, \p) = 0(Ay — A\p) fournit la
corrélation locale suivante :

1+az_bz 51 gbb:an

lta.tb si Gy=oatnw L pour b—oaFE2

By (rars|(6), 4, ) 22 {

On a donc invariance sous rotation pour toute valeur de 6, ce qui n’est pas le cas de Ej.
De plus, le paragraphe précédent montre que la brisure de I'invariance sous rotation doit étre
contenue dans E; au moins pour # petit. En effet, pour des observateurs mesurant dans le plan
XZ, (4.3) s’écrit :

Er(rarp) = a.b, + 20a,b, + O(6%)
et donc, pour b — a # 42

Er(rarg) — a2 +20a + O(6°) # 1
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Il est donc nécessaire de rendre ”directionnelle” la corrélation locale pour # — 0, i.e. il faut
créer un modele local qui brise 'invariance par rotation du terme de corrélation pour § — 0.
Un développement similaire a (4.3) de Ey, au voisinage de § = 7/4 donne :

Ep(rarg) = a.b, + azb, + O((0 — 7/4)%)

On voit donc que Ef, doit devenir invariante sous rotation lorsque § — /4, tout comme FEj.
Remarque : ce raisonnement se généralise a des directions de mesure dans toute la sphere. En

effet, I'introduction du vecteur Vo= (by, —by,b.) rend les coordonnées x et y équivalente du
point de vue de l'invariance sous rotation : elles sont affectées des mémes préfacteurs dans la
limite § — 0, et § — 7 /4, car on peut écrire

Ep(rarg) = a.b, +20(a.b, + ayb) + 0(6%)
Ep(rarg) = azb, + a.by + ayb), + O((0 — 7/4)%)

4.2.2 Nouvelle forme de corrélation

Suite aux ”"éléments de réflexion” de la section précédente, nous avons créé une nouvelle
fonction de corrélation qui brise l'invariance par rotation de Ep. L’idée est d’introduire deux
"calottes de corrélation”, centrées autour des poles nord et sud de la sphere de Poincaré, et
d’ouverture «(6). Si I'un des A tombe dans ces calottes, alors X = Aa ; dans le cas inverse, a N
donné, \p est uniformément réparti sur la sphere. Autrement dit, la fonction de corrélation est

la suivante :
g (9, s Xb) — 5K — ) [yxa 3> COS@(Q)} + {|Xa 3] < cosoz(@)] (4.4)

ou [.] € {0, 1} désigne la fonction indicatrice. On remarquera que g est normalisée dans le sens
(2.14). Le calcul de la corrélation locale (toujours pour des observateurs mesurant dans le plan

XZ) donne :
Ep(rarslv(9), // // Dy (1-2a- Koz a]) (1=2[0 X = 0.]) 90, %, )
82 s2
Aire(calotte B) Aire(CC')

o —(Azre(calotteA) + Aire(calotteB)) +

2
(4m)?
—2—Ai7"e(calotteB NCe) + —Aire(calotteA N calotte BN CC)

s s

+-— (Aire(calotteA) Aire(calotte B) — Aire(calotte A N CC) Aire(calotteB))

™

ot CC = {0 € $?||9- 2] > cosa(f)} désigne les ”calottes de corrélation”.
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FIGURE 4.5 — Schéma des calottes de corrélation

Puisque 'on a montré que le modele avec g («9, ):a,):b> = 5();1 — ):b) fonctionne pour

/10 < 6 < 7/4, nous définissons une fonction a(f) qui vaut 7/2 dans cet intervalle? et
qui est croissante de 0 & = 7/10. On vérifie facilement que cette formule redonne les cas limites
désirés pour a(f) = 0 (modele de Bell séparable) et pour a(f) = /2 (modele des calottes
sphériques avec corrélation parfaite des 5\)

La maniere dont ce modele affecte le terme de corrélation peut étre vue ainsi : lorsque b— a,
les calottes d’Alice et Bob sont pratiquement confondues. Si elles sont suffisamment petites
(settings proches de +2), elles sont entierement contenues dans la calotte de corrélation et les
résultats (-,-) sont totalement corrélés. Toutes les autres combinaisons de résultats ne sont pas
totalement corrélées.

Suite a la remarque du paragraphe précédent, ce modele ne devrait pas présenter de résultats
surprenants lorsque les settings se trouvent en dehors du plan XZ.
Voici les résultats obtenus numériquement (calcul numérique des aires des intersections non
triviales & une précision indiquée sous chaque graphe, 100 settings sur la sphere testés). Les
triangles rouges indiquent la précision sur l'ordonnée, soit —A((1 — ¢)|Eg — cEL|).

)

FIGURE 4.6 — Différentes ouvertures des calottes de corrélation

2. ce que nous notons 2 /10 est en fait arccos(0.8) ; se référer & la section présentant les résultats analytiques
pour le probleme simplifié.
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FIGURE 4.8 — Modele des calottes de corrélation, ouvertures ay(#), précision 0.01 et 0.001

On observe que ce modele échoue également pour les bas degrés d’intrication, puisqu’il
existe au moins une paire de settings chez Alice et Bob qui donne lieu a une valeur de (4.2)
strictement négative (précision numérique prise en compte.)
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4.3 Elément nouveau : explication de I’échec des modeles
étudiés

L’échec des modeles locaux étudiés jusqu’ici a mené a une réflexion sur les paires de ():a, ):b)
possibles dans un modele de ”calottes sphériques améliorées”.
Supposons qu’Alice mesure dans la direction & = (a, cos ¢, a; sin g, a,) et quelle obtienne le
résultat r4 = +1. Ceci projette 1’état de Bob sur

cosf-a, -
((ral o 1) ) = /1220 % )

i sinf-a, s —sinf-a, . p cos bt + a,
avec by = | ——————— cos ¢, sin ¢,
14 cosf-a, 14 cosf-a, 14 cosf-a,

Donc, si Bob mesure dans la diretion b;, il obtiendra nécessairement le résultat rg = +1,
ce qui donne la condition :

Py (m — 4 1,rp = —1|0(8),a, B&) —0
- P (m — 1,5 = —1]0(0), 4, 13@) ~0

Ceci nous donne une restriction sur les paires ():a, ):b) possibles. En effet, pour X, donné tel
que 74 = +1 chez Alice, il faut exclure les A, qui donnent un résultat rg = —1 chez Bob.

Soit \, fixé. Alors A = {d € S?|raa, Ay) = +1} est une demi sphere comme sur le schéma ci-

dessous. Puis B = {I;a € S?la e A} est une calotte sphérique incluse dans A. Sa réflexion, notée

~

B’, par rapport au plan XZ est aussi incluse dans A. Maintenant, Ay(\,) = {):b € S2|TB(E&, Xb) = —1—1}

est donné par I'intersection d'un cone de sommet +2 avec S? car on doit avoir : (A, — 2) -8, < 0.

F1GURE 4.9 — Construction de I’ensemble Ab():a) des )\, admissibles pour un X, donné.

Une étude plus approfondie (que nous ne détaillons pas ici) montre que I'ouverture du cone
dépend du degré d’intrication . Comme 'on s’y attend :

0=0 = Ay(N) =S5
o=/t = M(K)={X)
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On trouvera ci-dessous un exemple de Ay(\,, 6) associé a un \, particulier, et a un @ particulier.

FIGURE 4.10 — L’ensemble Ay(X,, ) pour O =m/3 et cos20 =0.5

Grace a cette réflexion, on montre que la conjecture selon laquelle
g ()\Aa, Xb, 9) = (0,0) avec © = L(\\y) = arccos(A, - Ap) (4.5)

pourrait fournir la distribution locale de poids maximal est fausse. En effet, par I'absurde, si
g satisfait (4.5), alors & A, fixé, g est constant sur des cercles (sur S?) de centre \,. Or on a

~

montré que g doit étre nulle en dehors de la zone Ay(Ay). Et puisque g ne doit dépendre que
du produit scalaire A, - Ay, le support de g doit nécessairement satisfaire :

supp(g) = inf (SUP <Cr():a>mAb<):a))>

Xa€S2 \ refo,1]

olt C,(\,) désigne une calotte sphérique de centre X, et de rayon 7.
Or R R R
Xe = 42 = Ay(Ny) = {A}
donc R
supp(g) = { X,
et on retombe sur le modéle oit une seule variable cachée \ € S? est partagée par Alice et Bob.

Autrement dit, g ():a, ):b, 0> = 5(Xa — ):b) pour lequel on sait que le modele échoue.

D’autre part, pour le modele des ”calottes de corrélation”, il existe des Ao tels que des by
en dehors du cone Ay(\,) sont permis. Ce modele ne satisfait donc pas la condition nécessaire

P, (rA — 1rp = —1|zp(9),a,13d> )

décrite ci-dessus.
Il faut donc tenir compte de cette réflexion pour tenter de construire un bon modele local qui
saturerait la borne p; = cos 26.
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Chapitre 5

Conclusion provisoire

Au cours de ce travail, nous avons étudié une "nouvelle” approche de la non-localité, ap-
pliquée a I’état bipartite
|t) = cos(6) |00) + sin(f) |11)

Cette derniere visant a maximiser le contenu local p;, de la distribution de probabilité Py qui
décrit la statistique des mesures,

P =prPr+ (1 —pr)Pne

plusieurs modeles locaux explicites ont été developpés dans le but de saturer la borne supérieure
(sur pr(0)) obtenue par Valerio Scarani en 2008. De bon espoirs ont été placés dans le modele dit
des ”calottes sphériques”, qui a mené a l’atteinte de cette borne supérieure pour des degrés d’in-
trication @ supérieurs ou égaux a arccos(0.8)/2 ~ 7/10. Malheureusement, les généralisations
de ce modele n’ont pas permis d’aggrandir la plage de 6 saturant la borne. Par contre, une série
de réflexions a pu expliquer 1’échec des modeles étudiés jusqu’ici, sans pour autant interdire
I’existence d’un modele local dont le poids p; serait maximal V6.

Si un tel modele existe, alors cette approche "EPR2” de la non-localité réussirait la ou
d’autres ont échoué : elle fournirait une ”échelle de conversion” entre intrication () et non-
localité (1 — pr) qui serait étonnamment intuitive, i.e. plus un état est intriqué, plus il est
non-local. Les autres approches de la non-localité (notamment utilisant lesdites ”boites PR”
[6] ou la "faille de détection”) sont arrivées a des résultats contre-intuitifs pour les bas degrés
d’intrication jusqu’a présent.
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Chapitre 6

Appendice

Expression de P, en termes de marginales et de corrélation

Nous calculons ici explicitement les expressions (2.3). Comme ci-dessus,
|4(0)) = cos @ |00) + sinf |11)

Montrons que

o= i (1 +raEq(ralt(6), &) + rpEq(rplv(6),0) + rarpEq(rars|d(6). a, 6)>

Po (ra,rplt(0), M = a, Mg = b) = Tr (1,0 @11, 5 |0} (0]

Tr <1+7‘A€L~g 1+T313-g

A2 gL rw><w|)

N  LRALAL 4SS ks LAL W Y

2 2
n,m=0,1
l4rada-oc l4rgb-o
= > @O nm) (nm] —— > ()
n,m=0,1

—_

= 1 (1+ra@O)a-c @ 100) + (O @b glw(0) +rars(b@)la- ¢ - alw(0)))

_ Zi (1 + raBo(ral(0),d) + rpEq(rplw(0),b) + rarpEq(rars|w(6), a, 6))

Calcul de la marginale Eq(r4[¢(0),a)

Montrons que
Eq(raly(8),a) = a, cos 20

Eq(ral¢(0),a) = (¢(0)|a-o®1[¥(0))
= cos”0(00]a - ¢ ® 1]|00) + sin®* #(11|a - o @ 1]11)
= cos?0(a-2) +sin®0(a- —2)

= (cos’0 — sin*f)a. = a, cos 20
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ou 'on a utilisé (m|v - glm) =m -0

Calcul de la corrélation Eq(rarg|i(6),d,b)

Montrons que A
Eq(rargly(0),a,b) = a,b, + sin 20(a,b, — ay,by)

Eq(rars|v(8),a,0) = cos?0{00a-a @ b-a|00) 4 sin?f(11|a- o @b - o|11)
+cosOsin0((00|a- o ®@b-o|11) + (11]a- ¢ @ b - ¢|00))
= (cos® @ —sin® 0)a.b, + cosOsin 6 ((a, — ia,)(b, — ib,) + (a, + ia,)(b, + iby))
= (cos® @ —sin® @)a,b, + 2 cos Osin O(a,b, — a,b,)
= a,b, +sin20(a;b, — a,b,)

ou l'on a utilisé

(0[0-a[1) = e (0ow|1) + vy (Olay|1) + v. (0]o-|1)

= Uy — 1y
(1o 0l0) = vy (1]04]0) + vy, (1]oy|0) + v (1]0-|0)
= Uy + 1y
car
0, [0) = [1), oz |1)=]0)
oy 0) = [1), oy|l)=-i]0)
o.|0) = 10}, ou[1)=—11)
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