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Dies gibt ein System linearer, homogener Gleichungen fiir die
iy dessen Determinante verschwinden muss, wodurch sich ., he-
stimmt als kleinste Wurzel einer algebraischen Gleichung n'™

3

Grades. Dieses ), konvergiert rapide gegen dasz? — “\ der Funda-
!
H:m:_‘m:...._m::% ¥ = cos llw Fiir n = 1 1st 2 Ay = am fiir n =1 o_._r
giht sich 2 %, =4,93488...; fiir n =23, 23, = 4802217.
withrend 2x* = W = 4,934 802 200... ist. Der _.‘,mr_mﬂ. i1st also

bei der dritten Approximation drei Milliardstel. Bei den Ober-
tinen (grissere W E.nm_s ;9. algebraischen Gleie r:zﬁo: mn A,)
15t er wesentlich grisser. s weicht ferner Yu von ¥ in dritter

Approximation nur in der sechsten Stelle ab. Da aus den Glei-

chungen folgt
B +1
u:n” Min \‘ @wv mm&.
Wy da |_

so ergibt sich von vornherein, dass die Schwingungszahl des Fun-
damentaltons das durch die Methode am genauesten gegebene
Element ist.

XVII.

THEORIE DER TRANSVERSALSCHWINGUNGE

EINER QUADRATISCHEN PLATTE ]

1IT FREIEN RANDERN.

{Annalen der Physil.. Vierte Fo Band XXVIIL, 190g. S, =3

/

Einleitung. — Zusammenfassung der Resultate.

Die Differentialgleichungen und Randbedingungen fiir die
transversalen Schwingungen elener, elastischer Platten mit freden
Riindern sind bekanntlich zuerst in teilweise unrichtiger Form
von Sophie Germain und Poisson, in definitiver Gestalt aber von
Kirchhofl im Jahre 1850 gegeben worden. Angerest wurden diese

Untersuchungen durch die schinen von Chladni 158~ entdecklen

o
Figuren, die sich bilden, wenn auf eine ml::::r:Lm Glas- oder
Metallplatte etwas Sand gestreut wird; spiiter wurde die Bezeich-
nung Chladnischer Klangfiguren auch bei déen Schwingungen von
E?:_:ﬁ:o: angewandL.
Die von Kirchhofl’ erhaltene partielle Differentialgleichung ist
vierter Ordnung, und es miissen ain Rande zwel Dillerentialaus-
driicke dritter und zweiter Ordnung verschwinden, die von einer

rosse hieraus sich ergebende

o

Elastizititskonstante abhiingen. Die
Komplikation des Problems erklirt es hinreichend, dass die Li-
sung bis jetzt nur im Falle des Kreises (Kirchhofl) gefunden
wurde, wobel sich ein sehr rmh__.mmnr.c.mumﬁ. Anschluss an die Er-
fahrung ergab ('). Die Klangliguren bestehen hier nur aus kon-

(') Im Falle ciner rechteckigen Platte, von der zwei gegeniiberliegende Kanten
gestiitst, die beiden andern frei sind, lisst sich, wie W. Voigt ( Goet. Nachr.,
18g3, p. 223) gezeigl hat, die Integration elementar durchfithren. Gleiches gilt
von ringsum gestiitzten rvechteckigen Platten.
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zentrischen Kreisen und aus Radien, mehrfache Tone sind

ausgeschlossen. Die Mannigfaltigkeit der Figuren ist somit viel
Kleiner als in den Fiillen des Dreiecks, Vierecks usw.

Im folgenden entwickle ich am Beispiel der quadratischen Plat-
ten mit freien Riindern eine neue Integrationsmethode ('), die
ohne wesentliche Anderungen auch auf rechteckige Platten ange-
wandt werden kann, sei es mit freien, sei es auch mit teilweise
oder ganz eingespannten oder gestiilzten Rindern. Theoretisch ist
die Losung in ithnlicher Weise sogar fiir eine beliebige Gestalt der

Platte maglich ; eine genaue Berechnung einer grisseren Anzahl
von Klangliguren, wie sie im folgenden fiir den klassischen Fall
der quadratischen Scheibe durchgefiihrt ist, wird aber nur bei
geeigneter Wahl der Grundlunktionen, nach welchen entwickelt
wird, praktisch ausfiihrbar. Fir den Grundton, soflern grosse

i ..—._9

Genaunighkeit nicht gefordert wird, fithrt das Verfahren
meisten Platten durch den Ansatz von Polynomen zum Ziel.

Das Wesentliche der nenen Methode besteht darin, dass nichi
von den Difllerentialgleichungen und Randbedingungen des Pro-
blems, sondern direkt vom Prinsip der kleinsten Wirkung
ausgegangen wird, aus welchem ja durch Variation jene Gleichun-
ven und Bedingungen gewonnen werden kinnen. Dieses Variations-
problem wird nun durch ein gewihnliches Maximum- und Mini-
mumproblem fiic eine endliche Anzahl Parameter ersetzl, dessen
Lisunyg clementar gelingt, womiv dann eine erste Approximalion
gegeben ist. Dieselbe liisst sich unbegrenzt verbessern durch Ver-
mehrung der Zahl der Parameter, und ergibt somit ein konver-
genles Verfahren zur Integration. Dass die mathematische Form
der ersten Approximationen willkiiclich gewihlt werden kann,
ist hierbei ein wesentlicher Vorteil, Denn es 1st leicht, eine expe-
rimentell bekannte Funktion durch eine geniigende Anzahl Kon-
stanten in einer geeigneten mathematischen Form beliebig genau
darzustellen; unsere Methode erlaubl es nun, die Konstanten
ce priori aus der Theorie zu bestimmen, so dass die Ergebnisse der

frfahrung, in bezug auf die angenitherte Form der gesuchten

Lisung, zur prakiischen Davchfihrung der Integration benutzt wer-

(') Vgl. die Abhandl. des Yerf. : Uber eine newe Methode zur Lisung gewi
Variationsprobleme der mathematischen Physilc (OEueres, XV, p. 192).
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den kiinnen. Der Umstand, dass das Prinzip der kleinsten Aktion,
welches die kiirzeste Zusammenfassung der Geselze der meisten
physikalischen Erscheinungen gibt, auch in vielen Fillen den
divektesten Weg zu deren mathematischen Behandlung und nume-
rischen Berechnung weist, diirfte nicht ohne Bedeutung sein.
Fiir die Berechnung der Schwingungen einer quadratischen Platte
mit vingsum freiem Rande fithrt man zweckmissigerweise die be-
kannten [Funktionen u,(x) ein, welche die Amplitude des n'*®
Obertones eines freischwingenden Stabes, dessen Liinge cleich ist
der Quadratseite, angeben. Die Koordinatenachsen seien durch

den Mittelpunkt parallel zu den Seiten des Quadrates gelegt.
Aus unten zu erivternden Griinden miissen die Funktionen
ty(x)=rconsl.; 1, (x)==.consl. eingefiihrt werden, die als
Grundschwingungen des Stabes mit der Schwingungszahl Null
aufzufassen sind ; w, (2) ist also die Grundschwingung im gewiihn-
lichen Sinne, mit zwei knotenpunkten ; ty () besitzt m Knoten-

punkte. Dann ergeben sich aus der Untersuchung folgende Resul-
tate

1. Simtliche Eigentine der Platte lassen sich his auf einige
Prozent darstellen durch die Formeln :

(1) { o= tm (@) wn(y) + wn(y)ualz),
{ Wi = tm(a) wn(y)— wm () tenlr).

Den Indizes oo, o1, 10 entspricht die Schwingungszahl Null, die
Platte bleibt eben.

9

2. Es existieren nur Doppeltine, keine mehrefachen Tone. Die

Doppelione entsprechen dem Falle, wo von den Indizes men der

eine gerade, der andere ungerade isi. Es ergeben dann o,

und ), dieselbe Tonhihe; jede lineare Verbindung dieser zwei
Funktionen entspricht einer miglichen Lisung. Die hierbei
auftretende Schar von Klangfliguren hat die Eigenschaft, dass die
Kurven simtlich darch gewisse feste Punkte, von Strehlke Pole
genannt, gehen, nimlich die Wurzeln des Gleichungssystems
S (2 = 0y W, {2yr) =

\ i In erster Anniherung sind dies
g v , i
die Wuarzeln von mﬁzm.&.v = O t._.:mu\v — bz r_:m.&.v = @,
wa(y)=o0; die Abstinde der Pole von den Seiten sind also
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Q:mu_;Tw_r.oN.v,_r__.“_mmo:mm:>.__.umE:go:H.M9._w:o:.u:?.mm
schwingender Stibe von deren Enden.

; .i .. . . A . _—

9. Die Eigentine lassen sich mit beliebioer Genauigkeit durch
g

Summen von Ausdriickern der Form (1) darstellen mit Koeffizien-

ten, die sich aus der Theorie bestimmen. Im folgenden ist die

Rechnung bis auf durchgefiihrt fiir m und n kleiner als 4. Die

so berechneten Klangfiguren stimmen in sehr befriedigender Weise
) .

mit den genauen Beobachtungen von Strehlke iiberein. Die Kor-

rektionen gegen (1) bleiben stets relativ klein.

4. Die Klangfiguren und Tonhiihen simtlicher 35 Oberténe, fiir
welche 7 und n kleiner als = sind, werden unten ang ceben ; fiir
m und n kleiner als 4 sind sie nach den exakten Formeln be-
rechnet, fiir grissere Indizes nach (r), wobei jedoch der Fehler
beim Masstab der Zeichnung kaum wahrzunehmen wiire. Dies
schien mir deshalb wiinschenswert, weil iiber diese schinen Figu-
ren durch ungenaue Beobachtung und theoretische Fehlschliisse
eine grosse Anzahl unrichtiger Ansichten in die Lehrbicher und
Zeitschriften iibergegangen ist, so dass selbst iiber die am leichte-
sten zu beobachtenden Fundamentalténe Unsicherheit herrscht. In
Chladnis Akustik erscheinen manche Eigenschwing mgen als Dop-
peltine, die es nur durch Inhomogenitit des Materials und Min-
gel der Beobachtungsmethode sind. Die entsprechenden 46 Klang-
figuren sind von Chladni griisstenteils erhalten und, wenn auch nur
in rohen Umrissen, gezeichnet worden. Da sich die zum Hervor-
bringen einer bestimmten Figur nitige Unterstiitzung der Platte
aus den unten gegebenen, genauen Figuren entnehmen lisst, wird
deren experimentelle Herstellung erheblich erleichtert, wiilirend
bisher tiber das Zustandekommen irgend einer Figur, besonders
beiden hiheren Obertinen, im wesentlichen der Zufall entschied.

5. Die vielumstrittene Frage, ob die scheinbar geraden Linien,
die in vielen Figuren auftreten, auch wirklich gerade seien, ist
dahin zu beantworten, dass dies nur fir die Diagonalen und
Seitenhalbierenden, wo schon Symmetriegriinde es erfordern,
gilt. Ausserdem ergeben sich aus (1) (angeniihert) gerade Linien
nur bei Doppelténen und wenn » = n ist. Die Resultate der

Messungen Strehlkes, die vielfach angefochten wurden, stimmen
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vin mit der Reclimung genan iiberein; die geringen Abwei-
chungen dagegen, die Strehlke auch bei den Diagonalen und
Seitenhalbierenden gefunden hat, berubien anf einem unten zu
erbrternden systematischen Fehler hei der Herstellung von Sand-

i

unren.

6. Die Tonhihen der 35 Obertine stimmen mit den von Chladni
cgegebenen innerhalb derzun erwartenden Fehler iiberein. Sie um-
fassen sechs Oklaven. In roher Anniherung sind die Tonhihen

gegeben dureh die Formel

o= Aymt nta(n— ) min?,

wo m, n ganze Zahlen, A, u Konstanten der Platte sind.

7. Die bei Membranen giiltigen Siitze : « Wo eine knotenlinie
den Rand wiflt, steht sie auf demselben senkrecht; schneiden sich
zwei oder mehr hnotenlinien im Innern der Platte, so hilden sie
gleiche Winkel miteinander », gelten bei Platien nur ausnahms-

weise oder angeniihert.

8. In den Ecken ist die Lisung eine im gemeinen nicht

analytische Funktion, womit die Unzulinglichkeit der gewihn-
lichen Methoden bei diesem Problem geniigend erkliirt 1st. Da die
Lisung Jedoch innerhalb der Platte endlich und stetig bleibt,
wenn sie auch nicht in eine Potenzreilie entwickelbar ist, so
bleiben analytische Darstellungen durch Polynome, Fourierreihen,
nach den Funktionen (v, fortschreitende Reihen usw., wie sie
unsere Methode bringt, dennoch miglich und praktisch anwend-

_um it

@._u.,.:._m.:m_ou;ﬁ_mbm.m:.o:mo__smao:._.mﬁ_o‘.Jf.:_.m:mm_uma
Anzahl Punkte, die Adchstens gleich ist dem grisseren der heiden
Indizes m und n und mindestens g¢leich dem kleineren. Andere,
analoge Geselze gestatlen es, zu einer gegebenen Klangfigur die
entsprechende Formel zu finden. Sind z. B. beide Diagonalen
Rnolenlinien, so hat man es mit w),, zu tun, wobei m, n beide
gerade oder ungerade sind. Ist nur eine Diagonale vorhanden, so
liegt wieder ¢, mit 7 und n von ungleicher Paritit (Doppelton)

igur, so ist einer oder

vor. Gehiiren die Seitenhalbierenden zur
sind beide Indizes ungerade usw.
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10.

nomen, auf die schon von Kirchholl' herechnete Grundscliwinguny

liesslich wird die Methode, unter Anwendung von Poly-

eines kreises angewendet. Formeln mit zwel Konstanten genii
___:ﬁ:mmo_:i:m.::aNz_;;r.mm@_rm:::mw?dm.mzE.:.ﬂ._:,:,.._.__.

0

mil derjenigen Genauigkeil, ¢

fiiv solehe Versuche ibechaupt
in Betracht kommt. Der Rechnungsaufwand ist viel geringer wie

bei der Kirvchhollschen Methode, und simtliche Operationen
durchaus elementar. In der oben zitierten Arbett habe ich auch
die Anwendbarkeit der Methode auf die Schwingungen von Saiten,
unter Benutzung von Polynomen zur angeniherten Darstellung
der Lisung, untersucht : bei Benutzung von nur drei Gliedern
eroibt sich der Fundamentalton der Saite awf drei Milliardstel
senail.

Die empirischen Formeln.

Nach diesen Ergebnissen der Theovie lisst sich leicht ibersehen,

in welchem Umfange und warum gewisse empirisc

zar Darstellung der Klangfiguren in mehr oder weniger roher

Formeln, die

Anniiherung herangezogen worden sind, ihren Zweck erreichen.
75 ist dabei zu beriicksich

en, dass, wie unten gez
g

iy (z) durch einen Cosinus bzw. einen Sinus angeniherl darstell-
bar ist, ausgenommen in der Nahe des Randes. Ist die Quadratseite

sich 2, so sind, bis auf willkiivliche Faktoren, die Lisungen :
I N

; i
= co0s ?: —i b W syji4-¢ = SiN ?:, - dv T
S 4 \ 4

Zrselzt nan dies noch dureh cos mr=z und sin(m —+ )=z, so hat
man die Funktionen, aus welchen durch Superposition Wheal-
stone (') Klangfiguren ableiten wollte, wobei geradlinig begrenzte
Figuren sich ergaben. Solche Lisungen entsprechen, roh ange-
niihert, den Gleichungen (1) {iic m oder n gleich Null. Der Um-
stand, dass nur den Ausdriicken

COSTX — COST Y, COST& - COST )V

heobachtete Figuren ungeflihv entsprechen, nicht aber coswa,
cosmy einzeln, wie es nach diesem Superpositionsprinzip sein
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sollte, lisst geniizend erkennen, dass es sich hier nur um einen
in besonderen Fiillen anwendbaren Kunstgriff handelt. Um so
merkwiirdiger ist es, dass auf Grand dieses unhaltharen Prinzips

Iy

rimenteller und theoretischer Seite her ¢

in die neueste Zeit die exakten Versuche Strehlkes von expe-
wnz unrichtig bezeich-

net wurden. Insbesondere glaubt R. Konig (') aus ganz unzu-
linglichen experimentellen Ergebnissen die Geradlinigkeil der den
Seiten parallelen Knotenlinien behaupten zu kinnen, wie es das
w:%m__tcﬂ.:c:q._:,m_;._f verlangt. Indem er die Grundgleichung fiir
einen solchen durch geradlinige Knotenlinien begrenzten Bereich
(also mit der Randbedingung : Verschicbung gleich o) integriert,
glaubt 5. Tanaka (*) allgemeinere und strengere Formeln zu

erhalten. Dies ist aber schon deswezen nicht der Fall, weil iiber-

sehen ist, dass eine Randbedinguung die Lisung gar nicht be-

licher

stimmt, so dass Hr. Tanaka aus der unendlichen Reihe mi
Lisungen eine unrichtige herausgewihlt hat, wie es die Wahr-
scheinlichkeit ja verlangt, hiitte er statt Produkten von Cosinus und
Sinus, Produkte der Form u, (x) w,(y) angeselzl, so hiitte die
Lisung eine wesentlich héhere Approximation dargestellt (we-

i m=n).

nigstens hei Doppeltinen und {
In seiner « Theory of Sound », § 226 (I., hat Lord Rayleigh die

Wheatstonesche Untersuchung weitergefiihrt. Er geht aus von der

Bemerkung, dass, wenn das Verhiltnis u. der Querkontraktion zur

Liingsdilatation gleich Null ist (was allerdings bei keinem be-
kannten Korper zutrift), partikulire Lisungen des Problems
existieren, die von einer Koordinate unabhiingig sind, und einfach
cen elastischer Stibe von gleicher Linge wie die

o

den Schwingun

Quadratseite entsprechen, also den Funktionen ,,(z). Dabei
ereeben w,,(2) und w,.(y) natiivlich dieselbe Tonhithe; sie kin-
nen zu den Ausdriicken

wplz)—+ h_::m_u\u, U () — :.:.:m.w\v

verbunden werden, welche in der Tat eine Reihe von Klang-
figuren auf 1-2 Proz. genau darstellen. Allerdings ist die Forde-
rung der Theorie, dass diese zwei Schwingungen gleiche Tonhéhe

y R, Konie (Paris), Pogg. Ann., t. GXXIL, 18

855 <

n.H
(%) S. TaNARA, Wied. Ann., L. XXXII, 1887, p. 670.
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haben sollten, tatsiichlich nichi erfiillt, und es existieren dic
einzelnen Schwingungen tm(x), bzw. wm(y), nur im irrealisier-
baren alle u. = o. In Wirklichkeit liegt hier jener Spezialfall der
Formeln (1) vor, wo der eine Index gleich Null ist. Der Grundton
der Platte (m =n=1) wird hierdurch nicht dargestellt. Lord
Rayleigh sctzt dafiiv den angeniiherten Ausdruck zy, der in de
Tat mit (1) iibereinstimmt, und, wie sich zeigen wird, von der
richtigen Lisung nur wenig abweicht.

Das Variationsproblem und die Grundgleichungen.

Sei, wieoben, v das Verhiltnis der Querkontraktion zur Lings-
dilatation, welches nach Poisson 3> nach Wertheim | sein soll,
und jedenfalls zwischen o und 1 liegt; sei ferner E der Elastizi-
titsmodul ('), 2/ die Dicke der Platte, dann ist nach Kirchholl
die potentielle Energie der Platte, vorau geselzl, dass die Ver-
schiebung u (zy) senkrecht zur Ebene der Platte klein bleibe :

) ; IDW/E: o2t 2 DENTARE 2 92
(1) W=_ - — ] + + o —
: S(1— p2) \oz? dy? " dx? gy

LTI
|T..,V.T|_c.vﬂ|.tw,nﬁ.w\¥ dz dy.
N &

Die kinetische Ener

@

wird, wenn p die Dichte hedeutet,

du 2
) ol — ) drdy,
(2) , ﬁ\.\,,«,& da dy,

woraus sich durch Anwendung des Hamiltonschen Prinzips
ergibt

ZEET) Ehs a2
ph—r - ——— ANu =0, N
oz 3(1— p2) a2 dy2

Hat man es mit Eigenschwingungen zu tun, so ist
w=sinawy(t—1t,) w(z, y)
zu setzen; dann ergibt sich die Differentialgleichung :

() AApw = 3 w,

(*) In Kirchhofls Bezeichnung ist p =
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5 1am?v2(1— n?)g

T e

7owird durch die Integration bestimmt; die Gleichung (4) ergibi
dann die Anzahl Schwingungen pro Sekunde v. Die Randbedin-
ungen selbst findet man durch die Variation von v. Den Faktor

sin 2wy (£ — £,) kann man natiivlich abwerfen und erhiile fiir eine
Seite des Quadrats senkrecht zur 2-Achse

und ihnlich fir die Seiten senkrecht zur jp-Achse, durch Ver-
_m:mo_:‘:.:-‘__. von .z und Y.
Bei den hierbet nitigen Umformungen und particllen Int

tionen {ings des Randes tritt an den Ecken desselben, wie

020 A i
aw auf,

H. Lamb (') zuerst bemerkt hat, ein Glied der Form 5o

aus welchem die weilere von Kirchhofl” nicht bemerfite Bedin-
zung sich ergibl

02w . -
= o in den Ecken.

(e da oy

Der Stabilitit der Platte entspricht es, dass der Jntegrand von (1)
eine stets positive Form ist (2).

Ahnlich wie bei den Schwingungen von Membranen lassen sich
diese Gleichungen ohne weiteres zu der Forderung zusammen-

ussen, es soll das Integral

3 2 2 g2 92 )2 N2
(7) ,_H\,\. 2 Gv 8 Hw L,],.V.t.‘|q.ﬂg EIT,;:,,|EK_ - v dz dy

o dy? da?t dy x dy
anter der Bedingung
(8) \4 \:_u dx dy = a = gegebene Grisse

(Y U. Laws, Lond. Math. Soc. Proc., t. XXI, 1
{*) Nimlich als Fu on von

o

—_— = und -

v thy”
betrachtet; die Diskriminante der Form o - v* -+
somit positiv fir p < 1.

s ist gleich 4 (r—p) und

R 18
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miiglichst Ilein werden. Denn nach hekannlen Siilzen der Varia-
tionsrechnung hat man letzteres Integral, mit einem konstanten
‘aktor — 7 maltipliziert, zu (7) zu addieren, und nunmehr bei
willkiirlichem ¢ zua variteren, woraus sich ohne weileres die
Gleichungen (3), (3) und (6) ergeben. Aus dem Verschwinden
der ersten Variation

k & o2 o2 = \
\ \» G — =i ..:,:,m:;1...#,\.3\”:
& & ol o o

/

folgt, wenn man inshesondere g = z4v setzl, wo z ein unendlich

kleiner konstanter |

aktov ist, die Gleichung

a2\ 2 J y 5 X
\ \. 3 “mee—2hw? | de dy = ofiir w = gesuchte Losur
o

also

) . Minim. von
(1o) /o= =
I «

anz ihnlich wie hei den Membranen (1),

Ein wirkliches Minimum liegt nur vor beim Grandton o,
welcher dem kleinsten Wert von 2 entspricht. Will man fiir den
niichsten Oberton o, dem der Wert 7., entsprechen mige, ein

wirkliches Minimum erhalten, so hat man die weitere Bedingung

{rr) \ \.:.a:; dr dy—=1y0
o

iinzuzufiigen. Man hat dann zum Integranden von (g) noch ein

e

Glied % vy 6y za addieren ; fiir sevy, = 2wy verschwindet dasselbe

nach Voraussetzung, und es bleibt wieder die Gleichung (10),
diesmal fiir 7, giilug (*).
Der Ansatz 8o = =4, ergibt fiir 2/ den Werl

&
|

—_— .. x da \C‘,

und dieser Ausdruck ist gleich Null. Dies folut aus der Varia-

tionsgleichung (g) {iir vy, wenn 8o = zivy, & =, geselzt wird

(1) Vgl z. B. Rinvan~-Wuesig, Die partiellen Differentialgleichungen der

Physik, t. 11, § 116 ff.; Braunschweig, 1901,
(%1 Vol Lovd Ray

s, Fheory of Sound, § 217.
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and (11) beriicksichtigt wird. Die Gleichungen (3), (5), (6) blei-
ben also ungeindert.

Fiir den Oberton v, gelten ebenso die « Orthogonalititshedin-

\, \ i dedy = u, \. \,_ﬁ; wy de dy = o,

AR &
\. \%: wydr dy = o, e \.r\, wy vy, da dy = o,
o «

wobet, falls mehrfache Tone vorliegen, jede der linear unabhiingi-

sungen »

gen Schwingungen vy, die zu dem Ton gehiren, zu beriicksichtigen
sind. Fiiv irgend zwer Schwingungen v, w,, die zu verschie-

denen A gehoren, gilt also die Orthogonalititshedingung :

\ \ W iv, d dy = o.

Die Minimumsforderung (=) und (8), mitder wir es im folgen-

4

den zu tun haben werden, ist ersichtlich nur eine abgeinderte
Form des Hamiltonschen Prinzips.

Die Integrationsmethode.

Die neue Methode zur Lisung von Variationsproblemen, die

wirnun anwenden wollen, geht aus von folgendem fnterpolations-
problem :

Seien Yy (xz,¥), Ya(z,9).... dy(=x,¥)... eine Reihe von
Funktionen, die wir (was hier zu selbstverstiindlich ist, um betont

zu werden) als stetig (nebst den 1., 2., 3. und

. Differentialquo-

nten) mnerhalb der Platte annehmen. Wir bilden den Aus-
druck
(12) W=yl + @

sty

und fordern, es sollen die «, so bestimmt werden bei gegebe-
nem e, dass vy, moglichst wenig von einer der gesuchten Funlh-
tionen v, die das System (3), (3). (6) befriedigen, innerhall
der Platte abweiche. Wive & numerisch gegeben, so liige hier
ein gewohnliches Interpolationsproblem vor.

Dasselbeistinsofern unbestimmt, als man eine « miglichst gute

\nnitherung » inverschiedenem Sinne auffassen kann, Eine genaue
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Definition des « Gesamtfehlers », welcher mielichst klein werden
soll, 1st daher nitig.

Es liegt nahe, als Maasstab des Gesamtfehlers die Abweichung
der potenticllen Energie von ihrem exakten Wert beim wirklichen
Vorgang zu wiihlen; &_nm kommt aber auf die Forderung hinaus :

es sind die a; so su wiihien, dass der Ausdruch

Y VM 2wy, 02 oy,

(13) Julay...an) \,\ L.%:v leo_| i)
\ va? tax Q%\n_

92 (pr \ 2
+alt—u) C&,Hv d dy

wnter der Bedingung

(14) r.aH\ \..tm.&&.&%“%

mdéaglichst Idein werde. Da aber ), eine quadratische Funltion
der a; ist, so liegt hier ein gewdhnliches Mazimum- und Mini-
mumproblem vor, welches, unter Cinfiihrung eines aktors).,,
durch das System homogener linearer Gleichungen gelist
wird

A o, L JdU,

Amwv s —hAp——" =10 i _— —_— = .
da, da, : ' da, " oa,

Miv andern Worten : es ist der Ausdruck (12) an Stelle der
unbekannten Funktion w im Variationsproblem einzusetsen,
und die a; so zu wihlen, dass das Inteoral mielichst klein
werde. (rleiches gilt allgemeiner fiir jeden —\E.%_mtm%.u der durch
das bﬂa::ta:nnbm Prinzip gegeben ist, ja fiiv die Lisung be-
liebiger Variationsprobleme, vorausgeselat, dass sie gewissen, hicr
nicht zu erirternden Bedingungen geniigen.

Unter Einfithrung der (bekannten) Konstanten

- .Cx 2,
(16) Sy = R..::.I. 3 .....
dx? dx?

Q L_: 02 Yin

oy (\.:
dr?  dy? J
92y 92 92, 02l
- {.w GRS ) —= 8| 7y dy,
oy:  dz? dz dy dzx dy

:ﬂv ﬁ.f:l L..:_.Nl.\‘_\,%..:r_\; dz ﬁ@\
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lisst sich (13) schreiben :

n
(18) MAQE|..,£@._EVQEHO fiir Gi=138  voqidll

p=1

Die Determinante dieses Systems von n homogenen, linearen
Gleichungen fiir die @; muss verschwinden, worauns sich s als eine
der Wurzeln einer Gleichung n'*® Grades ergibt, und die a; bis
auf einen zuniichst willkiirlichen, nachher aus (14) zu bestimmen-
den Faktor bestimmt werden. Jeder Wurzel 2\ entspricht ein
System der ;. Bei einer niichst hsheren Approximation ¢, sind
die a; new zu bestimmen.

Es zelot sich nun, dass, wenn mancdie .,F. geeignel wihll,
der so erhaltene Ausdruck (12) in der Tat eine Anndiherung
an die gesuchte Lisung darstellt, welche mit wachsendem n
sich unbegrenst verbessert, so dass sich ein konvergentes Ver-
fahren ergibt.

Wir betrachten zuniichst den Grundion und wihlen dement-
sprechend bei jeder Approximation die kleinste der Wurzeln der
Determinantengleichung. Bezeichnen wir mit d'¢v, das totale Dil-
ferential von @, in bezug auf die a;

d'wy— by day - Yo das .. .- Y, day,

somuss d'J,— t,d' U,= o sein, d. h

‘vl : ) N r
(19) \\;AHQH-: d' — — S s :.:v da dy = o.

Hier sind aber genau dieselben Schliisse miglich, wie wir sie im
vorigen Paragraphen fiiv die Variation gemacht haben; es ist nur
o durch s, & durch %,, 6 durch & zu ersetzen. Wieder ist 7,
der kleinste Wert von J,/a, und wenn n witchst, nimmt dieser
kleinste Wert fortwiihrend ab, oder wenigstens niemals zu. Da
nun aber J und J,, wie oben bemerkt, positiv sind, so haben die
e eine untere Grenze %, der sie beliebig nahe kommen. Soll nun
diese Grense mit dem ) des Grundtones susammenfallen, so
miissen wir offenbar die Y; so willen, dass durch einen Aus-
druck der Form A% -+ . .. +A,b, Jede beliebige, den Stetig-
keitsbedingungen geniigende Funktion w, nebst ihren Diffe-
rentialquotienten erster und sweiter Ordnung, innerhalb des
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Platte beliebig genau darstellbar sei: eine Farderung, dic
durch Polynome, Fourierreihen usw. befriedigt wird. Dann
kann lim 7, von dem kleinsten Werl von Jja fiir beliebige v nicht

;ls
verschieden sein, und wir erhalten eine Reihe von Funktionen o, .
Wy, vy, ... fiir die J gegen seinen Grenzwert kouvergiert. Daraus
folgt nach den Untersuchungen von D. Hilbert (') und B. Levi (2),
dass die «v; gegen die gesuchte Grenzfunktion kone ergieren,
von gewissen Punkten vielleicht abgesehen, die hier ohne _E.m?,mm:
sind (3).

Nimmt man, statt der ersten, stets die sweite Wurzel der Deter-
minantengleichungen, so m.n_mswﬁ man zam ersien Oberion usw.

Die Randbedingungen (5) und (6) sind um so genauer erfiillt, je
nither 7., seinem Grenzwert liegt. Gleiches gilt von der Dillerential-
gleichung. Dabei ist jedoch zu bemerken, dass die Entwickelur gen

nach Polynomen, Fourierreihen usw. stets nur eine bestimmle
Anzahl gliedweiser Differentiationen zulassen, so dass {was auch
wirklich der Fall ist fiir die unten zu hetrachtenden Entw ickelungen
nach den wy () w,(y)), sie miglicherweise gar nicht drei- und
viermal gliedweise differentiierbar sind, und daher darch Einsetzen
m (3) und (3) niche tm_..qmmh.m; werden kinnen. s ist eine all-
gemeine Eigentiimlichkeit interpolatorischer Funktionen, dass sie
um die darzustellende Funktion hin- und herschwanken, und ihre
sukzessiven Diflerentialquotienten hei gegebener Gliederzahl eine

immer schlechter werdende Approximation geben, die bald ganz
unbrauchbar wird, was dann der Divergenz der Reihen entspricht.
So stellt der Ansatz [, p. 267 zwar die Amplituden w, nicht aber
deren zweite Dillerentialquotienten befriedigend dar. -
Entwickelungen nach Polynomen geniigen stets den .r_.;ﬂm:_m:
Anforderungen ; man kann a/lso bei jeder Form der Platte fir 4;

den P:%__.:nr xmyt setzen. Denn da jede beliebige Funktion

53 ::_ unr, Math. Annalen, t. LIX,

(*) B. Levi, ftendiconti del Cire. mal. di Palermo, t. NXI11, 1go(.

(*) Diese Punkte konnen iiberall dicht liegen, aber nur so, dass sie bei einer
Integration der Funktion iiber jedes beliebige Bereich oline Einfluss bleiben. Bei
den Fourierreihen und andern fiv die &, in Betracht kemmenden interpolato-
rischen Funktionen sind die Koellizienten aber durch Integrale gegeben, aul
welche die singuliven Stellen somit ohne Einfluss bleiben: die BReihen nehmen
lier in solchen Stellen den aus der Stetigheil folgenden Wert an, d. L. Funk-
tione it solchen Singulavititen sind als Grenzwerle ausgeschlossen.

(
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durch Polynome stets beliebig angeniihert darstellbar sty
dies inshesondere fiir den zweiten Differentialquotienten einer ¢
s 1st, wenn nur of* f/dz* den sogenannten

eebenen Funktion f{z);
Dirichletschen Bedingungen geniigt,

= @y Ay -, oGtz (X)),

WO deiner
niigend grosse 7. Somit folgt

s

Is jede beliebige

! B
o> thynl

Flay= flo)+af"(0)+ ey sl -+ Yul2),

] nin—=1)

wo von y, gleiches wie von z, gilt; hier haben wir .:_,;.: om.:.o:) an-
veniiherten Polynomialausdruck von f(z), der zweimal dillerenti-
ierhar ist. Ob er es auch dreimal ist, hiingt von der Natur von f
aber auch vom gewiihlten [nterpolationsmodus ab. Dies lLiisst sich
ohne weiteres anf Funktionen mehrerer Variabeln ausdehnen.

Ob und wie oft Fourierreihen differentiierbar sind, hingt von
analogen Umstinden ab, wie sie unten bei den Entwickelungen

nach den wy(2), w, () 20 _Eu._:,oc_.o: sein werden.
. . e ~ S 3 . ) = . o
Ist die Variation 3 selbst gewissen Bedingungen untery orfen

{was bei eingespannten Platten der Fall ist, wo am Rande
dw o

pP=20 —_— =0 mz\_ = O, = ()
- an i

n erfiillen. Diesen

sein muss), so miissen alle 3; diese Bedingung
Fall habe ich in der eingangs zitierten Arbeit eingehend be-

sprochen.
Dass die vorliecende Methode auch auf viele andere Probleme,

insbesondere auf Gleichgewichtsprobleme, die ja stets aus emer

Minimumsforderung ableitbar sind, angewendet werden T.::,

braucht kaum erwiithnt zu werden. Es ist nun zu zeigen, dass sie

auch wirklich, bei gecigneter Wahl der J;, numerisch brauchb

ist.
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Entwickelungen nach den Eigenschwingungen von Stiben
mit freien Enden.

Die Amplitude u(z) eines an beiden Enden freien Stabes geniigt
bekanntlich (1) der Gleichung

(20)

und an heiden Enden den Bedingungen

d2u 3
(1) — =o, — =0

dz? dxs
woraus sich « als eine Summe trigonometrischer und hyperboli-
scher Fonktionen ergibt, wihrend 4 Wurzel einer bekannien

transzendenten @_m_n:::m ist. Jeder Wurzel /4, derselben eni-

spricht ein Eigenton tn(x), und es gilt die Orthogonalilits-
bedinoung

(22) \RE ty iy =

mz=un,

das Integral iiber die Linge des Stabes erstreckt. Um die Sym-
metrieverhilinisse gehirig hervortreten zu _mlr_m: withle man als
Anfangspunkt : = o, die Mitte des Stabes; ferner bestimme man
den willkiirlichen, _,osurﬁ_mb Faktor, mit L em jede Lisung noch
multipliziert werden kann, durch die Be 2dinguny

(20 \,:n: dE =i

und setze endlich der Einfachheit halber als Lingeneinheit die

halbe Stabliinge an, so dass # = =1 die Koordinaten der End-

punkte sind. Dann ergeben sich fiiv die u,,, wie man leicht findet,
die Ausdriicke :

(') Zur Theoric der Schwingungen freier Stibe vgl. man z. B, Lord Ravy

LG
Sound, §160 1.
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IMir gerade m:
Yl coshipmar =—coshchhpx

24 Ly = =———————— ’
ﬁ .v ’\ m -+ csmu Vo

wobei tang fem - tang fem= 0.
Fiir ungerade m :
syl sinkye + sink,, sh by

(25) b TA— 2

Vb2 L, —sin2

wobel tang £, — tang £, = 0. .
Beide Gleichungen lassen die Wurzel /- = o als erste zu; in der
Tat erfiillen auch die Funktionen

(26) S.?;HF = const., (ko= o),

ﬂ\H ]
(27) () = (\uu (f1=0)

alle Bedingungen (20) bis (23), und sind als _Em_mzmr.::._:.U_.:J,m.fd
mit der Schwingungszahl Null einzufiihren, bet welchen der Stab
geradlinig bleibt. Die Notwendigkeit dieser Einfihrung wird sich
.‘ 8

unten zeigen.

Bei dieser Festsetzung entspricht m =2 dem gewihnlichen
Grundton mit zwei IKnotenpunkten; allgemein gibt u.mn_mm._:m_ der
Index m die Anzahl der Knotenpunkte der entsprechenden Schwin-
gung an. Die Schwingung ist eine gerade Funktion von 2 fiir
gerade m, eine ungerade fiir ungerade m.

Die Wurzeln £

scheiden sich wenig von s

, Ky gy .. von tang k- :H_E\,.E“ o unter-

2 —mf4; es ist ka=2,3650; A, 1

[

von (2 —+)= nur in der 6" Stelle verschieden, 4y :on_. weniger

._,
: R
von (3 —4)m.

Die W

— o sind

[ o, Y
wqcﬁmmo, fes= ﬁw -+ N ) \-.q“ A; - ﬂ_v T,

Allgemein ist fiir 72 > 2 auf finf Stellen genau

I
{27 @) L= A:N — wv

=19
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Fiir 12 > 2 ist auf vier Stellen genau

(28) wu(®) = cos
fiir gerade m, und

(29) iy, () = sin

fiir ungerade m.

Die hyperbolischen Teile sind fiir kleine z um so kleiner, als
m grisser ist: fiir qualitative Betrachtungen kommen sie nur in
der Nithe der Endpunkte in Betrae t, und es reduzicren sich die
t,, auf

BY . TT
cos ( m — |¥ — und  sin [ m — —_—
i 2

Infolge von (22) und (23) lassen sich, wie bekannt, die Koef-
fizienten einer Entwickelung

(30) Slz)=Asus+

1+ Aty () +. ..

dureh Multiplikation mit #, und Integration, wie hei den Fourier-
reihen, bestimmen; es ist

41
(3n) }..:”r\. .\.muu.w _E...:m.ﬂ.u der.
—1
Schreibt man dies
R e dru
r., = v k
(a7 = 7y 3 S .t dx

und integriert partiell, so wird, da

3, d2u,,
— und —2 fiir 2 —=-+
das da?
verschwinden,
A umv A )

2

und weiter
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. . : e B B 1 40
Da _\l_h lm.:z mit 1 vergleichbar bleibt fiiv jedes m, und /", f
i o =
i

endlich und stetig sein sollen, so ergibt sich, dass fiir beliebige ,w..,
A k? unter einer festen Zahl bleibt; oder, da k= (m -~ 1),
dass die A, wie v/m? abnelimen. Die Reihe (30) konvergiert also
, nebst ihrer ersten, gliedweise genom-

1

absolut und gleichmissig .
menen Ableitung. Die zweite Ableitung _..A..::‘E.m.m.fuﬁ ::w :on.__ wie
t/m. Da (Lord Ravieieu, loc. cit.) die u, die _w_m,m:_::_»:o.:n:
von an beiden Enden eingespannten Stiben sind, so entspricht
die Formel

i , , ” e
Frioy=Aul —~A o] ...+ Apup(z)+...

der Entwickelung nach solchen Eigenfunktionen, wie sich auch

wenn auch nicht absolut, so doch in der Art einer Fourierreihe
konvergiere, darf wohl vorausgesetzt werden. Daraus folgt dann
die zweimalige gliedweise Diflerentiierbarkeit der Rethe

Nun sind aber die Formeln (31) und die folgenden Betrach-
tungen ebensogut anwendbar, wenn man einige der w; :J.@m‘_m.m.m_“
soll die Reihe gegen f(x) und nicht gegen eine andere Funkiion

konvergieren, so ist es wichtig, festzustellen, dass das Orthogonal-

system der wu; ein vollsténdiges ist, d. h. dass n it etwa weilere
Funktionen U; existieren, die den Bedingungen
+1 A1

CE iy ar = 0, \ u " C..: de =0

<37} —

n FEn

eniigen.  Dass die gewdhnlich nicht betrachteten Funktionen

M.J .
= const., «=x const. hierher gehiren, ist schon bemerk
worden, und wir haben sie als «, und «, bereits eingefiihrt. Ohne

diese Binfiihrung aber bonvergiert M 4; ui(x) garnicht gegen

J(x), sondern gegen

fla)—Aguy— Ajuy = Fla)— Sty de.

Dies scheint bisher nicht bemerkt worden zu sein ('); da der
Ausdruck 2y nahezu dem Grundton einer quadratischen Platte

(') Inshesondere nicht von Lord 1 rieu, Sound, Arvt. 165,
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a.:im_uﬁo:r erkennt man wie prakiisch wichtig diese Einfiihrung
1st. ’

Dass damit aber die w; wirklich zu einem vollstindigen Crtho-
v cYr e wir o : H p .
w:auu stem ergiinzt sind, lisst sich nach einer Methode von Liou-
ville zeigen, und ist in letzter Instanz darauf zu iickzufithren, dass
nun jeder Ausdruck (')

w |
(33) Avtto+ Ayt .o+ Aty

héchstens m Wurzeln besitzt, iiber die man offenbar willkiirlich
verfiigen kann, durch geeignete Wahl des A;; dies war vos der
Adjunktion von wu,, «, (mit keiner hzw. einer Warzel) nicht der
Fall ; bei L.nn _.m:;._..or.m_:zmmb nach den Eigenfunktionen einge-
spannter Stibe ist keine Adjunktion notwendig (und moglich), weil
L.mw Grundion im Inneen /Aeine Wurzel, der erste OWE.S:, nur
eine usw. hat.

. In einem analogen Fall bemerkt nun Liouville, dass, wenn man
J () darch (33) darstellen will und der Methode der kleinsten
Quadrate entsprechend die A; so wiihlt, dass das Integral des Fehler-
quadrates ,.

+1
(34) \ [f(2)— Agtto— Ayuy— .. ]2 do

vy
ein Minimum wird, man fiir die A; eben die Formel (31) erhiilt.
Ist (aotty 4+ vty 4. . . 4—ary, tey, ) e das totale Difterential von (33)
nach den A; (: = unendlich klein, die «; willkiitliche Zahlen), o
ergibt die Forderung des Minimums : :

+1
m\ [ty iy — Ajty—.oo— Apitegg]

X |laguy+ ayuy+. .. a,y, Wy de = o

fiir beliebige @;. Daraus folgt, dass f(x) durch Ayus+ ... min-
Lo‘imbm m 1 mal geschnitten wird, sonst kinnte man iiber die
Wurzeln von aguy +... so verfiigen, dass sie mit den Wurzeln
mmm.m.nmﬁe.mz Ausdruckes zusammenfallen, und das Integral wiire
positiv und nicht =o. (Mehrfache Wurzeln sind als Grenzfille
7u Umﬂ.mo_:m:.v Lisst man nun m unbeschriinkt wachsen, so

(') Der Beweis dieses Salzes von Stur 1 i i
) 205 m i sich gen: rie EMANN
Wiss, Pt e Car g g isst sich genau wie bei Rieyvany—
) ~D talgl., L. I1, p. 69 fiithren.

_——
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schneidet Aguwg—-...+Ant, die Funktion f(z) in einer unbe-
schriinkt wachsenden Zahl von Punkten ; die angeniherte Funktion
ossilliert um die exakte hin und her. Schliesslich verwandelt
sich Agug—... in eine gleichmissig konvergente Reihe, und
Jl@)— Aotg— Ay —... 18t eme stetige Funktion mit unendlich
vielen Nullpunkten. Sind dieselben gleichmiissig verteilt, so ist
sie Null; hesitzen sie ¢ einzelne Hiufungsstellen, so bleibt sie in
kleinen Bereichen um dieselben < =, und hat ausserhalb nur eine
endliche Anzahl p von Nullstellen. Dies ist aber nicht moglich:

wan kinnte, sobald m > p + ¢ ist, die Kurve
Aol Qi) —ou o= Ay llnm

so legen, dass sie iiberall gleiches Vorzeichen hat wie
fla) —Ajup—Ajuy—. ..y

und das Integral wieder positiv bliebe (da die kleinen Bereiche auf
2 . =2 . v . . ul

das Vorzeichen ohme Einflussbleiben). Somit konvergiert VI_.PS i

wirklich gegen f(x).

In ganz entsprechender Weise liisst sich eine geeigneten Stetig-
keitsbedingungen geniigende Funktion zweier Variabeln f(z, y)
innerhall des Vievecks £ = =1, y = =1 in eine absolut und
oleichmiissig konvergente Reihe
(35) fla, y)— Aguo{z) wol(y)—+ Ap g (z)u(y) =+ Ao g(@) g (y)

—Apu (z)u(y)+deu(z) wa () +een
entwickeln mit

+1
m u:v Amn= \:

/1

+1

_\) Sla, yyun(z) wn(y)de dy,

1
die zweimal gliedweise nach 2 und y differentiiert werden darf,
A= . ; S o ;
und wie Y 1/(m?r*) konvergiert. Diesistdie Entwvickelung
poy 8 &
die wir fitr unser Problem answwenden wollen. Wir setzen also

(36 ) Yo, y) = tn(2) un(y)

und es geniigen diese Ausdriicke den oben 5. 275 und 277 fir die
U; gestellten Forderungen. Gleichzeitig erkennt man, dass (35) im
)

allgemeinen nicht 3- oder fmal differentiiert werden darf, wie
schon oben hervorgehoben wurde, d. h. dass zur Berechnung dieser
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C;ﬂmF_mm:.,mE:o:m:S:, bzw. zum direkten Einsetzen der Lisur
in die Grundgleichung und Randbedingung, unsere Ausdriicke
ich nicht eignen werden. Durch diesen Ve \.n?bh wird aber ge-
..Qa\n die Darstellung der Lisung selbst wesentlich vereinfach.
Bevor wir zur wirklichen m:‘.._.mo_‘_.E_::. de :
nilig, uns von den allgen

A ..:,9:..@__@: isl es
inen _J_:m:/n__m?v: der F:;::: oz, y)

cin Bild zu machen.

Allgemeine Eigenschaften der Lésung.

Set v (w, ») irgend

- Sel. ne Funktion, die den Gleichungen (3).
(9), (6) geniigt, und % der durch (10) gegebene zugehiirige _h._J..,E‘_.-
werl. Die Symmetrie dieser Gleichw en und der wm:rﬁ_m;. ?mm_
ohne weiteres die Richtigkeit folgender Sitze erkennen :

[stev(z, 3) eine Lisung, so ist ai

,,_— [38

~+ ») eine zu dem-
selben 4 gehirige Lisung. Falls also « einem einfachen Ton ent-
spricht, sind diese zwei Ausdriicke hischstens durch das Vorzeichen
verschieden (welches durch die Bedingung (8) nicht festgele

ist), d. h.:

. Einfache Tine entsprechen Funlktionen, die in besug au/f
jede der beiden durch den Mittelpunlit des Quadrates hnbm:&m.:
s den Seiten parallelen Achsen entweder %E.Q&mromb.:. -
verade sind.

Mehrfache Tine kinnen stets aus ebensolchen Funlctionen
linear susammengesetst werden.

P y o & P = e * 2 2 , \
Fithrt man ebenso die Substitution z =y y=a'; w (x, ¥)

=o' (&', )') aus, so ist in bezug auf die neuen Variabeln die
Form der Gleichungen ungeiindert geblichen; o' (z, ') muss
ebenfalls eine Lisung sein. die zu demselben U., wie :.A.w., ¥)
hort, und sich hei einfachen Ténen von o (2, ) nur um das Vors
zeichen unterscheiden kann.

Linfache

I

T x
ine entsprechen alse entweder in x und v 8§y -
metrischen oder in x wnd yantisymmelrischen Lasunoen :

d. h.im ersteren Fali iindert sich & nicht bei Vertauschune von

2und g1 im zweiten dindert es sein Vorzeichen.
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Mehrfache Tone entsprechen Summen solcher Lisungen.

Dies bedingt, dass wir bei den Entwickelungen nach den
tmlx)te,()r) uns darvauf beschrinken kinnen, die diesen verschie-
denen Symmetriebedingungen geniigenden [osungen einzeln zu
heriicksichtigen. Ist v gerade in z und in ¥, so werden nur gerade
(), ta(y), d. h. gerade m, n auftreten. Ist es ausserdem
symmetrisch, so wird A, = Apnn; im andern Falle A,y = — Appe.
So werden wir su den anfangs besprochenen Eniwickelungen
nach den Aggregaten wn(x)u,(y) = wa(x) wn(y) gefiihrt.

Uber den Verlauf der Knotenlinien lisst sich folgendes fest-

stellen

1. wenn sich zwei oder mehr Knotenlinien im Innern schneiden,
so bilden sie nicht notwendig gleiche Winkel uniereinander, wic
man nach Analogie der Schwingungen von Membranen erwarten
kénnte ;

ehbensowenig steht eine den Rand schneidende hnotenlinie

immer senkrecht auf ithm.

Zum Beweis entwickle man in der Nihe des betrellenden S
punktes v nach Potenzen von z und y. Fiir den Fall zweier in

Schnitt-

x =o0, y=o0 sich schneidender knotenlinien ist ausser v =0
auch dwjdr =o0, dw/dy =o lir z =0, y =0 zu selzen; also
R— QﬁalT abxy eyt a4 ... Bei Membranen ist nun die
Gleichung Aw —+ Ao =0 _Lm_:._u.n: zu erfiillen, woraus fiie die
Glieder niedrigster Ordnung folgt 2 -+ 6 =o0; dies ist aber dic
Bedingung, damil die zwei durch az*—+ 2 bxy -+ ¢y* = o definier-
ten Geraden sich rechtwinklig schneiden. Bei Platten dagegen
AAw = k2 v die Glieder n'*" Orvdnung mit den
: inshesondere ble
Jich; die

bringt die Gleichun;
© Ordnung in Zusammenhar

Gliedern m —
hen die Glieder zweiter und dritter Ordnung ganz willk
Knotenlinien konnen sich unter beliebigen Winkeln schneiden.

Wenn die Winkel, weniestens bei Rechtecken, dennoch meist go®

betragen, so liegt dies in manchen Fillen an Symmeltriegriinden,

iifter aber auch daran, dass, wie schon __E;i-.:.nr.orﬁ.r im Innern
.E:ob;_.ﬁ. en ?:ua_.:l,m

sines Quadrates fiie v die

cos ke cosleyy == coshya cosky, )y,

cos ke sinfkn A == coshy @ sinky, 7, usw.

relten, welche der Gleichung Aw 4 (£) A7) w =0
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und somitdie Eigenschaften von Membh ranenschwingungen haben.

Am Rande ergeben die Bedingungen fiir die Glieder erster Ord-
nung in v gar nichts, fiiv die Glieder az® + 2 bxy + ¢r2 die Glei-
chung @+ uec=o0, aus der iiber den Winkel der Knotenlinie
gegen den Rand nichts geschlossen werden kann.

Interessanter sind dic Ergebnisse an einer Tcke. Hier muss
(*we/dzdy) = o sein. Ferner ist

(3%) =0 3
nebst den Ableitungen
) d Téiwm BERT dieses Ausdruckes nach y,
(38) —|=— =(2+pu)—, =0
da | da* dy?
= 0 .
nebst den Ableitungen
[ dieses Ausdruckes nach Z,
=0
. 0% % d*p 3
17 = =i = = AR
k4t ot Jzt dy? E ayt

eine Gleichung, die beliebig oft nach z und y differentiiert werden
darf. Wir legen die Koordinalenachsen in die zwei sich in der
iicke schneidenden Seiten und suchen die Koelfizienten der Tay-
lorschen Entwickelung

W= Uy U~ Ua— Uy—+...,

wo u,, ein homogenes Polynom m'*" Grades in & und y ist, zu be-
stimmen. Aus (37) und (39) und v /dady — o folgl zuniichst.
dass u, identisch verschwindet, wenn u- £ 118k, was wir annelhimen,
Ebenso ergeben (38) und (40), nebst den Dillerentialquotienten
von (37) nach y, (39) nach z, dass u, = o ist. Danach weicht
von dem linearen Ausdruck w,+ w, = o + bz - cy nuar in den
Gliedern vierter Ordnung ab, was zuerst von Lamb (loc. cit.) be-
merkt worden ist. An den Eclen wird die Platte nicht merkiich
deformiert.

Fiir die fiinf Koeffizienten der Glieder vierter Ordnung ecrgeben
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sich durch Differentiation von (37) bis (4o) fiir

b
- ; USW.
9x* [x=0, y=0

vier Gleichungen, aus (41) eine fiinfte ; die Koeffizienten derselben
sind also siimtlich bestimmt und proportional « :

iy ra— _c,Vﬁ&‘.uTm\_‘.| 6uaty?),
Ebenso sind die Glieder fiinfter Ordnung linear in b, ¢; diejenigen
sechster und siebenter Ordnung verschwinden usw. Fiir die Glie-
der m'* Ordnung ergeben sich durch m — 2 fache Differentiation
von (37) nach y, (39) nach x; durch m — 3 fache von (38) nach
¥, (40) nach x vier Gleichungen ; die Bildung der m — 3 Diffe-
rentialquotienten von (41) vervollstindigt die Zahl der m - 1 Glei-
chungen, durch welche alle Koeffizienten von i, durch solche von
Um_s, also schliesslich durch @, &, ¢ und X ausgedriickt werden
kiinnen.

Die Entwickelung von w in einer Ecke hingt also nur ab von
den vier Konstanten @, b, ¢, . Da wir aber iiber den weiteren
Verlauf des Randes in einiger Entfernung und iiber die daselbst zu
erfiillenden Bedingungen hierbei nichts vorausgeselzt haben, so
miisste die Entwickelung von w eine unendliche Anzahl Konstanten
enthalten ; der von diesen Konstanten abhdingige Teil von w ist
an der Stelle x = o, y = o nicht nach Potenzreihen entwickel-
bar, die Lisung ist in den Ecken nicht analytisch. Nur sehr
ausnahmsweise, z. B. in dem oben zitierten, von Lord Rayleigh
bemerkten Spezialfall p. = o sind e/nige der Losungen analytisch,
weil es dann gelingt, mit den drei zur Verfiigung stehenden Kon-
stanten den Bedingungen an den andern Rindern zu geniigen.

Es ist wahrscheinlich, dass um die Ecken herum die Losung
mehrdeutig ist, so dass die analytische Fortsetzung von w (z, y)
iiber den einen Rand hinaus, um die Ecke herum bis zum andern
Rand und ins Innere, hier nicht die Ausgangswerte von w ergibt.

Fiir den Fall eingespannter Platten ist ein entwickelbarer Be-
standteil iiberhaupt nicht vorhanden, wie man leicht findet.

)
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Berechnung der Koeffizienten.

Es seien die Koordinatenachsen durch den Mittelpunkt des
Quadrates parallel zu den Seiten gelegt wnd als Léngeneinheit
die halbe Quadratseite gewihlt, so dass fiir wn(x), w.(y) die
Ausdriicke (24), (25) gelten.
fan hat nunmehr einen Ausdruck der Form

s 8
—~

(42) .._,.,.”NM.}E: () .,:.,:m.u\
[

N 3

SN2 P 02wy
R

dx2  dy?

L\wﬂ_irvﬂ%«w.l.wv..‘f%m”_ dz dy

einzutracen und die Koeflizienten von As s AmnApy zu berechnen.
Dies fiithrt zur Berechnung der Grossen:

L g ’
2kl (e Wy — o 1)) 0=

: 1
; " -
Ci4) 3:5”.\‘ y, () .:\Z..NVQ..N.” >
-1

kejp— kb

° .
Wy = Wy = 0;

=1 5 ’ ) t
- 2 kel gty — Ik wn ), D=1
(45 ) Lmn = Opm = \, R.“.: En.._" dr = ! \..“ \N.Hw - H
Ml timT R

Qpn = pp =0}

+1 +1
\ umth der=o0 e A r\, g dyr= k3

—it —1

Man erhiilt diese Formeln durch Beriicksichtigung der Differential-
gleichung fiir u, und u, und partelle Integration. Fiir m =n
sind sie ungiiltig; hier ergibt sich

— k2 (ch2k,, — cosi,, ) cos?fl,, ch2 ke, tang £,y

W = 3 ; +a2k
€2y - cOs2 Ly, " e ke cost ko,
fiic m gerade, (oo =0),
(46
(40) ; 5
_ — k3 (sh2 e+ sink,y,) P sh2k,,; sin2k, cotk,,
Wm = A T -2k, % 7 =
sh2h — sin2k,, sh2 Ly — sin? ky,
fiir m ungerade, (w=o0),
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und
[ A3 (b2 k,, — costk,,) ., cos2hp ek, tang Ky
Limm = T = T S L ootk
2k - cOs? ke p ch2hyy - cosF iy,
47) fir m gerade, {ap0=0),
(47) o : : :
k2, (592 kp + sin2fyy,) sin2k,, sh2 k., ot ko,
Lppm = e — =Bk =T ThEl
sh2k,, — sin2k,, 52 fo, — sin2 ko,
| fiir m ungerade, (g = 8J.

Begniigt man sich mit vier genauen Ziffern, so ist

m m—1
cos/k,, (—1)? sind, _(=1)?
= 7 — = —
—\nam\m..:l.l cos2 L, ,\Iu ’\ sh2f,, — sin?hy, ¢\..u.

fiir m > 2,
coshs —(1—0,0173)

V92 &y -+ cos?

und es folgt fiir m > 2, n > 2:

- kb (fem— kn )

\0‘. —
ALP ) W =3 =
\_.hvxl \».._w

3

0=

wo = = 0, wenn /m, und n verschiedener Paritit sind; =(—1) * ,
m-n

wenn m und n gerade; und = — (—1) * , wenn m und »2 un-

gerade sind. Esist £,,= (m — §)=/2 zu setzen

(49) ES..:.”I\m..w_.I,_I Koy
; GUkEkn— ki km)
- . L. 7
\p:‘.: - \n..u

U i K, 2 3
Lppan =+ \f.; 43k

4

- { 2 =

Mit einer Genauigkeit von mindestens 2 Proz. sind diese For-
meln auch fir m und n gleich 2 anwendbar, und es ist

n{ fiir n gerade
il m =} ]

Wyp = 0, Wro = 2k (—1)* ) =o fiir n ungerade,
" Sop = Upp = 0,
(5oa) ¢ n—1 ‘
=0, wyp =2 3(k,—1)(—1) * [ fiir n ungerade,

al _J_H cE_,:m.m..E_a.
- 3 2
Voayyp =3, n:hHoni”.w’\Mh|C - ,

Der Koeffizient von A?,, im Integral V wird nun

L

(hrn) __ y. R
5

~ % . 5 1 -
‘\,u: \:t_;lT\pmJl 2 1AW gy W gy 20X — _L.v LommEnn— o
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Der Koeffizient von 2 Ay Apy

mm.mv _L.m__,:_.:v Wgp—t Wy Eaav + 2(1— W) GpgCmp = al

und es sind die Gleichungen zu lisen

0= Am_coi.l V,.L Ago—+ n«fo_o_ Agy QQD%:VS|T..

¢

o = aift Agp+(al®l — As) Apr—+ al% Ao+

* 0 = afd Moo+ alfP Aoy —+ alfs Aggm. .o (@l — A;) Ags.

Zur Vereinfachung wird man die aus der Symmetrie der Lisung
sich ergebenden Beziehungen zwischen den A, sogleich einfithren :
bei einer in 2 und y geraden symmetrischen Lésung kommen nur
gerade Indizes in Betracht und es ist Ay, = A, ; die Zahl der Un-
bekannten reduziert sich so bei gegebenem s betriichtlich. Ahn-
liches gilt fiir die andern Fille von Symmetrie. Nichtsdestoweniger
wiire eine Rechnung aul drei bis vier Stellen fiir eine grissere An-
zahl von Eigenschwingungen undurchfilhrbar, wenn das Glei-
chungssystem nach dieser Reduktion nicht die Eigenschalt hitte,
dass die @!'"" der Diagonalglieder erheblich grisser sind und mit
m und n rascher wachsen als die iibrigen a!{7?. Infolgedessen liisst
sich das System (53) mit einem geringen Aufwand an Rechnung
durch sukzessive Approximationen leicht l6sen. Wir wollen dies
fiir den Fall in # und » ungerader, aber symmetrischer Schwin-
gungen zeigen, zu welchen der Grundton der Platte gehirt. Wir
wiihlen fiir p. den Wert u.= 0,225 (vgl. unten), und entwickeln
bis zu den Gliedern in w;, setzen also s=25. Es sei abkiirzend
Um(y) = vm gesetzl und ,

wo=Agu i+ Ny (g 05+ 012) + Aatby vy 4 Ay Ly 05—+ 159)
4 A (a0 wses) +— Agusep.
Das System (53) wird hier
fo=(13,95—A)A—32,08A,+ 18,604, 32,08A3— 37,207, + 18,60A;,
o=—16,0fAy+ (411,8 —h)A; — 120,04, —133,6A; 166,84, 1foAs,
0=-+18,60A,— 240, 0A;+ (1680 — A)A,— 218, 0A; — 11344, + 330A;,
0=-+16,04A¢—133,06A,--109,0 A (20945 — M) A; — 424 A+ 179 Ay,
0=—18,64,+166,8A;— 567 A,— 424 Az + (6303 — L) A, — 1437 A5,
Lo=-+18.6A;+280A, — 330A,+ 358A; — 2874 A, + (153674 — A)A;.

Wiirde sich das System wirklich auf seine Diagonalglieder he-
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schriinken, so wire die kleinste Wurzel = 13,95, die nichste

411,8 usw.; fiir die erste bleibt A, willkiirlich, die andern A; sind
Null ; fiir die zweite gilt dies fiir A, usw. Da es auf den konstanten
Faktor nicht ankommt, setzen wir, um den Grundton zu erhalten,
A,= 1, und in erster Anniherung A= 13,95. Dann ergeben die
fiinf letsten Gleichungen die iibrigen A;. Wesentlich ist nun,
dass diese A; gegen 1 klein sind, so dass sie nur mil geringever
Genauigkeit berechnet zu werden brauchen. Beschrinkt man sich
auf vier Stellen beim Schlussresultat, so sind sdmtliche Opera-
tionen, auch schon die Berechnung der wp,. und oy, und chrer
in den a7 auftretender Produkte, mit dem Rechenschieber
ausfiihrbar, wodurch bei dem Charakter dieser Operationen die
Rechnung sich sehr einfach und sicher gestaltet. Direkt mit vier
Stellen zu berechnen sind bloss die in den wWma, %me und den a;;"
auftretenden Potenzen der k;.

Wir berechnen fiir die A; eine erste Approximation, indem wir
alle Glieder rechts vernachlissigen neben den Diagonalgliedern,
es wird also

— 18,60
1686 — 13,95

-+ 16,04

A=
_.\_:_m|aqwm_ N

Ay nn

A=

Diese A; sind ersichtlich simtlich klein. Aus der ersten Gleichung

folgt eine kleine Korrektion fiir A:

3\ =—32,08A,+ 18,60 A:+ 32,08 A5 — 37,20, + 18,60As.

Diese Werte der A; und X + &\ setzen wir in (54) ein; das Ergeb-
nis wird in den einzelnen Gleichungen nicht Null sein, aber doch
eine kleine Zahl. Die Korrektionen der A;, die dadurch nitg
werden, berechne man wieder unter alleiniger Beriicksichligung
der Diagonalglieder; eine oder zwei m:Wwam?m WoE..mf‘_.oEw: ge-
niigen meist, um die vierte Stelle bis auf wenige Einheiten fest-
zusiellen.

Hat man eine erste Approximation schon berechnet, unter Be-
riicksichtigung einer kleineren Anzahl Glieder der Entwickelung,
so wird man sie bei der Berechnung der erweiterten Formel vorteil-
haft benutzen kénnen. Im vorliegenden Falle ist es z. B. zweck-
missig, zuerst das System :
m A—wu@ml Wu.}alwmﬂOm p._” 0
| — 16,05 Ay~ (411,8 —X)Ay=o

—~
O
(%2}

~—
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zu losen, welches dem Ansatz
Ww=Agu ey Ay (w050 1g)

mw:m?:.nrﬁ diese Werte trigt man in das vollstindicere System
.Aun.v, und berechnet nun die Korrektionen 84, SA, Mnm As. . Ay
in ..‘r.&, angegebenen Weise (). -

Die Korrektion, die % erfihrt, ist stets regativ, weil A das Mini-
mum des oben bhesprochenen Integrals ist, welches bei der Anwen-
n_ﬁnm von mehr Konstanten notwendig abnehmen muss.

2.55:. man A, =1, A=411,8 und berechnet ehenso die Kor-
rek tionen, so erhiilt man den niichsten Oberton, der dieselbe Sym-
Inetrie besilzt. Wieder ist die Korrektion von A negaliv; dies tritt
.ﬁmmoo.r erst ein fiir das System (54), nicht schon fiir &m,ﬁ.m.& Ap-
proximation (55). Der Grund liegt darin, dass das neue % einem
Minimumwert des Integrals nar entspricht, wenn die Bedingung

.\,.\. wow dx dy = (wo= Grundton) ’

hinzugefiigt wird, welcher durch den Ansatz (35) nur roh geniigt
8 L -~ . - ! =
s%im withrend (54) sie innerhalb der Genauigkeit der Rechnung
erfallt. In di i iegl
o mu.mmmw wmﬁrww:um liegt auch, wenn mehrere Ober-
M:ﬁzwzumﬂwb mittels (54) berechnet worden sind, eine einfache
ontrolle der . ister—=A ie ei
Rechnung. Dennistw—=—A,u, ¢, +... die eine der-
selben, o/ =

: : ;
Ajuyv ... irgend eine andere, so ist
.\,\se do dy = AgA) + 2A1 A%+ Ay Al + 2A; AL+ 5A, AL+ AgAL,

und dieser Ausdruck 1 ;
. . ck muss einen Betrag haben, der zu vernachliis-
sigen 1st.

UMH; Umstand, dass die Diagonalglieder grisser sind und rascher
wachsen als die iibrig i iir ho 1 i

. Hm_y als die iibrigen, gilt auch fiir hihere Approximationen,
" _ L e

nd folgt daraus, dass die wpy,, %mn (M 7 1), die in die andern

T i ; .
(') Dic erste Annilerung gibt, wenn A, =1 ist:

A;=o0,0403; A,=—o0o 5 = — } = . S
1 5 04 ] uccmw. »‘Vu OvDOmOm .>.\.| = 0,0010; A;= 0,0022,
Exakt ist:
.,_Iﬁwo,.. i & IIO._._\. Ay = — 0 3 == =
\,=o0,03 A, = 040 Ao — 3 A 0,00 A= 0
943 4 1 3 3 , 00043 Ay 5 Ty Ay ), 0010,

und A =12,43 statt 13, g5.
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Glieder eingehen, nach (48), (49) und (50) wesentlich langsamer
wachsen als die Wpn und g, £ und k% der Diagonalglieder. Fiir
hihere Obertine, die komplizierten Funktionen entsprechen, ist
natiiclich die Entwickelung weniger rasch konvergent; immerhin
bleibt auch hier der Fehler, der bei Beschriinkung auf das Haupt-
clied @y, 0, == 91m wy entsteht, von der Ordnung 1, und dies bedingt,
wegen des raschen Oszillierens der «, v fiir grissere m, fiir dic
Klangfiguren nur Fehler von etwa 1 Proz.; fiir die’ h von 5-10 Proz.

Die Aggregate tovo; to¥y = 1, ¢y, die linearen Funktionen von
z und y entsprechen, ergeben k. =o; dies ist selbstverstindlich,
da die Platte eben bleibt. Aus dem Ausdruck von J verschwinden
sie und konnen daher bei allen Rechnungen weggelassen werden.
Bei Entwickelungen nach den Eigenfunktionen w; der Platte
aber miissen sie beibehalten werden, ebenso wie uy und w, fir
den Stab.

Im folgenden sind die hiheren Approximationen fiir diejenigen
Tone angegeben, dic in erster Anniiherung den Formeln

UV 0mly

entsprechen,, mit m<<4, n<4; es sind die Glieder bis zu
m — n — 5 beibehalten, womit die dritte Stelle bis auf 12 Einh.
sichergestellt ist. Dies bedingt fiir die Klangfiguren eine noch ge-
ringere Unsicherheit, die ganz innerhalb der Beobachtungsfehler
liegt.

Dem Aggregat ity ¢~ Vi lin os_mm_'mo_; stels ein etwas griisseres
), also ein hiherer Ton, als dem Aggregat py¢p— Vmity, wenn
m und n beide gerade oder ungerade sind. In dem andern Falle
liegt ein Doppelton vor, und es sind die Schwingungen v = 1, 0y,
o0 — v, tty auch einzeln miglich, ferner jede lineare Verbindung
der Form Awunv,+ Be,w,.

Zur Berechnung der Klangfiguren, d. h. der Linien, in welchen
o verschwindet, wird man zweckmiissig die beobachteten Werte
als erste Approximation benutzen ('). Bei der Berechnung der

(') Tabellen fir w, w; gibt Lord Raviec, Sound, §178; fur vier Stellen sind
dic zweiten Dillerenzen bei der Interpolation zu beriicksichtigen. Zuy ekien
Berechnung auch der w, w,, ... henutzt n mit Vorteil die Tafeln der Funk-
tionen cos und sin (Kreis- und Hyperbelfunktionen) von Dr. Carl Burnav, Berlin,

1907,
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Korrektionen, die stets sehr klein sind, geniigt die Beriicksichti-
gung des Hauptgliedes der Formel. Von m und n=—4 an bhis m
und n = 7 sind die Klangfiguren auf Grund der vereinfachten For-

mel u,, 0,3 u,¢,, berechnet, da hier genaue Beohachtungen nicht
; g g

vorliegen und auch schwer mdaglich sind.

Die Tonhdhen.

Aus einem bekannten ). ergibt sich nach (4) die Anzahl Schwin-
gungen pro Sekunde

h EA
56 = .
(56) v _AL\_E.IE

Genaue Beobachtungen iiber die absoluzen Tonhihen unter ge-
nauer Angabe der Elastizititskonstanten, des Verhilinisses 2 4 der
Dicke zur halben Seite der Platte und der Dichte o des betreffenden
Materials sind mir nicht bekannt. Die relativen Tonhshen der
verschiedenen Oberline gegen den Grundton, wenn fiir diesen der
Ton G gesetzt wird, hat Chladni (') angegeben. Es ist die gleich-
missig temperierte Skala vorausgesetzt; ein - bedeutet, dass der
wahrgenommene Ton etwas hiher war,

ein — dass er tiefer war.
Leider ist von Chladni nicht angegeben, ol er Metall oder Glas
benutzt habe, wodurch der Wert von i erheblich unsicher wird ;
vielleicht hat er Platten aus beiderlei Material in einzelnen Iillen
gebraucht, im allgemeinen jedoch zeigt die va_.mm:m:.BB:nm. mit
unserer fir Glas ausgefiihrten Rechnung, dass er Glasplatten be-
nutzt hat. Durch den G_umwm,m:m. zu Metall wird die Tonhihe leicht
um eine Sekunde verindert, wie dies beim Kreis schon die Berech-
nungen von Kirchhoff gezeigt haben.

Die Tonhihen, die auf Grund exakterer Formeln {unter Be-
Eo_ﬂmmo__:m.::wrcrmﬂ.mw.}w_zﬁiEm:obmsv berechnet sind, stimmen
genaw mit Chladnis Angaben iiberein. Es sind dies die Haupt-
schwingungen, in der Tabelle mit * bezeichnet. Dje tihr

igen, nach
dem einfachen Ansatz v — Uy &

n == ¢mit, berechneten, sind teil-
weise um 3 Ton zu hoch. Dies wird uns nicht wundern, da ja die
entsprechenden ., wie oben bemerkt, stets zu gross sind, und zwar

(') E.-F.-F. Cuvapyr, Akustik, Leipzig, 1802, p. 138,

=
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sind sie bei den Hauptschwingungen, wie sich gezeig u_w_mr %mrm
3] ; 1 ‘ier is el en Tone
um 5-10 Proz. zu gross, was einem viertel r_u o_wam«: r,w >
entspricht. So ist ) aus dem Ansatz u, ¢, gleich 13,74 ; be1 genauer
tirde man die hiheren 2.
Berechnung dagegen 12,43 (vgl. oben). Wiirder n. di v
auf den Grundton beziehen, wie erin erster Approximation gege en
ist, so wiirden die Tone um £ Ton zu erniedrigen sein, ::Q.H%m
§ insti i ; e sie U aupl 1 der oben
Ubereinstimmung wire so gut wie sie iiberhaupt, bei der o
i heit. erwartet werden kann.
erwithnlen Unsicherheit, m_SE.rm_. werden kar - T
In der folgenden Tabelle sind die Schwingungen Mm '
i e ie charakteristischen Hauptl-
Tonhithen geordnet, und jedesmal die L_::mw:w i : __Wmm
i G ‘ zugehirigen A.
glieder w,,¢,== vmu, angegeben, nebst den zug g
Zeichen == deutet einen Doppelton an.

Tabelle der Tonhohen (p = 0,225).

BEOD.

HAUPTGLIEDER s BER. BEODB. HAUPTGLIEDER * B

g+ \.n.mu
a,+ | gis,+

1 =l T

u; ey

2
v, 12,

3| G*
0

Uy ¥y — ¥yt

ais, ats,
Uy Vo 0y Uy Uy vy X 3t ke ﬁ“.,.v
I ety P Uy V5 — Ug¥y i )
o i Ty 0y — U, U, c,— | ais,
Uy vy 7= 1y 0, 3 Vs 5 Vs i/
w, v Uy g+ U0, ci—
1 - s
: { Uy V== 9 Ly c,+ C;
uvy— vy 1V ; i
U Py Uy ¢ U Vg = U ¢y CiS; Ci
[ R } avi i
[l TN U, Vg— Uy 0, d,+ 2
58T Uty : st
™ _ W, Vs Uy ¥ 7840 | dis,— L4
Wy v, — vyl 2 ¥ g Y2 7% ;
ey w0 = wo, | gedo e, dis,
Uy 0y Vo 5 , !
:,.c} = :a e, ugvyE 10380 S .3,
e . o, 13670 g, 4 | fis,+
Uy @ Clf s / =
“A¥3

9@

wpv,— vy | 13840 | gy g+
U0 W, 0 | 1H1a0 | @IS, 4 | g+
U V== uy v | 20000 ny, | ais,—

4o d, == (7}

Uy ¥ — Uy Vs

by Uy~ U0y

[/ =l S 7 8

1
58~
v Rl

o o Sy ) re—
Dabei ist, um daran zu evinnern, = tn(x), ¥n=ta() )8

selzl.

(') Von Chladni von dem vorigen Ton nicht getrennt.
AJfc:E._M:_:mEnr:umcvmo_zﬁ.
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Die Ubereinstimmung der mit * bezeichneten Schwingungen
mit Chladnis Beobachtung ist eine vollkommene, wiihrend nach
Kirchhoffs Rechnungen fiir den Kreis Abweichungen sich zeigen,
die fiir p.=1 (Poisson) kleiner sind als fir p =4 (Wertheim).
Dies zeigt, dass Chladni auch hier mit Glasscheiben operiert hat,
und dass fir Glas p. jedenfalls kleiner als £ ist, und von dem hier
benutzten Wert 0,225 nur wenig abweicht.

Benutzt man fiir eine Schwingung den angeniiherten Ausdruck
Wmn=Un(Z) g () == ttx(x) un(y), so berechnet sich, wie schon
hervorgehoben, das zugehirige angeniiherte A aus der Formel

u, =

Q=

wo Juy das fiiv w = w,., gebildete Integral (7) ist, wihrend

Qﬂ.\,\‘.cws dz dy.

Setzt man hierin die fiir w,, (p. 281) gegebenen Ausdriicke ein, so
wird

(57) A=kh—+kh+ (20 0 Wy T2 a0,
21— p)(om m&am =8k, m#n,
(38) h=aki - apwd,,, L a(1— p)ad,, fiir m = n.

Bei m — n kommt das untere Vorzeichen natiirlich nicht in Be-
tracht ; bei den Doppeltinen verschwinden in ) die Glieder mit
den doppelten Vorzeichen, so dass beide Vorzeichen dasselbe 4
ergeben.

Nach den Gleichungen (48) bis (50a) sind die wum, %pm zwWel-
ten Grades in den 4;; die o, und w,, fir m == n dagegen ersten
Grades. Zur Aufstellung einer angendherten Formel fiir ) be-
schriinken wir uns auf die Glieder vierten und dritten Grades;
dann kinnen wir die == Glieder in % gegen die iibrigen vernach-
lissigen (wodurch je zwei benachbarte Tiéne in einem vereinmigt
werden). Fir die wpm, %mn benutzen wir die Ausdriicke (49),
(50), (Soe), dann ergibt sich angeniihert

(59) A= (k- k22— o p k3 K+ (6 — S ) bpmbhn (e Kn),
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wobet
™ 1
\. = kl m — —
m o A,v._
ist; fiir m = o und m =1 ist dagegen k,= A, = 0 zu selzen.

Ist = o, so schwingt die Fliche angenithert wie ein Stab, und
es stimmen, wie bei einem solchen, die Tonhihen mit den Qua-
draten der ungeraden Zahlen angeniihert iiberein, wie schon Chladni
bemerkte. Fiir 7 =1 ergibt sich dasselbe Resultat; nach der
Formel (57) sind die entsprechenden Tone aber in Wirklichkert
etwas verschieden, die Abweichung ist bei den Grundiinen relativ
am bedeutendsten. Sind endlich 7 und n geniigend gross, so er-
gibt sich das asymplotische Gesets der i

L3
(60) k= |m++ z_.iui_lt.uimajmrv :

Die Schwingungszahlen sind der Wurzel aus A proportional.

Die systematischen Fehler bei der Beobachtung Chladnischer
Klangfiguren.

Fiir eine Anzahl von Klangfiguren hat Strehlke (') sehr genaue
Messungen an verschiedenen sorgfiltig gearbeiteten quadratischen
und kreisformigen Platten aus Spiegelglas angestellt. Insbesondere
hat er drei quadratische Platten benutzt, deren Dicke etwa 5, %
und % der Seite war. Die Beobachtungen stimmen fiir die drel
Platten innerhalb 0,001 der Seilenlinge, manchmal noch genauer.
Diese Genauigkeit erweist sich jedoch fiir den Vergleich mit der
Theorie als illusorisch und ist durch den Umstand ermiglicht, dass
Strehlke die Unterstiitzung und die Erregung durch den Vielin-
bogen fiir eine bestimmte Klangfigur bei allen Versuchen genau
an dieselben Stellen verlegte. Welcher Art nun bei diesen Ver-
suchen die wichtigste systematische Fehlerquelle ist, ergibt die
Diskussion der Messungsergebnisse in folgender Weise :

In einer Klangfigur (vgl. unten Fig. 21), in welcher, der Sym-
metrie nach, die beiden Diagonalen Knotenlinien sein sollten, fin-

(') F. STREHLKR, Repertorium der Plysik, von H. W. Dove, t. IIT, p. 112 I,
Berlin, 183g; vgl. auch Pogg. Ann., t. XCV, 1855, p. 577; t. CXLVI, 1872, p. 319.
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det Strehlke an deren Stelle zwei hyperbelartige Kurven, deren
Scheitel im Abstand von 0,037 (die Quadratseite als Einheit ge-
setzt) lagen. Auch Chladni gibt an, dass er dies Verhalten unter
Umstiinden beobachtet habe. Theoretisch ist dies ausgeschlossen;
denn durch eine Drehung um o® entsteht bei solcher Dissymme-
trie eine neue Figur, die derselben Tonhihe enlsprechen muss;
es lige also ein Doppelton vor und eine unendliche Anzahl von
Figuren miisste moglich sein; dies widerspricht der Erfahrung,
die zweite Figur muss also E; der ersten identisch sein, die Dia-
gonalen sind Knotenlinien. Wie kommt diese Abweichung zu-
stande ?

Es ist klar, dass zur @rmaémzmm:w der Reibung die Schwin-
gungsamplitude ein gewisses, von der Beschaffenheit der Oberfliche
und des Sandes abhiingiges Minimum = ¢ iiberschreiten muss
unterhalb desselben Em__: der Sand unbeweglich. Wo sich die
zwel Durchmesser schneiden, ist aber ausser « = o auch

dew dew

- =0, o i—t

dxr dy
Bezogen auf die Durchmesser als Achsen ist der Ausdruck fiir die
Amplitude w(z, y) in erster Anniherung

w=Azy (A = const.),

und der Sand bleibt in indifferentem Gleichgewicht innerhalb
eines Gebietes, welches von den zwei Hyperbeln

Hm” Puﬁu\

begrenzt wird. Ob der Sand sich hier gleichmissig verteilt oder

gegen die einen oder andern Rinder des Gebietes gedringt wird
(beide Fille sind beobachtet), hiingt von der Stelle ab, wo der
Bogen angelegt wird, von welcher aus, neben dem hetrachteten
Ton, auch Nebentine von verschiedener, zum Teil betriichtlicher
E:rm sich als Wellen aushreiten und eine Bewegung des Sandes
bewirken kinnen. Theoretisch ist der Vorgang nicht zu iibersehen
wegen der Reflexionen an den Seiten des A./:mmnm:wm. Bei dem be-
sprochenen Versuch von Strehlke ist der Sand an die Riinder des
Gebietes getrieben worden, womit die betrichtliche Abweichung
von der Theorie sich maEmZ Allein dieselbe Ursache ist auch in
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der
hier der Anstieg von der Amplitude Null zu == ¢ rascher erfolgt,

ganzen Ausdehnung der Klangfiguren wirksam, wenn auch

der mgliche Fehler also kleiner wird. Aber mehrere Tausendstel

der Seitenlinge betrigt er unter allen Umstinden, so dass die

1
[

vawmmbmerd:dssm der Versuche Strehlkes auf weniger als
der Seite untereinander, c:m ihre Abweichung um mehrere Tau-
sendstel, ja um beinahe 1 (in einzelnen Fillen) von der Theorie
nichts besagt.

Hierher gehirt auch die von Strehlke und schon von Chladni
gemachte Beobachtung, dass bei einer Kreisscheibe, wenn drei
oder mehr konzentrische Kreise die Klangfigur bilden, der innerste
Kreis entweder diffus bleibt, oder eine Fz;umm ?Emf wiithrend die
andern Kreise keine messhare Abweichung von der Symmetrie
zeigen. Strehlke (') erblickt den Grund in einer ungeniigenden
Homogenitiit der Platte; doch ist kaum begreiflich, warum diese
Ursache stets nur den innersten Kreis beeinflussen sollte, und
warum die Kreise manchmal einfach diffus bleiben. IDies folgt
aber ohne weiteres aus dem Umstand, dass die Amplitude bei drei
Kreisen gering ist und vom Rand gegen die Mitte zu im Mittel
abnimmt ; daraus folgt um den innersten Kreis eine besonders
grosse Zone indifferenten Gleichgewichtes fiir den Sand. Wird
nun die Amplitude sehr erhisht, etwa indem man zum Bestreichen
der Platte mit dem Bogen ein in die Mitte eingebohrtes kreis-
formiges Loch benutzt (Strehlke), so werden die Sandkirner zum
Teil an den Rand des Bereiches getrieben, es entsteht eine ellip-
tische Figur, deren Achsenrichtungen von der Streichrichtung
abhingen. Bei mﬁ.wr:é war die eine Achse um 0,003 zu gross,
die andere um 0,003 zu klein (Durchmesser der Emim 1); elne
Qwamm:oE_:::au wie sie @ priori zu erwarten war.

Den Werl von p. fiir seine Platten hat Strehlke nicht angegeben.
wodurch der Vergleich mit der Theorie ebenfalls etwas (wenn
auch nur wenig) unsicher wird. Fir Glas haben verschiedene
Beobachter Werte zwischen 0,210 (Voigt) und o,257 (Caulon)

Den Einfluss der 3 E.quin_:znq auf die TUOHmHL::m: hat auch
Zeissig (2) direkt beobachtet.

(') F. SrrenLke, Pogg. Ann., . XCV, 1855, p.
(%) J. Zussie, Inaug.-Diss.; Wied. Ann., t. LX1V, 18¢8, p. 360.
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erhalten; ich habe das Mittel p. — 0,225 gewiihlt, welches jeden-
falls nur um - fehlerhaft sein wird ; auf die Knotenlinien ist dies
ohne merklichen Einfluss; bei den Haupttionen, die in hiherer
Approximation berechnet werden, ist die Korrektion fiir

[t = 0,225+ 3

gegeben ; genaue Beobachtung der Verhiiltnisse der Schwingungs-
zahlen kinnen in der Tat dazu dienen, p. zu bestimmen. e

Der Einfluss der endlichen Dicke A der Platte diirfte wohl
erst in den Gliedern zweiter Ordnung in Betracht kommen. Da
Dicke/Seite der Platte bei Strehlke ==L bis % war, gibt dies Feh-
ler von der Ordnung o, 0002 bis 0,0006 (Seite =1), die nicht in
Betracht kommen.

U.E.n_p die Art der Unterstiitzung, vor allem aber durch das Be-
streichen des Plattenrandes mit dem Bogen, wird, wie Lord Ray-
_m_m: (loc. cit.) hervorhebt, die Bewegung zu einer nicht ganz
freien, was sowohl auf die Lage der Knotenlinien wie auch auf die
Tonhthe von Einfluss sein kann. Endlich sind diese Bewegungen
m._n.ml., gedidmpft, vorallem durch die Fortleitung des Schalles durch
m_._m Luft, zaum Teil auch durch innere Reibung : auch hierin liegt
eine Abweichung vom theoretischen Ansatz, die aber wohl in mm,T
gegengesetztem Sinne wirkt wie der Einfluss des angelegten Bogens,
so dass sich heide Fehlerquellen zum Teil kompensieren diirften.

Die Klangfiguren quadratischer Platten mit freien Rindern.

. Im folgenden sind die Formeln fiir die Eigenschwingungen, die
sich auf Ow::m._ der mitgeteilten Methode ergeben, zusammen-
m.omu:w_: Eﬁ_ mit den Beobachtungen von Strehlke verglichen (').
Bei mmb rcrm.wmu Eigenschwingungen, wo keine genauen Messungen
vorliegen, sind die angenitherten Formeln (I) p. 265 zugrunde
gelegt; der Fehler (1-2 Proz.) ist bei dem Maasstab der Figuren
bedeutungslos, und bei den mannigfachen Schwierigkeiten und

Fehlerquellen der experimentellen Herstellung der Figuren diirften

(') Die Ausdriicke fiir o sind auf drei ri i i
bty 1= Dol Jn Stellen genau, doch wird die vierte
gef 5 eine Anhiufung von Fehlern zu vermeiden, die die dritte Stelle
stark beeinflussen konnten.
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die hier gegebenen die ‘Wahl der Unterstiitzungspunkte und somit
die experimentelle Darstellung wesentlich erleichiern.

Die im folgenden mitgeteilten 46 Klangfiguren erschopfen un-
gefihr das, was ohne allzugrosse Schwierigkeil experimentell er-
reicht werden kann; sie sind von Chladni in seiner Akustik zum
grisssten Teil gegeben worden, jedoch sind die Zeichnungen melst
nur ziemlich roh, wie schon der Vergleich mit Strehlke zeigt, und
es sind Tiine als doppelt und ineinander transformierbar bezeich-
net, die es nur durch die Methode der Herstellung geworden sind ;
dementsprechend sind diese Figuren stark verzerrt.

Fiir die Doppelténe wiiren an und fiir sich unendlich viele Figu-
ren miglich. Den Ausdriicken w, (z)u,(y) = wp ()t (y) eni-
sprechen hier zwei Figuren, die auseinander durch Drehung um
go" entstehen; den einzelnen Schwingungen tp(Z)un(y) Linien,
die angeniihert parallel zu den Seiten verlaufen, und deren Lage
den Wurzeln von u,, ()= o0 bzw. w, (¥)=0o entspricht; sie schnel-
den also jede Parallele zur z-Achse (bzw. zur y-Achse) in Punkten,
die genau so liegen wie die n (bzw. m) Knotenpunkte der n'®"
(bzw. m'*®) Schwingung eines Stabes von gleicher Linge mit freien
Enden. Fir jeden Doppelton wird eine igur, die

_..a.,:mmwvt.:mb\vw ﬁf.;h.u\&:_:m.ﬁv =0

entspricht, und eine solche, die u, (z) w.(y) =0 entspricht, ge-
geben. Wie man die Schar der unsymmetrischen, derallgemeinen

Formel
A ESAQV :.:A.u\.v + B :_;m.ﬂu m,.;;«,u\v =0

entsprechenden Figuren ihrem ungefihren Verlauf nach daraus
_herstellen kann, ist oft fiir den Fall von Membranen usw. beschrie-
ben worden ; da fiir jeden Ton diese Figuren simtlich durch gewisse
feste Punkte, die Pole der Figur gehen miissen, wird ihre Kon-
struktion dadurch auch erleichtert. Diese Pole sind (in erster
Annitherung) die Nullstellen der Gleichungssysteme wmlx) = 0,
Un(y)=o0 und u,(x) =0, U (y)=o. Ihre Lagen sind also auch
mit denen der Knotenpunkte freier Stibe identisch.
Die Figuren sind zuniichst nach den Symmetrien der Schwingung
geordnet; innerhalb jeder Abteilung nach der Tonhthe. Es sind
angegeben die Formel fiir i, der Wert von W fiir u = 0,225 (Glas)
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und die Korrektion dieses Wertes fiir p=0,225+8p (wodu
klein ist); letztere allerdings nur bei den genau berechneten
wo sie allein einen Sinn hat. B

Aus dem schon besprochenen Sturm-Liouvilleschen Satz, dass Fig. 7.
ein Ausdruck der Form Ay (x)+Bu,(x), wom=nist, hichstens [. Grundton. »= 12,43 — 18,08u.
m und mindestens n Wurzeln hat, folgt, dass eine Parallele zu
einer Seite des Quadrats die durch

! A. Lisungen, die in x und y ungerade und symmetrisch sind.

W=,V -+ 0,0394( 1w va-+ ¢y y)

- 0,00§0U05— 0,0030 (W 05+ Uy

E_SA.R.V:..NA%\vH WUm Ah\vﬁa«,&_v =0 +0,0001 Uz Usiy ) — 0,001Q Uz V.

gegebene Figur in hichstens m und mindestens n Punkten
schneidet. Die Kerrektionen, die die hshere Approximation ein-

fiihrt, sind zu klein, um hieran etwas zu indern. e
Ist (Vorzeichen + ) die Diagonale x = » keine Knotenlinie, so IT. A=13;8—3570u.
wird sie von Knotenlinien (und zwar senkrecht) geschnitten in ) , ,
den Punkten, deren Koordinaten z = y die Wurzeln von imlz)=—0 SO S = E_Hw,ﬁ c,i\,._ ; _
und u#,(z) = o sind, also in n -~ m Punkten, deren Abszissen und 0! l e | B B o
Ordinaten wieder den Knotenpunkten schwingender Stibe ent- — g S Uyl Sl iRy \
sprechen. Auf scheinbare Ausnahmen, die durch nahe Koinzidenz Ee 1
zweier Wurzeln entstehen, wird unten hingewiesen. —
Ist das Vorzeichen — genommen, so gehirt stets die Diagonale ¥ beob. : 0,53 0,578 0,630 0,690 0,75 o8y 0,803
z =y zur Klangfigur. Sind dann n und m beide gerade oder un- @ beob. : 0,937;  0,8750 0.,812;  0,7500 0,687 0,6250 0,562
gerade, so gilt gleiches von der zweiten Diagonale. Wenn nicht, @ ber.—x beob. 1 —o0.003 —o0,000 0,000 — 0,000 0,000
so liegt ein Doppelton vor, der sich somit durch seine geringere ) B . b o eebien ik i K bhrdiantn
Symmetrie kennzeichnet. Nach der _.A.EJER._ i, ..UWIT:”_.E ==3¢ E..r_m. o sen _m. H/oo_.m, o .
Sind m und n ungerade, so gehoren die beiden Koordinaten- der Punkte, _W, _H_‘o:m: diese 7:2.55 die _p_um.o:..:mb sc _:m__‘ E.r E.p
achsen (Seitenhalbierenden) zur Figur. Diese Siilze liessen sich W == g, q_ubﬂw.»ﬂ.u_;wp__u. u__o.u\m a._m m_mﬂ. ._.E.ma.w::.“ﬁa._m.m__.,/.:,,,..m,:_
leicht vermehren ; sie gestatten es, zu einer gegebenen Klang- T=1LY=0 0o »_Umov”...‘:h_mi.‘. . .._J_a Seite glexc H_..y” ;m,u.:_g:._.ﬁ‘a
Sigur die zsugehirigen Indizes m, n zu finden. die .,Em_mzm__ﬁ.rm I c_.Ec_. fiir die Kurve f.m__._m_. von .P,m_ h1s u_h. .u _c,?
Es ist im folgenden wieder abkiirzend 1, — Un(2)y ¥2= ttn(¥) der Seite m.m.._om_f was im E.,._m.mr_r der \ﬁ.orﬂ:bm u”u:u_s ,_”::_w__ ,s_c
gesetzt, wo die u,(z) die durch {24), (25) p. 381 gegebenen Funk- bemerken wiire, geschweige die nach der genauen FFormel erhal-
tionen sind ; die z-Achse ist nach rechts gelegt, die y~Achse nach tenen Fehler.
oben, durch den Mittelpunkt des Quadrats parallel den Seiten. 4 Fig. 3
Lingeneinheit ist die halbe Seitenlinge. Wegen der Symme- ’ N
trien hat i Vm.:: .awm_,mﬂﬁor mit der Erfahrung nur positive o G R g 0D m ,_
und y zu beriicksichtigen. BT 5 - _
=+ 0, TR0 Uy ¥y~ UsPy) — 0,007 Uy 5. _
_ |
Messungen fehlen. I [ |
R. 20
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Fig. §.
IV h=2045: O O
0= Wy Oy Uiy
Diese Iigur fehlt bei Chladni. Q O
Fig. 5.
L/ J
N ) = 6303 \v/
W= Wa byt g ¢, \\
\_ /]
Fig. G.

VI. X = 13674.

W= uz;. 1

u

B. Liosungen, die in @ und y ungerade und antisymmetrisch sind.

Big. 3.
[. A=316,1—2703u.
W =1 V33— VU3 —+ 0,000 )¢5 — v i; )
e ONOOwu UgO5— ¥35 ).
Fig. 8.

W= U Py— ¥ 5.
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Fig. 9.

1. % = 5570.

W= Ug V5 — C3Us5. L

ZAN

—

C. Liosungen, die in x und y gerade und symmetrisch sind.

Die Klangfiguren dieser und der folgenden Abteilung erscheinen
nesonders leicht und es kénnen besonders viele Obertiine zur ex-
perimentellen Darstellung gebracht werden.

I 5 Fig. 10,
I. X=35,73+ 20,8 .
W= Va+ WaVy— 0,023 tty0;
-+ 0,0130(Loo; + vy )
-+ 0,00206 (tig0, 4 vatry)
= 0,0010 1,0, ,
@ beob. : 0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500
9 beob. : 0,840 0,829 0,706 0,744 0,675 0,589
— ob.: 0,003 03 40,003 0,003 - 2,00,
ber s beob. : 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 —0,00]

Die Abweichung ist offenbar einem der besprochenen, systema-
tischen Versuchsfehler zuzuschreiben. Die erste Anniherung
iy e+ ¢y 1t ergibt fiir die Schnittpunkte mit den Achsen die
Koordinaten o, 830 (heob. 0,83¢9) ; mit der Diagonale o, 352 (beob.

0,546).

IT. % = 266.0— 274 dp.

W= 0,0122( llyPs—+ Yyl ) + Wa Vs
— 0,0I88( tep vy —— ¢y thy)
—-0,0880( vy —+ ¢4 0a)

— 0,004 1y vy,

z beob.: 0,100 0,200 0,300
oy beob.: 0,533 0,534 0,538
¥ ber,— y beob.: —o,003 —0,003 —0,00] —0,000
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Fiir den zweiten Teil jedes der Kurvenstiicke ist:

¥ beob.: 0,600 0,700 0,800 0,900
z beob.: 0,495 0,517 0,524 0,528
x ber.— z beob.: -—o0,005 —+0,005 —0,004 —o,0006

Die berechnete Kurve ist in den fast geradlinigen Teilen weniger
gekriimmt als die beobachtete. Aus w = w, ¢, wiirden sich Paral-
lele su den Achsen mit z bzw. y = 0,551 ergeben haben. Da in
den Punkten der Kurven, wo sie sich sehr nahe kommen, die
\mplitude gering bleibt, der Sand also in indifferentem Gleich-
gewicht sich befindet, wenn nicht sehr sorgfiltig operiert wird, so
wird meist die Figur als aus vier Geraden bestehend erscheinen,
wie auch Chladni sie angibt; an den Schnittpunkten wird sie un-
deutlich sein. Der Fehler der ersten Annitherung in den gerad-
linigen Teilen betrigt 1 Proz. der Plattenseite.

I, & = g41.

W= g g =k gt

Fig. £3.

IV. ) =s0%0.

W= UaV; —+ ¢a Lty

Fig. 14.

Vo b= mawo.

o
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Fig.15.
VI. k= 3640.

_

W= UyPs— Vol ;

(von Chladni nicht beobachtet).

Fig. 16.

IQ!,A

{
W= g W Vo lg- O

1Y

7]

Die nahe Koinzidenz der Wurzeln 2 = 0,552 von u»=o0 und
2z =0,544 von us=o bedingt hier und in Fig. 23 die nahezu
geraden Linien, und die scheinbaren Ausnahmen von den p. 304
gegebenen Sitzen.

Fig. 1.

VIII. A =13i120. |

W= ity vg— ¢y Ug.

Fig. 18,
[

XI. & = 2874o.

W= iUl

(fehlt bei Chladni).
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. Fig. a3
D. Lésungen, die in z und y gerade und antisymmetrisch sind. V. X =7310.
gl
W= a5 — V2 Us.

Fig.1g.

I. A= u._mu\_o.
W =UyV:— Vgl
—0,0129( Uy 0, — vouy )
— 00,0045 (ug0y, — vasy).
VI. A= _wwrﬂc.
—
W= Uy, ¥5— ¥4 lL;.
Fig. 20
‘ ‘ E. Doppeltine.
. X = 886. Fig. 25
vﬁ”ﬂocalcozp. |
I. % =80,8—733.
w(a, )= Va— 0,0682u39

Fig .21, —+ 0,0760 u; ¢y 0,02601; 9y I'ig. 26

I A= 150s.
A . N —+ 0,0073 1 ¢y — 0,0027 Uz ¢,
#2 mitln By Bl —0,011212t; ¢y 40,0030 5 ¢4
Die Figur stimmt auf weniger als 1 Proz.
mit Strehlkes Messungen.
= . 7 2 ciy 1era1s Vi 14 m~|
Die alleemeine Formel ergibtsich hieraus (wie beiallen Dopp
&
x tinen
Fig. a3, v Awlx, )+ Bw(x, ¥)

Die erste Figur (23) entspricht B=o; die zweite (26) B=—A.
Pole: z =y =o0; &=z =o0,522 =y (beob.); die berech-
neten Pole liegen auf der Diagonale um o, 001 mehr nach aussen.

(Vgl. Fig. 26.)

IV. A= 35ios.
W= ujes— Vol
(fehlt bei Chladni).
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Fig. a7,
|
IL. J==ada, i,
e i
w(z, )=+ 0,0678u,0s+ 1V,
— 0,0050 155 03550, v, 3
L0150 U505+ 0,0355 1, v, Fig. 28
P )
—+ 0,0000 U; 0, 0,0100 1 0y
— 0,0007 U5 0y + 0,0016 u;¢,.

‘iir die annihernd parallel den Seiten verlaufenden Kurven in
Fig. 27 findet sich

Y i 0,100 0,200 0,300 0,400 0,500
z beob. : 0,758 0,753 0,746 0,738 0,730
@ ber. — @ beob. : —0,0045 —o0,0053 —0,0045 —o0,003 —o0,0005
¥y o,boo 0,700 0,800 0,goo
z beob. : 0,722 0,717 0,716 0,717
x ber.—a beob. : —o0,0005 40,0005 —0,0005 --0,0010

Als Pole sind heohachtet

¥ =0 Z = 0,760,
Yy = = 0,716,

ber. 0,761,
ber. 0,722,

nebst den symmetrischen, in den andern Quadranten gelegenen

. T T s
Punkten. (Vgl. Fig. 27.)

Fig. 2q.

)

W(T, ¥)=—0,0700u;vs—— 0,021/ U, Y
+ U Va—0,1260u,v,

— 0,0038 w50, + 0, 1234 v,

— 0,0005 U5 03— 0,0100 Ly ;. TJ
Strehlke gibt die Pole an, die jedoch mit die-
ser Formel nur auf 1 Proz. stimmen, was sich
wohlaus dem Umstand erklirt, dass sie in einer _
Zone nahezu indifferenten Gleichgewichtes
liegen (in Fig. 2g dort, wo sich die Kurven-
zweige einander nihern).

Fig. 3o.

XVII. — THEORIE

W= vy,

W= Uy, — Wy,

N. k= a21g7.

W= ;g

=y Oy — Uy Py

VI. & = 32jo0.

W= Uz ¥y,

W =ty e, — Wy,

VIT. J.= Bgig.

= i;¢a,

I

N = UzPs— Uals.

VIII. . = go3o.

W= sy,

W= Us¥,

3%
3

DER TRANSVERSALSCHWINGUNGEN.

T,.Hm.. ar,

—

wa
o

Fig. ’
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Fig, fa.
IX. X = 6o36. ﬁO
|
W= i v,
W= Wy ¥ — ¢ ;.
Q
Fig. 43. Fig. 44.

XI. % = a0400.

\.ﬂl\
W= sy,
W= Uy 00— i
o

Schlussbemerkungen.

s braucht wohl kaum betont zu werden, dass dieselben Ansiilze
auch fiir Rechtecke gelten ; sind @, & deren halbe Seiten, so werden
sich Liosungen der Form

@ i
D)o (§) 2 (e 3

ergeben und das Verfahren bleibt im iibrigen ungeiindert,

[st eine Seite des Rechtecks eingespannt, die iibrigen frei, so
wird man dementsprechend fiir die Richtung 2 der zwei freien
Seiten diejenigen Funktionen, die einem an einem Ende einge-
spannten, am andern freien Stabe entsprechen, einfithren : fiiv die
zweite Richtung bleiben die w,, anwendbar.

Entsprechendes gilt fiir die ringsum eingespannten Platlen usw.

Wie dieselbe Methode Gleichgewichtsprobleme zu behandeln
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geslattet, habe ich in der eingangs zitierten Arbeit gezeiglt. Wird
z. B. eine rechteckige Platte durch an den Rindern angreifende
Krifte cebogen (Maxwell), so ist fiir die transversale Deformation
w (zy) derselbe Ansatz (Entwickelungen nach wp(zfa)u,(y/b)
zu machen, wie wir ihn in dieser Arbeit benutzt haben ; die Koef-
fizienten bestimmen sich daraus, dass die potentielle Energie (sie
ist, bis auf einen Faktor, durch unser Integral J gegeben) plus dem
die Arbeit der Krifte fiir ein kleines (v ausdriickenden Randinte-
eral, nach Einfilhrung des Ansatzes, miiglichst klein sein soll. Da
das Randintegral w nur linear enthiilt, ergeben sich diesmal lineare,
nicht homogene Gleichungen fiir die Koeffizienten. Fiir eine qua-
dratische Platte und geeignet symmetrische Krifte erhilt man
wieder die Gleichungen (54) p. 292, wenn darin A =o gesetsl
wird und die linken Seiten (Null) durch bestimmte Zahlwerte er-
setzt werden. Die einmalige Aufstellung des Schemas (54) geniigt
also, um eine ganze Reihe von Gleichgewichtsproblemen beziiglich
quadratischer Platten einfach zu lGsen.

Es ist oben hemerkt worden, dass ein Polynom stets, bei jeder
Begrenzung, als miglicher Ansatz fiir o in Betracht kommt, wobel
nur fraglich bleibt, ob bei der verlangten Genauigkeit die Rechen-
arbeit nicht zu gross wird. Da der Eigenwert des Fundamental-
tones, Ao, dem Minimum von J entspricht, so wird im ganzen bei
jeder Approximation, wenn es sich um den Grundton handelt,
A das durch die Methode am genauesten gegebene Element sein.
Zur Berechnung des Grundtones aus den Konstanten der Platte
wird also sehr oft der Ansatz eines Polynoms mit wenigen Gliedern
geniigen. So entspricht der Symmetrie des Grundtones heim
Kreise der allgemeinste Ansalz

() w =gy [a—+ b(x2t+ y? ) eatyt - d{@h 4 ) ..,

wobei die z- und )-Achse die Knotenlinien der Klangfigur bilden.

Trigt man dies in das iiber den Kreis vom Radius R =1 ersireckte

___gm._.,x_ J Tw_mmnr::m {7} p- u..u_.ﬂ ein, so n_.m._._:. unsere Methode

ohne weiteres fiir 7, folgende sukzessive Approximationen :
Wenn man Formel (z) mit dem ersten Ghied abbricht

{b= == .. =)=

i8(1— 3
{ =33 fiir . s 4 und R=r.

Ay=
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Bei zwei Gliedern ()., Wurzel einer Gleichung zweiten Grades
ho = 27,794,

wilhrend aus Kirchhoffs Rechnungen sich ergibt

k= 27,574.

Dma.ﬂmEmw der Tonhohe, die /X, proportional ist, ist somit
schon in zweiter Annéherung nur : Proz., also an der Grenze des
Beobachibaren.

mvmb.m..o elementare Rechnungen ergeben die Grundténe und
selbst die ersten Oberténe des Dreiecks, Fiinfecks, Sechsecks usw

ax L4 2
und iiberhaupt irgendwelcher durch gerade Linien und Kreis-
bégen begrenzter Figuren.

Gittingen, Januar 1gog.

XVIII.

RECHERCHES CRITIQUES

UR

LELECTRODYNAMIQUE GENERALE.

o

ie, t. XII, p. 145-275.

Annales de Chimie el de Physique. 8¢ s

INTRODUCTION.

Les phénoménes électriques el électrodynamiques ont acquis
dans le cours des derniéres années une importance de plus en plus
grande; ils englobent I'Optique, les lois du rayonnement et les
phénoménes moléculaires innombrables liés a la présence des
centres chargés, ions et électrons; enfin, avec la notion de masse
électromagnétique, ¢’estla Mécanique elle-méme qui semble devoir
devenir un chapitre de ﬁ-ﬂmnfdg.%bw.:ﬂ:m générale. Sous la forme
que lui a donnée M. H.-A. Lorentz, la théorie de Maxwell devien-
drait ainsi le pivot d'une conception nouvelle de la nature, oa les
lois électrodynamiques, considérées comme primordiales, com-
prendraient les lois du mouvement comme cas particuliers et
joueraient dans les théories physiques le role fondamental qui,
jusqu'ici, revenait & la Mécanique.

Dans ces conditions, il est évidemment désirable qu'une critique
rigoureuse des bases de cette théorie leur donne le degré de clarté
et de précision que la Mécanique elle-méme n’a, aprés beaucoup
de controverses, atteint qu'a une époque toute récente. Il convient
de se demander quelles hypothéses sont nécessaires el peuvent se
déduire de I'observation, quelles autres sont logiquement inutiles
ou peuvent étre élaguces sans que Pexpérience cesse d’étre
satisfaite ; enfin quelles sont celles qui, peut-étre, doivent étre



