Ein Gegenstiick zum Ritzschen Verfahren
Von E. Trefftz, Dresden

Wenn man zur Losung der ersten Randwertaufgabe (gegebene Randwerte) partieller
Differentialgleichungen das sogenannte «Ritzsche Verfahren» benutzt, welches die Minimal-
eigenschaften der Losung zu ihrer zahlenmiligen Darstellung heranzieht, so ist das natur-
gemiBe MaB fiir die Giite der Anniherung der Betrag, um welchen das fir die Niherungs-
funktion berechnete Minimalintegral von dem durch die wahre Losung erreichten Minimal-
werte abweicht. Das Ritzsche Verfahren liefert aber zunichst keine Moglichkeit, dicse Ab-
weichung zu bestimmen oder wenigstens in Grenzen einzuschlieflen, denn da alle Niherungs-
werte fiir das Minimalintegral zu groB sind, wird fiir den wahren Wert desselben nur eine
obere, aber keine untere Grenze gefunden. — Es ist das Ziel der folgenden Betrachtungen,
ein Analogon zum Rirtzschen Verfahren aufzuzeigen, durch welches der Wert des Minimal-
integrals von unten approximiert wird, so daB durch das Verfahren von Rirz einerseits und
das neue Verfahren andererseits das Minimalintegral in Grenzen eingeschlossen wird. TFiir die
praktische Rechnung ist das in allen den TFillen von besonderer Wichtigkeit, wo es in erster
Linie auf den Wert dieses Integrals ankommt.

Der Einfachheit wegen lege ich meine Methode am DBeispiel der ersten Randwert-
aufgabe der ebenen Potentialtheorie dar, sie lit sich ohne weiteres auf andere Differential-
gleichungen iibertragen.

Haben wir die Aufgabe, die DPotentialfunktion # zu bestimmen, welche auf der Rand-
kurve K eines gegebenen Gebietes G die vorgeschriebenen Randwerte u = g (s) annimmt,
so verfahren wir nach Ritz folgendermafBen:

Wir setzen die Niherungsldsung in der FForm

05 =g @A +FEGLED e )

an, wo g (#,) eine Funktion ist, welche die vorgeschriebenen Randwerte auf K annimmt,
und die g, (#, y) Funktionen sind, welche auf K verschwinden. v (#,y) erfiillt dann fiir
beliebige Werte der Koeffizienten ¢ die Randbedingungen, die ¢, werden so bestimmt, daBl
das fiir v gebildete DiricLETsche Integral moglichst klein wird. Bezeichnen wir jetzt mit
f (x,y) den Fehler der Approximation

f(xy) =v(xy)— u () e e e e e (2)
so wird auf dem Rande f = o und wir erhalten
//grad2v dr dy ://grad2 1) dx dy + 2 ff grad « grad fdx dy —|—//grad2 [dxdy (3)
= [fgrad?udx dy + [fgrad® fdx dy

da das Integral fj grad » grad f dv dy :ff?)—zds——fff./&u dedy =0 ... o o (4)
)

verschwindet; (v ist die duBicre Normale der Randkurve).

Dies fithrt uns zu einer etwas modifizierten Form des Minimalproblems. Da nimlich
das DiricniLeTsche Integral ff grad? v d#dy und das Integral iiber das Quadrat des Fehler-
gradienten Jf grad? f dxdy sich nur um den konstanten Wert des DiriciLETschen Integrals der
wahren Ldsung unterscheiden, so wird bei dem Ritzschen Verfahren mit dem Integral
//’grad2 v dxdy auch das Integral F = //grad2 f dzdy ein Minimum. Das Ritzsche Verfahren
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liefert also unter allen Funktionen der Form (1) diejenige, fiir welche das Integral iiber das
Quadrat des Fehlergradienten ein Minimum wird.

Wenn wir von dieser Formulierung ausgehen, kommen wir sofort zu einem Analogon
des Ritzschen Verfahrens, indem wir die Losung nicht wie bei Ritz durch Funktionen ap-
proximieren, welche den Randbedingungen geniigen, aber die Differentialgleichung nicht er-
filllen, sondern solche Funktionen nehmen, welche die Differentialgleichung befriedigen, aber
nicht die Randbedingung. Das ist offenbar eine Verallgemeinerung der klassischen Methode
der Entwicklung nach Partikularldsungen — tatsichlich sind die bekannten Reihenentwick-
lungen als Spezialfille in unserer Methode enthalten.

Wir machen also einen Ansatz

w(x,y)=2:'lc,,ph(x,y) SN POOR €9

wo die p, (#, ¥) Potentialfunktionen sind, und bestimmen die Koeffizienten ¢ so, daB das
Integral iiber das Quadrat des Fehlergradienten

F=ﬂ'grad2fdxdy:'/fgrad2(w—u)dxa’y O (¢))
moglichst klein wird (u ist die wahre Losung). Es muf also
6_F___2 grad(w—u)gradb—f—vdxdyzon. v e e ()
0c, o,
sein. Hier ist
ow
a—%—ﬁk(x,y) R (-

Eine Integration nach dem Gaussschen Satze liefert, wenn v die duBere Normale ist,
d . —_ 61”# —
grad(w —u#)gradp, dr dy = | (w — u)—é—v—ds =0
K

oder: T (°))
” ‘)ﬁk _ f)!ié
Zl}cpfppa—v-ds_fg(s) 3y ds

dies sind # lineare Gleichungen fiir die # Koeffizienten ¢, da auf dem Rande die Werte von
u = g (s) gegeben sind. :

DaB bei dieser Art der Approximation das DIRICHLETsche Integral zu klein heraus-
kommt, ist von vornherein zu erwarten, weil dds bei den klassischen Reihenentwicklungen
stets der Fall ist, eine einfache Rechnung bestitigt es. Es ist, wenn wieder .f. den Fehler
bezeichnet

[[erad?udx dy = ([grad®w dx dy — zlfgradwgrad fdxdy +ﬂ”gréd2 fdxdy

Das mittlere Integral der rechten Seite verschwindet, denn es ist
ffgradwgradfdxdy =ff%z—:ja’s=chf(w-—u)%£vgds S ¢ ()
‘ x

und die ¢, waren gerade so bestimmt, daB dies null wird. Also wird
ﬂ'grad2wa'x dy =17“grad2 wdr dy ——/fgrad2 fdxdy g/fgrad2 udedy ... (11)

womit die Behauptung bewiesen ist.
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Fiir die praktische Rechnung hat unser Verfahren vor dem Rirzschen den Vorzug, daf
man keine Funktion zu suchen hat, welche die Randbedingungen befriedigt, was nicht immer
einfach ist. AuBerdem ist die Fehlerschitzung vereinfacht: der grofBte Fehler liegt auf der
Randkurve. Der Konvergenzbeweis ist, wenn man die Existenz der Ldsung voraussetzt, leicht
zu fithren, mit den Funktionswerten konvergieren auch simtliche Ableitungen im Innern des
Gebietes. ‘

Man kann sowoh! die Ritzsche als die neue Methode noch etwas erweitern, wenn man
im Innern des Gebietes Unstetigkeiten zuldBt. Ich will das nur an einem ganz einfachen

Beispiel erliutern, weil diese Ueberlegungen nur bei einfachen Fillen prak- y

tische Bedeutung besitzen. Wir nehmen an, das Gebiet, fiir welches die T
Randwertaufgabe zu 16sen ist, bestehe aus zwei Rechtecken, welche lings A .
einer Strecke A—B zusammenstoBen (etwa der Querschnitt eines T- j

Triagers). Diejenigen Randstiicke der Rechtecke, wo sie nicht aneinander-
stoBen, nennen wir den «AuBenrand», die Strecke A—B den «Innenrand».
Das Koordinatensystem legen wir so, daB A der Koordinatenanfang ist, B (bei # = b) auf der
x-Achse liegt.

Abb. 1.

Ritzsches Verfahren. Wiren lings A—B die Funktionswerte # bekannt, so wire die
Randwertaufgabe durch Einzelbehandlung der beiden Rechtecke zu 16sen. Da sie nicht bekannt
sind, so approximieren wir sie mit zundchst unbekannten Koeffizienten durch geeignete Funk-
tionen ki, h, usw. in der Form

Mﬂ=%+é%%@)".m e e (12)

Jetzt bestimmen wir die Potentialfunktionen g,, g¢,, “12 usw., welche die folgenden Randbe-

dingungen erfiillen

¢, habe am AuBlenrand die vorgeschriebenen Randwerte, am Innenrand 4—B die Werte o

~ gp habe am AuBenrand die Werte o, am Innenrand A—B die Werte h, (#). (13)
Diese Funktionen g, (#, y) sind fiir jedes Rechteck durch Lésung der Randwertaufgabe in

bekannter Weise zu finden. Lings A4—B sind sie zwar stetig, haben aber einen Sprung in

der Normalableitung. Nun nehmen wir als N&herungslésung

7/(’1"9.7)=40(x,,1/)+1§69qp(x,y) vee  ee  eer ewe aee aes (14)

und bestimmen die Koeffizienten ¢ so, daB das DiricHLETsche Integral fiir das Gesamtgebiet
cinen méglichst kleinen Wert bekommt. Der Wert dieses Integrals wird fiir die Ndherungs-
16sung zu groB, da jede stetige und stiickweise differenzierbare Funktion, welche die Rand-
werte am AuBenrand annimmt, einen zu groBen Wert des Minimalintegrals liefert, wenn sie
nicht die Ldsung darstellt.

Analogie zum Ritzschen Verfahren. Waren lings A—B die Werte der Normalableitung
%_z: bekannt, so wire wieder die Randwertaufgabe durch Einzelbehandlung der beiden Recht-
ecke 16sbar. Da sie nicht bekannt sind, so approximieren wir sie mit zunichst unbekannten
Beiwerten durch geeignete Funktionen k,, k, usw. in der Form '

d
§=z%gm."”.m.”m.n".m(m

und bestimmen die Potentialfunktionen gy, p,, p, usw., welche dic folgenden Randbedingungen
erfiillen
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2, habe am Aullenrande die vorgeschriebenen Randwerte,

am Innenrande 4—B die Werte der Normalableitung OO—’;%’: o

2p habe am AuBenrande die Werte o, (16)

am Innenrande die Werte der Normalableitung % = k, (%)

Diese Funktionen sind fiir jedes Rechteck nach bekannten Methoden zu finden, sie sind
lings A—B unstetig, haben aber daselbst stetige Normalableitung. Nun nehmen wir als
Niherungslosung

w(x,y)_—:po(x,y)—{—%‘]cppp(x,y) B ¢ 4

und bestimmen die Koeffizienten ¢ so, daB das Integral iiber das Quadrat des Fehlergradienten
F:/fgradz(w—- uydxy dy
moéglichst klein wird, wo # wieder die wahre Lésung sei. Das liefert die Bedingung:
fferad (w —u)gradp, (v, p)dxdy =0 .. .. .. o L (18)

Dieses Integral wird durch partielle Integration umgeformt. Da sowohl u als w Potential-
funktionen sind, fallen die Flichenintegrale fort, es bleibt blof das um beide Rechtecke zu

erstreckende Randintegral
0%s ,
f(w .u)—a—v AS=0 .. i vii e e en ew (19)

iibrig. Von diesem fallen wieder die iiber den «AuBenrand» zu nehmenden Teile fort, weil
hier 4 = w ist, so daB das Integral nur noch iiber die Strecke A—DB zu nehmen ist, und zwar
je einmal fiir jedes Rechteck. Bezeichnen wir die Werte der Funktionen p, (#, y) mit
29 (#,9) und p @ (#,9), je nachdem wir uns der Strecke 4—B von dem Rechteck 1 oder dem
Rechteck 2 her nihern, so wird das Integral, da fiir das Rechteck I (siehe die Abb.)

0 0
Bf?f_—_-_al;/_"-_—/aﬁ e e e e e e e (20D
fiir das Rechteck 2
0
%:—%—%‘:-—/ﬂ chr are e sae ees aee aes (20“)
ist,
B B )
f(zv“’—u)khdx——/(w(”——u)kha’.r::/(w“’—w‘”’)khdx::o vee v (21)
A 4 4 .

Die unbekannten Werte von « heben sich also wegen der Stetigkeit der Normalableitung
heraus, und es bleiben zur Bestimmung der Koeffizienten ¢, die Gleichungen
B

[170 =0 26 ) — o bydr =0 e (22)

A
iibrig. DaB das DiricuLETsche Integral wirklich zu klein wird, folgt aus den gleichen par-
tiellen Integrationen, die zu diesen Gleichungen gefiihrt haben. Es ist nidmlich

/fgrad"‘ udrdy =/]'gradz wdx dy — 2ﬂgrad w grad (w — u) dx dy —{—/fgrad” (w—w)dx dy
Das mittlere Integral der rechten Seite wird
ﬂ” grad (w —«) grad p,dr dy 4 X ¢, f grad (w — #) grad p, dx dy
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Die Summe verschwindet nach Gleichung (18). Das erste Integral wird gleich dem Rand-
integral '

974

und dieses verschwindet, da am AuBcnrande w = u und lings A—B 57 = ° ist.

Also ist tatsdchlich
/]'grad" wdxdy = /fgrad2 wdr dy — ffgrad Yw—u)dxdy < [[grad® udr dy (23)

Anwendungen. Berechnung der Torsionsfestigkeit prismatischer Stibe.

Zur Erliuterung des Gesagten nechmen wir zundchst ein ganz einfaches Beispiel, die
Berechnung der Torsionsfestigkeit eines Stabes von quadratischem Querschnitt. Gegeben sei
ein prismatischer Stab, der durch ein Torsionsmoment M auf Verdrehung beansprucht sei.
In den quadratischen Querschnitt legen wir ein Koordinatensystem derart, daB der Koordi-
natenanfang mit dem Mittelpunkte des Quadrates zusammenfillt und die Axen den Sciten
parallel sind. Die Linge der Seiten sei 2a. Dic von den Querschnittsebenen iibertragenen
Schubspannungen lassen sich dann durch einc Spannungsfunktion in der Form

0 0
‘t_,,:aqf_, ':,,::——-5% e e e e e e e (24)
ableiten. Das Gleichgewicht der Randelemente erfordert am Rande ¢ = const oder, da diese
Konstante unwesentlich ist, :
Ym0 e e e e e e e (23)

Zur Bestimmung von ¢ haben wir das folgende Variationsproblem: Es ist dic Funktion ¢
mit den Randwerten ¢ = o so zu bestimmen, daf bei gegcbenem Torsionsmoment

- _ o , 0¢
M= ff(xty—y'cx) dx dy ".ff(xé—.{'_}—yb—y) dedy .. .. .. (26)
die Forminderungsarbeit pro Lingeneinheit des Stabes

A =‘£'IE f(:; + %) dr dy :5—1(—;.rfgrad’¢dxdy e e (27)

moglichst klein wird. Ist dies Variationsproblem geldst, so erhalten wir die Verdrehung
der Lingencinheit aus der Beziehung
PA=DM 0 e e e e e e e e (28)

Zur Bestimmung von o geniigt also die Kenntnis des Minimalintegrals bei gegebenem Moment M.

Ansatz mach Ritz. Machen wir unter Beriicksichtigung der Symmetricbedingungen
und der Randbedingung den Ansatz

ula':(x?——az)(y‘——a“){aa’+B(x2+y2)} vt e e (29

so wird das Torsionsmoment

ji[:—:r—gas 100 —}—4{3! e e e e e e (3O)
und die Forminderungsarbeit
- 1284 1
A:?—T—S—’t—ég—é 10§ a2+72aﬁ+44ﬁ’t T T TP TR P PR (31)
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Bestimmen wir ¢ und B so, dafl bei gegebenem Moment die Forminderungsarbeit
moglichst klein wird, so erhalten wir

A 15
4% e=13% (32)

a=831 -——@..

wo A ein LAGRANGEscher Faktor ist, der sich aus dem gegebenen Moment zu

__45-831
A= 16 . 800 a8 (33)
berechnet. Eliminieren wir A, so ergibt sich
6 X 6648 M®
24 = 4 (34)

T 700 X 128 Gat

Dieser Nahrungswert fiir 4 ist sicher zu groB. Bezeichnen wir den wahren Wert
durch einen Stern, so ist also
2

. M
| 24 =M-w<o.4452m... T €19
oder
M
w<0.4452—6—;z7 ese  ess  sae  ses  ses s ere  sse (36)

Das Verfahren des Verfassers. Das Minimalproblem ist gleicliwertig mit der Aufgabe,
die Differentialgleichung

A = const
fiir die Randbedingung ¢ = o
zu integrieren.
Setzen wir also
b= C{a“‘ rt — u} P &7

(C ist dabei der LAGrRAaNGEsche Faktor fiir die Nebenbedingung des Variationsproblems), so

ist die Potentialfunktion u so zu bestimmen, daB sie auf dem Rande die Werte a2 .72 annimmt.
Wir machen unter Beriicksichtigung der Symmetrie den Néherungsansatz

¢=Cla*r' ta(rt— 622 y* -|-J/4), N 1))

Der Koeffizient a bestimmt sich, wenn wir #¢— 6 22 42 4 y4 = p setzen, nach dem

oben gegebenen Verfahren aus der Bedingung, daB das ‘iiber den Rand zu erstreckende Integral

oz

f aridap bva’s:o O 1°)
wird. Die Ausfithrung der Rechnung liefert
@=T[38 .. . cee e e e e e e (40)
Daraus folgt
_8X 76 .. ‘
M= 135 Cab ... ... i e e e (40)
und
8.456 (C?a8
A=— 2
135 G (42)
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also nach Elimination von C

135 M
24 T304 Gat oo (43)
Dieser Niherungswert ist sicher zu klein, der wahre Wert 24* wird also

2

M .
2A*=M-m>_o.4441—G-2;... e e e e e e (49

Nehmen wir also als Niherungswert
M
O=0.4446 7w e e e e e e e (45)
Ga

so ist der Fehler kleiner als 1,49/, oder—;—%.

Das Winkeleisen. Nach der oben angegebenen Erweiterung habe ich ferner in erster
Niherung die Torsionsfestigkeit eines gleichschenkligen Winkeleisens abgeschitzt und zwar
fiir den bei normalen Profilen vorkommenden ungiinstigsten Fall, wo das Verhiltnis der
Schenkelbreite zur Schenkellinge 1 : § ist. Ich lege das Koordinatensystem entlang den Innen-
kanten der Schenkel mit dem Anfangspunkt in der inneren Ecke. Von der Abrundung der
Ecken wird abgesehen.

Zunichst berechne ich dic Forminderungsarbeit bei gegebenem Moment so, als ob das
Winkeleisen aus zwei getrennten, lings O—A (siehe Abb. 2) zusammen- y
stoBenden Rechtecken bestiinde. Das ergibt eine Spannungsfunktion, die ®
lings O—4 statt der wahren Werte den Wert Null annimmt, aber stetig und —A—- |
in beiden Rechtecken differenzierbar ist. Sie ist also eine fiir das Minimal-
problem konkurrenzfihige Funktion im Sinne des Rirzschen Verfahrens und
liefert somit einen zu groBlen Wert fiir die Forminderungsarbeit. Die Aus- —
rechnung ergibt

Abb, 2.

M
%7 (46)

Setzen wir jetzt das Gebiet aus zwei Rechtecken und einem Quadrat zusammen, die
lings O—A und O—A’ zusammenstoBen, und bestimmen die Spannungsfunktionen in den
Teilgebieten so, daB an den Trennungslinien die Normalableitung verschwindet, so erhalten
wir — wie man am besten durch direkte Rechnung bestitigt, — einen zu kleinen Wert fiir A.
Diese Spannungsfunktion ist in den beiden Rechtecken gleich der Spannungsfunktion fiir ein
Rechteck von doppelter Linge, im Quadrat gleich der Spannungsfunktion des Quadrates von
doppelter Seitenlinge, also aus den bekannten Formeln fiir das Rechteck zu gewinnen. Die
Ausrechnung ergibt

w << 0.388

M
w>0’3326;2z e e e e e e e e (47)

Setzen wir also als Niherungswert das Mittel aus dem zu groBen und dem zu kleinen
Wert an

M
w=o.360§z,-4- e e eee e een e e e (48)

Zo is_t der Fehler in diesem ungiinstigen Falle kleiner als 8 %, was bei der Unsicherheit, mit
Eel‘ im a}llgemeinen der Schubmodul G nur gegeben ist, in vielen Fillen ausreichen diirfte.
S Ist eine geringe Miihe, eine bessere Approximation zu erzielen.
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