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Abstra
t

The 
lassi
al 
ompetition model of Vito Volterra always leads to the extin
tion of all

the spe
ies ex
ept the strongest one. We show in this paper how to 
onstru
t models of


ompetition whi
h permit the 
oexisten
e of several spe
ies in a 
ompetitive environment.

We illustrate the new models with numeri
al examples and also present a model whi
h


an be solved analyti
ally.

1 Il modello di 
ompetizione 
lassi
o

Esso fu ideato da Vito Volterra e dis
usso in [1℄. Supponiamo di avere due spe
ie viventi in

uno stesso ambiente: siano i rispettivi numeri di individui x

1

e x

2

e siano a

1

e a

2

i valori


he avrebbero i loro tassi di 
res
ita se il nutrimento 
omune fosse in quantit�a sempre tale

da soddisfare pienamente la loro vora
it�a. Si ammetta ora 
he gli individui delle due spe
ie

diminuis
ano la quantit�a di nutrimento di 
ui 
ias
un individuo pu�o disporre. Supponiamo 
he

la presenza degli x

1

individui della prima spe
ie diminuis
a questa quantit�a nella misura h

1

x

1

e quella degli x

2

individui della se
onda spe
ie la diminuis
a nella misura h

2

x

2

; per l'insieme

1



delle due la diminuzione avviene allora nella misura h

1

x

1

+ h

2

x

2

. Per
i�o, in virt�u del diverso

bisogno di nutrimento delle due spe
ie, i due tassi di 
res
ita vengono ridotti a

a

1

� 


1

(h

1

x

1

+ h

2

x

2

); a

2

� 


2

(h

1

x

1

+ h

2

x

2

):

Avremo allora le equazioni di�erenziali

(1.1)
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)); x
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nelle quali dovremo supporre i 
oeÆ
ienti a

i

, h

i

, 


i

e i valori iniziali x

0

i


ostanti positive.

Ilmetodo delle 0-iso
line [2℄ 
i permette di tra

iare subito almeno qualitativamente l'andamento

delle traiettorie del nostro sistema. Si

ome
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h
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dei tre punti di equilibrio di (1.1) e 
io�e

G

0

= (0; 0); G

1

=

�

a

1




1

h

1

; 0

�

; G

2

=

�

0;

a

2




2

h

2

�

il primo sar�a sempre instabile e, ad esempio,

(1.2) G

2

�e stabile se e solo se

a

1




1

<

a

2




2

:

In �gura 1 appaiono raÆgurate per questo 
aso le traiettorie del nostro sistema dinami
a 
he

si s
indono in due fas
i separati da un' uni
a traiettoria 
he va da G

1

a G

2

e tutte terminanti a

lunga s
adenza in G

2

. Si noti l'equi�nalit�a di questo 
omportamento asintoti
o, independente

dai valori (x

0

1

; x

0

2

) di partenza. Nella �gura appaiono tratteggiate an
he le 0-iso
line _x

1

= 0 e

_x

2

= 0 
he nel nostro quarto di piano separano le regioni nelle quali al 
res
ere del tempo si ha

una diminuzione o un'aumento di x

1

, rispettivamente di x

2

.

Dunque adottando questo modello, le due popolazioni in 
ompetizione per lo stesso nutri-

mento (o spazio vitale) in un dato habitat a lunga s
adenza non possono 
onvivere: solo una

delle due popolazioni sfuggir�a all' estinzione (prin
ipio d'es
lusione 
ompetitiva).

2 Un 
aso spe
iale

Quando, per improbablie 
he sia si ha

(2.1)
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�g. 1: traiettorie per a

1

= 1, a

2

= 2, 


1

= 1, 


2

= 1, h

1

= 1, h

2

= 1.

le traiettorie del sistema possono essere 
al
olate espli
itamente. Infatti avremo allora

�
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1

= 


1

x

1

(

a

i




i

� (h

1

x

1

+ h
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e quindi, risolvendo le due equazioni otteniamo la relazione

1




1

(lnx

1

)_=

1




2

(lnx

2

)_


he, dopo integrazione, 
i fornis
e

(2.2) x

2

= Kx




2




1

1


on 
ostante d'integrazione K da adattare ai valori iniziali. In �gura 2 abbiamo trattato

un'esempio numeri
o le 
ui traiettorie sono ar
hi di parabola, tutti diretti verso punti di equi-

librio sulla 
omune 0-iso
lina _x

1

= _x

2

= 0 
he 
ongiunge G

1


on G

2

. Chiameremo 'indi�erenti'

questi punti �ssi, inquanto pi

oli spostamenti da loro portano a pi

oli spostamenti dello stato

�nale d'equilibrio del sistema.
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per a

1

= 1, a

2

= 2, 


1

= 1, 


2

= 2.

3 Soluzione espli
ita per 


1

= 


2

= 


In tal 
aso, 
ome gi�a fatto notare da V. Volterra in [1℄ si pu�o e�ettuare 
ompletamente la

risoluzione del sistema di equazioni di�erenziali

(3.1)
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Conviene adottare la trasformzione di variabili dovuta a B.L.Jones [3℄

(3.2) x

i

= �

i

f; f = e

�


R

t

0

(h

1

x

1

+h

2

x

2

)d�


he porta subito alle

_

�

i

= a

i

�

i

; x

0

i

ossia alle funzioni base

�

i

= x

0

i

e

a

i

t

mentre il fattore 
omune f 
onformemente a

_

f = �f
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�

h

1

x

0

1

e

a

1

t

+ h

2

x

0

2

e

a

2

t

�

; f(0) = 1

risulta essere

f =

1


h

1

x

0

1

a

1

e

a

1

t

+


h

2

x

0

2

a

2

e

a

2

t

+

h

1�

�


h

1

a

1

x

0

1

+


h

2

a

2

x

0

2

�i

:
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Se ad esempio

(3.3) a

2

> a

1

mettiamo le soluzioni di (3.1) nella forma

(3.4)

8

>

<

>
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=
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+
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h
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a
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x

0
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x
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=

x

0
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h

1

x
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+
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he rende palese il 
omportamento asintoti
o del sistema

x

1

�!

t!1

0; x

2

�!

t!1

a

2


h

2

:

Inoltre la traiettoria 
he 
ongiunge G

1

e G

2

a di�erenza dal 
aso generale di �gura 1 mpm �e

altro 
he il segmento di retta

(3.5) g :

h

1

a

1

x

1

+

h

2

a

2

x

2

=

1




= 


nel primo quadrante, poi
h�e s
elto un punto di partenza su di essa, il sistema 
ome si vede da

(3.4) avvi
inandosi a G

2

vi rimane

(3.6) (x

0

1

; x

0

2

) 2 g =) (x

1

; x

2

) 2 g:

Le traiettorie del sistema 
ompetitivo (3.1) appaiono in �gura 3.

4 Sistemi di Eigen generano sistemi 
ompetitivi

Consideriamo il sistema di Eigen

(4.1)

8

<

:

_x

1

= a

1

x

1

� x

1


; x

0

1

_x

2

= a

2

x

2

� x

2


; x

0

2

x

1

p

+

x

2

q

= 
 :=

x

0

1

p

+

x

0

2

q

nel quale p, q denotano 
ostanti positive. Dalla 
ondizione ambientale risulta

_x

1

p

+

_x

2

q

= 0

et quindi il tasso di diluzione da adottare

(4.2) 
 =

1




�

a

1

p

x

1

+

a

2

q

x

2

�

:
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�g. 3: 
ompetizione per x


1

= 


2

= 
 = 1, a

1

= 1 < a

2

= 2, 
 =

1




= 1, h

1

= 1, h

2

= 1.

Introdu
endo questa espressione in (4.1) e non pi�u ri
hiedendo 
he 
 =

x

0

1

p

+

x

0

2

q

avremo

generato il sistema 
ompetitivo

(4.3)

8

<

:

_x

1

= a

1

x

1

�

x

1




�

a

1

p

x

1

+

a

2

q

x

2

�

; x

0

1

_x

2

= a

2

x

2

�

x

2




�

a

1

p

x

1

+

a

2

q

x

2

�

; x

0

2

nel quale a

1

, a

2

, p, q, 
 denotano 
ostanti positive arbitrarie e i valori iniziali (x

0

1

; x

0

2

) possono

essere s
elti liberamente nel primo quadrante. Si ritrova 
os�� il sistema (3.1): infatti basta porre

p :=

a

1

h

1

; q =

a

2

h

2

; 
 =

1




:

5 Sistemi non equi�nali

Non tutti i sistemi di Eigen evolvono in modo equi�nale. Un'esempio 
lassi
o, gi�a trattato in

[4℄ 
i �e dato da

(5.1)

8

<

:

_x

1

= a

1

x

2

1

� x

1


; x

0

1

_x

2

= a

2

x

2

2

� x

2


; x

0

2

x

1

+ x

2

= 
 := x

0

1

+ x

0

2

;

dove in virt�u di _x

1

+ _x

2

= 0 si trova

(5.2) 
 =

1




�

a

1

x

2

1

+ a

2

x

2

2

�

:
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Introdotta quest' espressione in (5.1) la libera s
elta dei valori iniziali (x

0

1

; x

0

2

) nel primo quad-

rante genera il sistema 
ompetitivo

(5.3)

�

_x

1

= x

1

�

a

1

x

1

�

1




(a

1

x

2

1

+ a

2

x

2

2

)

�

; x

0

1

_x

2

= x

2

�

a

2

x

2

�

1




(a

1

x

2

1

+ a

2

x

2

2

)

�

; x

0

2


on 
ostanti positive a

1

, a

2

, 
. I suoi punti �ssi

_x

1

= _x

2

= 0

saranno G

0

(0; 0) non
h�e da

a

1

x

2

1

+ a

2

x

2

2

= 
a

1

x

1

= 
a

2

x

2

G(


a

2

a

1

+ a

2

;


a

1

a

1

+ a

2

)

ambedue instabili, mentre G

1

(
; 0) e G

2

(0; 
) sono asintoti
amente stabili. Visto 
he

_x

1

� 0()

(x

1

� 
=2)

2

(
=2)

2

+

x

2

2

(

p

a

1

=a

2


=2)

2

� 1

_x

2

� 0()

x

2

1

(

p

a

2

=a

1


=2)

2

+

(x

2

� 
=2)

2

(
=2)

2

� 1

le 0-iso
line del sistema sono gli ar
hi di elisse 
he appaiono tratteggiati in �gura 4, dalla quale

risulta 
ome il primo quadrante �e suddiviso in ba
ini di attrazione di G

1

rispettivamente G

2

dalle due traiettorie 
he 
onvergono verso G. E

o dunque un sistema 
he evolve in modo

n�e equi�nale n�e 
on
omitante, ossia visto l'instabilit�a di G una delle due popolazioni a lunga

s
adenza si estiguer�a sempre, a 
ausa di inevitabili minime perturbazioni sempre presenti.

6 Competizione e 
on
omitanza

In numerose situazioni la tatura non rispetta il prin
ipio d'es
lusione 
ompetitiva di V. Volterra.

Ci sembra per
i�o doveroso presentare altri modelli di 
ompetizione 
he permettono la 
onvivenza

delle spe
ie an
he a lungo termine. Uno di questi �e dato dal sistema di Eigen

(6.1)
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p
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he dopo introduzione di 
 =

1




(a

1

p

x

1

+ a

2

p

x

2

) 
onformemente a _x

1

+ _x

2

= 0 s
egliendo per�o

liberamente (x

0

1

; x

0

2

) nel primo quadrante assume la forma

(6.2)
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=
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�

; x

0

1

_x

2

=
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azione, a

1

= 1, a

2

= 2, 
 = 1.


on 
onstanti positive a

1

, a

2

, 
.

Ponendo _x

1

= _x

2

= 0 si ri
avano i punti �ssi del sistema: G

0

(0; 0), poi per x

1

; x

2

> 0 da

1
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1

p
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1

+ a

2

p
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2

) =

a

1

p
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1

=
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p
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2

nel primo quadrante

(6.3) G(


a
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1

a

2

1

+ a

2

2

;


a

2

2

a

2

1

+ a

2

2

)

ed in�ne sugli assi G

1

(
; 0), e G

2

(0; 
). Mentre G

0

, G

1

, G

2

sono instabili G si rivela essere

globalmente asintoti
amente stabile 
os�� 
ome la sua immagine H ottenuta mediante la trasfor-

mazione di variabili

(6.4) y
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p

x

i


he porta al systema
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Infatti 
onsiderato 
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y
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;

_y

2

� 0 () y

1

�

a

2

a
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y

2

� y

2

�

si possono tra

iare le 0-iso
line e poi qualitativamente le traiettorie di (6.5), 
ome nell'esempio

numeri
o di �gura 5.

7 Un modello espli
itamente risolvibile

Vi si giunge prendendo 
ome sistema di partenza

(7.1)
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nel quale, in 
onfronto 
ol sistema di Eigen (6.1) gi�a usato, la 
ondizione ambientale ha subito

un rito

o 
he grazie a

1

2

p

x

1
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p

x
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_x
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ondu
e ora alla 
onstante


 =

1




(a

1

+ a

2

)


he inseriamo in (7.1). Las
iando libera la s
elta dei valori iniziali (x

0

1

; x

0

2

) in tutto il primo

quadrante si ottiene il sistema 
ompetitivo

(7.2)
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�
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ontenente le 
ostanti positive a

1

, a

2

, 
. An
ora grazie alla trasformazione

(7.3) y

i

=

p

x

i

le equazioni si ris
rivono

(7.4) _y

i

= �

a

1

+ a

2

2


y

i

+

a

i

2

; y

0

i

=

q

x

0

i

:

lineari e sempre indipendenti fra di loro 
on soluzione immediata

(7.5) y

i

=

a

i




a

1

+ a

2

+K

i

e

�

a

1

+a

2

2


t

; K

i

= y

0

i

�

a

i




a

1

+ a

2

:

Eliminato il tempo in (7.4)

dy

2

y

2

�

a

2




a

1

+a

2

=

dy

1

y

1

�

a

1




a

1

+a

2

e dopo integrazione

y

2

�

a

2




a

1

+ a

2

= K

�

y

1

�

a

1




a

1

+ a

2

�

:

Le traiettorie del sistema sono quindi dei raggi 
he partono da (y

0

1

; y

0

2

) e puntano a

(7.6) H =

�

a

1




a

1

+ a

2

;

a

2




a

1

+ a

2

�


ome da �gura 6.

Le possibilit�a di produrre 
onvivenza fra popolazioni in 
on
orrenza sono per�o svariatissime

e per niente limitate agli ultimi due modelli presentati. Fa
iamo soltanto 
enno ad anteriori

lavori [5, 6, 7℄ nei quali gi�a 
i siamo o

upati di questo problema veramente fondamentale in

modellisti
a di interazione fra popolazioni.
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