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Abstra
t

Natural sele
tion in Darwinian systems with diagonal linear part leads to the extin
tion

of all spe
ies ex
ept one. We analyze a two population problem with general linear part

and identify the 
ases whi
h permit 
oexisten
e. Then we generalize the results to higher

dimensional problems with either 
y
li
 or quasi
y
li
 stru
ture. To obtain analyti
al

solutions we use Eigens method of quasi-spe
ies.

1 Introduzione

I pi�u sempli
i sistemi Darwiniani
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rispe

hiano al meglio il fenomeno di selezione naturale, 
he si presenta non appena N

popolazioni x

i

, 
on di�erenti tassi a

i

di 
res
ita intrinse
a, sono sottoposte a pressione

selettiva tramite una 
ondizione ambientale, 
ome ad es. quella adottata in (1.1). Il tasso


 di diluizione non spe
i�
a, da inserire in (1.1), grazie alla relazione
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Ci�o fa risaltare 
hiaramente la non-linearit�a delle (1.1).

Dopo aver appli
ato la trasformazione die B.L. Jones [2℄
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i termini nonlineari si elidono las
iando inalterata la parte lineare
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Otteniamo 
os�� le \funzioni-base"
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Con esse, dalla 
ondizione ambientale, si ri
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he il moltipli
atore 
omune

f =

k

P

N

m=1

�

m

:

Assumiamo sin d'ora le popolazioni numerate in modo 
he

a
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i

)(1.5)

e s
riviamo le soluzioni di (1.1) nella forma

x

i

=

kx

0

i

e

(a

i

�a

1

)t

x

0

1

+ x

0

2

e

(a

2

�a

1

)t

+ : : :+ x

0

N

e

(a

N

�a

1

)t

;(1.6)


he rende ben visibile l'evoluzione del nostro insieme di popolazioni a partire da t = 0: a

lunga s
adenza verr�a selezionata uni
amente la spe
ie x

1


on il maggior tasso di 
res
ita

a

1

, mentre tutte le altre tenderanno a s
omparire

x
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Inserendo le soluzioni nell'espressione (1.2), si ottiene il tasso istantaneo di diluizione non

spe
i�
a ne
essario a mantenere la 
ondizione ambientale nel 
orso dell'evoluzione delle

spe
ie:
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Esso 
res
e in maniera monotona a partire dal suo valore iniziale 
(0) sino a raggiungere,

al limite

lim

t!1


(t) = 
 = a

1

il maggior autovalore a

1

della matri
e
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he 
aratterizza la parte lineare del sistema (1.1): infatti dopo aver formato la derivata

di 
 rispetto al tempo, si vede, ad es. per N = 2, 
he




0

(t) > 0, a

2

h

x

0

1

+ x

0

2

e

(a

2

�a

1

)t

i

< a

1

x

0

1

+ a

2

x

0

2

e

(a

2

�a

1

)t

;

il 
he per la (1.5) �e palesemente vero.
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2 L'apparire di mutazioni in sistemi Darwiniani

Riprendiamo le notazioni di Eigen [3℄ limitando
i per 
omodit�a al 
aso di due sole popo-

lazioni: assumendo 
he la popolazione x

k

aumenti 
on il tasso �

ik

in misura �

ik

x

k

la

velo
it�a di 
res
ita _x

i

della popolazione x

i

, 
he abbia un tasso di mortalita D

i

e dove Q

i


i indi
a di quale frazione A

i
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x

i
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x
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i

. Avremo allora il sistema
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nel quale si �e posto
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dovendo ovviamente soddisfare le relazioni di 
onservazione
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Non 
i resta 
he 
al
olare il tasso di diluizione 
he appare in (2.1): partendo da

_x

1

+ _x

2

= 0 si ottiene


 =

1

k

[(W

1

+ �

21

)x

1

+W

2

+ �

12

)x

2

℄ ;

espressione 
he, tenuto 
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Con
ludendo risolviamo le equazioni (2.1) s
ritte in forma vettoriale

_
x = Ax� x
; x

1

+ x

2

= k; x

0


on matri
e

A =

 

W

1

�

12

�

21

W

2

!

(2.6)

osservando 
he, una volta data A 
on elementi W

i

� 0, �
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> 0, si potrano s
egliere i Q
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i
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he gli altri 
oeÆ
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i
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i
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2.1 La selezione perduta

Trattiamo il 
aso spe
iale
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Il sistema Darwiniano asso
iato a questa matri
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mediante la trasformazione die B.L.Jones
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�e ri
ondotto al sistema lineare
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he possiede le soluzioni
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dove gli !

i

sono gli autovalori di A:
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Moltipli
ando le funzioni �

i


on il fattore 
omune f si ottengono le soluzioni di (2.7):
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ome durante tutto il 
orso dell'evoluzione gli �
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partendo da (2.10) basta tener 
onto delle disuguaglianze
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Si ottiene poi ad es.
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3 Impostazione e soluzione del problema per N = 2

Quanto appena esposto 
i suggeris
e la sequente domanda: Quali, fra tutti i sistemi

Darwiniani
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on elementi non negativi e 
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portano a 
onvivenza, quali inve
e a selezione fra le spe
ie ?

3.1 p > 0, q > 0

Il sistema possiede struttura 
i
li
a ed �e s
hemati
amente rappresentato in �gura 1. Gli
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!

1

=

1

2

�

a

1

+ a

2

+

q

(a

1

� a

2

)

2

+ 4pq

�

> !

2

=

1

2

�

a

1

+ a

2

�

q

(a

1

� a

2

)

2

+ 4pq

�

(3.4)

e 
i fornis
ono subito le soluzioni del sistema lineare asso
iato a (3.1)
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non
h�e le soluzioni
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Tenuto 
onto di
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il sistema porta a 
onvivenza e tende a un punto di equilibril G = (x

1

; x

2

) globalmente

stabile.

3.2 p � 0, q = 0, a
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quindi x

1

�e selezionata, salvo nel 
aso parti
olare in 
ui p = 0, quando si avr�a 
onvivenza,

in quanto allora x
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1
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2
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0

2

.

3.3 p = 0, q > 0, a
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In modo del tutto analogo si trova 
he questa volta sar�a selezionata la popolazione x
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1

> a

2

Ora !

1

= a

1

, !

2

= a

2

e s�� ottiene

x

1

= k

C

1

+ C

2

e

(a

2

�a

1

)t

C

1

+ C

2

�

1 +

a

2

�a

1

q

�

e

(a

2

�a

1

)t

�!

t!1

x

1

= k:

L'evoluzione porter�a dunque alla selezione di x

1

.
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3.5 p > 0, q = 0, a

1
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2

Lo s
hema �e dato in �gura 2. An
he qui !
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1

, !
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2

. Tuttavia bisogna rifare i


al
oli. Si trova
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onvivenza fra x

1

e x

2

.

3.6 p > 0, q > 0, a

1

= a

2

= a

�

E un 
aso parti
olare di 3.1. Come nell' esempio introduttivo di 2.1, dove si era posto

a = 0, an
he qu�� vi sar�a 
onvivenza fra x

1

e x

2

.

3.7 p = 0, q = 0, a

1

> a

2

In questo 
aso 
lassi
o viene selezionata la popolaxione x

1

.

Riepilogando, possiamo asserire 
he vi sar�a 
onvivenza fra le popolazioni in evoluzione

nei 
asi 3.1: p > 0, q > 0, a

1

� a

2

e 3.5: p > 0, q = 0, a

1

> a

2

.
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4 Le quasispe
ie

Eigen, 
onfrontato 
ol fatto 
he in 
erti sistemi Darwiniani sussiste 
onvivenza fra le

spe
ie, invent�o le quasispe
ie, di
endo 
he la selezione naturale in verit�a avviene fra di

esse. Sequiamo i suoi ragionamenti, s
rivendo per�o un sistema Darwiniano in forma

vettoriale

_
x = Ax� x
; x

1

+ x

2

= k; x

0

:(4.1)

Dopo avervi inserito

x = Ty; y = Sx = T

�1

x(4.2)

si ottiene T
_
y = ATy � Ty
 e quindi

_
y = T

�1

ATy � y
:

Ri
hiediamo 
he la matri
e T diagonalizzi A, ossia 
he

T

�1

AT = D =

 

!

1

!

2

!

;(4.3)

!

1

, !

2

essendo gli autovalori di A. Le 
olonne di T sono formate da autovettori di A


orrispondenti agli autovalori !

1

, !

2

. Per le quasispe
ie y vale il sistema dinami
o

_
y = Dy � y
; �

1

y

1

+ �

2

y

2

= k; y

0

:(4.4)

La 
ondizione ambientale ha subito un rito

o 
on 
oeÆ
ienti �

i


he dipendono da T .

Questo per�o non intral
ia la fa
ile risolubilit�a del sistema (4.4): in [1℄ furono gi�a 
onsid-

erate 
ondizioni ambientali molto generali.

4.1 O
h'anatre ed anatr'o
he

Come primo esempio 
onsideriamo l'insieme di due popolazioni, anatre x

1

ed o
he x

2

,

supponendo 
he la sua evoluzione avvenga se
ondo il sistema Dawiniano gi�a tratato in 3.5

e 
aratterizzato dalla matri
e

A =

 

a

1

p a

2

!

; a

1

> a

2

� 0; p > 0:(4.5)

x

1

x

2
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Agli autovalori a

1

, a

2

di A 
orrispondano autovettori x

(1)

, x

(2)


he soddisfano Ax

(1)

=

a

1

x

(1)
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(2)
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x

(2)
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=
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2
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1
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1

= 0:

Quindi, s
egliendo ad es. x

(1)

1

= 1 e x

(2)

2

= 1, la matri
e A sar�a diagonalizzata dalla

matri
e T , 
he 
on la sua inversa S, �e data da

T =

 

1 0

p

a

1

�a

2

1

!

; S = T
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�
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1
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1

!

:(4.6)

Appli
ando al sistema Darwiniano

_
x = Ax� x
; x

1

+ x

2
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0
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2

!
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La 
ondizione ambientale alla quale sono sottoposte le quasispe
ie
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(4.8)

si ottiene 
onsiderando
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(4.9)


he 
i forni
se
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1 +

p
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�
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+ y

2

= k:(4.10)

La risoluzione di (4.7) si e�ettua subito appli
ando la trasformazione die B.L.Jones
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Con i valori iniziali
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p

a

1

� a

2

x

0

1

+ x

0

2

�

e

a

2

t
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e poi le soluzioni

y

1

=

kx

0

1

�

1 +

p

a

1

�a

2

�

x

0

1

+

�

�

p

a

1

�a

2

x

0

1

+ x

0

2

�

e

(a

2

�a

1

)t

�!

t!1

y

1

=

k

1 +

p

a

1

�a

2

;

y

2

=

k

�

�

p

a

1

�a

2

x

0

1

+ x

0

2

�

e

(a

2

�a

1

)t

�

1 +

p

a

1

�a

2

�

x

0

1

+

�

�

p

a

1

�a

2

x

0

1

+ x

0

2

�

e

(a

2

�a

1

)t

�!

t!1

y

2

= 0:

Si vede 
he fra le quasispe
ie sussiste e�ettivamente selezione naturale 
ome asserito da

Eigen! Per�o queste quasispe
ie y

1

e y

2

sono delle popolazioni del tutto �ttizie, il 
he 
i

porta a 
hiamarle s
herzosamente o
h'anatre ed anatr'o
he.

y

1

y

2

In questo esempio le o
h'anatre restano tuttavia delle anatre poi
h�e y

1

= x

1

. Appli
ando

T a y si vede subito 
he per le spe
ie reali in equilibrio vale

x

1

= k

1

1 +

p

a

1

�a

2

; x

2

= k

p

a

1

�a

2

1 +

p

a

1

�a

2

:

4.2 Se
ondo esempio

Dopo aver sviluppato il metodo delle quasispe
ie, in
uriositi, lo vogliamo appli
are an
he

alle equazioni trattate in 3.6, 
he pure portano a 
onvivenza fra le spe
ie reali. Ora

abbiamo la matri
e

A =

 

a q

p a

!

; a � 0; p; q > 0:(4.12)


on gli autovalori

!

1

= a+

p

pq; !

2

= a�

p

pq(4.13)

ai quali 
orrispondano autovettori x

(1)

, x

(2)

. Dalle Ax

(1)

= !

1

x

(1)

e Ax

(2)

= !

2

x

(2)

seguono

x

(1)

2

=

r

p

q

x

(1)

1

; x

(2)

2

= �

r

p

q

x

(2)

1

:
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Ponendo x

(1)

1

= 1 e ri
hiedendo ad es. 
he il determinante della matri
e T 
he diagonalizza

A sia uguale a 1 otteniamo

T =

0

�

1 �

1

2

q

q

p

q

p

q

1

2

1

A

; S = T

�1

=

0

�

1

2

1

2

q

q

p

�

q

p

q

1

1

A

:(4.14)

Formate le quasispe
ie della matri
e A

y = Sx =

 

y

1

y

2

!

=

0

�

1

2

x

1

+

1

2

q

q

p

x

2

�

q

q

p

x

1

+ x

2

1

A

(4.15)

non
h�e

x = Ty =

 

x

1

x

2

!

=

0

�

y

1

�

1

2

q

q

p

y

2

q

p

q

y

1

+

1

2

y

2

1

A

;(4.16)

si vede 
he la trasformazione lineare S porta al sistema diagonalizzato

_
y =

 

a+

p

pq 0

0 a�

p

pq

!

y � y
;

�

1 +

r

p

q

�

y

1

+

�

1

2

�

1

2

r

q

p

�

y

2

= k(4.17)

fra le quasispe
ie, 
on 
ondizioni iniziali

y

0

1

=

1

2

x

0

1

+

1

2

r

q

p

x

0

2

; y

0

2

= �

r

p

q

x

0

1

+ x

0

2

:(4.18)

Le funzioni-base

�

1

=

�

1

2

x

0

1

+

1

2

r

q

p

x

0

2

�

e

(a+

p

pq)t

; �

2

=

�

�

r

p

q

x

0

1

+ x

0

2

�

e

(a�

p

pq)t

portano poi alle soluzioni. Si avr�a

y

1

= k

1

2

x

0

1

+

1

2

q

q

p

x

0

2

�

1 +

q

p

q

��

1

2

x

0

1

+

1

2

q

q

p

x

0

2

�

+

�

1

2

�

1

2

q

q

p

��

�

q

p

q

x

0

1

+ x

0

2

�

e

�2

p

pqt

�!

t!1

y

1

=

k

1 +

q

p

q

;

y

2

�!

t!1

y

2

= 0:

Di nuovo y

1

�e selezionata, y

2

inve
e si estingue, mentre per le spe
ie reali x

1

, x

2

in

equilibrio si ha

x

2

=

r

p

q

x

1

; x

1

+ x

2

= k:

5 Generalizzazioni

Ri
ordando i 
asi 
he per due popolazioni hanno permesso una 
onvivenza, proponiamo

per N = 3 i seguenti sistemi.
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5.1 Un esempio per N = 3

Sia

A =

0

B

�

a q

1

0

p

1

a q

2

0 p

2

a

1

C

A

; a � 0; p

i

; q

i

> 0;(5.1)


on autovalori

!

1

= a+ b; !

2

= a; !

3

= a� b; b =

p

p

1

q

1

+ p

2

q

2

:(5.2)

Non 
i so�ermiamo a dis
utere questo 
aso, in quanto resta limitato al 
aso parti
olare di

tre popolazioni. Tuttavia porta a 
onvivenza delle popolazioni: L'equilibrazione diretta

del sistema Darwiniano 
on 
 = !

1


i da le equazioni

�bx

1

+ q

1

x

2

= 0

p

2

x

2

� bx

3

= 0

x

1

+ x

2

+ x

3

= k

per i valori nello stato di equilibrio. Vi invitiamo ad appli
are il metodo delle quasispe
ie,

indi
andovi

T =

0

B

�

q

1

b

q

2

2b

�

q

1

b

1 0 1

p

2

b

�

p

1

2b

�

p

2

b

1

C

A

; S = T

�1

=

0

B

�

p

1

2b

1

2

q

2

2b

2p

2

b

0 �

2q

1

b

�

p

1

2b

1

2

�

q

2

2b

1

C

A

:(5.3)

5.2 Struttura 
i
li
a, 
res
ita autonoma nulla

Sia

A =

0

B

�

p

1

p

2

p

3

1

C

A

; p

i

> 0:(5.4)

Lo s
hema di questa matri
e �e dato in �gure 3. Gli autovalori di A sono

!

1

= p; !

2

= �

p

2

+ i

p

2

p

3; !

3

= �

p

2

� i

p

2

p

3; p =

3

p

p

1

p

2

p

3

(5.5)

e quindi le soluzioni del sistema lineare

_�

1

= p

1

�

3

; _�

2

= p

2

�

1

; _�

3

= p

3

�

2

(5.6)

saranno 
ombinazioni lineari delle funzioni

'

1

= e

pt

; '

2

= e

�

p

2

t


os(

p

2

p

3t); '

3

= e

�

p

2

t

sin(

p

2

p

3t);(5.7)

ossia

�

i

=

3

X

k=1

C

i

k

'

k

:(5.8)
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PSfrag repla
ements

p

1

p

2

p

3

1

2

3

�
�


�


�g. 3: s
hema

Il sistema porta a 
onvivenza: in equilibrio si avr�a ad es., usufruendo delle relazioni

fra le 
ostanti C

i

k

C

3

1

=

p

p

1

C

1

1

; C

3

2

= �

p

2p

1

C

1

2

+

p

p

3

2p

1

C

1

3

; C

3

3

= �

p

2p

1

p

3C

1

2

�

p

2p

1

C

1

3

C

2

1

=

p

p

3

C

3

1

; C

2

2

= �

p

2p

3

C

3

2

+

p

2p

3

p

3C

3

3

; C

2

3

= �

p

2p

3

p

3C

3

2

�

p

2p

3

C

3

3

x

1

= lim

t!1

k

�

1

�

1

+ �

2

+ �

3

= k

C

1

1

C

1

1

+ C

2

1

+ C

3

1

= k

1

1 +

p

2

p

1

p

3

+

p

p

1

:

A 
onferma, per equilibrazione diretta, si ottiene 
on 
 = !

1

= p

_x

1

= p

1

x

3

� px

1

= 0; _x

3

= p

3

x

2

� px

3

= 0

e quindi

x

1

+ x

2

+ x

3

= x

1

 

1 +

p

2

p

1

p

3

+

p

p

1

!

= k:

5.3 Il quasi
i
lo

In 
on
lusione dis
utiamo il sistema 
on la matri
e

A =

0

B

�

a

1

p

2

a

2

p

3

a

3

1

C

A

; a

1

> a

2

> a

3

; p

2

; p

3

> 0;(5.9)


he merita attenzione. Lo s
hema appare in �gure 4. Con

T =

0

B

�

1

p

2

a

1

�a

2

1

p

2

p

3

(a

1

�a

2

)(a

1

�a

3

)

p

3

a

2

�a

3

1

1

C

A

(5.10)
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PSfrag repla
ements

a

1

a

2

a

3

p

2

p

3

1

2

3

�
�


�


�g. 4: quasi
i
lo

e

S = T

�1

=

0

B

�

1

�

p

2

a

1

�a

2

1

p

2

p

3

(a

1

�a

3

)(a

2

�a

3

)

�

p

3

a

2

�a

3

1

1

C

A

(5.11)

otteniamo le quasispe
ie di A

y = Sx =

0

B

�

x

1

�

p

2

a

1

�a

2

x

1

+ x

2

p

2

p

3

(a

1

�a

3

)(a

2

�a

3

)

x

1

�

p

3

a

2

�a

3

x

2

+ x

3

1

C

A

(5.12)

e re
ipro
amente

x = Ty =

0

B

�

y

1

p

2

a

1

�a

2

y

1

+ y

2

p

2

p

3

(a

1

�a

2

)(a

1

�a

3

)

y

1

+

p

3

a

2

�a

3

y

2

+ y

3

1

C

A

:(5.13)

Quest'ultima relazione 
i indi
a la 
ondizione ambientale per le quasispe
ie e 
io�e

�

1 +

p

2

a

1

� a

2

+

p

2

p

3

(a

1

� a

2

)(a

1

� a

3

)

�

y

1

+

�

1 +

p

3

a

2

� a

3

�

y

2

+ y

3

= k:(5.14)

Con

�

1

= x

0

1

e

a

1

t

; �

2

=

�

�

p

2

a

1

� a

2

x

0

1

+ x

0

2

�

e

a

2

t

;

�

3

=

�

p

2

p

3

(a

1

� a

3

)(a

2

� a

3

)

x

0

1

�

p

3

a

2

� a

3

x

0

2

+ x

0

3

�

e

a

3

t

si ottengono le quasispe
ie, ad es.

y

1

=

kx

0

1

�

1+

p

2

a

1

�a

2

+

p

2

p

3

(a

1

�a

2

)(a

1

�a

3

)

�

x

0

1

+

�

1+

p

3

a

2

�a

3

��

�

p

2

a

1

�a

2

x

0

1

+x

0

2

�

e

(a

2

�a

1

)t

+

�

p

2

p

3

(a

1

�a

3

)(a

2

�a

3

)

x

0

1

�

p

3

a

2

�a

3

x

0

2

+x

0

3

�

e

(a

3

�a

1

)t
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ements

x

i

t

�g. 5: 
i
lo

�!

t!1

y

1

=

k

1 +

p

2

a

1

�a

2

+

p

2

p

3

(a

1

�a

2

)(a

1

�a

3

)

�e l'uni
a ad essere selezionata, mentre le altre si estinguono

y

2

= y

3

= 0:

Merita di essere annotato 
he il sistema Darwiniano appena dis
usso pu�o fa
ilmente

essere risolto, passo per passo, an
he direttamente. Nulla si interpone quindi a 
onsiderare

questi quasi
i
li 
on un numero N qualsiasi di popolazioni.

5.4 Due esempi numeri
i

Essi sono tipi
i e si riferis
ono a due insiemi di tre popolazioni 
on organizzazione data

da matri
i

A =

0

B

�

p

1

p

2

p

3

1

C

A

e A =

0

B

�

a

1

p

2

a

2

p

3

a

3

1

C

A

:

Partendo dagli stessi valori iniziali l'evoluzione dei due sistemi Darwiniani porta in ambedue

i 
asi a 
onvivenza delle popolazioni involte 
ome raÆgurato nelle �gure 5 e 6.
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