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1 Einleitung

Die mathematische Modellierung stellt ein kriftiges Instrument dar, mit
dem der menschliche Geist die verschiedensten Disziplinen erfolgreich ange-
gangen hat. Ein frithes Beispiel von Tragweite ist Euklids Methode, die el-
ementare Geometrie zu erfassen. Sie fiihrte iiber Hilberts “Grundlagen der
Geometrie” [1] zu moderneren Darstellungen, etwa zu [2]. Des Weiteren sei
an die Himmelsmechanik erinnert, aus der die grossartigen Konstrukte der
Lagrange- und Hamiltonmechanik erwuchsen. Ein wichtiger Vertreter der in
den 20er Jahren aufkommenden mathematischen Populationsdynamik ist V.
Volterra, man denke nur an sein Ausschliessungsprinzip [3] und die Riuber-
Beute Gleichungen, die von ihm erstmals 1927 aufgestellt wurden [4]. Alle
genannten Modelle stellen Artefakte dar, sie sind wohl der uns umgebenden
Welt abgelauscht, sind aber nicht “Realitdt” - diese ist zugleich reicher als
auch verschwommener - sondern gleichsam Neuschopfungen, prézise, durch-
schaubar und dadurch “fast schoner” als die reale Welt. Als man Lagrange
vorwarf, die Planeten folgten nicht ganz genau den errechneten Bahnen, gab
er lakonisch zur Antwort:

“tant pis pour les planetes”.

Dass vielmehr oft eine ganz erstaunliche Ubereinstimmung zwischen den
Pridiktionen eines mathematischen Modells und der Beobachtung stattfindet,
ist das wahrhaft Erstaunliche. Als beeindruckendes Beispiel hierfiir diene
die Beschreibung des Anwachsens der Bevolkerung der USA [5] mittels der
einfachen logistischen Differentialgleichung

& = xz(a — bx).



Qualitativ &ndert sich am Resultat nichts, wenn man den “Bremsterm”
durch —blnzx ersetzt
& =z(a—blnz),

indessen ist jetzt die Differentialgleichung durch die Substitution
£:=Inzx

auf eine lineare Differentialgleichung zuriickgefiihrt, was fiir ihre explizite
Losbarkeit dann von Belang sein wird, wenn man die Wachstumsrate nicht
mehr als konstant annimmt, sondern periodischen Schwankungen unterwirft
[6]. Die Losung weist dann grenzzyklisches Verhalten auf.

Als natiirliche Verallgemeinerung der logistischen Differentialgleichung
auf den Fall zweier Populationen x1, z2 bietet sich folgendes System an:

1 = w1 [a; — (biiz1 + brazo)]

: bir, > 0).
T9 = T2 [CLQ — (bglIl + b22I2)] ( " )

Fir
A :=b11bag — bi2ba1 =0

ist dieses System auf die Volterraschen Kompetitionsgleichungen [4] zurtick-
fithrbar

1 = w1 [a1 —y1(hizy + hezo)]
&y = w2[az —y2(hiz1 + hoxo)],

man setze einfach bei beliebig gewédhltem v, > 0

b b b
hl = ja h2 = Ea 72 :712
8! 8! b1
Wie jiingst dargelegt [7] enthilt dieses Modell die Eigensche Theorie Darwin-
scher Selektion zwischen zwei Populationen als Spezialfall: die “selektiven
Werte” der beiden Populationen betragen

ap a2
7oy
Diejenige Population mit dem grosseren selektiven Wert verdriangt mit der

Zeit die andere vollstindig, wie in Abbildung 1 fiir fy—; > % dargestellt.
Auf Dauer werden zwei Populationen nach unserem Modell, das auf jegliche
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Abbildung 1: Die Population mit dem grosseren “selektiven Wert” verdréngt
die andere mit der Zeit vollstindig

mechanistische Deutung verzichtet, dann und nur dann nebeneinander beste-
hen kénnen, wenn die Bedingung

a1 a9 a9 a1

A>0¢= — < —, — < —

bt ba1’ baz  bi2
erfiillt ist. Das System strebt bei beliebigen Startwerten denselben Gle-
ichgewichtspunkt G an, wie in Abbildung 2 dargestellt. Dies ist in bester
Ubereinstimmung mit einem geometrischen Kriterium [8], wonach der Gle-
ichgewichtspunkt G dann und nur dann stabil sein wird, wenn die Gerade
o1 = 0 “steiler” verlduft als £9 = 0, d.h. wenn

ay ay az a
bio bir by b:

An dem angegebenen Kriterium fiir ein dauerhaftes Zusammenleben dndert
sich nichts, wenn man logarithmische Kopplungsterme statt der klassischen
einfithrt, was geschehen ist, um eine explizite Auflésung des dynamischen
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Abbildung 2: Das System strebt bei beliebigen Startwerten denselben Gle-
ichgewichtspunkt G an

Systems auch dann noch zu erméglichen, wenn man statt konstanter Wach-
stumsraten periodisch schwankendes Wachstum ins Auge fasst. Es ergeben
sich interessante Formen des Zusammenlebens, gekennzeichnet durch das
Auftreten von Trajektorien mit unendlicher Periodenlinge. Die Attrak-
toren des beschriebenen Modells sind zwar quasiperiodisch, indessen nicht
chaotisch, denn die Trajektorien laufen nicht auseinander bei geringfiigigen
Anderungen der Startwerte, wie etwa beim Lorenzattraktor. Das System
ist darauf nicht empfindlich. Wohl aber ist es sehr sensitiv auf Anderung
der Anregungsfrequenz, welche die Form des Attraktors bei geringfiigigster
Storung vollig verdndert. Dieses neue Phdnomen wurde erstmals in [13]
ausfiihrlich dargelegt, nachdem in [9], [10], [11] und [12] Vorarbeit geleistet
wurde.



2 Modell mit logarithmischen Kopplungstermen

Die Anwesenheit einer gewissen Anzahl Individuen z;, xo beider Arten
in gegebenem Habitat bedeute fiir beide Species ein Alarmzeichen, dem
sie durch artenspezifische Herabsetzung ihrer intrinsischen Wachstumsrate
a; > 0 um den Betrag b;; Inz; + bj2 Inzs begegnen mogen, wobei by, > 0.
Wir gelangen so zum dynamischen System

i1 = m1[ay — (by1Inzy +bpInmy)]; 2 (1)
o = To [a2 — (b21 Inzy + by In .772)] ; .778

Es handelt sich bei diesen nichtlinearen Differentialgleichungen gewisser-
massen um “Schafe im Wolfspelz”, deren Maskerade

durch die Variablentransformation

y; = lnx; (2)
sofort aufgedeckt wird:
= —buyi —biy2 + a1
jo = —byy — b (3)
Y2 = 21Y1 — D22y2 + a2

Wann besitzt dieses lineare Differentialgleichungssystem einen stabilen Gleich-
gewichtspunkt G im ersten Quadranten ?

3 Losung

Wir bestimmen zuerst die Eigenwerte des zu (3) gehorigen homogenen Sys-
tems als die Losungen der charakteristischen Gleichung

b1 —w —bi2

. . _ = w2 + w(b11 + b22) + (b11b22 — b12b21) = 0.
ba1 by —w



Man erhalt

1
wiz =g —(b11 + byo) £ \/(511 — bo2)? + 4b12b2y (4)

und mit ihnen die allgemeine Losung des homogenen Systems

y1 = Crett 4 Cpe! (5)
_ _biitw wit _ biitwo wal
Y2 = b1o 016 b1o 026 .

Um zur L6ésung des inhomogenen Differentialgleichungssystems (3) aufzustei-
gen geniigt es, hierin die Konstanten C; durch geeignet gewiihlte Zeitfunk-
tionen Cj(t) zu ersetzen. Die Bedingungen zu ihrer Bestimmung lauten

Clewlt + Cgewzt = a
b . b .
ut @ Crett 4 LT 22 w2 Cae?t = —ay,
b2 b12
aufgelost also

. 1

C, = e—wit [a1 (bll + LUQ) + agblg]
wo — W1

. -1

Cy, = — w2t [a1 (bll + wl) + a2b12] .
W2 — Wi

Die allgemeine Losung von (3) ergibt sich durch Einsetzen der Integrale
C;(t) in (5), wobei ein dauerhaftes Zusammenleben der Populationen nur
dann moglich ist, wenn beide Eigenwerte w; negativ sind, nach (4) daher
nur unter der Annahme, dass

wi < 0 <= A :=by1byy — bioby; > 0.

Man wird zudem noch verlangen, dass der Gleichgewichtspunkt G in den
ersten Quadranten zu liegen komme. Beides ist dann und nur dann der Fall,

wenn die Bedingungen
a1 az ay a2

bir  bot bz~ b
erfiillt sind. In der Tat ist dann
az a2 ap a1

baa bar  bia byt

d.h. A > 0 und die Koordinaten von

(6)

bao — aob bi1 —a1b
G = (16, yag) = (2T, ) (™



Y2

n

Abbildung 3: Qualitativer Verlauf der Trajektorien

sind beide positiv. Unter Verwendung der 0-Isoklinen ¢; = 0 und g2 = 0 des
Systems (3) wurde in der Abbildung 3 der qualitative Verlauf der Trajek-
torien zu verschiedenen Startwerten S = (y?,49) skizziert. Zur Bestitigung
benutzen wir die allgemeine Losung von (3)

1 = yic+ Kie“th + Kpew?!t (8)
— b t b : ot
Yo = Yoo — LK et — 2 et

worin die Integrationskonstanten Kj,K» den jeweiligen Startwerten anzu-
passen sind. In Abbildung 4 haben wir folgendes Zahlenbeispiel behandelt:

b11:2, b12:1, b21:1, b22:3unda1:1, a2:1.



Abbildung 4: Losung fiir verschiedene Startwerte

4 Fluktuierendes Wachstum

Zu neuen interessanten Verhaltensweisen des Systems st0sst man vor, wenn
man annimmt, die Wachstumsraten der beiden Populationen seien saisonalen
Schwankungen unterworfen, was ganz natiirlich erscheint. Wir beschrinken
uns hier darauf, im Zahlenbeispiel, das auf die Abbildung 4 gefiihrt hat,
dem Glied a; = 1 den Term cost beizufiigen, unter Belassung aller {ibrigen
Zahlwerte

a1 =1— a1 =1+ cost;

als Startwerte wihlen wir S = (0,0). Die entsprechende Trajektorie ist in
Abbildung 5 ersichtlich: sie nihert sich asymptotisch einer geschlossenen
Kurve, die G umschliesst. Mittels (2) sind wir in Abbildung 6 wieder zum
realen Raum der z; aufgestiegen.
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Abbildung 5: Losung bei saisonaler Schwankung einer Wachstumsrate

1.15F

11

1.05F

26

Abbildung 6: Losung im realen Raum
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Abbildung 7: Losung bei saisonaler Schwankung beider Wachstumsraten

5 Fliachendeckende Trajektorie

Lasst man unter Beibehaltung der Werte
bi1 =2, bia =1, b1 =1, by =3
beide Wachstumsraten fluktuieren
a; =1+cost, ag =14 cost,

so ergibt sich der Grenzzyklus von Abbildung 7. Bei nur geringfiigiger
Anderung:
2
ar =1+ cost, as :1—I—cosl—\/;t
zeigt die entsprechende Abbildung 8 das Auftauchen einer neuen Ordnung
in der Populationsdynamik, ndmlich die Anndherung der Trajektorie an
eine Kurve, welche fiir ¢ — oo allmihlich ein ganzes Flichenstiick dicht
iiberdeckt.

6 Verallgemeinerung

Lasst man auch negative by, zu, so sind rein imaginéire Eigenwerte moglich.
Das System erhilt dadurch eine Eigenfrequenz, welche mit den fluktuieren-
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Abbildung 8: Entstehung einer Grenzfliche
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Abbildung 9: Grenzzyklus bei rein imaginéiren Eigenwerten
den Wachstumsraten interferiert. Es konnen wiederum Grenzflichen entste-

hen, diesmal sogar wenn nur eine der Wachstumsraten fluktuiert, wie das
folgende Beispiel zeigt. Fiir

bi1 =1, big =1, by = =5, und byy = —1
erhilt man die rein imaginiren Eigenwerte
w1 = 24, wy = —21.
Somit erhalten wir einen Grenzzyklus fiir die Wachstumsraten
a1 =1+cost, ag =1,

wie in Abbildung 9 dargestellt, wihrend fiir die leicht gednderte Fluktuation

V2

CL1:1+COSﬁt

wiederum eine Grenzfliche entsteht (Abbildung 10).
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Abbildung 10: Grenzfliche bei rein imaginiren Eigenwerten
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