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Abstract

We investigate the influence of migration on the evolution of one and two species living
in regions under hunting conditions which keep the total number of individuals constant.
Individuals migrate from an area with better living conditions to an area with worse living
conditions, because in this way they minimize the hunting rate in both areas. At long
term the populations approach a steady state.

1 Eine Species in zwei Kompartimenten

In einem Habitat lebt eine Species in zwei voneinander getrennten Kompartimenten, was dank
verschiedener Lebensbedingungen zu einem exponentiellen Wachstum der anfanglich 2%, 9

Exemplare in den zwei Kompartimenten mit verschiedenen Wachstumsraten a, as gemass
. .0 L . .0
Tl = a1x15; T4 Ty = QaX9; Toy
fihrt. Wir nehmen an, dass etwa
(1.1) ap > as.
Durch passendes Bejagen
—1‘19, —.ZL’QQ

der beiden Bevolkerungsanteile mit derselben Rate €2 kann erreicht werden, dass wahernd der
Evolution unseres Systems
T Q) 0
12) (o2 mnom
2 = Q%2 — T2if; Lo
die Summe der Anteile z1, x5 unserer Species in den zwei Kompartimenten zeitlich konstant
bleibt
(1.3) T+ Ty = ci=a) + 1.

Diese Bedingung kettet x;, xo aneinander, da nach ihr #; + @5 = 0 und daher in (1.2)

1
(14) Q= E(alxl + CLQJIQ)



zu setzen ist.
Der Auflésung von (1.2) dient die B.L.Jones Transformation [1]

1.5 x; =&, :effothT: ¢ .
(1.5) &t f 3
Sie liefert uns
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(16) T y T =
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und damit nach (1.1) auch das Langzeitverhalten des Systems

(1.7) T, = tlgglo T =c¢, To= tlgglo Ty = 0.

2 Es herrscht ein Migrationsdruck

Setzt man (1.3) in (1.4) ein, so ergibt sich fiir die Bejagunsrate giiltig in beiden Kompartimenten

der Ausdruck )
Q= E(al — a,g)l'l + a9

und daraus wird ersichtlich, dass eine Herabsetzung des Bevolkerungsanteils x; durch Abwan-
dern eines Teiles von x; aus dem ersten Kompartiment mit grosserer Wachstumsrate in das
zweite Kompartiment im Interesse der gesamten Species liegt, wird doch dadurch die fiir alle
Individuen giiltige Bejagungsrate herabgesetzt !

3 Zulassung einer Migration

Gewahr dieses Migrationsdruckes offnen wir die Grenze und gestatten in jedem Augenblick den
Ubertritt von maz; Individuen aus dem ersten in das zweite Kompartiment, wie in Abbildung
1 dargestellt. Das Schema entspricht den Gleichungen

g _ . 0
T = (@1 — M)T1m — T1n ;2
g _ . 0
Tom = MTry + A2Tom — Tomm; T

x1m+x2m:x::x?+x8

(3.1)

in denen m die angenommene Migrationsrate bezeichnet. Beachte, dass wegen &1,, + @2, = 0

1
(32) Qm = E(al — ag)l'lm —+ a9

und damit der Migrationsdruck gerichtet in das zweite Kompartiment weiterhin besteht.
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Abbildung 1: Migration bei a; > as

4 Losung des Systems bei Migration
Einsetzen von (3.2) in (3.1) ergibt zur Bestimmung von x,, die logistische Differentialgleichung
1 0

(4.1) T = (a1 — ag — M)y, — E(al —ap)ri ;.

Zu ihrere Auflosung bedienen wir uns der Variablentransformation

(42) Tim = é‘f, f — 6*%(0417112) fot 1:1de7
die wegen .
(4.3) f= —fola—a)& f(0)=1

die Gleichung (4.1) in die lineare Gleichung

5': (a1 — ag — m)&; 37[1)

mit Losung
é- — x[l)e(alfagfm)t

tiiberfithrt. Damit ergibt sich aus (4.3)

1\ v
(4.4) <?> — ﬁ(al - a2)e(a17a27m)t_ 1.
C

Mithin erhalt man



e fir m # a; — as die Losung
2%(a; — ag — m)

(45) Tim = 01 1 0 ;
29 (ay — az) + [;(C — ) (ay — ag) — m} e—(a1—az—m)t

die fiir m = 0 in Ubereinstimmung mit (1.6) in

0
B xic
(4.6) Lo = 29 + (¢ — a9)e—(a—a2)t

iibergeht.

e Die Lisung fiir m = a; — ag bestimmt sich direkt aus (4.1) zu

0
xic

47 = .
(4.7) o 2Y(a; —ag)t + ¢

5 Wachsende Migrationsrate
Nach (4.6) ist ohne Migration
Ty =¢ Ty =0

und nach (4.7) fiir m = a; — ay erstmals

wahrend fir alle Zwischenwerte
O<m<a;—as

gemdss (4.5) keine der Populationen ausgemerzt wird

clap —as —m cm
(5.1) SO C el a0 B |
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Dies ist in Abbildung 2 dargestellt.

6 Migration senkt die Bejagungsrate

Wegen (3.2) ist fiir ¢ > 0
Qy, < Qo = 1130 < T10-

Nach (4.5) und (4.6) ist also etwa fiir 0 < m < a; — a2 nachzuweisen, dass

{x? + (¢ — x(l’)e_(‘“_“?)t} (a1 — az —m)

x(l)(a'l —az) + [(c— 37[1))(@1 — ag) —cm] e—(a1—az—m)t

< 1.
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Abbildung 2: Losung fiir 0 < m < a; — as




Zunachst erkennt man, dass der Nenner positiv ist:

2 (a1 —ay) > [c(al —ay) — (c—a))(ay — ag)} e (@mazmmt [cm —(c—2Y)(a; — ag)} e~ (m—aammt,

Nun beschliessen wir den Beweis mit der Feststellung, dass

(a1 —ay—m) 2+ (c—a2) (ay —ag—m)e~ (1722t < x[l)(al—ag)—i-[(c — 23 (a; — ay) — cm} e~la—a—m)t

weil
—mad + (¢ — 29)(a; — ay — m)e_(‘“_‘”)t < —mee(@amez-mt 4 (c—2%)(a; — ag)e_(al_‘”_m)t

1

— _mxoef(al —az—m)t

—m(c — a¥)e (@a—mt

+(c— 2 (a; — ay)e (@ -ez-mt

= —m:rée_(al_”_m)t + (¢ — 2% (a1 — ag — m)e_(al_‘”_m)t.

7 Zwei Species in je zwei Kompartimenten

Im selben Habitat sei nun auch eine zweite Species y angesiedelt, ebenfalls verteilt auf zwei ge-
trennte Kompartimente, die aber mit den bisher betrachteten nicht iibereinzustimmen brauchen.
In ihnen wachsen die Bevolkerungsanteile gemass

Yin = b1y1in; y? Yon = bayon; yg
exponentiell an, wobei etwa
(71) b1 > bg

angenommen sei und wieder eine Migration vom ersten Kompartiment in das zweite im Aus-
mass ny; zugelassen ist, dem Migrationsdruck Folge gebend, der sich daraus ergibt, dass Migra-
tion eine Herabsetzung der artspezifischen Bejagungsrate €2, zur Folge hat, die zur zeitlichen
Aufrechterhatung der totalen Bevolkerung

Y = Yin T Yon = Cy ::y?+y(2)

im Habitat anzusetzen ist:

1 1
(7.2) Qun = —(b1y1n + bayon) = — (b1 — b2)y1n + b.

Cy Cy
Diese Sachlage ist in Abbildung 3 skizziert. Dank der eingefiihrten, 6kologisch sinnvollen arten-
spezifischen Bejagung zerfallen die Gleichungen, welche die Populationsdynamik beschreiben,
in zwei Paare, die getrennt durch (4.5) geldst werden:

; _ . 0

Tim = (al - m)xlm - xlmme; 371 o

Y — Q . 0 Tim + Tom = Cy
Tom = MTip + 2T2m — Tomdlem; Ty
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Abbildung 3: Kompartimente fiir y

und analog
Uin = (b1 —n)ym — Y108 yn; y?
. + = Cy-.
Yon = NY1p+ b2y2n - yZnQyn; ?JS Yin °F Yon Y

Unter der alten Einschrankung iiber das zugelassene Mass an Migration
O<m<a1—a2, 0<n<b —b
ergeben sich fiir ¢ — oo nach (5.1) positive Gleichgewichtswerte

B celag —ag —m)  _ cy(by — by —n)
7.3 m — ) n =
(7-3) o ay — az . by — by

fur alle Teilpopulationen.

In Abbildung 4 ist ein Beispiel fiir die Evolution eines solchen Systems dargestellt. Wir
haben fiir die erste Population die Wachstumsraten a; = 2 und ay = 1 gewahlt, und fir die
zweite Population b; = 3 und by = 2. Dank der Migration bleiben Species in allen Komparti-

menten erhalten.

8 Unspezifische Verdiinnung der Populationen

In einer abgeschlossenen Pririe leben Rinder x, verteilt auf zwei getrennte Kompartimente,
sowie Biiffel y, verstreut iiber das ganze Habitat, wie in Abbildung 5 angedeutet ist. Die Wach-
stumsraten der Rinder x1, x5 in den zwei Kompartimenten mogen a;, as betragen, wahrend fiir
die Biiffel y im ganzen Habitat eine mittlere Wachstumsrate b angenommen sei, wobei etwa

(81) a; >b> a
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Abbildung 4: Evolution von zwei Populationen unter Migration

gelte. Zur zeitlichen Aufrechterhaltung des gesamten Tierbestandes
(8.2) Tim + Tom + Ym = € 1= 2% + 25 + 1"

werden laufend im ganzen Habitat Rinder x mit einer Rate €2, eingefangen und abgefiihrt,
Biffel y mit derselben Rate abgeschossen. Dies fiithrt zu den Evolutionsgleichungen

P = (a1 —m)Trm — Ty 28
(8.3) om = My + 2o — TomQm; 25
?Jm - bym - mem; yO

In diesen Gleichungen ist bereits eine Uberfiihrung von Rate m der Rinder vom ersten in das
zweite Kompartiment miteingebaut. Gemdéss (8.2) berechnet sich

1 1 1
(8.4) Q= E(Uqfrlm + agTom + byp,) = E(Uq — Qg)Tim + E(b — a2)Ym, + as.
Die B.L Jones Transformation

¢
8.5 m — S1mJ> m — 2mJ> Ym = TlmJ> = _medT:
( ) T Sim S, T2 Som /S5 Y Mmf, [f=e Jo i+ Eom + T

Cc

fithrt (8.3) in lineare Gleichungen iiber

é:-lm — (a'l - m)flm; :E[l]
(86) §2m - mglm + a’2€2m; :Eg
7'7m - bnm; yO‘
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Abbildung 5: Rinder und Biiffel
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Tabelle 1: Entwicklung der Bestande be wachsendem m

Fiir m < ay — a9, insbesondere fiir m = a; — b ergeben sich

glm = xtl)e(al_m)t
0 0
_ mxy (a1 —m)t ast _ 0 mxy
(8.7) Som = s m€ + Ke™', K=u;— —
Nm = yoebt-

Ist aber m = a; — ay, so sind

flm = x?ea2t
(88) bom = (a1 — ag)alte™ 4 afe!
I

Nach (8.5) erhilt man dann die Losungen von (8.3) und aus ihnen das Verhalten der Popula-
tionen fir £ — oo, das wir fiir wachsende Werte von m in Tabelle 1 zusammenstellen. Aus
ihr wird ersichtlich, dass einzig fir

(8.9) m=a, —b
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Abbildung 6: Vier Beispiele auf der Prarie mit wachsender Migrationsrate

keiner dieser Grenzwerte verschwindet. Wir geben in Abbildung 6 ein numerisches Beispiel
fiir die Wachstumsraten der Rinder a; = 4, as = 1 und der Biiffel b = 3. Wir variieren
die Migrationsrate m € {0,1/2,1,3/2} was die verschiedenen Fille in Tabelle 1 illustriert.
Abbildung 7 zeigt fiir alle vier Beispiele in Abbildung 6 den Verlauf der Bejagungsrate (2.
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Abbildung 7: Verlauf der Bejagungsrate fiir die vier Beispiele von Abbildung 6
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