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Zusammenfassung

Die L�osungen von R�auber-Beute-Systemen sind ges
hlossene Zyklen. Wenn

man aber klassis
he numeris
he Verfahren zur L�osung von sol
hen Systemen ver-

wendet, erh�alt man qualitativ fals
he spiralf�ormige L�osungen. Wir stellen drei

L�osungsverfahren vor, wel
he die Trajektorien exakt wiederzugeben verm�ogen und

somit nur Fehler in der Zeitr�u
kgewinnung enthalten.

Abstra
t

Solutions of prey-predator-systems are 
losed orbits. Applying a 
lassi
al numeri
al

method to 
ompute the solution however, one obtains spiraling solutions whi
h are

either 
onverging to the steady state or diverging to in�nity. We propose three

numeri
al methods whi
h reprodu
e the 
losed orbits exa
tly and thus 
ontain nu-

meri
al error only in the time 
omponent of the solution.

Einleitung

Wir s
hi
ken voraus, dass die klassis
hen R�auber-Beute Glei
hungen von Volterra [1℄

_

~x = a~x� b~x~y

_

~y = �
~y + d~x~y

dur
h die einfa
he Variablentransformation

~x =

1

d

x ; ~y =

1

b

y

in

_x = ax� xy

_y = �
y + xy

(1.1)

�ubergehen.

Aus diesem System wird zun�a
hst dur
h Division der beiden Glei
hungen dur
heinan-

der die Zeit eliminiert
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Abbildung 1: Trajektorie dur
h Q

was na
h Integration zur Beziehung

x




a

ye

�

1

a

(x+y)

= K (1.2)

f�uhrt. Sie ist Ausgangsglei
hung zur Bestimmung der Trajektorien rund um den

Glei
hgewi
htspunkt G(
; a) im ersten Quadranten, wobei die Integrationskonstante

K jeweils dur
h Vorgabe eines Punktes der Trajektorie festgelegt wird.

Wir geben drei L�osungsvarianten an und w�agen am S
hluss ihre Vorteile gegeneinan-

der ab.

1 Erste Variante

Zu bestimmen sei die Trajektorie dur
h den Punkt

Q(0 < x

0

< 
; y

0

=

a




x

0

): (1.3)

Bea
hte, dass na
h (1.1)

�

dy

dx

�

Q

=

y

0

(�
+ x

0

)

x

0

(a� y

0

)

= �1 :

Zu ihrer Darstellung w�ahlen wir als Parameter

s = x+ y: (1.4)

Aus (1.2) ergeben si
h

K =

a




x
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+1
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e
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a+





x

0

(1.5)
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und die Hauptglei
hung

f(x; s) := x




a

(s� x)e

�

s

a

= K; (1.6)

die na
h x aufzul�osen ist.

1.1 Variabilit�atsintervall des Parameters s

Die Funktion f(x; s) ist bei festem s > 0 f�ur x � s ni
htnegativ und nimmt f�ur

x =




a+ 


s

ihr Maximum an

'(s) := f

max

= f(




a+ 


s; s) =

a

a+ 


�




a+ 


�




a

s




a

+1

e

�

s

a

; (1.7)

sodass si
h als L�osbarkeitsbedingung f�ur die Hauptglei
hung (1.6)

K � '(s) (1.8)

ergibt, wobei f�ur

s = s

1

:= s

Q

=

a+ 





x

0

(1.9)

na
h (1.5) und (1.7)

K = '(s

1

) (1.10)

gilt. Dies ist au
h no
h f�ur s = s

2

= s

R

der Fall, ein Wert, der si
h gem�ass

Abbildung 2 ergibt. Damit ist s
hon einmal das Variabilit�atsintervall des Parameters

s abgeste
kt.
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1.2 L�osung der Hauptglei
hung

Zur Bestimmung der beiden Werte x = x

i

(s), die zu einem Parameterwert s in

[s

1

; s

2

℄ geh�oren, ist im sxf -Raum die Fl�a
he f = f(x; s) mit der Ebene f = K zu

s
hneiden, wie in Abbildung 3 skizziert. Damit und mit y = y

i

(s) = s � x

i

(s) ist

dann die Trajektorie dur
h Q gegeben.

Re
hneris
h bediene man si
h zur Au
�osung der transzendenten Glei
hung (1.6)

des Newtons
hen Verfahrens.

1.3 Ein Spezialfall

Der Spezialfall 
 = a ist dur
h erhebli
he Vereinfa
hungen gekennzei
hnet. Die

Trajektorie um den Glei
hgewi
htspunkt G(a; a) dur
h den Punkt

Q(0 < x

0

< a; y

0

= x

0

) (1.11)

verl�auft symmetris
h zur Winkelhalbierenden y = x, wie in Abbildung 4 dargestellt.

Die Integrationskonstante K in (1.5) nimmt den Wert

K = x

2

0

e

�

2

a

x

0

(1.12)

an und die Hauptglei
hung

f(x; s) = x(s� x)e

�

s

a

= K () x

2

� sx+Ke

s

a

= 0 (1.13)

ist eine quadratis
he Glei
hung mit Diskriminante

D = s

2

� 4Ke

s

a

: (1.14)
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Mit

'(s) = f

max

= f(

s

2

; s) =

s

2

4

e

�

s

a

(1.15)

hat man als L�osbarkeitsbedingung

K � '(s)() D � 0: (1.16)

Man best�atigt zun�a
hst ihr Erf�ulltsein f�ur

s

1

:= s

Q

= 2x

0

� s � s

2

= s

R

; (1.17)

wobei si
h s

2

wie in Abbildung 2 ergibt. Geometris
h wird dann wieder im sxf -

Raum die Fl�a
he f = f(x; s) mit der Ebene f = K ges
hnitten. Re
hneris
h ist

hier einfa
h die quadratis
he Glei
hung (1.13) na
h x aufzul�osen, was zur expliziten

parametris
hen Darstellung der Trajektorie f�uhrt:

x

i

=

s

2

�

1

2

q

s

2

� 4Ke

s

a

; y

i

= s� x

i

=

s

2

�

1

2

q

s

2

� 4Ke

s

a

; s

1

� s � s

2

: (1.18)

Weitere Spezialf�alle mit expliziter parametris
her Darstellung der Trajektorien �ndet

man f�ur a = 2
 und a =




2

, wo eine kubis
he Glei
hung zu l�osen ist und f�ur a = 3


und a =




3

, wo eine Glei
hung vierten Grades zu l�osen ist. In der Tat kann diese

parametris
he Darstellung der Trajektorien f�ur alle rationalen Verh�altnisse




a

auf

die L�osung einer algebrais
hen Glei
hung vom Grade a + 
 zur�u
kgef�uhrt werden,

da die Glei
hung (1.6) dur
h die Variablentransformation y

a

= x in das polynomiale

Problem

�y

a+


+ sy




+ e

�

s

a

�K = 0

�ubergeht.
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Aufstellung 1: L�osung von (1.1)

1.4 Wiedergewinnung der Zeit

Man bildet na
h (1.1) und (1.4)

_s = _x+ _y = ax� 
y (1.19)

und erh�alt damit

dt =

ds

ax(s)� 
y(s)

; (1.20)

im Spezialfall 
 = a na
h (1.18) also einfa
h

dt =

ds

�a

p

s

2

� 4Ke

s

a

: (1.21)

Wir verlegen den Nullpunkt der Zeitre
hnung in den Punkt Q und erhalten in

Erg�anzung zur Trajektorie t = t(s) und damit die L�osung von (1.1) wie in Aufstel-

lung 1 dargestellt. Bea
hte, dass der Integrand in t bei s

1

und s

2

je einen integrier-

baren Pol aufweist. Verglei
he hierzu au
h die fr�uheren Darstellungen [2, 3℄.

2 Zweite Variante

Wir w�ahlen jetzt zur Bestimmung einer L�osung von (1.1) mit Anfangspunkt

S(0 � x

0

� 
; y

0

= a) (2.1)

als Parameter die Abszisse x. Eliminiert man wieder die Zeit und setzt

y = a�; (2.2)
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so erh�alt man als Hauptglei
hung

f(�; x) := �e

��

x




a

e

�

1

a

x

= K; (2.3)

wobei na
h (2.1) die Integrationskonstante

K = e

�1

x




a

0

e

�

1

a

x

0

: (2.4)

Mit

'(x) := f

max

= f(1; x) = e

�1

x




a

e

�

1

a

x

(2.5)

lautet die Bedingung f�ur die Au
�osbarkeit von (2.3) na
h �

K � '(x): (2.6)

Setzt man

x = 
�; (2.7)

so vereinfa
ht si
h dies zu

�e

��

�

x

0




e

�

x

0




; (2.8)

was gem�ass Abbildung 5 f�ur

�

0

=

x

0




� � � �

1

(2.9)

der Fall ist. Geometris
h ist zur L�osung der Hauptglei
hung (2.3) f�ur x

0

� x �

x

1

= 
�

1

im x�f -Raum die Fl�a
he f = f(�; x) mit der Ebene f = K zu s
hneiden.

Dies zeigt Abbildung 6. Re
hneris
h bedeutet das die Au
�osung von

�e

��

=

K

'(x)

e

�1

; (2.10)

was na
h (2.6) m�ogli
h ist. Besonders bea
htenswert ist, dass si
h alle Re
hnungen,

sowohl die Bestimmung von �

1

na
h (2.8) als au
h von y = y

i

(x) = a�

i

(x) na
h

(2.10), einzig mit den tabellierten L�osung 2 der transzendenten Glei
hung xe

�x

= k

bewerkstelligen lassen, und dies f�ur beliebige x

0

� 
; a; 
. F�ur eine Vertiefung vgl.

[4℄ und [5℄.
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Aufstellung 3: L�osung von (1.1)

2.1 Bestimmung der Zeit

Na
h Bestimmung der Zeit t = t(x) aus

_x = x[a� y(x)℄

ergibt si
h die L�osung von (1.1) aus Aufstellung 3.

3 Dritte Variante

Es sei no
h eine dritte Methode zur L�osung der R�auber-Beute-Glei
hungen (1.1)

angef�uhrt. Au
h sie ist ganz elementar. Man w�ahle als Parameter die Steigung m

einer Geraden dur
h den Glei
hgewi
htspunkt G(
; a)

m =

y � a

x� 


(3.1)

gem�ass Abbildung 7. Elimination der Zeit aus (1.1) und Au
�osung von (3.1) na
h

y

x




a

y = Ke

1

a

(x+y)

y = mx+ a�m


(3.2)

bestimmen die Trajektorie. Sie f�uhrt dur
h

S(0 < x

0

< 
; y

0

= a) (3.3)

f�ur

K = ax




a

0

e

�

1

a

(x

0

+a)

: (3.4)

Die Hauptglei
hung lautet jetzt

f(x;m) := x




a

(mx+ a�m
)e

�

1

a

((m+1)x+a�m
)

= K: (3.5)
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Man bere
hnet

' := f

max

= f(
;m) = a





a

e

�

1

a

(a+
)

(3.6)

und erkennt, dass mit x

0

< 
 die Bedingung

K < ' (3.7)

erf�ullt ist, was die L�osbarkeit der transzendenten Glei
hung (3.5) si
hert. Im mxf -

Raum wird die Fl�a
he f = f(x;m) mit der Ebene f = K ges
hnitten, wie Abbildung

8 zeigt.

3.1 Wiedergewinnung der Zeit

Zur na
htr�agli
hen Wiedergewinnung der Zeit bildet man na
h (3.1) und (1.1)

_m =

_y(x� 
)� _x(y � a)

(x� 
)

2

= y +m

2

x:

Aus

dt =

dm

y(m) +m

2

x(m)

(3.8)

er�alt man t = t(m) und damit die L�osung von (1.1). Der Wert x

T

> 
 ergibt si
h

f�ur m = 0 mit x

S

= x

0

< 
 aus der Glei
hung

f(x; 0) = K , xe

�

1




x

= x

0

e

�

1




x

0

;

w�ahrend y

U

< a und y

V

> a die beiden L�osungen der Glei
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sind, deren L�osbarkeitsbedingung

x

0




e

�

x

0




< e

�1

erf�ullt ist.

Bea
hte, dass jetzt der Integrand in t keinen Pol aufweist, um den Preis des

Auftretens unendli
her Integrationsintervalle.
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