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Résumé. Nous introduisons une variante sans recouvrement de titigoe de Schwarz pour la pro-
pagation des ondes. Elle est globale en temps, ce qui pesr&iupler des schémas nu-
mériques différents dans différents sous-domaines, etidieniser le temps de communi-
cation entre les processeurs. Nous montrons comment chessifenétres en temps pour
obtenir des performances optimales avec des opérateuwrsxlo© 2001 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Optimal Schwarz Waveform Relaxation for the One-dimensional Wave Equa-
tion.

Abstract.  We introduce a non-overlapping variant of the Schwarz athor for wave propagation
problems with discontinuous coefficients. The method periné use of different grids
both in space and time on different subdomains or even difteatumerical schemes per
subdomain. We show how to choose time windows to obtain alppienformance of the
algorithm with local transmission conditions.©) 2001 Académie des sciences/Editions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Nous proposons une approche nouvelle pour résoudre urgpneln’évolution par décomposition de do-
maines. Nous utilisons une méthode de type Schwarz (void[ 112, 13] pour des problémes stationnaires,
[3] pour les problémes harmoniques). Cependant, au lieusdeédtiser d’abord I'équation en temps, nous
résolvons dans chaque sous-domaine le probléme d’éwolstintout ou partie de l'intervalle de temps.
Cette approche permet d’utiliser des méthodes numérigfiésetites et/ou des grilles différentes en temps
et en espace dans différents sous-domaines. Elle pernietégd de minimiser le temps de communica-
tion entre processeurs. Nous mettons I'accent ici sur lpggation monodimensionnelle pour I'équation
des ondes. L'algorithme optimal correspond a I'utilisatétes conditions aux limites transparentes. Dans
le cas d’une vitesse discontinue, nous atteignons une mpewvee optimalei . en deux itérations indépen-
damment du nombre de sous-domaines) au moyen des opédecuasisport suivant les caractéristiques
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(cette démarche avait été proposée dans [13]), avec ddseee@d temps bien ajustées. Pour le probléeme
continu, les notions en dimension 1 sont toutes trés simpiass elles permettent de mettre en place les
stratégies que nous développerons ensuite sur le schémalehension 2 (pour quelques résultats sur la
dimension 2 voir [7]). Les démonstrations précises peugmsttrouvées dans [6], et I'étude de la méth-

ode numérique est présentée dans la note jointe. Pour e’approches des problémes d’évolution voir

[1,5, 8, 11].

2. Lalgorithme de Schwarz transitoire optimal

Nous considérons I'équation des ondes en dimension 1

1 0%*u  O%*u
L(u):mw—@Zf 1)

dansRx]0,T[ avec des conditions initialagx, 0) et %—‘;(a:,o). Pour0 < ¢ < ¢(z) € € < oo, avec des
conditions de régularité raisonnables sur le second meifibkexiste une unique solution faiblede (1)
sur tout intervalle de temps borné [9].

2.1. Un algorithme général sans recouvrement

Nous décomposons le domaiRe=n I sous-domaine8; =)a;, a;+1[, 1 <4 < I, a; < a; pourj < i et
a1 = —0 , ar+1 = 00, et nous introduisons l'algorithme général

L(uf ) = f dans(2; x]0, T
Bi (ui ™) (s, ) = By (uf_y)(as, ), BF (ui ™) (aisr, ) = B (ufy1)(@iva, ) sur]0, T )

’ ouktt ou
k+1 N = . M L . = —- .
ui 7 (+,0) = u(-,0); 5% (-,0) 8t(’0) dansQ;,

ou les opérateurS;~ sont des opérateurs linéaires que nous allons détermineoptenir une convergence
optimale. Ainsi a chaque itération un probléme d’évolutartemps est résolu dans chaque sous-domaine.

2.2. Conditions de transmission pour une convergence optiate

Nous introduisons les opérateurs de Dirichlet to Neumameé@disésS; (zo) sur] — oo, zo[ et Sz (zo)
, ) .0 .
sur|zg, +oo[ de la fagon suivante. L'opératedi (zo) est donné palait](xo, ) = a—v(wo, -), ollv est la
Hi
solution de I'équation des ondes homogélfe) = 0 dans| — oo, zo[x]0, T'[, avec des conditions initiales
nulles. L'opérateus, (x,) est défini de fagon symétrique.
On a alors le résultat de convergence optimale suivant :
Théoreme 2.1 (Convergence ehitérations) L'algorithme (2) avec des opérateurs de transmission don-
nés par
By = 81(a;)0 — 0r, B = Sz(ait1)0; + 0, 3)

converge en au plukitérations oul est le nombre de sous-domaines.

Ce résultat de convergence est optimal pour un intervalterdgs quelconque, car alors la solution dans
un sous-domaine dépend de la solution dans tous les ausedsouaines. Puisque la communication de
I'information est locale, il faut itéref fois pour que l'information passe a travers tous les sousaiioes.

La démonstration du théoréme est algébrique. Elle utiksdesnent le fait que les opérateus sont
transparents, et non les propriétés particulieres dedidgudes ondes. Le résultat se généralise donc aux
équations aux dérivées partielles, stationnaires ou tliéwa (voir aussi [12]) .
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3. Convergence optimale avec des conditions de transmissilbcales pour une vitesse constante par
morceaux

Dans le cas de deux domaines physiques de vitesses différemt peut écrire explicitement les opéra-
teursS; au moyen des réflexions successives sur l'interface [6)stlpar contre plus intéressant du point
de vue des applications d’utiliser des opérateurs locaux :

1 1
B = Oy —0p, Bf = ——0,+ 0, . 4
S R 7 M @
SoientJ domaines physique®; =]d;,d;+1[ avec une vitesse constante dans chac(n), = c¢; pour
dj <z <djy1,j=1,...,J,dy = —oc etdy1 = oo0. LesQ); =]a;, a;41[ sont les] sous-domaines

de calcul comme précédemment. Nous notene nombre de discontinuités dans chaque sous-domaine
2; et nous excluons pour le moment le cas ou une discontinuitide avec un deg;. Nous notons
égalementn; I'indice du premier sous-domaine physigQ,, qui coupe le sous-domaine de cal€yl
Nous définissons le temps de transmissipnd’un signal a travers le sous-domaifde et le temps de
réflexiont! a chaque interface; des domaines de calcul. lls sont donnés par

j Cm; [ [
R _ s @i—d;
;' = 2min; R

Qi1 —0Qi o A ;4105 ni—1 dm;+k+1—dm;+k Qit1—dm;4n;
{t?:ﬂ—,smi:o, Ly ey St i, > (),

Ces deux constantes de temps nous permettent de formuleoigiions pour la convergence en moins
del itérations.

THEOREME3.1. — L'algorithme (2) avec les conditions de transmission lesgl) et les discontinuités
strictement a I'intérieur des sous-domaines de calcul eogw en 2 itérations indépendamment du nombre
de sous-domaines si 'intervalle de tenipsT,] est choisi tel qud’, < min (min; ¢/, min; tf).

Ce résultat peut imposer des intervalles de temps trés petitsque le temps de réflexiof peut étre
trés court des lors qu’une discontinuité approche une ifsmatd’un sous-domaine. Néanmoins ceci peut
étre évité en alignant les discontinuités physiques etrtetitres des sous-domaines. La formule donnant
le temps de transmission se simplifie nettement et devfent % Nous obtenons alors le résultat :

i

THEOREME3.2. — L'algorithme (2) avec les conditions de transmission lesa4) et les discontinu-
ités alignées avec les frontieres des sous-domaines del caloverge en 2 itérations indépendamment du
nombre de sous-domaines si l'intervalle de terfipg’,] est choisi tel qué’, < min; “C“E;I)“ .

On peut encore économiser du temps de calcul en notant gigs sesivaleurs de la fonction au-dessus
des caractéristiques dans chaque sous-domaine doivenmeéaliculées a la deuxiéme itération [6]. Ceci
suggere d'utiliser des fenétres en temps de taille plusepgtieT,, parce qu'alors I'algorithme converge
en deux itérations, et il y a de moins en moins de valeurs dawea au-dessus des caractéristiques. La
parallélisation de cette algorithme est donc optimale.

4. Convergence avec des conditions de transmission locapesur un profil de vitesse continu

Lorsque la vitesse varie continuement, on n'a plus de résdé convergence optimale. Néanmoins,
I'algorithme avec conditions aux limites locales est biéfird, et converge au sens de I'énergie (voir [2]
dans le cas stationnaire).

Soitu une solution de I'équation des ondes dans I'intervallé], pourt > 0, avec une vitessecontinue.
L'énergie a I'instant est donnée par

Bl (u)(t) i= %/b 022@ (%(az,t))z dw + % /Eb (%(x,t))z d . (5)
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L'identité d’énergie de base s’écrit

d ou Ju ou ou
E [E[mb] (U) (t)] + E (a7 t) % (a7 t) - E (b7 t) % (b7 t) =0. (6)
Introduisons maintenant les opérateurs de transport @ssijet régressif
10 0 10 0
T= s ta Ta = U]

adt 8z % adt Oz’
ou« est un nombre réel positif. On peut alors écrire une estimatiénergie pout et 8 positifs
d B Bt 2
4 d 2 lrruen]”. @
THEOREME 4.1. — Supposons la vitesse de propagation continue aux intesface Alors sur tout

intervalle de temp§0, T'], I'algorithme (2) avec les conditions de transmission lesg4) est bien défini et
converge au sens de I'énergie, i.e.

B @) + % [T uta, 0] + 5 [T5ub,0] = 2 [T ua, 0] +

I
> Ejay 000 (uf)(T) — 0 quandk — oo. (9)
i=1
Idée de la démonstration : on écrit les identités d’énergraroe en (8), dans chaque sous-domaine, on
utilise les conditions de transmission et on somme sur les-domaines. Les termes de bord se détruisent
et on obtient (9).

RemerciementsLes auteurs remercient Frédéric Nataf pour ses fructueasearques.

Références bibliographiques

[1] Bamberger A., Glowinski R., Tran U. H., A domain decomitios method for the acoustic wave equation with
discontinuous coefficients and grid change, SIAM Journallomerical Analysis 34,2 (1997) 603-639.

[2] Després B., Décomposition de domaine et probléme de ey C.R. Acad. Sci. Paris 311 série“6(1990)
313-316.

[3] Collino F., Ghanemi S., Joly P., Domain decompositionthmds for harmonic wave propagation : a general
presentation, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg 182-4 (2000) 171-211.

[4] Engquist B., Zhao H., Absorbing boundary conditions d@main decomposition, Appl. Numer. Math. 274
(1998) 341-365.

[5] Feng X., Analysis of a domain decomposition method far tlearly elastic wave equations based on mixed finite
element methods, IMA Journal of Numerical Analysis 18,899

[6] Gander M.J.,Halpern L., Nataf F. , Domain Decompositiligorithms with Optimal Convergence for Wave
Propagation Problems with Discontinuous Coefficients,reparation.

[7] Gander M.J.,Halpern L., Nataf F. , Domain Decomposifiéethods for Wave Propagation, Proceedings of Wave
2000, Santiago de Compostela, 2000.

[8] Lions J.L., Pironneau O. , Domain Decomposition MethéatsCAD, C.R. Acad. Sci. Paris 328 série A (1999)
73-80.

[9] Lions J.L., Magenes E., Problémes aux limites non homegét applications, Dunod, Paris, 1968.

[10] Lions P.L., On the Schwarz alternating method. IlI: aiaat for nonoverlapping subdomains, In Tony F. Chan,
Roland Glowinski, Jacques Périaux, and Olof Widlund, edjtdhird International Symposium on Domain De-
composition Methods for Partial Differential Equationseldhin Houston, Texas, March 20-22, 1989, Philadel-
phia, PA, SIAM 1990.

[11] Meza J.C., Symes W.W., Domain Decomposition Algorishior Linear Hyperbolic Equations, Technical report,
Rice university, 20, 1987.

[12] Nataf F., Nier F., Convergence rate of some domain dgosition methods for overlapping and nonoverlapping
subdomains, Numerische Mathematik ?3r(1997) 357-77.

[13] Quarteroni A., Valli A., Domain Decomposition Methofis Partial Differential Equations, Oxford Science Pub-
lications, 1999.



