
Chapitr e II

Inter polation et Approximation

Le probl̀emede l’ interpolation consisteà chercherdesfonctions“simples” (polynômes,poly-
nômesparmorceaux,polynômestrigonoḿetriques)passantpardespointsdonńes���������	��
��
������������
����������
���������	��
��

(0.1)

c.-à-d., on cherche� ����
 avec � ������
����
�
pour � � �
�
 !���!�����#"

. Si les valeursde
�
�

satisfont�
�$�&%'�����(

où
%'����


estunefonctiondonńee,il estintéressantd’étudierl’erreurdel’ approximation%'����
�) � ����
*�,+ (0.2)
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II.1 Diff érencesdiviséeset formule de Newton

Étantdonńesles
".-/ 

points(0.1) où les
���

sontdistinctsmaispasnécessairementordonńes,on
chercheunpolynôme� ����
 dedegré

"
qui satisfasse

� �����(
*�0�
� pour � �1�
�
 !���!�����#"'� (1.1)

Cas
"2�3 

. Le polynômededegré
 

(unedroite)qui passepar
�����4���	�!


,
�����5�#���#


estdonńepar

� ����
*�0�	�*-6���7)8���4

���9)8�:�
���;)8��� � (1.2)

Cas
"3�=<

. Pourobtenirun polynômede degré
<

(une
parabole)qui passepar les trois points

���������	��

,
�����5���>�#


,����?��#�	?�

, on ajouteun termede correction(de degré

<
) à

la formule(1.2). Commecetermedoit êtrezéroauxpoints���
et
���

, on anécessairement

� ����
*�0�	��-@���A)B����

���9)8�	�
����)8��� -DCFEG���A)B����
4���A)B����
5�

2 4
0

5

(1.3)
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FIG. II.1: Polyn̂omed’interpolationdedegré H
Le coefficient

C
est détermińe par � ����?�
I�J�:?

. Un calcul simple (soustraire� ������
 de � ����?4
 et
diviserpar

����?K),���4
4����?L)8����

) nousdonne

CM�  
��?K),���

�:?N),���
��?K),��� )

���9)8�	�
����)8��� � (1.4)

Un exemplepourle cas
"��&O

avecdes
���

nonéquidistantsestdonńedansla fig. II.1. Pourles
cas

"QP&<
lesformulesdeviennentpluscomplexeset il estrecommand́e d’introduireunenotation

convenablepoursimplifier lesexpressionscommedans(1.4).

Définition 1.1(diff érencesdivisées) Pour
�����R�#�
��


donńes(
���

distincts)ondéfinit
�'S ����TVUW�0�	�

X �'S ���R�#��YZTVUW� �FS ��Y[T�),�FS ����T��Y'),���
X ? �FS ��������YZ����\]TVUW� X �'S ��Y^����\]T	) X �FS ��������Y[T

��\_)8���
X � �'S ���a`������(b#���!���!�����dc]TVUW� X �	e>� �FS ���(b#�����!�������dc]T
) X �	e>� �'S ���a`[���!�����#��� cZf b#T

���dcg),���a` �

Théorème1.2(formule de Newton) Le polynômed’interpolation de degré
"

qui passepar les"I-6 
points

�����4�#�	��
��
�����5���>�#
����������
���������
�


, où les

���
sontdistincts,estuniqueet donńepar

� ����
*�h�FS ���4T	-6���7)8���4
 X �'S �����#����T	-6���i),���4
����i)�����
 X ? �FS ���4�����5����?�T-j���!�]-6���i)8����
����7)8����
�E
�����	E����7)8���:e>��
 X � �FS ���������5�������Z������Ta� (1.5)

Démonstration. Pour
",�k 

et
"��1<

la formule(1.5)estéquivalenteà (1.2)et à (1.3)–(1.4).Pour
démontrerle casgéńeral,nousproćedonsparrécurrence.Supposonsque

� �4����
*�h�FS ����T
-&���B)8���4
 X �FS ����������T	-0�����:-&���B)8���4
�E
�����]E����i)����	e:?4
 X �	e>� �FS ���������������!�!�����:e>��T
soit le polynômeuniquede degré

",)l 
qui passepar

���������
�(

pour � �m�
�	 !�������Z��",)l 

. Alors,
commedans(1.3),le polynôme� ����
 estnécessairementdela forme

� ����
*� � ������
9-jCnE����7)8���4
����B)8����
;E	�����:E����B)8���	e>��
5� (1.6)

où
C

estdétermińepar � ������
*�h�
� . Il enrésultel’unicit édupolynômed’interpolation.
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Pourmontrerque
Co� X � �FS ���������5�������Z������T

, cequi ach̀eve la démonstration,nousconsid́erons
égalementle polynômededegré

"o)p 
� ?�����
*�h�FS ����T
-&���B)8����
 X �FS ��������?4T	-0�����:-&���B)8����
�E
�����]E����i)����	e>��
 X �	e>� �FS ���5����?4�����!�!������T

qui passepar
�����R���
�q


pour � �3 !�����!����"
. Ensuite,onpose(idéed’Aitk en–Neville, 1929,1932)

r ����
*Ud�  
���s)8��� �����A)8��
 � ������
�-&���B)8���4
 � ?�����
 � (1.7)

Il s’agit d’un polynômededegré
"

qui satisfait la condition(1.1) pour le point
���

(ici, le facteur����)t����

estnul), pour le point

���
(ici, le facteur

�����u)v��

estnul), et pour les points

���
, � � !���!���!��".)w 

(ici, lesdeuxpolynômes� �4����
 et � ?�����
 sontégauxà
�
�

). Par l’unicit é du polynôme
d’interpolationon a alors r ����
L� � ����
 . En comparantle coefficient de

� �
dans(1.7)aveccelui de

(1.6),nousobtenons

CM�  
���A)���� X �:e>� �'S �������!���!������T
) X �	e>� �FS ���4�������������	e>�#T � X � �FS ������������������Td�

cequi démontrela formule(1.5).

TAB. II.1: Différencesdiviséespourlesdonńeesdela fig. II.1

��� �	� X � X ? � X^x � X^y � X^z �
� ){  <  |
}:~O
}:< )��	�
}V �<	�� � ){ ��
} �  � �
}:� � �) � |
} � )�<	~	�
}]� � �	�O � O
}:| )B �}:~<
}:| )B �} �~ <  !} �|
}:< �� O

Exemple1.3 Pour les donńeesde la fig. II.1, les différencesdiviséessont présent́eesdansle
tableauII.1. Le polynômed’interpolationestalorsdonńepar

� ����
*�6){ '-��7-��K���i)h<	
����)��K���i)j<:
4���B) � 
_������Z� -��K���7)j<	
4���7) � 
����B)0O	
 ��� ����Z�),�K���i)j<	
����B) � 
4���7)jO:
4���B)0~	
 � � ����Z�Z� �
ou mieuxencorepourla programmation(ou le calculà la main)

� ����
*�6)B F-��  '-&���7)0<	
 �� -6���i) � 
 ) �Z����Z� -6���7)jO:
 ��� ��Z��� )6���7)0~	
 �
� ����Z��� �

Remarque. L’ordre des � ����� n’a aucuneimportancepour la formule de Newton (1.5). Si l’on
permutelesdonńees

���������
�(

, onobtientévidemmentle mêmepolynôme.Pourl’exempleci-dessus

et pourles � ���R� choisisdansl’ordre � � �!O
�!<
��~
�!�
�
 Z�
� , onobtientainsi

� ����
N� � -6���7) � 
 ) � -6���i)0O:
 ) � �� -6���7)0<	
 ���-6���i)0~:
 ��� ��Z��� )8� �
� ����Z�Z� �

En observant que
X � �FS ��� ` ���!���!����� c T

estune fonction symétriquede sesarguments(par exemple,X ? �'S ��?4��� x �#����T�� X ? �'S ��������?���� x T , voir l’exercice2), on peututiliser les valeurscalcuĺeesdansle
tableauII.1.
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Pour diminuer l’influence deserreursd’arrondi, il est recommand́e d’ordonnerles � ����� de
manìereà cequelesvaleurssituéesaumilieu soientprisesd’abordet lesvaleursauxextrémit́esà
la fin. Pourcechoix, lesexpressions

����)�����

,
����)�����
4����)����5


,
����)�����
4����)�����
�����)���?G


, etc.,sont
engéńeralpluspetitesquepourun autrechoix et l’amplification deserreursdanslesdifférences
diviséesestmoinsimportante.

II.2 Err eur de l’inter polation

Supposonsquelespoints
���������
�(


soientsurle graphed’unefonction
%IU;S�C����[T�� � �

, c.-à-d.,

�
�9�1%'�����(
5� � ���
�
 !���!�����#"'� (2.1)

étudionsalorsl’erreur
%F����
�) � ����
 dupolynômed’interpolation� ����
 . Deuxexemplessontdonńes

dansla fig. II.2. A gauche,onvoit unpolynômed’interpolationpourla fonction
%'����
N���� W¡N�

, et à
droitepourla fonction

 !}V�� '-8� ? 

. Pourmieuxvoir l’erreur, on a dessińe la fonction

%'����

enune

courbepointillée.
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%'����
*�&�� d¡'� %'����
N�  
 F-,� ?

FIG. II.2: Polyn̂omed’interpolationpour ¢!£ ¤'¥ (gauche)et pour ¦4§4¨�¦K©7¥ ?4ª (droite)

LesrésultatssuivantssontdusàCauchy(1840,Surlesfonctionsinterpolaires, C.R.XI, p.775-789,
Oeuvresser. 1, vol. V, p. 409-424).Commenc¸onsparunerelationintéressanteentrelesdifférences
diviséespour(2.1)et lesdérivéesdela fonction

%'����

.

Lemme2.1 Soit
%'����
�"

-foisdifférentiableet
�
�$�6%F������


pour � �&�	�
 !�����!����" (
���

distincts).Alors,
il existeun «u¬ �q­u W¡'�����!­�®�¯K���R
 tel que

X � �FS ���4�#���5�������Z������T>� %9° �	± � « 
"F² �
(2.2)

Démonstration. Soit � ����
 le polynômed’interpolationdedegré
"

passantpar
���������
�(


et notons³ ����
*�&%F����
�) � ����
 . Pardéfinitionde � ����
 , la différence
³ ����


s’annuleen
"I-6 

pointsdistincts:

³ �����(
'�&�
pour � �&�
�	 !�������Z��"F�

Comme
³ ����


est différentiable,on peut appliquer
"

fois le théor̀eme de Rolle (voir le cours
d’AnalyseI) eton endéduitque

³4´ ����

a
"

zérosdistinctsdans
�(­� W¡*�����!­�®�¯�����
5�
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Le mêmeargumentappliqúe à
³ ´ ����


donne

³4´ ´ ����

a
"µ)6 

zérosdistinctsdans
�(­� W¡'�����!­�®�¯�����
5�

et finalementencore ³ ° �	± ����

a
 

zérodans
�(­� d¡'������­u®Z¯�����
��

Notonscezérode
³ ° �:± ����


par « . Alors, ona
% ° �	± � « 
'� � °

�	± � « 
F�0"F²�E X
� �'S ���4�����5�!�����!�#����Td�

(2.3)

La deuxìemeidentitédans(2.3)résultedu fait que
X � �FS ���4�#������������������T

estle coefficientde
� �

dans� ����
 .
Théorème2.2 Soit

%DU*S�C����[T9� � �¶��".-/ �

-fois différentiableet soit � ����
 le polynômed’interpo-

lation dedegré
"

qui passepar
��������%'�����(
�


pour � �&�
�
 !�!�����Z��" . Alors,pour
� ¬ S�C����[T , il existeun«u¬ �q­u W¡;����������
5��­u®Z¯*�����R����
�
 tel que

%'����
�) � ����
'�3���i),���4
�E
�!���	E>���i)8����
�E %9° �:·>��± � « 
��"I-6 �
�² � (2.4)

Démonstration. Si
�w�¸���

pour un indice �µ¬¹� �
�	 !�������Z��"F� , la formule (2.4) est vérifiéecar� �����R
n�º%'�����(

. Fixonsalorsun »� dans

S¼C��!�^T
qui soit différentde

���
et montronsla formule (2.4)

pour
�.� »� .

L’id éeestde consid́ererle polynôme »� ����
 dedegré
"½-k 

qui passepar
�����R��%'�����(
�


pour � ��
�
 ��������Z��"
et par

� »�;��%'� »��
�
 . La formuledeNewtondonne

»� ����
N� � ����
9-&���i)����4
�E
�����	E����7)8����
�E X �:·>� �FS ���4�!�����!�#����� »��Td� (2.5)

Si l’on remplacela différencediviséedans(2.5)par
%9° �	·>��± � « 
5}V��"I-6 Z
�² (voir le lemmepréćedent)

et si l’on pose
�p� »� , on obtient le résultat(2.4) pour

�6� »� car »� � »�;
u�¾%'� »�;
 . Comme »� est
arbitraire,la formule(2.4)estvérifiéepourtout

�
.

Exemple2.3 Dansla situationde la fig. II.2, on a
".-¶ ��3�

. Commela
� èmedérivéede

�� d¡*�
estmajoŕeepar

 
, on aque

¿ � ����
�)j�� W¡'�L¿
Àl¿ �K���7)p !�WO:
4���B)0|	
����B) � ��O	
4���7) � 
����B)j�
��O	
4���7)0�:
�¿!E ��ZÁ �
parexemple ¿ � � � 
9)j�� d¡ � ¿:À&�
���	|	O ou

¿ � �� �
$)j�� W¡M 	¿
À&�	�R �~> !�
Pourle deuxìemeexemple,

%F����
*�k !}V�� F-,� ? 

, la

� èmedérivéeestdonńeepar

% °WÂ ± ����
*�&)�~	²�E ���{-6 �
����B)p �
��K��� ? )j<��7)p �
���� ? -0<��i)6 �
�� F-,� ? 
�Ã �

qui estmaximalepour
�DÄ6ÅÆ�	�R �� � |	< � �:~

. Onobtientainsi

� ����
�)
 

 F-�� ? Àl¿d��� ? )0<	�	�W<	O:
4��� ? )j�	
���� ? )0<
��<	O	
(�L¿!E � � �����Á �
Alors, l’erreur peutêtre

� |	�:<
fois plusgrandequepourl’interpolationde

�� W¡*�
.
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II.3 PolynômesdeChebyshev

La formule(2.4)montrequel’erreur del’interpolationestun produitdela
��"o-p �
 èmedérivéede%'����


, évaluéeàunpoint inconnu,avecl’expression
���7)2���4
9E	���!�:E>���B)�����


qui nedépendquede
la division � ���������!�!������� .
Problèmeint éressante: chercher, pourun

"
donńe, la divisionde

S�C����[T
pourlaquelleÇ �m­�®�¯È�É]Ê Ë!Ì ÍÏÎ ¿W���B)8���4
�E	�����	E����7)8����
�¿ estminimal. (3.1)

Exemple3.1 Consid́eronsl’intervalle
S�){ !�
 ZT

, le cas
"k�Ð<

, et unedistribution symétriquedes���
. On cherchealors � ����
B� ���2-pÑ;
��K���2)ÒÑ;
{�Ó� x )pC��

satisfaisant(3.1). Nousvoyonsen
figure II.3 que,pour

C7�k�
, nousavons

Ç �Ô 
; puiscettevaleurdiminuequand

C
crôıt, jusqu’au

momentoù la courbetouchelesbornes
- Ç

et
) Ç

à l’int érieurde
S�){ !�
 ZT

(pour
C��1|
} �

); apr̀es,
Ç

recommencedegrandir. La solutionoptimaleestdonc� ����
N�Õ� x )j|��;} � .

−1 0 1

−1

1

−1 0 1

−1

1

−1 0 1

−1

1

−1 0 1

−1

1CM��� Ç �3 CM�1�
� � Ç �1�
� � CM���
���	O Ç �&�
��<	O CM�1�	�W� Ç Ä&�	�W|

FIG. II.3: Valeursmaximalesde Ö�¨a¥ ª�× ¥ x'Ø2Ù ¥
Pour

"
arbitraire,la réponseau probl̀emepośe se trouve dansun travail de P.L. Chebyshev

(transcriptionfrançaise: “Tchebychef”, 1854,ŒuvresI, p.109).Elle peutêtredonńeeà l’aide de
polynômesdeChebyshev; voir la figureII.4.1

Définition 3.2(PolynômesdeChebyshev)
Pour

"����
�
 !�!<	�������
et pour

� ¬ S¼){ !�
 �T , ondéfinitÚ �Û����
N��Ü!Ý	�4��"�®	Þ�Ü!Ü!Ý:�	��

(3.2)

(projectiondu cosinussur un tambour).

Propri étésdespolynômesdeChebyshev.
a) Lesfonctions

Ú �Û����

satisfontla récurrenceÚ ������
*�k !� Ú �4����
N�Õ�;� Ú �	·>�4����
N��<!� Ú �$����
�) Ú �	e>�!����
5�

(3.3)

Par conśequence,
Ú �ß����


estun polynômededegré
"

dontle coefficientde
� �

est
< �:e>�

,
c.-à-d.,

Ú �Û����
*�1< �:e>� � � -j���!�
.

b)
¿ Ú �Û����
�¿	À3 

pour
� ¬ S¼)B ��
 �T .

c)
Ú � Ü!Ý:� à5áâ �w��){ �
 \

pour ã �1�
�	 !�������Z��" .

d)
Ú � Ü!Ý:� ä � à*å ��æ á� â �&�

pour ã �&�	�
 !�����!����"o)p .
1Pouruneétudedes“courbesblanches”dansla fig. II.4 (àdroite)voir la page209dulivre: Th.J.Rivlin, Chebyshev

Polynomials. 2nded.,JohnWiley & Sons,1990[MA 41/36]
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−1 0 1

Ú �4����


Ú ?�����


Ú x ����

Ú y ����


Ú �4����


Ú ?�����


Ú x ����

Ú y ����


Ú �4����


Ú ?�����


Ú x ����

Ú y ����


Ú �4����


Ú ?�����


Ú x ����

Ú y ����


FIG. II.4: Lespremiers4 (à gauche)respectivement30 (à droite)polynômesdeChebyshev

e) Lespolynômes
Ú �Û����


sontorthogonauxpar rapportà la fonctiondepoids
 !}:ç  '),� ?

�
e>�  
ç  ')8� ? Ú �Û����
 ÚÛè ����
 ³ �.� é si

",�hêm�1�
é }:< si

",�hê ë�1��
si
"jë�0ê

.

Démonstration. La formule(3.3)estuneconśequencedeÜ!Ý:������"I-6 �
�ìí
9-0Ü�Ý	���#��"µ)6 �
�ìí
*�1<*Ü!Ý	��ìIE	Ü�Ý	�4��"'ìí

si l’on pose

Ü�Ý	��ì��h�
et
ì½�&®	Þ�Ü!Ü�Ý	�	�

. La mêmetransformationdonne�
e>�  
ç  ')8� ? Ú �ß����
 ÚÛè ����
 ³ �D� î� Ü�Ý	����"Fìí
>Ü!Ý:�4��ê�ì�
 ³ ì

et la propríet́e (e) résultedel’orthogonalit́ede
Ü�Ý	����"Fìí


.

Revenonsmaintenant̀a la questiondetrouverunedivisionsatisfaisantà (3.1).

Lemme3.3 Soit r ����
 un polynômededegré
"

dont le coefficientde
� �

est
< �:e>�

(commepour le
polynômedeChebyshev) et soit r ����
sëï Ú �ß����
 . Alors,­�®�¯È�É]Ê e>� Ì � Î ¿ r ����
�¿:P ­�®�¯È�ÉGÊ e>� Ì � Î ¿ Ú ������
�¿:�3 ��

(3.4)

Démonstration. Supposons,parl’absurde,que­�®�¯È�É]Ê e>� Ì � Î ¿ r ����
�¿	À ­�®�¯È�ÉGÊ e>� Ì � Î ¿ Ú �Û����
�¿
(voir la figure pour

"1�ÓO
) et consid́eronsla différence³ ����
�� r ����
�) Ú �ß����
 . Cettefonctions’annuleaumoins

unefois danschacundesintervallesfermésÜ�Ý	� äðà*å �Zæ áâ �!Ü!Ý	� à5áâ � ã �&�
�	 !�������Z��"o)p !�
−1 0 1

r ����
 Ú �ß����


(3.5)

Alors,
³ ����


poss̀ede
"

zérosdans
S¼){ !�
 �T

(si uneracine
Ñ ¬ �()B !�	 �
 està l’extrémit́edel’intervalle

(3.5), elle doit êtrecompt́eedeuxfois car à un tel point
Ú ´� �(Ñ�
��ñ�

et r ´ ��Ñ;
A�¹�
). Comme

³ ����

estunpolynômededegré

"i)1 
(le coefficientde

� �
estle mêmepour r ����
 et

Ú �ß����

), ceciestune

contradictioǹa
³ ����
òëï � .
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Le lemmepréćedentmontreque

­�®�¯È�ÉGÊ e>� Ì � Î ¿d���7)8����
;E	�!���	E����B)8����
�¿ estminimal

si et seulementsi
���i)8����
;E	�!���	E����B)8����
N��< e	� Ú �:·>������


, c.-à-d.,si

��\A�1Ü�Ý	� ä � à*å �Zæ á� â å � � ã �&�
�
 !�!�����Z��" (3.6)

(points de Chebyshev). Pour répondreà la question(3.1), il faut encoreutiliser la translation�½ó� Ë · Í? - Í e Ë? � , qui envoie l’intervalle
S�){ !�
 �T

sur
S�C����[T

. On obtientalors

Théorème3.4 L’expression(3.1) est minimaleparmi toutesles divisions � ������������������������� si et
seulementsi

��\A� C�-j�
< - �í)tC< E	Ü!Ý	� �q< ã -6 �
 é<!"I-h< � ã �1�
�	 !�������Z��"F� (3.7)

Exemple3.5 Consid́eronsla fonction
%'����
*�k !}>�� �-½<	O�� ? 


surl’intervalle
S¼){ !�
 �T

(cf. la fig. II.2).
Dansla fig. II.5, on comparele polynômed’interpolationbaśe surdespointséquidistants(

"Q�p~
)

aveccelui baśesurlespointsdeChebyshev (aussi
",��~

). Onobserveunenetteamélioration.

−.5 .0 .5

−.5

.0

.5

1.0

−.5 .0 .5

−.5

.0

.5

1.0

FIG. II.5: Interpolationavecdespointséquidistants(à gauche)et lespointsdeChebyshev (à droite)

II.4 Convergencede l’inter polation

La précision du polynôme d’interpolation (figure II.5 à gauche)est certainementinsuffisante,
quand

�
serapprochedesbords. On pourraitnäıvementcroire que le degré

"
n’est pasencore

asseźelevé. Mais le contraireseproduit: quandonaugmente
"

, la catastrophes’intensifiedavan-
tage. C’est le phénom̀emedeRunge (voir le dessindela figureII.6).

Le phénomènedeRunge(1901).2 Nousconsid́eronsdesfonctionsrationnelles(ouméromorphes)%'����

, définiessurl’intervalle

S�){ !�
 ZT
, et la suitedesdivisionséquidistantes

� ° �:±\ �6){ '- � àâ � ã ���
�
 !�!�����!�#"'� (4.1)

2Carl David Tolmé Runge(1856-1927)estle pèredesmath́ematiquesappliqúeesenAllemagne.L’article surce
phénom̀enea ét́e publiéen1901dansle journal Zeitschr. Math.u. Physikvol. 46.
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−1 0 1
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FIG. II.6: Le phénom̀enedeRungepourla fonction ô>¨a¥ ª9× ¦4§4¨�¦K©2õ4H�¥ ? ª

Nousnotonspar � �ß����
 le polynômed’interpolationde degré
"

satisfaisantà � ��� °
�:±\ 
u�Ð%'��� ° �	±\ 


pour ã �¹�
�	 !�������Z��"
. Le but estd’étudierla convergencede � �ß����
 vers

%'����

. On peutobserver

dansla fig. II.6 que,dansun certainintervalle autourdel’origine, � �ß����
 convergevers
%F����


, mais
auborddel’intervalle

S¼)B !�	 �T
, onadivergence.

Excursion enanalysecomplexe. Le meilleurmoyendecomprendrecephénom̀eneestla formule
deCauchy(1831),voir le cours“AnalyseII”,

%'����
*�  
< é � ö

%F��÷:

÷ò),� ³ ÷	� −1 1

÷��høL��ù^

�

(4.2)

Danscetteformule,
ø

estunecourbeferméeautourde
�

, telle que
%F��÷:


n’a pasde singularit́e
à l’int érieurde la courbe. Si la courbeestdonńeepar la paraḿetrisation

øwUuS¼C��!�^T�� úû
avecøL��C

*�høL���[


, l’int égraledans(4.2)estdéfiniepar

 
< é � ö

%'��÷]

÷�),� ³ ÷��

 
< é �

Í
Ë
%F��øL��ù^
�

øL��ù^
;),� E!ø ´ ��ù^
 ³ ùZ�

Une formule pour le polynômed’inter polation. Enutilisantla notation

é �Û����
NUW�3���i),� ° �	±� 
;E>���7)8� ° �:±� 
�E
���!�:E����7),� ° �	±� 

(4.3)

pourla division équidistante(4.1),nousobtenonspourle polynômed’interpolation

� �ß����
*�
 
< é � ö

%'�(÷:

÷ò)8� E é

�Û�(÷:
;) é �Û����

é �ß��÷:


³ ÷	�
(4.4)

Ici,
ø

estunecourbeferméeautourdusegment
S�){ !�
 ZT

telleque
%'��÷:


n’ait pasdesingularit́e(pôle)
à l’int érieurdela courbe(voir la petitefiguredans(4.2)).

Eneffet, la partiedroitede(4.4)estunpolynômededegré
"

en
�

car
� é �ß��÷:
�) é �ß����
�
�}>��÷N)µ��


enestun. En posant
�D�Õ� ° �:±\

pourun ã{¬8� �
����������"'� , on a

 
< é � ö

%'��÷]

÷�),� ° �	±\ E é �Û��÷:
;) é �ß���

° �	±\ 

é �ß��÷]


³ ÷Æ�  
< é � ö

%'�(÷:

÷ò)8� ° �	±\ ³ ÷��&%'��� ° �:±\ 
��
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cequi montrela formule(4.4). La différencede(4.4) et de(4.2) nousdonnela formulesuivante
pourl’erreurdel’interpolation:

%F����
�) � �ß����
*�
 
< é � ö

%'�(÷:

÷�),� E é

�Û����

é �ß��÷:


³ ÷:�
(4.5)

Il est importantde serappelerque
ø

estunecourbeferméeautourdu segment
S¼){ !�
 �T

telle que%'�(÷:

n’ait pasdesingularit́e à l’int érieurde

ø
.

Étude de la convergence. La formule(4.5)nouspermetdeproćederdela manìeresuivante: si,
pourun

� ¬ S¼)B ��
 �T , on peutchoisirla courbe
ø

telleque¿ é �ß����
�¿	À6Ñ
� ¿ é �Û�(÷:
�¿ pourtout

÷ ¬ ø (4.6)

avecun
Ñ2ü¶ 

, alors, ¿�%F����
9) � �ß����
4¿	À
Ñ �
< é ö

¿�%'�(÷:
�¿
¿�÷�),�L¿ ¿ ³ ÷�¿ (4.7)

et ona convergencepour
",� ý

. Il fautalorsétudierla fonction
� ¿ é �Û�(÷:
�¿ pour

",� ý
.

Lemme4.1 Pour la divisionéquidistante(4.1)et pour le polynômeé �ß��÷:
 de(4.3)on a
þ  d­�	ÿ�� � ¿ é �ß��÷]
�¿:���{��÷:


où �{��÷:
*����¯�� ���� ���(÷�-& �
 þ Ý
	���÷g-6 �
�)&��÷�)p �
 þ Ý
	���÷�)p �
�
$)p � (4.8)

Démonstration. Enprenantle logarithmede
� ¿ é �Û�(÷:
�¿ , on obtient

þ Ý�	 � ¿ é �Û�(÷:
�¿:� �
â þ Ý�	n¿ é ����÷:
4¿:� �

â þ Ý�	A¿¼÷ò)�� ° �:±� ¿�-0�����:- þ Ý�	n¿�÷g)8� ° �	±� ¿ �
cequi repŕesenteunesommedeRiemannpour la fonction

ùAó� �? þ Ý�	s¿�÷n) ù:¿ , � ° �	±\4·>� )@� ° �	±\ �Ò<
}�"
.

On obtientainsi(observerque
þ Ý�	
�p� þ Ý
	A¿ �o¿Z- � ®	Þ�	
� )

þ  W­�	ÿ�� þ Ý�	 � ¿ é �Û�(÷:
�¿:� ��
�
e>� þ Ý�	n¿�÷�),ù:¿ ³ ùK� �� �

�
e>� þ Ý�	��(÷ò),ù^
 ³ ùZ�

En consid́erant
÷

commeparam̀etre,uneprimitivedela fonction � ��ù^
N� þ Ý�	��(÷ò)8ù^
 estdonńeepar��÷�),ù^
;)6�(÷ò)8ù^
 þ Ý�	���÷g)8ù^

. Ceciimplique

þ  d­�	ÿ�� þ Ý
	 � ¿ é �ß��÷:
4¿	� �� � �(÷�-& �
 þ Ý
	���÷_-6 �
�)p�(÷ò)& �
 þ Ý
	���÷g)p �
�)p��÷_-& �
9-6�(÷ò)p �
 �
et démontrela formuledu lemme.
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FIG. II.7: Lignesdeniveaupourlesfonctions

bW` � � �a� ¨a¥ ª � et �g¨�� ª ; division équidistante.
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Pourun
�

réelet comprisdans
�()B !�	 �


, on a�{����
*��� e>� �� F-���
 ��· È �� *)���
 ��e È �

−1 0 1

.5
�{����
<
}��

 !}��
en particulier

�{�(�	
B�  !}
�
,
�{��Å{ �
7�=<	}��

. Les lignes
de niveau � ÷ò¿��B�(÷:
 � Const

�
sont dessińeesdansla

fig. II.7 (dessiǹadroite).

Théorème4.2(Runge1901) Si
%'�(÷:


n’a pasdesingularitédans � ÷s¿��{��÷:
*À��{���N
5� , alors
þ  d­�	ÿ�� � �ß����
*�6%'����
 pour

� ¬ ��)��L���K
��
Démonstration. Nousconsid́eronsunecourbe

ø
tellequel’intervalle

S¼)B !�	 �T
ainsiquel’ensemble� ÷ò¿��B�(÷:
NÀ��B���N
5� sontà l’int érieur, maistouslespôlesde

%'��÷:

à l’exterieur. Pourun

� ¬ �()��K���N

fixé,cecientrâıneque �B����
*ü��B���N
*À&­u W¡��É ö �B�(÷:
5�
Comme

� ¿ é �ß����
�¿í� �B����
 et
­� d¡ �ZÉ ö � ¿ é �Û�(÷:
�¿F� ­u W¡ �ZÉ ö �{��÷]
 (convergenceuniformesur

ø
;

pourle voir il fautélaborerla démonstrationdu lemme4.1),on peuttrouverun
Ñ

(
��ü6Ñ�ü3 

) tel
que,pour

"
suffisammentgrand,on a� ¿ é �ß����
4¿
À6ÑiE

� ¿ é �ß��÷:
4¿ pour
÷ ¬ ø��

Cecivérifie (4.6)pour
� ¬ ��)��L���K
 et la convergenceestuneconśequencede(4.7).

Exemple. La fonction
%'����
*�k �}>�� -o<	O!� ? 


poss̀edeunesingularit́een
Å � }]O . La lignedeniveaude�{��÷:


qui passepar
Å � }]O coupel’axeréelaupoint

� Äp�	�W�	< �
. Alors, la convergencedupolynôme

d’interpolation(avecdespointséquidistants)estétabliepour
¿ �L¿	ü��
���	< �

(voir fig. II.6).

Convergenceen utilisant despoints de Chebyshev. Faisonsla mêmeétudeen remplaçant la
division équidistante(4.1)parlespointsdeChebyshev

� ° �	±\ �&Ü�Ý	� ä � à'å �Zæ á� â å � � ã ���
�
 !���!�����#"'� (4.9)

L’expériencede la fig. II.6 avecla fonction
%'����
ò�Ô !}>�� N-v<	O!� ? 


estréṕet́eedansla fig. II.8. On
observeuneconvergenceuniformesurtoutel’intervalle

S¼)B ��
 �T
.

Pourcomprendrel’absenced’un “phénom̀enedeRunge”,consid́eronsle polynôme é �$����
 de
(4.3)maispourla division (4.9).Danscecas(voir (3.2)et (3.6))

é �ß��÷:
*�&<
e	� Ú �	·>���(÷:
*�&< e	� Ü�Ý	������"I-6 Z
5ìí
'� � �:·>� - � e ° �:·>��±< �	·>� (4.10)

où
ì���®	Þ�Ü�Ü!Ý	��÷

et � ��� �"! .
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FIG. II.8: Interpolationdela fonction ô>¨a¥ ª9× ¦4§4¨�¦N©2õ4H�¥ ? ª enutilisantdespointsdeChebyshev.
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La relation
÷.�ÓÜ�Ý	��ì�� �? �#� �$! -%� e	�"! 
�� �? � � - � e>� 
 donnel’ équation� ? )�< � ÷�-w u�Ó�

pour � , dont lessolutionssont � �k÷s- ç ÷ ? )p 
, � e>� �w÷n) ç ÷ ? )p 

. Élevéesà la
��".-/ �


-ème
puissance,la plusgrandedecesgrandeursvafinir pardominerl’autre. Ainsi,�B�(÷:
K� þ  d­�	ÿ�� � ¿ é �ß��÷]
�¿:� �� ­u®Z¯ � ¿¼÷g- ç ÷ ? )6 
¿��N¿¼÷�) ç ÷ ? )p 
¿��n� (4.11)

Leslignesdeniveaudela fonctionlimite deviennentparall̀elesà l’intervalle
S�){ !�
 ZT

(voir fig. II.9).
Ainsi, unpôlesetrouvantendehorsdel’intervalle

S¼)B !�	 �T
nepeutemp̂echerle polynôme� �Û����
 de

convergersurtout l’intervalle (voir fig. II.8).
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.5bW` ¿ é �a����÷]
�¿
�{��÷:


FIG. II.9: Lignesdeniveaupourlesfonctions

bW` � � �a� ¨a¥ ª � et ��¨�� ª ; pointsdeChebyshev.

Remarque. La convergence(uniforme)de la suitede polynômesd’interpolationavec les points
deChebyshev peutêtredémontŕe pour toutefonction

%F����

qui estcontinûmentdifférentiablesurS¼)B !�	 �T

. La démonstrationutilise le théor̀emedeStone-Weierstraß(voir parexemplele chapitreII
du livredeWerner& Schaback3 pourplusdedetails).

II.5 Influencedeserreursd’arr ondi sur l’inter polation

Représentationen vir guleflottante. Chaquenombreréel
�Õë�1�

peuts’écriresousla forme�.�6Å�CsE� �� Í
(5.1)

où
C
, la mantisse, satisfait

�
�� AÀkC7ü¹ 
et l’ exposant

�
estun nombreentier. Cetterepŕesentation

de
�

estunique.Supposonsmaintenantqu’on ait seulementun nombrefini dechiffres(disons& )
à dispositionpourla mantisse,et pasderestrictionpourl’exposant.Si »C dénotel’arrondi de

C
, on

vacalculerenfait avecle nombre
arr
����
*�1Å »CnE� Z� Í

aulieu de
�

. Par exemple,le nombreé �1|
�� �  �O:�	< � O	|N���!� estrepŕesent́e par

arr
� é 
'�&�	�W|� �  �O	�	<:�_E� ��

�
(5.2)

si l’on calculeavec & �&~ chiffresenbase
 ��

.

Précisionde l’ordinateur . On dénotepar ')(+* le pluspetit nombrepositif tel que

arr
�� F- ')(+* 
*Pk !�

Pourun calculenbase
 ��

avec & chiffresdansla mantisseon a

arr
�(�
�	 ��N�����^�, � �N�����:E� Z� � 
'�3 

arr
�(�
�	 ��N�����^�, O	�N�����:E� Z� � 
'�&�
�	 ��N�����] , E� �� � Pk ��

3H. Werner& R. Schaback(1979),PraktischeMathematikII. Springer-Verlag,2. Auflage.[MA 65/23]
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Danscettesituation,onaalors ')(+* �1O�E� �� e , � (5.3)

Si l’on fait le mêmecalculenbase
<

(commetouslesordinateursle font) on obtient

')(+* �&< e , � (5.4)

Parexemple,suruneSUN workstationon a

REAL - � � ')(+* �1< e:? y Ä&O	�W� � E� �� e Ã
REAL - ~
� ')(+* �1< e z�x Ä3 ��R 	 'E� �� e>�/.
REAL -  � � ')(+* �1< e>��� x Ä6�
� � |gE� �� e x�z �

Théorème5.1 Pour un
�Õë���

ona ¿
arr
����
�)8�L¿
¿ �L¿ À ')(+* � (5.5)

c.-à-d., l’erreur relativedueà l’arr ondissementestbornéepar ')(+* .
Démonstration. Soit

�D�6C_E� �� Í
etarr

����
N� »C_E� Z� Í . Si l’on arrondità & chiffressignificatifs,ona¿ »Cò)tCß¿:À&OòE� Z� e , e>� . Il enrésulte
¿
arr
����
�)8�L¿
¿ �L¿ � ¿ »Cs)tCß¿!E� �� Í¿�Cß¿�E� Z� Í À O�E� �� e , e>�

 �� e>� �1OòEV �� e , � ')(+*
car

¿�Cß¿
03 !}> ��
.

L’estimation(5.5)peutaussîetreécritesousla forme

arr
����
*�h�K�� F-21�


où
¿314¿
À ')(+* � (5.6)

Cetteformuleestla basepourtouteétuded’erreursd’arrondi.

Influence deserreurs dans
�	�

sur le polynômed’inter polation. Supposonsquelesdonńees
�
�

soienterrońeeset qu’oncalculeenfait avec

�
�$�h�	�5�� '-41��R

où

¿51��[¿	À ')(+* � (5.7)

Pourétudierla différenceentrele polynômequi passepar
�����R���	��


etceluiqui passepar
�����R� �
�q


, on
utilise la formuledu lemmesuivant.

Lemme5.2(formule de Lagrange) Lepolynômed’interpolation � ����
 qui passepar
���������
�q


pour� �1�
�	 !����������" estdonńepar

� ����
'�
�
�76:� �	� & �5����
 où & ������
*�

�
Y�6:�Y�86	�

�7)8��Y
���>)8��Y � (5.8)

Démonstration. Le polynôme & �5����
 satisfait & �5�����R
A�  
et & �5����\]
��ñ�

si ã ë� � . Ainsi, lesdeux
côtésde la formule (5.8) valent

�	\
pour

�t�¶��\
( ã �¹�
�	 !�������Z��"

). Comme� ����
 et
��76:� �
� & ������


sont despolynômesde degré
"

, cette formule est une conśequencede l’unicit é du polynôme
d’interpolation(voir le théor̀eme1.2).
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FIG. II.10: Polyn̂omesdeLagrangèapointséquidistantspour 9 × ¦;:
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FIG. II.11: Polyn̂omesdeLagrangèapointsdeChebyshev pour 9 × ¦;:

Lespolynômespassantpar
�����R���	��


et
������� �	�(


sontrespectivement

� ����
*�
�
�76:� �	� & �5����
 et � ����
N�

�
�76:� �	� & �5����
5�

Si
�	�

estdonńepar(5.7),la différencesatisfait � ����
�) � ����
*� ��76:� 1��d�	� & ������
 et on obtient

¿ � ����
�) � ����
�¿	À ')(+* Eµ­�®�¯\;6:� Ì=<=<=< Ì � ¿ �	\V¿!E
�
�76:� ¿ & ������
4¿�� (5.9)

La fonction
��76:� ¿ & ������
4¿ décrit l’amplification del’erreurdanslesdonńees.Savaleurmaximale

> ��UW�m­�®�¯È�ÉGÊ Ë!Ì ÍÏÎ
�
�?6:� ¿ & �5����
�¿ (5.10)

s’appellela constantedeLebesgueassocíeeauxpoints
���������5���!���!�����

et à l’intervalle
S¼C����[T

. Cette
constantepeutêtrecalcuĺeenumériquement(voir lesexercices9 and10).

Points équidistants. Pourla division
��\A�6Cò- \� �(�í)tC

 del’intervalle

S�C����[T
, ona

> ?��òÄ&|�E� �� y � > y �òÄ3 �� �a� � > ��Ä < �:·>��NE!"oE þ Ý�	;" �
Points deChebyshev. Si l’on choisit

��\�� Ë · Í? - Í e Ë? Ü�Ý	��� ° ?�\�·>��± î?��:·:? 
 , ona> ��À&|
pour

",À&<	�> ��À �
pour

",À3 ��:�
> ��Ä �

á þ Ý�	;" si
"

estgrand.



Interpolationet Approximation 37
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FIG. II.12: Influencedeserreursdansles @ � surl’interpolation

Exṕeriencenuḿerique. Consid́eronsla fonction
%'����
*���� W¡N�

surl’intervalle
S �
�!O	T

. Pour
"A0&<	O

,
l’erreur de l’interpolationestborńeepar

O ?�. }:< � ²�Äl|	� � �sEÛ Z� e
B
quellequesoit la division choisie

(voir le théor̀eme2.2). Prenonsles
�
���6�� W¡*���

ensimpleprécision(erreurrelative
Ä ')(+* Ä/O
��� � E �� e Ã

) et faisonsle calculde � ����
 endoubleprécision.Dansla fig. II.12 nousvoyonsle polynôme
d’interpolationobtenude cettemanìere(avec despoints équidistants).Sonerreurdevient bien
visible à partir de

"��ñ|	<
, la valeuroù ')(+* E > � dépasse

 
. Evidemment,l’interpolationavec les

pointsdeChebyshev nemontrerapascephénom̀ene.

II.6 TransforméedeFourier discrète(DFT)

Dansle traitementdesignaux,où on estconfront́e à uneimmensequantit́e (plusieursmilliers ou
millions) de valeursnumériques,la transforḿeede Fourier estun outil inévitable. De plus, les
donńeesont souventunecertainepériodicit́e cequi rendla transforḿeeplusefficace.Elle est,par
exemple,trèsutiliséedansle traitementdessons(voir la fig. II.13) ainsiquepour la compression
d’images(voir le paragrapheII.7).

TransforméedeFourier (continue)ousérie deFourier. Unesérietrigonoḿetrique(ousériede
Fourier)estunesériedela forme

%'����
u� C4�
< -

�
\;6>� C�\FÜ!Ý	� ã �7-j��\í�� d¡ ã � �

(6.1)

Encasdeconvergence,elle repŕesenteunefonction
< é -périodique,c.-à-d.

%F����-8< é 
'�&%'����
 pour
tout

� ¬ � � . Lesformulesdeviennentplussimplesenpassantauxcomplexes.Grâceauxidentités� � È �1Ü�Ý	�
�s- � �� W¡*� ,
Ü!Ý	�
�D�w�#� � È -C� e	� È 
5}]<

et
�� W¡'�D�3�)� � È )D� e	� È 
�}:< � , la sériepréćedentedevient

simplement %'����
u� �
\;6>eE�GF \H� � \ È � (6.2)

La clé fondamentalepermettantle calcul dessériestrigonoḿetriquesa ét́e découvertepar Euler
(1777,Opera vol 16,ParsI, p.333)et résidedansla relationd’orthogonalit́e? î� � e	� , È EI� � \ È ³ �.�

? î� � � ° \�e , ± È ³ �.� �
si ã ë� &< é si ã � & . (6.3)

Cettepropríet́e nouspermetdecalculerlescoefficients F \ . Il suffit demultiplier (6.2)par
� e	� , È

et
intégrertermeparterme4 de

�
à
< é . Touslestermes,saufun,disparaissentet onobtient

F \n�  
< é

? î� %'����
�� e	� \ È ³ �;�
(6.4)

4Pourunejustificationvoir lescoursAnalyseII ou Mathématiquespour Informaticiens.
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Pourmarquerla dépendancede
%'����


, nousécrivonssouvent
%F� ã 
�UW� F \ pour lescoefficientsde

Fourier. Rappelonsquelescoefficients
%'� ã 
 convergentverszéro pour ã � ý

, et on a
%F� ã 
��J �5¿ ã ¿ e�K 
 si le prolongement

< é -périodiquede
%'����


est� -fois continûmentdifférentiable.

Transforméede Fourier discrète (DFT). Supposons
maintenantquela fonction

< é -périodique
%'����


soitseule-
mentconnuepourles

�
dela division équidistante

��Y�� < éMLN � L �1�
�	 !�������Z� N )6 1

2

3

4

< éé�
�:� ��� �:? � x

� y
� z ��. � Â

et posons
�
Y��l%'����YZ


. Si nécessaire,on peutprolonger� �	YZ� à unesuite
N

-périodiqueenposant�
Y�·�O0�h�	Y
pourtoutentierL (

N �1~
dansla petitefigure).

Par analogieavec(6.2)oncherchèaexprimercettesuitepar

�
Y7� OLe>�\;6:� ÷[\H� � \ ÈQP �
O�e>�
\;6:� ÷[\SR \5Y avec

Rh��� ? î �$T)O � (6.5)

Cettefois, la relationd’orthogonalit́ediscr̀ete(observerque
R O �3 

)O�e>�
YU6:� R e , Y EVR \�Y �

OLe>�
Y�6:� R ° \4e , ±¼Y �

��e�WYX3Z f\[/]"^��e�W Z fV[ �&�
si ã ë� & � mod

N 

N

si ã � & � mod
N 
 (6.6)

nousaideà trouverles
÷[\

àpartirde(6.5).Parparfaiteanalogieavecla preuveci-dessuspour(6.4),
onmultiplie l’ équation(6.5)par

R e , Y
etonadditionnede L �1� à L � N )Õ . Touslestermes,sauf

un,disparaissentet onobtientla transforḿeedeFourier discr̀ete(DFT)

÷[\A�  N
OLe>�
Y�6:� �	Y_R e	\5Y � (6.7)

Si
�
Y_�Ò%'����Y^


, nousécrivonsaussi
%VO�� ã 
�Ud�/÷[\ pourlescoefficientsdela transforḿeedeFourier

discr̀ete.Comme
�IOv�j�	�

, la valeur
÷[\

de(6.7)peutêtreinterpŕet́eecommele résultatdela règle
du trap̀ezeappliqúeeà l’int égraledans(6.4). Toutefois,

÷[\�� %VO�� ã 
 n’estpasuneapproximation
de F \A� %'� ã 
 pourtout ã , car � ÷[\]� estunesuite

N
-périodique(ceciestuneconśequenceimmédiate

de
R O �Ô 

) alorsque
%'� ã 
 convergeverszérosi ã � ý

(voir le paragrapheII.9 pouruneétude
détailléedel’erreur

%'� ã 
�) %VOM� ã 
 ).
Compressiondesdonnées. Étantdonńee unesuite

N
-périodique � �	Y[� et sa transforḿee de

Fourierdiscr̀ete � ÷[\]� . L’id éeestdesupprimerdansla repŕesentation(6.5)pour
�
Y

touslestermes
dont la valeur absoluede

÷[\
est en-dessousd’un certainseuil (par exemple,

|�`
du coefficient

maximal).

Exemple. Le premierdessindela fig. II.13 montrela digitalisationd’un son.Onaenregistré
<	<:�	�	�

impulsionsparseconde,dont
 Z�	< �

sontdessińees(cecicorrespond̀a
 ��	< � }:<	<MÄ �	� ��O

millisecon-
des).Onobservebienunecertainepériodicit́edesdonńees.

Pour les
N �  ��:< �

nombres� �	YZ� on a calcuĺe la transforḿeede Fourier discr̀ete � ÷[\]� . La
suitede leursvaleursabsolues� ¿�÷[\V¿�� est dessińeedansla deuxìemeimagede la fig. II.13 pourã �  !�!�����!�	 ��	�

(commeles
�
�

sont réels,on a
÷aOLe	\��Ð÷�e	\2� »÷[\ , et il n’est pasnécessairede

dessinerlesvaleurspour ã 0 N }:< ; pour
 ��	�Æü ã ü N }:< les

¿�÷[\V¿
sontinférieursà

�
���	�	<
).

La théoriedeceparagrapheestbaśeesurle fait que
%F����


estunefonctionpériodique.Cepen-
dant,la périodedu signaln’estvisiblementpaségaleà

N �Ô ��	< �
, maiselle estplutôt prochede
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FIG. II.13: Spectrogramme,compressionet décodageduson“a” prononće parMartin

N �¶�:�	�
. Si l’on calcule

 Z�	< �
valeursde

%'����

surunepériodeexacte(par interpolationlinéaire)

ainsiqueleur transforḿeedeFourierdiscr̀ete,on obtientla troisièmeimagedela fig. II.13. Cette
fois, onpeutbeaucoupmieuxobserver la fréquenceprincipale(

O - <	<	�	�	�	}:�	�	��Ä3 	 Z�
Hz) ainsique

lesharmoniques(multiplesdela fréquenceprincipale).
Maintenantnoussupprimonstous les coefficients

÷[\
dont la valeurabsolueest inférieureà ��

% dela valeurmaximale.Les
 �

coefficientsrestantsontdessińesdansle quatrìemedessinde
la fig. II.13. Pourun seuilde

|
% ils resteraient

�	�
coefficients,et pourun seuilde

 
% pasplusde~	�

. Ainsi, la vraie informationcontenuedansle signalnecontientque
 �

(respectivement
�	�

ou~	�
) nombrescomplexesaulieu des

�:�	�
valeursréelles

�	Y
.

Pourdécoderle signal,nousutilisonsla formule(6.5)avecles
÷[\

restantapr̀esla compression.
Le résultat(décodage)estdéssińe enbasde la fig. II.13. On peutconstaterquele signaloriginal
esttrèsbienréproduit.

La conclusiondecetteexpérienceestla suivante: aulieu destocker les
�	�	�

valeursdu signal
original, il suffit destockerquelquescoefficientsdela transforḿeedeFourierdiscr̀etesansperdre
del’information visible.
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II.7 Transforméecosinusdiscrète(DCT) et JPEG

L’algorithmeduparagraphepréćedentmarchetrèsbiensi lesdonńeesontunecertainepériodicit́e.
Si ellesne sontpaspériodiques(par exemplepour la compressiond’images),on utilise souvent
unevariantede la transforḿeedeFourierdiscr̀ete. Cettevariantea enplus l’avantaged’éviter le
calculavecdesnombrescomplexes.

Transforméede Fourier en cosinus. Soit
%F����


unefonction continue,définie sur l’intervalleS �
� é T . On la prolongeenunefonctionpairepar
%'�()g��
ò�3%'����


et enunefonction
< é -périodique

par
%'����- < é 
'�6%'����
 . La sériedeFourier(6.1)d’unetelle fonctioncontientseulementlestermes

encosinuset s’écrit %'����
{� C4�
< -

�
\;6>� CG\�Ü!Ý	� ã �;� (7.1)

Surl’intervalle
S �
� é T , lesfonctions

Ü!Ý:� ã � (pour ã 0&� ) vérifientla relationd’orthogonalit́e

î� Ü!Ý	� & �iE	Ü�Ý	� ã � ³ �D�  
< î� Ü�Ý	��� & - ã 
��{-0Ü!Ý:��� & ) ã 
�� ³ �D� �

si ã ë� &
é }:< si ã � & ë�&�
é si ã � & �&� . (7.2)

La démarchehabituelle(multiplier (7.1) par
Ü!Ý	� & � et intégrertermepar termede

�
à é ) nous

donne C�\n� <
é

î� %'����
>Ü�Ý	� ã � ³ �;� (7.3)

Transforméecosinusdiscrète(DCT). Comme
%'�(�	
òë�%'� é 
 engéńeral,nousconsid́eronsles

N
pointsaumilieu

dessous-intervalles,c.-à-d. lespoints��Y�� ä �ab å ��æ á�dc � L �1�
�
 !���!����� N )p 0

1

2

3

é
) é < é�

�	�
��� �	? � x

et nousposons
�
Y_�p%'����YZ


(
N � �

dansla petitefigure). Par analogieavec(7.1),nousexprimons
cettesuitepar(voir la fig. II.14 pourlesfonctionsdebase

Ü!Ý:� ã ��Y )
�
Y7� ÷5�

< -
OLe>�
\;6>� ÷[\FÜ�Ý	� ã ��YZ� (7.4)

Avecla relationd’orthogonalit́ediscr̀ete(pour
��À ã � & À N )p )O�e>�

YU6:� Ü!Ý	� & ��YFE	Ü�Ý	� ã ��Y��  
<
OLe>�
Y�6:� Ü!Ý	��� & - ã 
(��Yí-0Ü�Ý	��� & ) ã 
���Y � �

si ã ë� &N }:<
si ã � & ë�1�N
si ã � & �1� . (7.5)

noustrouvons(multiplier l’ équation(7.4) par
Ü!Ý	� & ��Y et additionnerde L �J�

à L � N )l 
) la

transforḿeecosinusdiscr̀ete(DCT)

÷[\A� <N
O�e>�
YU6:� �
Y�Ü!Ý	� ã ��Y�� (7.6)

La valeur
÷[\

de(7.6)estle résultatdela règledu point milieu appliqúeeà l’int égraledans(7.3).

FIG. II.14: Fonctionsdebasepourla transforḿeecosinusdiscr̀ete( e ×gf )
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FIG. II.15: Fonctionsdebasepourla transforḿeecosinusdiscr̀eteen õ dimensions(
fihjf

pixels)

Transforméecosinusdiscrèteen dimension 2. Une imagedigitaleestdonńeepar un tableau�Ik � Ì Y^� , où � parcourtlespixelsverticalementet L horizontalement.La valeurde k � Ì Y repŕesentele
niveaude gris (ou la couleur)du pixel

� � � L 
 . Motivé par l’algorithme préćedent,nousessayons
d’exprimercesdonńeespar

k � Ì YK�
O�e>�
\;6:�
O�e>�
, 6:� l \ Ì , Ü!Ý	� ã ���NÜ�Ý	� & ��Y (7.7)

où
��Y��k�q< L -µ �
 é }]< N commepourla transforḿeecosinusdiscr̀ete.Pourcompenserle facteur

 !}:<
dans(7.4),nousutilisonsla notation l � Ì �M� l � Ì �4} � , l \ Ì ��� l \ Ì ��}]< , l � Ì , � l � Ì , }:< et l \ Ì , � l \ Ì , .
La relationd’orthogonalit́e (7.5)nouspermetdecalculerles l \ Ì , parla formule

l \ Ì , � �N ?
O�e>�
�76:�
O�e>�
YU6:� k � Ì Y�Ü�Ý	� ã ���NÜ�Ý	� & ��Y�� (7.8)

Lesfonctionsdebase
Ü!Ý	� ã ���*Ü!Ý:� & ��Y ( ã � & �&�
���!����� N )& ) sontillustréesdansla fig. II.15.
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FIG. II.16: Uneimagetoujoursmieuxreconstitúeeenzig-zagparJPEG

JPEG. L’utilisation de cettebasedansla compressiond’imagesest due à Ahmed, Natarajan
et Rao (IEEE 1974) 5. On décomposel’image entìere en blocs de

~Cm�~
pixels et on calcule

pourchaquebloc la transforḿeecosinusdiscr̀ete(7.8). Lescoefficients l \ Ì , sontalorsquantifíes
et ceuxqui sonten-dessousd’un seuil sontremplaćespar zéro. Pourdesimagescontenantdes
partiesuniformes(parexemple: ciel bleu),seulementdeuxou trois coefficientsvont restercequi
donneun importantfacteurdecompression.

La reconstructiondel’image àdroite(uncongloḿeratentreAstérix, Mickey
Mouseet DonaldDuck, dessińe parGerhard)estillustréedansla fig. II.16. Le
premierdessin(en haut à gauche)correspondau premiertermede la somme
(7.7). En rajoutantun termeapr̀esl’autre, et ensuivantun cheminastucieuxen
zig-zag,la reconstructionestdémontŕee.

5Pourdesexplicationsplusdétailléesetréférencesvoir JPEGstill imagedatacompressionstandard parW. B. Pen-
nebakeretJ.L. Mitchell, VanNostrandReinhold,New York, 1992.
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II.8 TransforméedeFourier rapide (FFT)

Pour � �
Y[� O�e>�YU6:�
donńes,un calculdirectde la transforḿeedeFourierdiscr̀ete � ÷[\:� OLe>�\\6:�

(voir (6.7))
nécessite

Ä N ?
multiplicationset additions.Dansceparagraphe,nousprésentonsun algorithme

(un des“Top 10 Algorithms” du 20èmesiècle)qui fait le mêmetravail en
N þ Ý�	 ? N

opérations.
Cetalgorithmeestdû àCooley & Tukey (1965);il estbaśesurdesidéesdeRunge(1925).

Noussupprimonsle facteur
 !} N

dans(6.7)etnousutilisonsla notation

n Ou�i�&÷
où

÷[\n� OLe>�Y�6:� �	YoR e	\5YO � RpOh��� ? î �"TqO (8.1)

Lemme8.1 Soient� �3� � �4� � �#��������� � O�e>��
 , r �3� r ��� r ����������� r OLe>��
 et définissons�i�k� � ��� r ��� � ��� r �5���!���!� � OLe>��� r O�e>��
�� (8.2)

Alors,pour ã �1�	�
 !�����!��� N )6 , ona (
R;?sOj��� ? î �"T�?sO ��� î �$T)O )� n ?sO{�ß
�\s�3� n O � 
�\L-tR e	\?sO � n O r 
R\� n ?sOu�Û
R\4·�Oh�3� n O � 
�\�)uR e	\?sO � n O r 
�\G� (8.3)

Démonstration. En utilisant
R ??sO �vRwO

, uneséparationdesindicespaireset impairesnousdonne
pourun ã arbitraire

� n ?sO{�ß
�\n� ?sO�e>�YU6:� �
Y_R e	YR\?sO � O�e>�, 6:� �:? ,� ,
R e:? , \?sO
R e , \O

- OLe>�, 6:� �:? , ·>�r ,
R e ° ? , ·>��±¼\?sO
R e	\?sO EVR e , \O

�w� n O � 
�\K-AR e	\?sO � n O r 
R\]�

La deuxìemeformulede(8.3)résultede
R OO �w 

et de
R O?sO �&){ 

.

La formule(8.3) nouspermetdecalculer(avec
N

multiplicationset
< N

additions)le vecteurn ?sO{�
à partirde

n O � et
n O r . La mêmeproćedurepeutêtreappliqúeerécursivementauxsuites�

et r si ellesontunelongueurpaire.Si l’on supposeque
N ��< è

, onobtientl’algorithmeprésent́e
dansle sch́emasuivant(pour

N ��~���< x
)

n O

�:��>��:?� x� y� z�
.� Â

n OxT�?
�	��	?� y��.

n OxT�?
���� x� z� Â

n O+T y �	�� y
n O+T y �	?��.
n O+T y ���� z
n O+T y � x� Â

yz
yz
yz
yz

n O+T Ã �	�g�0�	�n OxT Ã � y �h� yn OxT Ã �	?��h�:?n OxT Ã ��.��h�
.n OxT Ã ���'�h�>�n OxT Ã � z �h� zn OxT Ã � x �h� xn OxT Ã � Â �h� Â

(8.4)

La programmationdecetalgorithmesefait dedroit à gauche.D’abord,on met les � �	Y^� dans
l’ordre exigé par l’algorithme (8.4). Après, on effectueles opérationsde (8.3) commeindiqué
dansle sch́ema(8.4). Pouruneexplicationdétailléedela programmationvoir le livre “Numerical
Recipies”.6

6W.H. Press,B.R. Flannery, S.A. Teukolsky & W.T. Vetterling(1989): NumericalRecipies.TheArt of Scientific
Computing(FORTRAN Version).CambridgeUniversityPress.
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TAB. II.2: Comparaisondenombresd’opérationsN N ? N þ Ý�	 ? N
quotient< z ��|	< Ä3 �� x  � � Ä � � �< �a� Ä3 �� x Ä3 �� . Äl �� y Ä3 ��	�< ?�� Ä3 �� . Ä3 Z� �a? Ä&<�E� �� Â Ä&O�E� �� y

Pourpasserd’une colonneà uneautre(dansle sch́ema(8.4)) on a besoinde
N }:<

multipli-
cationscomplexes et de

N
additions(ou soustractions).Comme

ê � þ Ý
	 ? N
passagessont

nécessaires,ona le résultatsuivant.

Théorème8.2 Pour
N �w< è

, le calcul de
n Ou�

peutêtre effectúe en
c � þ Ý�	 ? N multiplications

complexeset
N þ Ý�	 ? N

additionscomplexes.

Pourmieux illustrer l’importancede cet algorithme,nouscomparonsdansle tableauII.2 le
nombred’opérationsnécessairespourle calculde

n Ou�
– avecousansFFT.

L’inversedela transforméedeFourier discrète. Pourle décodageil fautcalculerles
�	Y

àpartir
des

÷[\
à l’aide dela formule(6.5).Pourenobtenirunalgorithmerapide,il suffit deremplacer

R e	\?sO
dans(8.3)par

R \?sO
.

Transforméecosinusrapide. Pourlesdonńeesréelles
���	�4���>�����!���!����O�e>��


, nousconsid́eronsle
vecteur

�i�k���	�4���>�������!�!����O�e>���#�IO�e>���������������#���	��

illustrédansle petit dessinavantla formule(7.4).

La relation
÷[\�� �? R e	\UT�??sO � n ?sO ��
�\

pourla transforḿeecosinusdiscr̀ete(7.6)nouspermetdetrouver
un algorithmerapide(mêmedeuxfois plusrapidequela FFT).7

Transforméecosinusrapide en dimension2. Pourle calculde(7.8) il faut évaluerla somme
sur L pourchaque�K¬ � �	�
 !�����!��� N )� !� , etensuiteencorela sommesur � . Cecicorrespond̀a

N -� 
transforḿeescosinusdiscr̀etes.Le travail estalorsproportionnel̀a

� N -6 �
 N þ Ý
	 ? N
à la placedeN y

pourun calculdirect.En plus,les
N

premìeresDCT peuventêtrecalcuĺeesenparall̀ele.

II.9 Inter polation trigonométrique

Pourla division équidistante

��YK� � á bc � L �1�
�
 !���!����� N
de l’intervalle

S �
�!< é T et pour
�	�4�#�������!���!����O�e>�

donńes,on chercheun polynômetrigonoḿetrique
(unecombinaisonlinéairefinie defonctions

� � \ È
) passantpar

����YZ���
Y[

pour L �1�
�
 !���!����� N )p .

Théorème9.1(polynômed’inter polation trigonométrique) Pour
�	���������!�����!�#�IO�e>�

donńes,soit� ÷[\:� satransforḿeedeFourier discr̀ete(6.7).Si
N

estpair, le polynômetrigonoḿetrique

� OM����
*�
O+T�?

\;6>e�O+T�?´ ÷[\
� � \ È Ud�  
< ÷�e�OxT�?d� e	�"O È T�? -j÷aO+T�?H� �$O È T�? - { \ {5| O+T�? ÷[\
�

� \ È
(9.1)

satisfait � OM����YZ
*�Õ�
Y pour L �&�
�
 ��������Z� N )p .
Démonstration. La suite

÷[\
� � \ ÈQP
est
N

-périodiqueen ã . Ainsi, � O�����Y^
7� O+T�?\;6>e�O+T�?´ ÷[\H� � \ ÈQP �OLe>�\\6:� ÷[\
� � \ ÈQP
. Comme

� � \ ÈQP �vR \5YO
, unecomparaisonavec(6.5)montreque� OM����YZ
*�h�	Y .

7VanLoan,ComputationalFrameworksfor theFastFourier Transform. SIAM, Philadelphia,1992.[MA 65/326]
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Remarque. Si les
�
\

sontréels,les � ÷[\]� satisfont̀a
÷�e	\A� ÷4\

et le polynôme� O�����
 estunefonction
réelle,c.-à-d.unecombinaisonréellede

�� d¡ ã � et
Ü!Ý	� ã � .

Err eur de l’inter polation trigonométrique. Supposonsmaintenantque
�
YL�6%F����Y[


où

%'����
'� �
\;6>eE� F \
� � \ È � F \n� %'� ã 
 (9.2)

estunesériedeFourierqui convergeabsolumentpourtout
�

. Pourétudierl’erreur
%F����
$) � O�����
 ,

où � �ß����
 estle polynômed’interpolationtrigonoḿetriquedu théor̀eme9.1,il fautsavoir comment
les

÷[\�� %QO�� ã 
 de la transforḿee de Fourier discr̀ete approximentles coefficients de FourierF \n� %'� ã 
 .
Lemme9.2 Si la série (9.2)estabsolumentconvergente, alors

%QO�� ã 
�) %'� ã 
N� , 86:� %F� ã - & N 
�� (9.3)

Démonstration. La transforḿeedeFourierdiscr̀eteavec
�	YK�6%'����YZ


de(9.2)estdonńeepar

%QOM� ã 
*�  N
O�e>�
YU6:�

�
��6>eE� %'��"í
U� � � ÈQP R e	\�YO � �

�
6>eE� %F��"F
  N
O�e>�
YU6:� R ° �:e	\4±¼YO � �

, 6>eE� %'� ã - & N 
��
La dernìereégalit́eestuneconśequencedela relationd’orthogonalit́e (6.6).

On sait que,si la fonction
%'����


estglobalementlisse, les coefficientsde Fourier convergent
rapidementverszéro. Pourunetelle fonction,

%QOM� ã 
 estunebonneapproximationde
%'� ã 
 pour¿ ã ¿:À N }:< , maiselle estmauvaisepour

¿ ã ¿:P N }:< .
Théorème9.3 Soit

%'����

donńee par (9.2) avec une série absolumentconvergente. Alors, le

polynômetrigonoḿetrique(9.1)pour
�	YK�6%'����YZ


satisfaitpour tout
� ¬ � �

¿�%'����
�) � OM����
�¿	À&< { \ {=} O+T�?´ ¿ %F� ã 
�¿�� (9.4)

Démonstration. Onsoustrait(9.1)de(9.2):

%'����
�) � O�����
*�
OxT�?

\;6>e�OxT�?´ � %'� ã 
�) %VO�� ã 
�
U� � \ È - { \ {=} O+T�?´ %í� ã 
��
� \ È �

L’assertionestdoncuneconśequencede(9.3)etdel’in égalit́edetriangle.

Ce théor̀emepermetuneinterpŕetationintéressante.Consid́eronsunefonction
< é -périodique

defréquencemaximale~ (c.-à-d.,
%F� ã 
*�6� pour

¿ ã ¿	P ~ ). Alors, le polynômetrigonoḿetrique� O�����
 donnele résultatexact(� O�����
N�1%'����
 pourtout
�

) siN P < ~ � (9.5)

Cerésultat– le théor̀emed’échantillonnage–nousdonneuneformulepourlenombred’échantillons
nécessairespourunerepŕesentationexacted’unetelle fonction.
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10 20 30 40

10 20 30 40

10 20 30 40

N �1<	O �

N �k �<	~

N � �	�

FIG. II.17: Interpolationtrigonoḿetrique

Reprenonsl’exemplede la fig. II.13. Dansle deuxìemedessindecettefigureon voit queles
fréquencesdominantesdu son sont situéesdansl’intervalle

¿ ã ¿_À � �
. Commela longueurde

l’intervalledansla fig. II.13 estde
 ��:< � }:<	<:�	�	�

secondes,la valeurmaximale~ � � �
correspond

à
� � - <	<	�:�	�
}> ��:< � Ä  �|:�	�

Hz. Alors,
N �  �<	~

échantillonssont suffisantspour repŕesenter
correctementle signal. Dansla fig. II.17 sont dessińes les polynômestrigonoḿetriques� O�����

(pour

N � �	�
,
 Z<	~

et
<	O �

) passantpar

�	Y
pour L �&�ò� mod

 ��:< � } N 

où
�	Y

sontlesdonńeesdela fig. II.13. Onvoit quela repŕesentationestbonneàpartirde
N �w �<	~

.
Il suffit alorsd’utiliser chaque

~ èmeéchantillon(uneautrepossibilit́edecompressiondesdonńees).

II.10 Inter polation par fonctionsspline

Le mot “spline” (anglais)signifie “languetteélastique”. On s’intéressèa la courbedécritepar
unelanguetteforcéedepasserparun nombrefini de pointsdonńes(disonspar

�����R���	��

pour � �

2 4 6 8 10

−5

0

5

10
� ����


FIG. II.18: Splinecubique(à compareravecfig. II.1)
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FIG. II.19: Un dessinenzig-zag(à gauche)etensplines(à droite)

�
�
 ��������Z��"
). La fig. II.18 montrele splinepassantparlesmêmesdonńeesquepourla fig. II.1 (pour

pouvoir le compareravecle polynômed’interpolation).
La théoriedessplinesa ét́e dévelopṕeedansles anńees1950par I.J.Schoenberg pour servir

aucalculscientifique(approximations,
�����

) ; denosjourselle estconstammentappliqúeepour la
repŕesentantiondecourbeset surfacesenComputerGraphics(voir la fig. II.19).

Formulation mathématique du problème: pourdespoints
���������
�(


avecdes
���

ordonńes,on
chercheunefonction � U�S¼C��!�^T�� � �

(où
C��h���

,
�L�0���

) satisfaisantà

(S1) � �����(
N�Õ�
� pour � �&�
�
 !�!�����Z��" ;
(S2) � ����
 est

<
fois continûmentdifférentiable(c.-à-d.declasse� ? ) ;

(S3)
Í
Ë � � ´ ´ ����
�


? ³ �.� ­� d¡
.

L’int égraledans(S3)repŕesentel’ énergiedela languettedéforméequi, parle principedeMauper-
tius,estsuppośeeminimale.

Théorème10.1 Soit
CM�0���òüh���Nü1�����Vüh�����1�

unedivisiondonńeeetsoit � U;S¼C����[T�� � �
une

fonctionvérifiant (S1),(S2)etqui estunpolynômededegré
|

surchaquesous-intervalle
S ���ðe>�5�#���RT

.
Pour toutefonction

%iU;S�C����[T�� � �
vérifiant (S1),(S2)et

� ´ ´ �(�^
 % ´ �(�[
�) � ´ ���[
 � � ´ ´ �(C

 % ´ ��C

�) � ´ ��C

 (10.1)

on a alorsque Í
Ë � � ´ ´ ����
�


? ³ �½À Í
Ë �(% ´ ´ ����
�


? ³ �;�
(10.2)

Démonstration. Chaquefonction vérifiant (S1) et (S2) peut être écritesousla forme
%F����
o�� ����
9-41U�;����
 où

1 ¬ � � et
�;����


estdeclasse� ? satisfaisantà�;�����R
*���
pour � ���
�
 !���!�����#"'� (10.3)

La condition(10.2)devientalorsÍ
Ë � � ´ ´ ����
�


? ³ �.À Í
Ë � � ´ ´ ����
�-41U� ´ ´ ����
�


? ³ �
� Í

Ë � � ´ ´ ����
�

? ³ �{-0<I1 Í

Ë � ´ ´ ����
U� ´ ´ ����
 ³ �B-41
? Í
Ë �)� ´ ´ ����
�


? ³ �;�
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Si l’on fixe
�;����


, cetteconditionestsatisfaitepourtout
1

(positiveet négative)si et seulementsiÍ
Ë � ´ ´ ����
U� ´ ´ ����
 ³ �D�1� (10.4)

cequi estéquivalentà (apr̀esuneintégrationparparties)

� ´ ´ ����
U� ´ ����
 ÍË ) Í
Ë � ´ ´ ´ ����
U� ´ ����
 ³ �.�&� (10.5)

L’hypothèse(10.1) implique que la premìereexpressionde (10.5) estnulle. Comme � ´ ´ ´ ����
 est
constantsur

�����ðe>�������R

, disonségalà

Ñ��
, la deuxìemeexpressionde(10.5)devientÍ

Ë � ´ ´ ´ ����
U� ´ ����
 ³ �µ�
�
�?6>� Ñß� È\�

È\� f b � ´ ����
 ³ �.�
�
�76:� Ñß���#�;������
�)2�;�����ðe>��
�
N���

par(10.3).Ainsi, (10.4)et parconśequent(10.2)aussisontvérifiés.

Le théor̀emepréćedentmontrequelescandidats̀a la solutionde(S1-S3)sontdesfonctionsde
classe� ? qui sontdespolynômesdedegré

|
parmorceaux.

Définition 10.2(splinecubique) Soit
C7�&����ü1���sük�����9ü1���I�3�

unedivisionde
S¼C��!�^T

. Une
fonction � ULS¼C��!�^Tí� � �

s’appellespline(cubique)si elle est
<

fois continûmentdifférentiableet
si, sur chaqueintervalle

S ���Ïe>�5�����RT
, elle estunpolynômededegré

|
.

Poursatisfairela condition(10.1),on aplusieurspossibilit́es:� splinenaturel: on supposeque� ´ ´ ��C

*�1� et � ´ ´ ���[
*�&�
� (10.6)� splinescelĺe: onsupposedonńeeslespentesauxextrémit́es� ´ ��C

*� � � et � ´ ���[
*� � ��� (10.7)� splinepériodique:onsupposeque� ´ �(C

N� � ´ ���[
 et � ´ ´ ��C

*� � ´ ´ �(�[
5� (10.8)

Evidemment,pour le splinescelĺe, la condition(10.1)estseulementsatisfaitesi la fonction
%F����


vérifie aussila condition(10.7).Alors, � ����
 minimisel’int égralede(S3)seulementdansla classe
defonctionsdont lespentessontfixéesauxextrémit́es. Pourle splinepériodique,la situationest
analogue.

Le but suivantestdedériveruneconstructiondusplinevérifiant � �����R
'�0�
� pour � �&�
�
 ��������Z��"
et unedesconditions(10.6)-(10.8).

Inter polation d’Hermite. Consid́eronsunseulsous-
intervalle

S ���ðe>�5������T
et cherchonsun polynôme � �5����


dedegré
|

vérifiant� �5�����Ïe>��
'�0�
�ðe>��� � �5������
*�h�	�R� (10.9)� ´ � �����Ïe>��
'� � �ðe>��� � ´ � ������
'� � �R� ���Ïe>�
�	�ðe>�� �ðe>�

���
�	�� �� ������


La solutionpeutêtreobtenueparla formuledeNewtonenremplaçantlesdeuxdernìeresconditions
de(10.9)par � �5�����Ïe>��-t1�
*�0�
�ðe>��-t1 � �ðe>� et � �[�����])A1�
*�0�	�])t1 � � , etenconsid́erantla limite

1N� �
.

Les différencesdiviséescorrespondantesaux donńees(10.9)sontprésent́eesdansle tableauII.3
(
���ðe>�'UW�0����),���ðe>�

). En utilisantlesvaleursencadŕeespourla formuledeNewton,on obtient� �5����
*�0�	�ðe>�$-6���7)8���ðe>��
 X �FS ���(�����ðe>��T (10.10)- ���B)8���ðe>��
4���7)8���(
� ? �ðe>� � � �>) X �FS ���(�����ðe>��TW
4���7)8���Ïe>��
9-6� � �ðe>�9) X �FS ���������ðe>��TW
4���i),����
 �
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TAB. II.3: Différencesdiviséespourl’interpolationd’Hermite���ðe>� �
�ðe>�
� �ðe>����ðe>� �
�ðe>� � e>��Ïe>� � X �'S ���R�����Ïe>��T
) � �ðe>�#
X �FS ���������ðe>��T � e:?�ðe>� � � �V- � �ðe>�9)j< X �'S ���R�#���ðe>��TW
��� �
� � e>��Ïe>� � � �>) X �'S ���R�#���ðe>��TW
� ���� �
�

Construction du spline interpolant. Pour chaquechoix de pentes� ��� � �����!���!� � � , la fonction� U�S¼C����[T�� � �
, définiepar � ����
N� � �[����
 pour

� ¬ S ���ðe>�5�����(T , satisfait à

a) � ������
*�0�	� pour � �&�
�	 !�������Z��" ;
b) � ����
 estdeclasse� � et � ´ �����R
*� � � pour � �&�	�
 !�����!����" ;
c) surchaqueintervalle

S ���ðe>�5������T
, � ����
 estun polynômededegré

|
.

Pourconstruirele splineinterpolant,il resteàdéterminerlespentes� ��� � �������!�!� � � demanìereà ce
que � ´ ´ ����
 soit continue,c.-à-d.,� ´ ´� �����(
N� � ´ ´�ð·>� �����(
5� � �w !����������"o)6 !�

(10.11)

et qu’unedesconditions(10.6)-(10.8)soit satisfaite.En dérivant(10.10)deuxfois, onobtient

� ´ ´� �����R
*� <���ðe>� �q< � �V- � �ðe>��)j| X �FS ���(�����ðe>��TW

� ´ ´� �����ðe>��
*�&) <���ðe>� � � �V-h< � �ðe>�9)j| X �'S �����#���ðe>��Td
��

La condition(10.11)devientalors(pour � �w !�����!�!��"o)6 
)

� �ðe>����Ïe>� - � �>E	<�E  ���ðe>� -  ��� - � �ð·>���� �1| X �FS ���R�����ðe>��T���ðe>� - X �'S ���ð·>�������(T��� �
(10.12)

Cecidonne
"µ)/ 

équationslinéairespourles
"o-/ 

inconnues� ��� � ���������Z� � � . Lesdeuxdernìeres
conditionssontdonńeesparle typedu spline.Par exemple,pourle splinescelĺe, lesvaleursde � �
et � � sontexplicitementdonńeeset le syst̀emelinéaireainsiobtenus’écritmatriciellement< �� ` - �� b �� b�� b < �� b - ��d� ��d���d� < ��d� - ���� . . .

. . . . . .
�� cZf ��� c^f � < �� cZf � - �� cZf b�

� �� ?� x
...� �	e>�

�
F �F ?F x
...F �	e>�

(10.13)

avecdec F � donńespar(10.12).La matrice
�

estsymétriqueet tridiagonale.

Théorème10.3 Soit
� � � F avecdes F � satisfaisant

¿ F �[¿:À0ø pour tout � . Alors,

¿ � �5¿:À��� ø où
�B� ­�®�¯�76:� Ì=<=<=< Ì �	e>� ����� (10.14)

En particulier,
�

estinversible(poser
ø½�&�

).
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Démonstration. Soit � unesolutionde
� � � F et choisissonsl’indice & de manìereà ce que¿ � , ¿
0l¿ � Y:¿ pourtout L . La ligne & du syst̀eme
� � � F donne

� , E	<�E  � , e>� -
 � , �6) � , e>�� , e>� ) � ,

·>�� , - F ,
et,enprenantsavaleurabsolue,

¿ � , ¿!E	<�E �� [ðf b - �� [ Àl¿ � , ¿!E �� [ðf b - �� [ -,ø , onendéduit

¿ � , ¿:À � , EI� , e>�� , -2� , e>� ø2À
­�®�¯'�#� , �V� , e>��
< ø2À � < ø

car
� , -4� , e>��06<gE	­� d¡;�)� , �\� , e>��
 .

Conclusion.Le splinescelĺe existetoujourset il estunique. La mêmedémonstrations’applique
aussiausplinenatureletausplinepériodique.

La résolutiondusyst̀emelinéaire(10.13)sefait parélimination.Onéliminela variable� � dans
la ligne

<
à l’aide de la ligne

 
, puis la variable� ? dansla ligne

|
à l’aide de la ligne

<
, etc. On

obtientalorsun syst̀emebidiagonalqui estfacileà résoudre.

II.11 L’err eur du spline

Soientunefonctiondifférentiable
%8ULS�C����[TF� � �

et unedivision
Co�6����ü&���nü3�����;ü&���µ�l�

.
Consid́eronsle spline � ����
 satisfaisant(splinescelĺe)

� �����R
'�6%'������
�� � �&�
�	 !�������Z��" (8.1a)� ´ �����4
'�6% ´ �����4
�� � ´ ������
'�6% ´ ������
5� (8.1b)

Cesplineestdonńepar(10.10)où lescoefficients� � satisfont(10.12),� ���6% ´ ������
 et � ���1% ´ ������
 .
Le but estd’étudierl’erreur

%'����
�) � ����
 pour
� ¬ S¼C����[T .

L’id ée importanteest de consid́erer (sur
S ���ðe>�5�����(T

) égalementle polynôme d’interpolation
d’Hermite r �[����
 , défini par

r �[�����ðe>��
*�&%F�����ðe>��
�� r �������R
'�&%'�����(
5� r ´� �����Ïe>��
*�&% ´ �����ðe>��
�� r ´� �����R
*�1% ´ �����R
5� (11.1)

Il estaussidonńe par (10.10)si l’on remplace� Y par
% ´ ����Y^


. On va estimersépaŕementlesdeux
termesdansla formule

%F����
�) � �5����
N�w��%'����
�) r ������
�
�-&� r ������
;) � �5����
�
[� (11.2)

Théorème11.1 Soit
%F����


declasse� y et r �[����
 le polynômededegré
|

satisfaisant(11.1)(inter-
polationd’Hermite).Alors,pour

� ¬ S ���ðe>�5�����RT , ona

¿�%'����
9) r ������
�¿	À � y �ðe>�|:~ � E ­�®�¯� ÉGÊ È\� f b Ì È\�¼Î ¿�% ° y
± � « 
4¿�� (11.3)

Démonstration. Si l’on calculele polynômed’interpolationdedegré
|

passantpar

�����ðe>����%'�����Ïe>��
�
�� �����Ïe>��-415��%'�����ðe>��-41�
�
�� ������)415��%'������)41�
�
[� ��������%'�����(
�

avec la formule de Newton, on obtientpour

17� �
exactementle polynôme r �[����
 (voir le tab-

leauII.3 desdifférencesdivisées). L’erreur de ce polynômepeutêtremajoŕeepar (voir le para-
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grapheII.2) ¿W���i)����ðe>��
4���i),���ðe>��)�1�
����i)�����-41�
4���i),����
�¿!E ¿�%$° y ± � « 
�¿� ² �
Donc,pour

1N� �
,

¿�%'����
�) r ������
�¿	À3���7)8���ðe>��
 ? ���7),���R
 ? E  � ² E ­�®�¯� ÉGÊ È\� f b Ì È\� Î ¿¼% ° y
± � « 
4¿��

Commela fonction
����)7���ðe>�5
 ? ����)7����
 ?

poss̀edesonmaximumaumilieu del’intervalle
S ���ðe>�5�#���RT

,
on obtientl’estimation(11.3).

Pourestimerla deuxìemeexpressionde(11.2),noussoustrayonsla formule(10.10)pour � ������

dela formuleanaloguepour r �[����
 et nousobtenons

r ������
�) � �[����
*� ���7)8���Ïe>��
4���i)8����
� ? �Ïe>� ��% ´ �����(
�) � �R
4���A)B���ðe>��
�-@�(% ´ �����ðe>��
�) � �ðe>��
����A)B����
 � (11.4)

Il nousfautencoreuneestimationde
% ´ ������
;) � � .

Lemme11.2 Soit
%'����


declasse� y sur
S¼C����[T

et notons
�o�¶­�®�¯ �I���

où
���F�����Ï·>�í) ���

. Si les � �
satisfont(10.12),� �ò�6% ´ �����!
 et � ���&% ´ ������
 ,

¿�% ´ �����R
�) � �^¿:À
� x
< � EF­�®�¯È�ÉGÊ Ë�Ì ÍÏÎ ¿¼% ° y

± ����
4¿��
(11.5)

Si la divisionestéquidistanteet si
% ¬�� z S¼C����[T , alors

¿�% ´ �����R
�) � �^¿:À
� y
� � EF­�®�¯È�ÉGÊ Ë�Ì ÍÏÎ ¿¼% ° z

± ����
4¿��
(11.6)

Démonstration. Voici lesidéespourlecaséquidistant.Les � � sontdéfinispar(voir (10.12)) � � �ðe>�9- � � �V- � �Ï·>� ) |� ? %F�����ð·>��
�)t%F�����ðe>��
 �1�
�
(11.7)

Pourestimerla différence
% ´ ������
9) � � , nouscalculonsle défautqu’onobtientenremplaçant � � par% ´ �����R


dans(11.7): � % ´ �����ðe>��
9- � % ´ ������
�-j% ´ �����Ï·>��
 ) |� ? %'�����Ï·>��
�)t%'�����Ïe>��
 ��U ³ ���
(11.8)

Enutilisantla formuledeTaylor(voir le coursd’AnalyseI) pour
%'������Å���


et
% ´ �����!Å���


, onobtient

³ ����� x �
� �� F)8ù^
 x

|:² )0| �� ')8ù^
 y� ² % ° z ± �����>-�ù���
9-0% ° z ± �����>)8ù��>
 ³ ùZ�
Commela fonction

�� K) ù^
 x }:|	²�)v|��� *)@ù^
 y } � ²
nechangepasdesignesur

S¼�
�	 �T
, cecinousdonne

l’estimation

¿ ³ �[¿:À�� x �
� �� ')8ù^
 x

|	² )j| �� ')8ù^
 y� ² ³ ùíE:<
�w !}:|	�

E ­�®�¯È�É]Ê È\� f b Ì È\�$� b Î ¿�% ° z
± ����
4¿G�

Notons
³ �ñ� ³ ���!�����!� ³ �:e>��
_�

et
���Ó�)�������������\�[�	e>�#
_�

où
�[�F�¶% ´ �����R
;) � � . En prenantla différence

entre(11.8)et(11.7),onobtient
� �ò� ³

où
�

estla matricede(10.13).Le théor̀eme10.3implique

¿5�[�[¿:À � < ­�®�¯Y ¿ ³ YG¿
À � y� � EF­�®�¯È�É]Ê Ë!Ì ÍÏÎ ¿�% ° z
± ����
�¿¼�

cequ’il fallait démontrer.
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Théorème11.3(erreur du splinescelĺe) Soit
%oU�S�C����[T�� � �

declasse� y , C��j���Aüh���Lü6�!����ü���D�Ó�
unedivisionarbitraire et � ����
 le splinequi passepar

��������%F������
�

pour � �º�
�
 !���!�����#"

et
qui satisfait � ´ �����4
'�6% ´ �����4
 et � ´ ������
*�1% ´ ������
 . Alors,avec

���9�0���ð·>��),���
et
�B�1­�®�¯V�I���

ona

¿�%'����
�) � ����
�¿:À O
|:~ � EI� y E;­u®Z¯� ÉGÊ Ë!Ì ÍÏÎ ¿¼% ° y

± � « 
�¿¼� (11.9)

Sideplusla divisionestéquidistanteet si
% ¬�� z S¼C����[T ,

¿¼%'����
�) � ����
�¿	À � y|	~ � E�­�®�¯� É]Ê Ë!Ì ÍÏÎ ¿�% ° y
± � « 
4¿Z-

� z
< � � E�­�®�¯� É]Ê Ë!Ì ÍÏÎ ¿�% ° z

± � « 
4¿�� (11.10)

Démonstration. Consid́eronsdenouveaule caséquidistant.Pour
� ¬ S ���ðe>�5�����(T

, nousestimons
sépaŕementlesdeuxtermesdans(11.2). L’estimationdu premiertermerésultede(11.3). Pourle
deuxìemeterme,nousutilisons(11.4)et (11.6).Cecidonne

¿ r �5����
�) � �5����
4¿	À ���B)8���ðe>��
4�����>)8��
� ? �ðe>� EI���Ïe>�;E � y� � E;­�®�¯� É]Ê Ë!Ì ÍÏÎ ¿�% ° z
± � « 
4¿]À

� z
� E � � E;­�®�¯� ÉGÊ Ë�Ì ÍÏÎ ¿�% ° z

± � « 
�¿��

Exemple.Consid́eronsencoreunefois (voir lesfig. II.5 et II.6) la fonction

%'����
*�  
 '-h<	O!� ? sur

S¼)B ��
 �T
(11.11)

et calculonsle spline interpolant(scelĺe) pour la division équidistante
���.� )B A-w< � }�" , � ��
�
 ��������Z��"

. Dansla fig. II.20, les
�

dessinsdu hautmontrentle spline � ����
 pour
"&� |

,
"&� �

,"p�J<:�
et
"p�¸~� 

. La fonction
%'����


estdessińeeen pointillés. Les
�

dessinsdu basmontrent
leserreurs.Cettefois, la fonction

� y E�%9° y ± ����
�}:|	~ �
(
�µ�¶<	}�"

) estinclueenpointillés(on a choisi
l’ échellesurl’axe

�
demanìereàceque

� y E�%9° y ± �q�	
5}:|:~ �
soit toujoursaumêmeendroit).Pourdes

petits
�
, quandle deuxìemetermede(11.10)estnégligeable,onpeuttrèsbienobserver la validité

del’estimation(11.10).
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FIG. II.20: Splineinterpolant(scelĺe) pourla fonction(11.11)
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II.12 Exercices

1. Calculerle polynômed’interpolationpassantparlespoints

¨�:;�a: ª � ¨�¦;�a� ª � ¨��;�[¦ ª � ¨�H;�[õ ª � ¨ f �[õ ª �
enutilisantla formuledeNewton.

2. Démontrerquela différencedivisée � � @�� ¥ � �R¥ � �a�a�a���R¥ �d� estunefonctionsymétrique;c.-à-d.

� � @�� ¥�� ° �Z± �R¥�� ° ��± �a�a�a�S�R¥�� ° �	± � × � � @�� ¥ � �R¥ � �a�a�a�S�R¥ � �
pourtoutepermutation� de �;:;�[¦;�a�a�a�\��9�  .

3. Noussavonsquel’erreurpourl’interpolationlinéairede ô auxpoints¥ � , ¥ � est

ô>¨a¥ ª Øj¡ ¨a¥ ª9× ¨a¥ Ø ¥ � ª ¨a¥ Ø ¥ � ª ô ´ ´ ¨�¢G¨a¥
ª�ª

õ ��¥ ��£ ¥ £ ¥ � �
si ô¥¤§¦ ? � ¥ � �R¥ �)� . Déterminerla fonction ¢]¨a¥ ª explicitementdansle casoù ô>¨a¥ ªÆ× �È , ¥ � × ¦ ,¥ � × õ , et trouver ¨ª©�« ��¬ È ¬:? ¢G¨a¥ ª et ¨�£ ¤ ��¬ È ¬:? ¢G¨a¥ ª .

4. On veuttabuler la fonction @ × ¢!£ ¤*¥ auxpointséquidistants¥ Y ×D­
® � ­°¯ : .
(a) Majorer l’erreur d’interpolationdansl’intervalle � ¥ � �R¥ �ð·>�#� lorsqu’onfait passerun polynôme

dedegré 3 par ¥ �ðe>� �R¥ � �R¥ �ð·>� �R¥ �ð·:? .
(b) Quel

®
peut-onprendrepourquecetteerreursoit ±@¦;: e Ã pourtout ²w³g: ?

5. (a) Montrerquela formuledequadrature�
e>� ô>¨a¥ ª´ ¦ Ø ¥ ?�µ ¥·¶

�
¸ ¹\\6>� ô>¨�º \ ª � º \ ×g»�¼ ¢ ¨�õ;½ Ø ¦

ª �
õ ¸ (12.1)

estexactepourtoutpolynôme ô>¨a¥ ª dedegré ±Õõ ¸ Ø ¦ .
Indication.Vérifier (12.1)pourlespolynômesdeChebyshev ¾ � ¨a¥ ª �a�a�a�Q��¾ ? ¹ e>� ¨a¥ ª .

(b) Effectuezle changementdevariables¥ ×�»�¼ ¢�¨/¿ ª dans(12.1),à quelleformuledequadrature
seramènet’on ?

6. Consid́ererla fonction ô>¨a¥ ª9× ¥ x surl’intervalle � Ø ¦;�[¦ � .
(a) Déterminer

¡
tel quela droite µ ¨a¥ ª;× ¡ ¥ satisfait

¨ª©�«È�ÉGÊ e>� Ì � Î
�
ô>¨a¥ ª Ø µ ¨a¥ ª �\À ¨�£ ¤Á�

(b) Pourquels¥ � , la droitetrouv́eepeutêtreinterpŕet́eecommeun polynômed’interpolationpourô>¨a¥ ª ?

(c) Y-a-t’il unerelationaveclespointsdeChebyshev? Si oui, expliquerlaquelle.

7. Pour un polynôme
¡ ¨a¥ ªI× Ù � © Ù � ¥.©Â�a�a��© Ù � ¥ � , l’algorithme de Horner permetde calculerÃ � × ¡ ¨a¥ � ª par: Ã � × Ù �Ã � × Ù � ©7¥ � Ã �ð·>� � ² × 9 Ø ¦;�a�a�a�Q�[¦;�a:;�

Notons Ä�¨a¥ ª�× Ã � © Ã ? ¥M©t�a�a��© Ã � ¥ �:e>� .
a)Montrerque

¡ ¨a¥ ª�× Ã � ©2¨a¥ Ø ¥ � ª Ä�¨a¥ ª et que
¡ ´ ¨a¥ � ª9× Ä�¨a¥ � ª .

b) Géńeraliserl’algorithmedeHornerpourcalculer
¡ ¨a¥ � ª et

¡ ´ ¨a¥ � ª enmêmetemps.
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8. Surl’intervalle � Ø ¦;�[¦ � , on consid̀erela fonction

ô>¨a¥ ª�× ��¥ ØjÅ¨a¥ ? ØÇÆ ª ¨�H�¥ ? Ø f ¥M© Å ª �
Faireunerepŕesentationgraphiquede ô>¨a¥ ª etcalculersespôles.Utiliser la figureII.7 pourdéterminer
approximativementl’intervalle maximal � È���É �wÊ � Ø ¦;�[¦ � où la suitedespolynômesd’interpolations
(pourlesdivisionséquidistantes¥ � × Ø ¦'©2õ�²�§�9 ) converge(quand9 ÀÌË ).

9. Pourunedivision ¥ � £ ¥ � £ �a�a� £ ¥ � ¨/9 ¯ õ ª , étudierla fonction

Í ¨a¥ ª�×
�
�76:� � Î � ¨a¥ ª � � Î � ¨a¥ ª9× YU86	� ¨a¥ Ø ¥ Y

ª
¨a¥ � Ø ¥ Y ª � (12.2)

a)Dessiner
Í ¨a¥ ª pour 9 × õ enconsid́erantla division � Ø ¦;�a:;�[¦;  .

b) Montrerque,surl’intervalle � ¥ Y5e>� �R¥ Y�� , on a l’identité

Í � Ê ÈQP f b Ì ÈQPÏÎ ¨a¥ ª�×
�
�76:��Ï � Î � ¨a¥ ª � avec Ï � × ¨ Ø ¦ ª Y5e	�ð·>� si ²p± ­ Ø ¦¨ Ø ¦ ª �ðe	Y si ² ¯D­ . (12.3)

c) Montrerquela fonction
Í ¨a¥ ª de(12.2)neposs̀edequ’unseulmaximumlocalsurchaqueintervalle� ¥ Y5e>� �R¥ Y�� .

Indication. Etudierlesextrémadupolynôme(12.3).

10. CalculerlesconstantesdeLebesgue

Í � × ¨ª©�«È�ÉGÊ e>� Ì � Î
�
�?6:� � Î � ¨a¥ ª � � 9 × ¦;�[õ;�a�;�a�a�a�

a)pourla division équidistante¥ \ × Ø ¦N©2õ;½
§�9 ,
b) pourlespointsdeChebyshev ¥ \ × Ø »�¼ ¢!¨�¨�õ;½�©2¦ ª � §4¨�õ�9B©2õ ª�ª .
Pourcalculerle maximumdela fonction ô>¨a¥ ª�× ��?6:� � Î � ¨a¥ ª � sur � ¥ Y5e>� �R¥ Ys� utiliser la recherchede
Fibonacci.

11. Calculerà la mainla transforḿeedeFourierdiscr̀etedela suite �;:;�[¦;�[õ;�a�;�a:;� Ø �;� Ø õ;� Ø ¦;  .
12. Pour une fonction continue ô%ÐÑ� Ù � Ã � À Ò Ó et une formule de quadraturë

Ã � �aº � ª ¹�76>� à poids
Ã �

positifs,estimerla différence Ò_Ô Ø Ò_Ô �
où

Ò Ô
estle résultatpour la division Õ × � Ù × ¥ � £ ¥ � £×ÖaÖaÖ�£ ¥ � × Ã   (sanstenir comptedes

erreursd’arrondi),et

Ò_Ô
estle résultatobtenuentenantcomptedeserreursd’arrondidansl’ évaluation

de ô>¨a¥ ª , c.-à-d.enremplaçant ô>¨a¥ Y ©Øº � ® Y ª par

@ � Y × ô>¨a¥ Y ©Øº � ® Y ª ¨�¦N©jÙ � Y ª � � Ù � Y � ±DÙ
�
Justifierla condition(6.1)du paragrapheI.6.

13. (a) Calculerlescoefficients Úô>¨�½ ª dela sériedeFourierpourla fonction õ
�

-périodique

ô>¨a¥ ª�×
Å ¥Û§ � pour

�
¥
� £ � �: pour ¥ ×
� �

(b) Calculerla transforḿeede Fourier discr̀etepour ��@ \   O\;6:� où @dÛ × ô>¨�õ ��Ü §ae ª � Ü × :;�a�a�a�Q�ae
avec ô , la fonctiondel’exercicepréćedent.

(c) Vérifier le résultatobtenudansl’exercice11pour e ×Ýf .
(d) Estimerla différence

� � \ Ø Úô O ¨�½ ª � .



Interpolationet Approximation 55

14. Pourdeuxsuitese -périodiques@ et � , on définit la convolution @ßÞ�� par

¨/@°Þà� ª \ ×
O�e>�
YU6:� @ \�e	Y � Y �

Montrerque@ßÞá� estégalemente -périodiqueetqueâ O ¨/@°Þà� ª;× â O @ Ö â O � (12.4)

où la multiplicationdans(12.4)esteffectúeeélémentparélément.

15. Démontrerl’ égalit́e deParseval (1806)pourla transforḿeedeFourierdiscr̀ete.

e
O�e>�
\;6:� � � \ � ? ×

O�e>�
\;6:� � @ \ � ? �

16. Soit e un nombrepair et
¡ O ¨a¥ ª le polynôme trigonoḿetrique qui passepar ¨a¥ , ��@ , ª pour

Î ×
:;�[¦;�a�a�a�Q�ae Ø ¦ (voir la formule(9.1)).Montrerque

¡ O ¨a¥ ª�×
OLe>�
, 6:� @ ,�ã O ¨a¥ Ø ¥ ,

ª
(12.5)

où ã O ¨a¥ ª�× ¢�£ ¤�¨a¥MeA§4õ
ª

e Ö »�¼ ¢�¨a¥Û§4õ ª¢!£ ¤ß¨a¥Û§4õ ª � (12.6)

17. La fonction ã O ¨a¥ ª de (12.6) permetd’étudierl’influence deserreursdansles @ , sur le polynôme
trigonoḿetriqueinterpolant.Montrerque ã O ¨a¥ ª est õ

�
-périodiqueet quepourtout ¥j¤A� Ø � � � �

ã O ¨a¥ ª Ø ¢�£ ¤�¨a¥�eA§4õ
ª

¥�eA§4õ ± õ� Ö e �
18. Calculer la mainle splinenaturel( ¸ ´ ´ ¨a¥ � ª9× ¸ ´ ´ ¨a¥ � ª9× : ) qui passeparlespoints

¨ Ø �;�a: ª � ¨ Ø õ;�a: ª � ¨ Ø ¦;�a: ª � ¨�:;�[¦ ª � ¨�¦;�a: ª � ¨�õ;�a: ª � ¨��;�a: ª �
Dessinerlesgraphes(si possibleavant lescalculs!)de ¸ ¨a¥ ª , ¸ ´ ¨a¥ ª , ¸ ´ ´ ¨a¥ ª , ¸ ´ ´ ´ ¨a¥ ª .
Indication.Pourdesdonńeessymétriquesparrapport ¥ × : , le splinenaturelestunefonctionpaire.
Aveccetteobservation,on peutréduirela dimensiondu syst̀emedes

¡ �
.

19. Pourla fonction

ô>¨a¥ ª9× ¥ x si ¥ ¯ :: si ¥·±Ý: ,
calculerlesdifférences

Õ�ô>¨a¥ ª � Õ ? ô>¨a¥ ª � Õ x ô>¨a¥ ª � et än¨a¥ ª9× Õ y ô>¨a¥ ª
où Õæå�¨a¥ ª Ð × å�¨a¥�©2¦ ª Ø å�¨a¥ ª et Õ ? åçÐ × Õ�¨�Õæå ª , etc.
Montrerque än¨a¥ ª estunefonction“spline” (appeĺee“B-spline”) à supportcompact,c.-à-d.qu’elle
estnulleendehorsd’un intervalle borńe.
Calculerlesvaleursde än¨a¥ ª pour ¥ entieretdessinerän¨a¥ ª .

20. (Splinepériodique). Soientdonńes ¨a¥ � ��@ � ª pour ² × :;�[¦;�a�a�a�V��9 avec @ � × @ � . Montrerl’existenceet
l’unicité d’un splinequi passepartousles ¨a¥ � ��@ � ª etqui satisfait

¸ ´ ¨a¥ � ª9× ¸ ´ ¨a¥ � ª � ¸ ´ ´ ¨a¥ � ª�× ¸ ´ ´ ¨a¥ � ª �
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21. (FormuledeNewton-Gregory). Soit ôèÐ�� Ù � Ã � ÀéÒ Ó unefonctiondifférentiableet ¥ � × Ù ©j² ® , (avec®D× ¨ Ã Ø@Ù ª §�9 ) unedivision équidistantede � Ù � Ã � . Montrer quel’int égrationdu spline,défini par¸ ¨a¥ � ªK× ô>¨a¥ � ª pour ² × :;�[¦;���a�a�ê��9 , ¸ ´ ¨ Ù ªN× ô ´ ¨ Ù ª et ¸ ´ ¨ Ã ªN× ô ´ ¨ Ã ª , donnela formuledequadrature
suivante:Í

Ë ô>¨a¥
ª µ ¥G¶ ® ¦õ ô>¨a¥

� ª ©2ô>¨a¥ � ª ©Ø�a�a�]©�ô>¨a¥ �	e>� ª © ¦õ ô>¨a¥ �
ª Ø ® ?

¦4õ ô ´ ¨a¥ � ª Ø ô ´ ¨a¥ � ª �
Pourquoicetteformuleest-elleexactepourtoutpolynômededegré 3?


