Chapitrell

Inter polation et Approximation

Le problemede I' interpolation consistea chercherdesfonctions“simples” (polyndmes,poly-
ndmespar morceauxpolyndbmestrigononmetriques)passanpardespointsdonres

(x();yO):(xlayl);"':(xnayn): (01)

c.-a-d., on cherchep(x) avec p(z;) = y; pouri = 0,1,...,n. Silesvaleursde y; satisfont
y; = f(x;) ou f(x) estunefonctiondonrée,il estintéressand’étudier’erreur del’ approximation
f(z) —p(z) =7 (0.2)
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1.1 Diff erencediviséeset formule de Newton

Etantdonréslesn + 1 points(0.1) oll les z; sontdistinctsmaispasnécessairememtrdonrés,on
chercheun polyndmep(x) dedegrén qui satishsse

p(z;) = y; pour i=0,1,...,n. (1.2)

Casn = 1. Le polyndbmededegré 1 (unedroite) qui passepar (zo, yo), (1, y1) estdonre par

p(@) = vo t (@ — ) . (1.2)
1 — X
Cas n = 2. Pourobtenirun polyndmede degré 2 (une
parabole)qui passepar les trois points (zg, yo), (z1,%1),
(x2,72), ON ajoute un termede correction(de degré 2) a
la formule (1.2). Commecetermedoit étrezéroauxpoints
zo etx;, onanécessairement

p(z) = Yo+ (x —x0) ili : Z(; +a-(x—xp)(x—121). (1.3)
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FIG. II.1: Polyrbmed’interpolationdedegré 5

Le coeficient a estdétermiré par p(xz2) = yo. Un calcul simple (soustrairep(z;) de p(z») et
diviserpar(zo — zo)(z2 — 1)) nousdonne

a4 — 1 (92—91_91—%) (1.4)
To — Xy " T2 — T1 Il—iﬁo' .

Un exemplepourle casn = 5 avecdesz; nonéquidistantestdonré dansla fig. I1.1. Pourles
casn > 2 lesformulesdeviennentplus complexesetil estrecommand d’introduire unenotation
corvenablepoursimplifier lesexpression€ommedans(1.4).

Définition 1.1 (diff érencesdivisées) Pour(z;, y;) donrés(z; distincts)on définit

ylr] =y

8 ylws, x5, 4] = Oylzj. k] = Oylwi, 2]

oylzs, ;] =

T — Xy
O Yl | = Yyl
57L?J[ffio,$i1>---,$in] = y[x“' '%] y[:%’ ’xL”’J.
Li, — Tiy

n

Théoremel.2 (formule de Newton) Le polyndmed’interpolation de degré n qui passepar les

p(z) = ylzo] + (z — x0) Sy[xo, 1] + (2 — mo) (& — 1) 6%y[ao, 21, 2] (1.5)

+...F(@—z)(r—21) .- (& —xpy) O"y[T0, 21, . ., Ty

Démonstation. Pourn = 1 etn = 2 laformule(1.5)estéquivalentea(1.2)eta(1.3)—(1.4).Pour
démontrele casgénréral,nousproccdonsparrécurrenceSupposonsjue

p1(z) = ylzo] + (x — 20) 0ylxg, 21] + ...+ (2 —20) - ... (T — Tp_2) " y[z0. T,y - s Ty
soit le polyndmeuniquede degré n — 1 qui passepar (x;, y;) pouri = 0,1,...,n — 1. Alors,
commedans(1.3),le polyndmep(z) estnécessairemenmtela forme
p(x) =pi(@) +a-(x—zo)(x —21) - ...+ (2 — 2na), (1.6)

ou a estdétermiré parp(x,) = y,. Il enrésultel’'unicité du polyndmed’interpolation.
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Pourmontrerquea = §"y[zo, 21, ..., x,], Cequi acheve la démonstrationpousconsicerons

égalemente polyndmededegrén — 1
po(z) = y[z1] + (2 — 21) Oy, 2] + .o+ (x —21) - oo (2 — 2pq) "y [T, Ty T
qui passepar (x;, y;) pouri = 1,..., n. Ensuite,on pose(idéed’Aitk en—Neille, 1929,1932)

q(x) == ((:):n —z)p1(z) + (z — xo)pg(x)). (1.7)

Tn — T

Il s’agitd’'un polynomede degré n qui satishit la condition(1.1) pourle point x, (ici, le facteur
(x — zo) estnul), pour le point x,, (ici, le facteur(z, — x) estnul), et pourles pointsz;, i =
1,...,n — 1 (ici, lesdeuxpolyndmesp;(x) et p,(x) sontégauxay;). Par'unicité du polyndme
d’interpolationonaalorsq(z) = p(z). Encomparante coeficientdez” dans(1.7) avecceluide
(1.6),nousobtenons

1

Tn — Zo

a= (5”_1y[m1, oy ] — " Yy, . . ,xn_1]> = §"ylzo, ...,z

cequi déemontrea formule (1.5). |

TAB. II.1: Différencesliviseespourlesdonreesdelafig. 1.1

zi |y oy 6%y &y oy &%y
0] —1
1
21 1 3/8
5/2 —77/120
41 6 —17/6 167/960
6 3/4 —287/9600
50 0 5/3 ~1/8
2/3 —1/4
8| 2 1/6
3/2
0] 5

Exemple 1.3 Pour les donréesde la fig.Il.1, les differencesdiviseessont préesenéesdansle
tableaull.1. Le polyndmed’interpolationestalorsdonre par

p(l’> =14z +I(l’ — 2)% —x(x — 2)(3; _4>17_270 +$(I i 2)(33 _4)@: _ 5)%
—2(x - 2)(z — 4)(z — 5)(z — 8)%_

ou mieuxencorepourla programmatior{ou le calculala main)

pa) = ~1+a(l+ (@ =2)(5 + @~ D) (35 + (@ = 5) (555~ (@~ D))

Remaque L'ordre des{z;} n'a aucuneimportancepour la formule de Newton (1.5). Sil'on
permutdesdonrees(z;, y;), onobtientévidemmente mémepolyndme. Pourl’exempleci-dessus
etpourles{z;} choisisdansl’ordre {4, 5, 2,8, 0, 10}, on obtientainsi

17 3 167 287
pa) =6+ (= 4)(=6+ (@ =5) (= + (@ =2)(5 + @ = 8) (g0 ~ Toen5))))-
En obserantque é"y|z;,, . . ., x;,| estunefonction symétriquede sesarguments(par exemple,

6%y[ma, x3, 1] = 8%y[x1, 10, T3], VOIr 'exercice2), on peututiliser les valeurscalcukesdansle
tableaull.1.
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Pour diminuer I'influence deserreursd’arrondi, il estrecommand d’ordonnerles {x;} de
mangerea ce quelesvaleurssituéesau milieu soientprisesd’abordet lesvaleursaux extrémitesa
lafin. Pourcechoix,lesexpressiongz — xg), (r —xo)(x — 1), (r —z0)(z — z1)(z — 22), €tc.,sont
engéreral plus petitesque pour un autrechoix et 'amplification deserreursdansles difféerences
diviseesestmoinsimportante.

1.2 Erreurdelinter polation
Supposonsguelespoints(z;, y;) soientsurle graphed’unefonction f : [a,b] — IR, c.-a-d.,

v = f(xy), 1=0,1,...,n, (2.1)

étudionsalorsl’erreur f(z) — p(x) du polyndmed’interpolationp(x). Deuxexemplessontdonrés
danslafig.1l.2. A gauchepnvoit un polyndbmed’interpolationpourla fonction f (z) = sin z, eta
droite pourla fonction1/(1 + z?). Pourmieuxvoir I'erreur, on a dessiié la fonction f (z) enune
courbepointillée.

FIG. 1.2: Polyrdmed’interpolationpoursin = (gaucheetpourl/(1 + z?) (droite)

Lesrésultatsuivantssontdusa Cauchy(1840,Surlesfonctionsinterpolaires C.R.XI, p. 775-789,
Oeuvesser 1,vol. V, p. 409-424).Commenonsparunerelationintéressantentrelesdifféerences
diviséespour(2.1) etlesdériveesdela fonction f(x).

Lemme 2.1 Soit f(x) n-fois différentiableety; = f(z;) pouri = 0,1,...,n (z; distincts).Alors,
il existeun¢ € (min z;, max ;) tel que

yYlxo, w1, ] = . (2.2)

Démonstation. Soit p(z) le polyndbmed’interpolationde degré n passanpar (z;, y;) et notons
d(z) = f(z) — p(x). Par définitiondep(z), la différencei(x) s’annuleenn + 1 pointsdistincts:

d(z;) =0 pour i=0,1,...,n.

Commed(x) estdifférentiable,on peutappliquern fois le theoeme de Rolle (voir le cours
d’Analysel) eton endéduitque

d(z) a n zérosdistinctsdans (min z;, max z;).
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Le mémeargumentappliquie ad’(z) donne
d"(x) an — 1 zérosdistinctsdans (min z;, max x;),

etfinalementencore
d™ (x) a 1 zérodans (min z;, max z;).

Notonscezéroded™ (z) paré. Alors,ona

f(”)(f) = p(”)(f) =nl-0"y[xg, x1, ..., Ty, (2.3)
La deuxiémeidentite dans(2.3) résultedufait qued™y[zo, 21, . . ., x,] estle coeficientdez™ dans
p(z). o

Théoreme2.2 Soitf : [a,b] — IR (n + 1)-fois differentiableet soit p(z) le polyrdbmed’interpo-
lation dedegré n qui passepar (x;, f(x;)) pouri =0, 1,...,n. Alors,pourx € [a, b], il existeun
¢ € (min(z;, x), max(z;, r)) telque

Fe ()
f(x)—p(f):(I—Io)'---'(x—l’n)'m- (2.4)
Démonstation. Sixz = z; pourunindice: € {0,1,...,n}, la formule (2.4) estvérifiee car

p(z;) = f(z;). Fixonsalorsun z dansla, b] qui soit différentde z; et montronsla formule (2.4)
pourx = Z.

L'id éeestde consicererle polyndbmep(x) dedegré n + 1 qui passepar (z;, f(z;)) pouri =
0,1,...,netpar(z, f(z)). LaformuledeNewtondonne

p(z) =p(x)+ (x —20) - ... (x — ) - " y[g, ..., 20, 7] (2.5)

Sil'on remplacda differencediviseedans(2.5) par f™+1(¢) /(n + 1)! (voir le lemmeprécadent)
etsi'on posex = z, on obtientle résultat(2.4) pourz = z carp(z) = f(z). Commez est
arbitraire la formule (2.4) estvérifieepourtout x. O

Exemple2.3 Dansla situationdela fig. 1.2, ona n + 1 = 7. Commela 7°M€dériveede sin z
estmajoreepar1, onaque

|p(x) —sinz| < |z(z — 1.5)(z — 3)(x — 4.5)(x — 6)(z — 7.5)(z — 9)| - %’

parexemple
|p(4) — sin4| < 0.035 ou Ip(1) —sin 1] < 0.181.
Pourle deuxemeexemple,f(z) = 1/(1 + 22), la 7*Mederiveeestdonréepar
(x+1)(x — Da(z? — 20— 1)(2* + 2z — 1)
(1+22)8 |

fO(z) = 8!

qui estmaximalepourz ~ +0.17632698. On obtientainsi

1

_ 4392
1+ 22

7

p(x) | < |(@* = 20.25)(a” — 9)(a® — 2.25)a

Alors, I'erreur peutétre4392 fois plusgrandequepourl’interpolationdesin z.
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1.3 Polynomesde Chebysher

La formule (2.4) montrequel’erreur del'interpolationestun produitdela (n + 1)émedériv'eede
f(z), évaluéeaun pointinconnu,avecl’expressionz — xy) - ... - (x — z,,) qui nedépendquede
la division{xq, ..., z,}.

Problemeintéressante chercherpourunn donrg,ladivisionde|a, b pourlaquelle

L= max (z —20) ... (x — x,)] estminimal. (3.1)
Exemple3.1 Consicronsl’intervalle [—1, 1], le casn = 2, et unedistribution symétriquedes
z;. Oncherchealorsp(z) = (z + a)z(z — a) = 2* — az satishisant(3.1). Nousvoyonsen
figurell.3 que,poura = 0, nousavons L = 1; puis cettevaleurdiminuequanda crait, jusqu’au
momentou la courbetouchelesbornes+ L et — L alint érieurde[—1, 1] (poura = 3/4); apes,L
recommencelegrandir La solutionoptimaleestdoncp(x) = x* — 3z/4.

' T ' 1F 1F 1F
a=0 L=1/ 0=06 | L=04 a=075 L=02 a=09 |L~03
, . ,

FiG. 11.3: Valeursmaximalede 7(z) = 2% — ax

Pourn arbitraire,la réponseau problemepos setrouve dansun travail de PL. Chebyshe
(transcriptionfrangaise: “Tchebychef, 1854,Euvresl, p.109). Elle peutétredonréeal’'aide de
polyndmesde Chebyshe; voir la figurell.4.t

Définition 3.2 (Polyndmesde Chebyshe) ‘w'
Pour n =0,1,2,... etpourx € [—1, 1], on définit

T, (x) = cos(n arccos x) (3.2)
(projectiondu cosinussur untambour).

Propriétésdespolyndmesde Chebyshe.
a) LesfonctionsT,, (z) satisfontla récurrence
To(x) =1, T (x) =z, Thi1(z) = 22T, (x) — T —1(x). (3.3)

Par congquenceT;, (z) estun polynrbmededegré . dontle coeficientde 2™ est2" 1,
ca-d.,T,(x)=2""ta" 4 ....

b) |T,.(z)] <1 pourz € [—1,1].

c) T, (cos(k—”)) = (=1)* pourk =0,1 n
" - 1, ..., n.

d) Tn(COS(W)) =0 pourk=0,1,...,n—1.

Pouruneétudedes‘courbesblanches'danda fig. 1.4 (adroite)voir la page209dulivre: Th.J.Rivlin, Chebyshe
Polynomials 2nded.,JohnWiley & Sons,1990[MA 41/36]
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e) LespolymdmesT,,(x) sontorthogonauxpar rapporta la fonctionde poids1/v/1 — x?

1 1 T Sin=m=0
=T (2)T(z)de =  ©/2 sin=m #0
'/1”1_:6 { 0 sin # m.

Démonstation. Laformule(3.3)estunecongquenceale
cos((n+ 1)p) + cos((n — 1)p) = 2cos ¢ - cos(ny)

sil’'on posecos ¢ = z ety = arccos x. La mémetransformatiordonne

/1 ! T,(x)T(x) do = /7r cos(ny) cos(myp) dp

-1v1— 22 0
etla propriete (e) résultedel’orthogonalie de cos(nyp). |

Revenonsmaintenant la questiondetrouver unedivision satishisanta (3.1).

Lemme 3.3 Soitq(x) un polynrdmede degré n dontle coeficientde z™ est2" ! (commepour le
polymdmede Chebyshe) etsoitg(z) # T,,(z). Alors,

[max lq(z)] > Jnax, | To(z)| = 1. (3.4)

Démonstation. Supposonsparl’absurde,que

|
q(z) Tu(z)

<
JDax Jg(2)] < max [Tn(x)]

(voir la figure pourn = 5) et consiceronsla difference /
d(z) = q(z) — T,,(z). Cettefonctions’annuleaumoins / —
unefois danschacundesintervallesfermés
(k+ 1w km - _
{COS(T),COS(W)L k=0,1,...,n—1.

Alors, d(z) pos®den zérosdans[—1, 1] (siuneracinea € (—1, 1) estal’extrémite del’intervalle
(3.5), elle doit étrecomp&edeuxfois cara un tel point 7 (a) = 0 etq’(a) = 0). Commed(z)
estun polyndbmededegrén — 1 (le coeficientdez™ estle mémepourg(x) etT,(z)), ceciestune
contradictiorad(x) # 0. O

p—

(3.5)
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Le lemmeprécddentmontreque

— oo (r—2, estminimal
max |z —a0)- . (-,
sietseulemensi (z — zg) - ... (z — x,) = 27" T, 11(2), Cc.-A-d.,SI
xk:cos(%), E=0,1,....n (3.6)

(points de Chebyshe). Pourrépondrea la question(3.1), il faut encoreutiliser la translation
x — 2 4 b=eg quiervoielintervalle [—1,1] sura, b]. Onobtientalors

Théoreme3.4 L'expression(3.1) estminimale parmi toutesles divisions {xq, =1, ..., z,} Si et
seulemensi

a+b b-—a <(2k+1)7r>
- cos :

k=0.1..... . 3.7
5 T3 o+ 2 0,1,....m (3.7)

Ty —

Exemple 3.5 Consiceronslafonction f(z) = 1/(1+ 2522) surl'intervalle [—1, 1] (cf. lafig. I1.2).
Danslafig. 1.5, on comparde polyndmed’interpolationbas surdespointséquidistantgn = 8)
avecceluibag surlespointsde Chebyshe (aussin = 8). Onobsene unenetteamélioration.

FIG. I1.5: Interpolationavecdespointséquidistantga gauchektlespointsde Chebyshe (adroite)

1.4 Convergencedel'inter polation

La précisiondu polyndbme d’interpolation (figure 11.5 a gauche)est certainemeninsufiisante,
guandz serapprochedesbords. On pourraitnavementcroire quele degré n n’est pasencore
assezlevé. Mais le contraireseproduit: quandonaugmente:, la catastophes’intensifiedavan-
tage. C’estle phenonemede Runge (voir le dessindela figurell.6).

Le phénomenede Runge(1901)? Nousconsiceronsdesfonctionsrationnelleouméromorphes)
f(zx), définiessurl'intervalle [—1, 1], etla suitedesdivisionséquidistantes

x,§”>:—1+27—f7, k=0,1,....n. (4.1)

2Carl David Tolmé Runge(1856-1927)stle peredesmatrematiquesippliqueesen Allemagne. L'article surce
phénonenea été publié en1901dansle journal Zeitsdir. Math. u. Physikvol. 46.
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FIG. I.6: Le phenonenede Rungepourla fonction f(z) = 1/(1 + 2522)

Nous notonspar p, (z) le polyndbme d’interpolationde degré n satishisanta p(x,(cn)) = f(:ri.”))
pourk = 0,1,...,n. Le but estd’étudierla corvergencede p, (=) vers f(z). On peutobsenrer

danslafig. 1.6 que,dansun certainintervalle autourdel'origine, p,,(x) corvergevers f(z), mais
auborddelintervalle [-1, 1], onadivergence.

Excursion enanalysecomplexe. Le meilleurmoyendecomprendree phenoneneestlaformule
deCauchy(1831),voir le cours“Analysell”,
X z=1(t)
| ° | |
f(z) = / 1) g, 1 1 (4.2)
Y

2mi Jy z —

Danscetteformule, v estune courbefermée autourde z, telle que f(z) n’a pasde singularié
al'int érieurde la courbe. Si la courbeestdonrée par la paranétrisationy : [a,b] — (' avec
v(a) = ~v(b), 'int égraledans(4.2) estdéfinie par

1 1 0 t

o2mi Jy z —x  2miJa y(t) —x

Uneformule pour le polyndmed’inter polation. Enutilisantla notation
Tn(z) == (x — :r(()n)) Az — :an)) oo (= 2™) (4.3)

pourla division équidistantg4.1), nousobtenongourle polyndmed’interpolation

pulz) = L SG) m(z) = T(a) dz. (4.4)

i)y z—x Tn(2)

Ici, v estunecourbeferméeautourdu seggment|—1, 1] telleque f(z) n'ait pasdesingularig (pole)
al'int érieurdela courbe(voir la petitefigure dans(4.2)).

En effet, la partiedroite de (4.4) estun polyndmededegré n enx car (7, (z) — m,(z))/(z — )
enestun. Enposantr = x,ﬁ”) pourunk € {0,...,n},ona

z Tp\2) — T .T(n) z
L[y f( ) . n( ) n( K )dZ: i[y f( )(n) dZ:f($]£n)),

270 Jy 5 — xlg”) Tn(2) 2mi
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cequi montrela formule (4.4). La différencede (4.4) etde (4.2) nousdonnela formule suivante
pourl’erreurdel’interpolation:

@)~ pale) = 5 | HOREC N (4.5)

T omiJyz—a ()
Il estimportantde serappelerque~y estune courbefermée autourdu segment|[—1, 1] telle que
f(z) n'ait pasdesingularié al'int érieurde~.

Etude de la corvergence. Laformule(4.5) nouspermetde procederdela mangresuivante: si,
pourunz € [—1, 1], on peutchoisirla courbey telle que

|mn ()| < a"|mn(2)] pourtout  z €~ (4.6)
avecuna < 1, alors, 72)
a” flz
_ < — .
1) = @) < 5 [ 1] @4.7)

etonacorvergencepourn — oo. Il fautalorsétudierla fonction /|, (z)| pourn — co.

Lemme4.1 Pour la divisionéquidistantg4.1) et pour le polyndbmer,, (z) de(4.3)ona

lim /|7, (2)] = G(2)

n—oo

G(z) = exp(%?R((z +1)log(z+1)—(2—1)log(z — 1)) — 1). (4.8)
Démonstation. Enprenante logarithmede {/|r,(z)|, on obtient

n 1 1 n n
log \/|mn(2)] = ;log|7rn(z)| = E(log|z — 25" +...+log|z—a:£b)|),

cequi repiesentaunesommede Riemannpourla fonctiont — 3 log |z — t], 2 — 2™ = 2/n,
On obtientainsi(obsener quelog w = log |w| + i arg w)

1 -1
T log /| (2)] = 3 /_llog 2 —t|dt = %é)%/_llog(z —t)dt.

En consicerantz commeparangtre,uneprimitive dela fonctiong(t) = log(z — t) estdonréepar
(z—t) — (2 —t)log(z — t). Ceciimplique
: n 1
lim log y/|m,(2)] = 5?]?((7: +1Dlog(z+1)—(z—1)log(z—1)—(z+ 1)+ (2 — 1)),

etdémontrda formuledulemme. O
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Pourun z réeletcomprisdans(—1, 1), ona

Gla)= Ut a1 —a),

en particulierG(0) = 1/ , G(£1) = 2/ . Leslignes
de niveau{z|G(z) = Const} sontdessiesdansla
fig. 1.7 (dessimadroite).

Théoréme4.2 (Runge1901) Si f(z) n'a pasdesingularittdans{z | G(z) < G( )}, alors

lim p,(z) = f(x) pour ze€(— , ).

n—odo

Démonstation. Nousconsiceronsunecourbey telle quel'intervalle [—1, 1] ainsiquel’ensemble
{z|G(z) < G( )} sontalint érieur maistouslespdlesde f (z) al'exterieur Pourunz € (— , )
fixé, cecientraneque

Gz)<G( )< rneigG(z).

Comme \/|m,(x)] — G(z) et min ¢, /|7,(z)] — min ¢, G(z) (corvergenceuniformesur-;
pourle voir il fautélaboreda demonstratiordulemme4.1),on peuttrouveruna (0 < a < 1) tel
qgue,pourn sufisammengrand,ona

\n/ | (z)] < - \/ | (2)] pour z €.

Cecivérifie (4.6)pourz € (— , ) etlaconvergenceestunecongquencele(4.7). m|

ExempleLafonction f(z) = 1/(1+252%) pos@deunesingulariéen=:/5. Laligne deniveaude
G/(z) qui passepar+i/5 coupel’axeréelaupoint = 0.726. Alors, la convergencedu polyndbme
d'interpolation(avecdespointséquidistantsgstétabliepour|z| < 0.726 (voir fig. I1.6).

Convergenceen utilisant despoints de Chebyshe. Faisonsla mémeétudeen rempla@ant la
division équidistantg4.1) parlespointsde Chebyshe
(n)

T, = Cos((22kn—:12)ﬂ), kE=0,1,...,n. (4.9)

L'expériencedela fig. 1.6 avecla fonction f(x) = 1/(1 + 252%) estrépeteedansla fig. 11.8. On
obsene unecorvergenceuniformesurtoutel’intervalle [—1, 1].

Pourcomprendrd’absenced’un “phénomenede Runge”,consiceronsle polyndmer, (x) de
(4.3)maispourla division (4.9). Dansce cas(voir (3.2) et (3.6))

ntl  —(ntl)

Tn(2) =2 " 11(2) = 2" cos((n + 1)p) = (4.10)

2n+l

ou p = arccosz et =

n=2 n=14

FIG. I1.8: Interpolationdela fonction f(x) = 1/(1 + 2522) enutilisantdespointsde Chebyshe
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Larelation z = cosp = 3(* + ~* ) =2( + ') donnel'équation 2 —2 z+1 =10
pour ,dontlessolutionssont = z + /22 -1, ! =2z — /22— 1. Elevéesala (n + 1)-eme
puissancela plusgrandede cesgrandeurvafinir pardominerl’autre. Ainsi,

G(2) = Tim y/|ma(2)] = 3 max{|z + V22— 1|, |z = V22— 1]} (4.11)

n—oo

Leslignesdeniveaudela fonctionlimite deviennentparalklesal’intervalle [—1, 1] (voir fig. 11.9).
Ainsi, un pdle setrouvantendehorsdelintervalle [—1, 1] nepeutemg@chere polyndmep,, (=) de
corvergersurtoutl'intervalle (voir fig. I1.8).

FiG. 11.9: Lignesdeniveaupourlesfonctions i/ 19(z) et ( ); pointsdeChebyshe

Remagque La corvergence(uniforme)de la suite de polyndmesd’interpolationavec les points
de Chebyshe peutétredémonté pourtoutefonction f(z) qui estcontinimentdifférentiablesur
[—1, 1]. La démonstation utilise le theoemede Stone-Vierstral{voir parexemplele chapitrell
dulivre deWerner& Schabackpourplusdedetails).

II.5 Influencedeserreursd’arr ondi sur l'inter polation

Représentationen vir gule flottante. Chaquenombreréelz # 0 peuts’écriresousla forme
r=+a-10° (5.1)

ou a, la mantissesatishit 0.1 < a < 1 etl’ exposant estun nombreentiet Cetterepésentation
de x estunique. Supposonsnaintenangju’on ait seulementin nombrefini de chiffres (disons )
adispositionpourla mantissegt pasde restrictionpourl’'exposant.Si a dénotel’arrondi dea, on
vacalculerenfait avecle nombre

arr(z) = +a- 10

aulieu dex. Parexemple,le nombrer = 3.141592653 . .. estrepieseng par

arr(m) = 0.31415927 - 10* (5.2)

sil’'on calculeavec = 8 chiffresenbasel0.
Précisionde l'ordinateur. Ondénotepar  le pluspetitnombrepositif tel que

arr(l+ ) > 1L

Pourun calculenbasel0 avec chiffresdansla mantissen a
arr(0.10...049...-10") =1
N—_——

arr(0.10...050...-10") =0.10...1-10" > 1.
—— ——

3H. Werner& R. SchabacK1979),Praktische Mathematikil. SpringerVerlag,2. Auflage.[MA 65/23]
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Danscettesituation,onaalors
=5-10". (5.3)

Sil'on faitle mémecalculenbase2 (commetouslesordinateurde font) on obtient

=27 (5.4)
Par exemple,suruneSUN workstationon a
REAL 4, =27 x~596-10"°
REAL 8, =2 x~111-101!
REAL 16, =271 2 963-107%.

Théoreme5.1 Pourunz # 0 ona

larr(x) — z| <

— ?

(5.5)
]

c.-a-d.,l'erreurrelativeduea I'arr ondissemengstbornéepar

Démonstation. Soitz = a-10° etarr(z) = a- 10°. Sil'on arrondita chiffressignificatifs,ona
|a —a| <510~ ~L Il enrésulte

arr(z) —xz|  |a—al-10° L5107 -1

2] i = 0 0=
carja] 1/10. O
L’estimation(5.5) peutaussietreécritesousla forme
arr(z) =z(1+ ) ou || < . (5.6)

Cetteformule estla basepourtouteétuded’erreursd’arrondi.

Influence deserreurs dansy; sur le polyndmed’inter polation. Supposonsjuelesdonréesy;
soienterroreéeset qu’'on calculeenfait avec

Pourétudierla difféerenceentrele polyndmequi passear (z;, y;) etceluiqui passepar(z;, 7;), on
utilise la formule dulemmesuwant.

Lemme 5.2 (formule de Lagrange) Le polyrdbmed’interpolationp(z) qui passepar (x;, y;) pour
1=0,1,...,n estdonrépar

pa)=Yu@)  on @)= ]I 5.9

Démonstation. Le polyndme ;(x) satishit ;(z;) = 1 et ;(zx) = 0sik # i. Ainsi, lesdeux
cotésde la formule (5.8) valenty, pourz = x5 (k = 0,1,...,n). Commep(z) et>" ,y; i(x)
sont des polyndbmesde degré n, cette formule estune congquencede I'unicité du polyndme
d’interpolation(voir le theoemel.2). |
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FIG. 11.10: Polyrdbmesde Lagrangea pointséquidistantpour =1

FIG. 1.11: Polynrdmesde Lagrangea pointsde Chebyshe pour =1

Lespolyndbmespassanpar (z;, y;) et (z;, y;) sontrespectrement

ple) - Zoy (@) et p@) =37 ().

i 0
Siy; estdonre par(5.7),la différencesatisait p(z) — p(z) = X1 , v: i(x) etonobtient
p(z) —px)] < - max fy] -3 | i(x)] (5.9)
T i 0

Lafonction_" | i(x)| décritlamplification del’erreur danslesdonrées.Savaleurmaximale

n 1= 1Max Z| i(z)] (5.10)
zehb]i 0
s’appellela constantede Lebesguassoddeaux pointszy, z1, . . ., x, etalintervalle [a, b]. Cette

constantgeutétrecalcueenumeériguementvoir lesexercices9 and10).

Points équidistants. Pourla divisionz;, = a + £(b — a) delintervalle[a, b, ona

2n+1
0~ 310, w0~ 105 p~
-n -logn
Points de Chebysha. Sil'on choisitz), = %2 + 252 cos(Z2") ona
n<3 pour n < 20
n <4 pour n < 100

n & %logn sin estgrand.
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FIG. I1.12: Influencedeserreursdansles ; surlinterpolation

Experiencenurrérique Consicerondafonction f(x) = sinz surlintervalle [0, 5]. Pourn 25,
I'erreur del'interpolationestbornéepar5? /26! =~ 3.69 - 10~ quellequesoit la division choisie
(voir le theoeme2.2). Prenondesy; = sin z; ensimpleprécision(erreurrelative = ~ 5.96 -
1078) etfaisonde calculdep(z) endoubleprécision.Dansla fig. 11.12 nousvoyonsle polyndme
d’interpolationobtenude cette manire (avec despoints équidistants). Son erreurdevient bien
visible a partirden = 32, la valeurou -, dépassd. Evidemment/interpolationavecles
pointsde Chebyshe ne montrergpasce phénonene.

1.6 Transforméede Fourier discrete (DFT)

Dansle traitementde signaux,ou on estconfron€ a uneimmensequantié (plusieursmilliers ou
millions) de valeursnunmériques,la transfornée de Fourier estun outil inévitable. De plus, les
donréesont souventunecertainepériodicite ce qui rendla transforneeplus efficace.Elle est,par
exemple,trésutiliséedansle traitementdessons(voir la fig. 11.13) ainsiquepourla compression
d’'images(voir le paragraphd.7).

Transforméede Fourier (continue) ousérie de Fourier. Unesérietrigononétrique(ou sériede
Fourier) estunesériedela forme

f(z) = % + Z(ak cos kx + by sin kx) (6.1)
ko1

En casdecorvergencegelle repesentainefonction2r-périodique c.-a-d. f(x + 27) = f(x) pour
toutz € IR. Lesformulesdeviennentplus simplesenpassanauxcomplees. Graceauxidentites

W= cosr+ising, cosz = ( T4+ “7)/2 etsinx = ( *— ) /24, laserieprécedentedevient
simplement
fl) = Y ™ (6.2)
k —oo

La clé fondamentalgpermettante calcul dessériestrigononétriquesa et decou\erte par Euler
(1777,0pema vol 16, Parsl, p.333)etrésidedansla relationd’orthogonalite

2w . . 2r . H
|7 e [T g {0 S (6.3)
0 0 2r sl k= .

Cetteproprieté nouspermetde calculerles coeficients ;. Il suffit demultiplier (6.2)par —* * et
integrertermeparterme! de( a2r. Touslestermessaufun, disparaissengt on obtient

k= % /jﬁ f(x) —hT g, (6.4)

4Pourunejustificationvoir lescoursAnalysell ou Mathematiquepour Informaticiens
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~

Pourmarquera dépendancele f(x), nousécrvonssouent f(k) :=  pourlescoeficientsde

o~

Fourier Rappelongjuelescoeficients f(k) corvergentverszéropourk — oo, etona f(k) =
(|k|~ ) sile prolongemengr-périodiquede f(x) estp-fois continimentdifférentiable.

Transformée de Fourier discrete (DFT). Supposons 4 Yr
maintenantuelafonction2r-périodiquef (z) soitseule- 3 y Yy
mentconnuepourlesz dela division équidistante YLY2 gy
Yo
2
T = —0,1,..., —1
0 s 21
etposonsy; = f(z;). Sinécessairepn peutprolonger{y,} aunesuite -périodiqueenposant
yj+ =y, pourtoutentier (= 8 dansla petitefigure).
Par analogieavec(6.2) on cherchea exprimer cettesuitepar
71 . 71 . .
yi= ™ =Y u ¥ avec = (6.5)
k 0 k 0
Cettefois, la relationd’orthogonalite discrete(obsererque = 1)
—1 -1 - - _ ;
S i Wy ey )T =0 si k# (mod ) (6.6)
j o j o si k= (mod )

nousaideatrouverlesz; apartirde(6.5). Parparfaiteanalogieavecla preuwe ci-dessugour(6.4),
onmultiplie I' equation(6.5)par ~’ etonadditionnede =0a = — 1. Touslestermessauf
un, disparaissergt on obtientla transfornéede Fourier discrete (DFT)

—" :
Zp=— >y ki (6.7)
j o

Siy; = f(z;), nousécrivonsaussif (k) := z, pourlescoeficientsdela transforngede Fourier
discrete.Commey = v, la valeurz; de (6.7) peutétreinterpettecommele résultatde la regle
du trapdzeappliqieea l'int égraledans(6.4). Toutefois,z, = f (k) n’estpasuneapproximation
de . = f(k) pourtoutk, car{z,} estunesuite -périodique(ceciestunecon®quencémmediate
de =1) alorsquef(k:) cornvergeverszérosi k — oo (voir le paragraphél.9 pouruneétude
detailleedel’erreur f(k) — f (k).

Compressiondesdonnées. Etantdonrée une suite -périodique{y;} et satransfornee de
Fourierdiscrete{z;}. L'id éeestde supprimerdansla repesentatior(6.5) poury, touslestermes
dontla valeur absoluede z; esten-dessousl’'un certainseuil (par exemple,3 du coeficient
maximal).

Exemple Le premierdessirdelafig. Il.13 montrela digitalisationd’'un son.Onaenragistré 22000
impulsionsparsecondedont 1024 sontdessies(cecicorrespondx 1024 /22 = 46.5 millisecon-
des).Onobsenre bienunecertainepériodicite desdonrees.

Pourles = 1024 nombres{y,} on a calcuk la transfornée de Fourier discete {z }. La
suite de leurs valeursabsolues{|z;|} estdessigedansla deuxeémeimagede la fig.11.13 pour
k =1,...,170 (commelesy; sontréels,onaz _, = z_, = Z, etil n'estpasnécessairae

dessinetesvaleurspour k /2;pourl70 < k < /2 les|z| sontinférieursa0.072).
La théoriede ce paragraphestbagesurle fait que f(x) estunefonction périodique.Cepen-
dant,la périodedu signaln’estvisiblementpaségalea = 1024, maiselle estplutdt prochede
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FIG. I11.13: Spectrogrammesompressioret decodagealu son“a” prononé parMartin

= 997. Sil'on calcule1024 valeursde f(x) surunepériodeexacte(parinterpolationlinéaire)
ainsiqueleur transfornéede Fourierdiscete,on obtientla troisiemeimagede la fig. 11.13. Cette
fois, on peutbeaucoupnieuxobsenerla frequencerincipale(5 22000/997 ~ 110 Hz) ainsique
lesharmoniquegmultiplesdela fréquencerincipale).

Maintenantnous supprimonstous les coeficients z;, dont la valeur absolueestinférieurea
10% dela valeurmaximale.Les 16 coeficientsrestantsontdessigsdansle quatremedessinde
la fig.11.13. Pourunseuilde 3% ils resteraientt6 coeficients,et pourun seuilde 1% pasplusde
87. Ainsi, la vraie informationcontenuedansle signalne contientque 16 (respectrement46 ou
87) nombrescomplexesaulieu des997 valeursréellesy;.

Pourdécodetle signal,nousutilisonsla formule (6.5) avecles z;, restantapresla compression.
Le résultat(décodagepstdéssire enbasdela fig. 11.13. On peutconstateiquele signaloriginal
esttreshienréproduit.

La conclusionde cetteexpérienceestla suivante: aulieu de stocler les997 valeursdu signal
original, il suffit destoclerquelquescoeficientsdela transfornéede Fourierdiscretesansperdre
del’information visible.
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II.7 Transforméecosinusdiscrete (DCT) et JPEG

L’algorithmedu paragraph@récedentmarchetrésbiensilesdonréesont unecertainepériodicité.
Si ellesne sontpaspériodiques(par exemplepour la compressiord’images),on utilise souvent
unevariantede la transfornéede Fourier discete. Cettevariantea en plusl'avantaged’éviterle
calculavecdesnombressomplexes.

Transforméede Fourier en cosinus. Soit f(z) unefonction continue,définie surl'intervalle
[0, 7]. Onla prolongeenunefonctionpairepar f(—x) = f(z) etenunefonction 27-périodique
par f(x+27) = f(x). LasériedeFourier(6.1)d’unetelle fonctioncontientseulementestermes
encosinusets’écrit

flz) = % + 3 agcos k. (7.1)
k1
Surl'intervalle [0, 7], lesfonctionscos kz (pourk  0) vérifientla relationd’orthogonalité
” 1 o 0 Si k#
/ cos z-coskxrdr = 5/ (COS( + k)x + cos( — k):):) dr=q71/2 si k= #0 (7.2)
0 0 .
s si k= =0.

La demarchehabituelle(multiplier (7.1) par cos = etintégrertermepartermede 0 a w) nous
donne

ay = 2 /7r f(x)coskx dx. (7.3)
™ Jo
Transforméecosinusdiscréete(DCT). Commef(0) # 3% Y1 ys Y3
f(m) engéréral,nousconsicerondes  pointsaumilieu 2%
dessous-interalles,c.-a-d. lespoints
2 +Dr o
zj = =, =0,1,..., —1 s A . -
etnousposonsy; = f(z;) ( = 4 dansla petitefigure). Par analogieavec(7.1), nousexprimons
cettesuitepar (voir la fig. I1.14 pourlesfonctionsde basecos kz;)
20 -1
yj = 5 + Z Zr, COS k‘l’j. (74)
k1
Aveclarelationd’orthogonalite discrete(pour0 < £, < —1)
—1 1 -1 0 si k#
> cos ;- coska; = 5 > <cos( + k)x; + cos( — k)$j> = { /2 si k= #0 (7.5)
i 0 70 si k= =0.
noustrouvons (multiplier I @équation(7.4) par cos z; etadditionnerde =0a = —1)la
transforneecosinudiscrete(DCT)
9 -1
2 = — Z yj cos kx;. (7.6)
7 0

0,0000.00.0 O Q—
"% R &Sk &4 R4
OO Q\ - ) ,/ Q A S Q: ‘\ :" ! '(l'j
Q e} Q \ Voo ‘l"'ltl\
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FIG. I1.14: Fonctionsde basepourla transforngecosinusdiscete( = )
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FiG. 11.15: Fonctionsde basepourla transfornée cosinusdiscieteen2 dimensiong pixels)

Transforméecosinusdiscrete en dimension2.  Une imagedigitale estdonrée par un tableau
{ .;}, oui parcourtles pixelsverticalemenet horizontalementLa valeurde ;; repesentde
niveaude gris (ou la couleur)du pixel (i, ). Motivé par'algorithme précdent,nousessayons
d’exprimercesdonreéespar

-1 -1

=0 k. coskx; cos ; (7.7)
k 0 0
olz; = (2 +1)7/2 commepourlatransforngéecosinusdiscrete.Pourcompensele facteurl /2
dans(7.4), nousutilisonsla notation oo = 00/4, k0= ¥0/2, o, = o /2€t ;. = & .
La relationd’orthogonalié (7.5) nouspermetdecalculerles ; parlaformule
4 -1 -1
k= Z Z i.j COS kx; cos x;j. (7.8)
i 0340

Lesfonctionsdebasecos kz; cos z; (k, =0,..., —1)sontillustréesdansla fig.l.15.
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FIG. 11.16: Uneimagetoujoursmieuxreconstitéeen zig-zagpar JPEG

JPEG. L'utilisation de cettebasedansla compressiord'imagesestdue a Ahmed, Natarajan
et Rao (IEEE 1974)°. On décomposd’image entiére en blocsde 8 8 pixels et on calcule
pour chaquebloc la transfornée cosinusdiscrete(7.8). Les coeficients , sontalorsquantifés
et ceuxqui sonten-dessousd’un seuil sontrempla@&s par zéro. Pourdesimagescontenandes
partiesuniformes(parexemple: ciel bleu),seulementleuxoutrois coeficientsvont resterce qui
donneunimportantfacteurde compression.

Lareconstructiordel'image a droite (un congloneratentreAstérix, Mickey
Mouseet DonaldDuck, dessire par Gerhard)estillustréedansla fig. 11.16. Le
premierdessin(en haut a gauche)correspondau premiertermede la somme
(7.7). Enrajoutantun termeapesl’autre, et ensuivantun cheminastucieuxen
zig-zag Jareconstructiorstdémontgée.

SPourdesexplicationsplusdétailleesetréferencesoir JPEGstill image datacompessiorstandad parW. B. Pen-
nebaleretJ.L. Mitchell, VanNostrandReinhold,New York, 1992.
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1.8 Transforméede Fourier rapide (FFT)

Pour{y,}; ¢ donrés,un calculdirectde la transfornéede Fourier discete {2, }, ;' (voir (6.7))

nécessitex 2 multiplicationset additions. Dansce paragraphenousprésentonsin algorithme

(un des“Top 10 Algorithms” du 20emesiecle) qui fait le mémetravail en  log, opérations.

Cetalgorithmeestdl a Cooley & Tukey (1965);il estba$ surdesidéesde Runge(1925).
Noussupprimonde facteurl/ dans(6.7)etnousutilisonsla notation

y==z ou 2= Y ki — 2w (8.1)
j 0
Lemme8.1 Soient =( ¢, 1,---, -1), =(o0, 1,---, —1)etdéfinissons
yz( 05 05 15 1y-++3  —1 —1)- (8.2)
Alors,pourk =0,1,..., —1l,ona( , = ?™?% = ™ )

(2 Y= e+ 2" ( )k
(2 Wre = = 2"C

Démonstation. Enutilisant 2 = , uneséparatiordesindicespairesetimpairesnousdonne
pourun k arbitraire

(8.3)

2 -1 —1 —1
—jk — —(2 +1)k —
(2 y)kzzyj 2] :Z?h 22k+zy2+1 2( ) =( )k + zk( k-
jo ovﬁ/—k’ 0o~ Tk
2
La deuxemeformulede (8.3) résultede =1etde , =-1. m|

La formule (8.3) nouspermetde calculer(avec  multiplicationset2 additions)le vecteur

o yapartirde et . La mémeprocedurepeutétreappliqueerécursvementauxsuites
et siellesontunelongueurpaire.Sil'on supposeue = 2™, onobtientl’algorithmepréseng
dansle sckemasuivant(pour = 8 = 23)

<y0> 8Yo = Yo

Yo Yo / ! Ya 8Ys = Ya
m ) Y2
Yo / (7 \ 4<y2> 8Y2 = Y2

Yy Yy 8Y =Y
Y3 (8.4)
Ya \ Y1 4<y1> 8Y1 =1
v Ys / Y5 8Ys = Ys
Y ? Ys \
Y7 " 4<?ZB> 8Y3 = Y3

7

8Yr = Y7

La programmatiorde cetalgorithmesefait de droit & gauche.D’abord,on metles {y; } dans
I'ordre exigé par I'algorithme (8.4). Apres, on effectueles opérationsde (8.3) commeindiqué
dansle sciema(8.4). Pouruneexplication détailléedela programmatiorvoir le livre “Numerical
Recipies™

SW.H. PressB.R. Flannery S.A. Teukolsky & W.T. Vetterling(1989): NumericalRecipies.TheArt of Scientific
ComputinglFORTRAN Version).CambridgeUniversity Press.
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TAB. Il.2: Comparaisomle nombresd’opérations

2 log, quotient
25 =32 ~ 103 160 ~ 6.4
210 ~ 103 | =~ 10 ~ 10* ~ 100
20~ 10 |~ 102 | ~2-107 | ~5-10*

Pour passed’une colonnea une autre(dansle sckema(8.4)) on a besoinde /2 multipli-
cationscomplexeset de  additions(ou soustractions). Commem = log, passagesont
nécessairegn ale résultatsuivant.

Théoreme8.2 Pour = 2™, lecalculde y peutétre effectie en 310g2 multiplications
complxeset log, additionscomplees.

Pourmieux illustrer I'importancede cet algorithme,nouscomparongansle tableaull.2 le
nombred’opérationsnécessairepourle calculde  y —avecousansFFT.

L'inversede la transforméede Fourier discrete. Pourle décodageél fautcalculerlesy; apartir
desz, al'aide dela formule(6.5). Pourenobtenirun algorithmerapide,il sufiit deremplacer ;*
dans(8.3)par % .

Transforméecosinusrapide. Pourlesdonréesréelles(yo, v1,.-.,y 1), housconsiceronsle

vecteury = (yo,¥1,---,Y —1,Y —1,---,Y1,Yo) illustré dansle petit dessinavantla formule (7.4).
Larelationz;, = % 2"“ 2( 2 )k pourlatransfornéecosinugdiscrete(7.6) nouspermetdetrouver

un algorithmerapide(mémedeuxfois plusrapidequela FFT)./

Transformée cosinusrapide en dimension2. Pourle calculde(7.8)il fautévaluerla somme

sur pourchaque € {0,1,..., —1}, etensuiteencordasommesuri. Cecicorresponéd +1

transforneéescosinusdiscretes.Le travail estalorsproportionnek( + 1) log, alaplacede
4 pourun calculdirect.Enplus,les premeresDCT peuwentétrecalcukesenparalkle.

11.9 Inter polation trigopnomeétrique

Pourla division équidistante

ZL']‘ZQL, :O,l,...,
delintervalle [0, 27| et pouryo, v1,...,y 1 donrés,on chercheun polyndmetrigonométrique
(unecombinaisoriinéairefinie defonctions ) passanpar(xz;,y;) pour =0,1,..., —1.
Théoreme9.1 (polyndmed’inter polation trigonomeétrique) Pour i, y1,...,y _; donrés,soit
{2} satransfornéede Fourier discrete(6.7).Si  estpair, le polyndbmetrigononetrique
2 . 1 . . .
P (1‘) _ Z/ 2k ikx — —(Z_ ) —i 2+2 9 i T 2) + Z 2k tkx (91)
kK — 2 2 k 2

satisfaitp (z;) =y; pour =0,1,..., —1

Démonstation. La suitez, ** est -périodiqueenk. Ainsi, p (z;) = 3, ? oz R =
S oz . Comme ** = M unecomparaisomvec(6.5)montrequep (z;) = ;- O

’VanLoan,ComputationaFramevorksfor the FastFourier Transform SIAM, Philadelphial1992.[MA 65/326]
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Remaque Silesy, sontréelsles{z;} satisfontaz , =z, etle polyndmep (z) estunefonction

réelle,c.-a-d.unecombinaisorréelledesin kx etcos kx.

Err eur del'inter polation trigonométrique. Supposonsnaintenanuey; = f(x;) ou
flay="%_ ™, k= f(F) (9.2)

k —oo

estunesériede Fourierqui corvergeabsolumenpourtoutz. Pourétudierl’erreur f(xz) —p (z),
ol p,,(z) estle polyndomed'interpolationtrigonométriquedu théoreme9.1, il fautsavoir comment
les z;, = f (k) de la transfornée de Fourier disciete approximentles coeficients de Fourier

v = f(k).
Lemme 9.2 Sila série (9.2) estabsolumentorvergente alors

k) =Jk) =3 Jk+ ) (9.3)

Démonstation. La transfornéede Fourierdisceteavecy; = f(z;) de(9.2) estdonréepar

00 —1

7 <k>:izo( > ) ey f<n><i§:0 SR SR

La derniereégalie estunecongquencelelarelationd’orthogonalié (6.6). |

On saitque, si la fonction f(z) estglobalementisse, les coeficients de Fourier corvergent
rapidementwerszéro. Pourunetelle fonction, f (k) estunebonneapproximationde f(k) pour
|k] < /2, maiselle estmauvaisepour|k| > /2.

Théoreme9.3 Soit f(x) donrée par (9.2) avec une série absolumentcorvergente Alors, le
polyndmetrigonomeétrique(9.1) poury,; = f(x;) satisfaitpourtoutz € IR

[fl@)—p @[ <2 Y |f(R). (9.4)
k 2

Démonstation. Onsoustrait(9.1)de(9.2):
flx)—p (x)= Z’ (f(k) —f (k)) ik | Z/ f(k) ke
k- 2 k 2

L'assertionestdoncunecongquenceale (9.3) etdel'in égali€ detriangle. m|

Ce théoremepermetuneinterpiétationintéressanteConsiceronsunefonction 2 -périodique

defréquencenaximale (c.-a-d.,f(k) = 0 pour|k| > ). Alors, le polyndmetrigononetrique
p (z) donnele résultatexact(p (x) = f(x) pourtoutz) si

>92 . (9.5)

Cerésultat-le theoremed’ échantillonnage— nousdonneuneformulepourle nombred’échantillons
nécessairepourunerepésentatiorexacted’'unetelle fonction.
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= 256
......... P N H Y R
20 30 40
=128
......... P P E Y R
10 20 30 40
= 64
......... P S E N R
10 20 30 40

FIG. 1l.17: Interpolationtrigononétrique

Reprenongexemplede la fig. 11.13. Dansle deuxemedessinde cettefigure on voit queles
frequenceslominantesdu son sontsituéesdansl’intervalle |[k| < 60. Commela longueurde
I'intervalle dansla fig. 11.13 estde 1024 /22000 secondeda valeurmaximale = 60 correspond
a60 22000/1024 ~ 1390Hz. Alors, = 128 échantillonssontsufisantspour repésenter
correctemente signal. Dansla fig.11.17 sontdessirs les polyndbmestrigononetriquesp (x)
(pour = 64, 128 et256) passanpar

Yj pour =0(mod 1024/ )

ol y,; sontlesdonreesdelafig. [1.13. Onvoit quela repiesentatiorestbonneapartirde = 128.
Il sufiit alorsd’utiliser chaques®M€echantillon(uneautrepossibilit decompressiomlesdonrées).

11.10 Inter polation par fonctionsspline

Le mot “spline” (anglais)signifie “languetteélastique”. On s’intéressea la courbedécrite par
unelanguetteforcée de passerpar un nombrefini de pointsdonrés(disonspar (z;, y;) pouri =

10y

FIG. 11.18: Splinecubique(a comparervecfig. Il.1)
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FIG. 11.19: Un dessinenzig-zag(a gauchektensplines(adroite)

0,1,...,n). Lafig. .18 montrele splinepassanparlesmémesdonreesquepourlafig. 1.1 (pour
pouwoir le compareravecle polynomed’interpolation).

La théoriedessplinesa éte déweloppeedansles anrees1950par |.J. Schoenbey pour servir
au calcul scientifique(approximations, . .) ; de nosjours elle estconstammenappligéee pourla
repesentantiorle courbeset suriacesen ComputerGraphics(voir la fig. 11.19).

Formulation mathématique du probléeme: pourdespoints (z;,y;) avecdesz; ordonrés,on
chercheunefonction : [a,b] — IR (0Ua = zy, b = z,,) satishisanta

(S1) (x;) =y; pouri =0,1,...,n;

(S2) (x) est2 fois continnmentdifférentiablegc.-a-d.declasse ?) ;

(S3) /ab( "(2))? dz — min.

L'intégraledans(S3) repiesentd’ énegie delalanguettedéforméequi, parle principede Mauper
tius, estsuppogeminimale.

Théoremel10.1 Soita = zy < 71 < ... < z,, = b unedivisiondonreeetsoit : [a,b] — IR une
fonctionvérifiant (S1),(S2)etqui estun polyndmededeggré 3 sur chaquesous-intervallgz; 1, x;].
Pour toutefonction f : [a,b] — IR Vvérifiant(S1),(S2)et

"®) () - '®) = "(@(f(a) - (o)) (10.1)

[C@rar< [ (@)t (10.2)

Démonstation. Chaquefonction vérifiant (S1) et (S2) peutétre écrite sousla forme f(z) =
(z)+ (z)ou € R et (z)estdeclasse ? satishisanta

onaalorsque

(x;) =0 pour i=0,1,...,n. (10.3)

La condition(10.2)devientalors

/ da:</ " ()2 de
f/ "( dx+2/ "(x) dz + / "(
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Sil'on fixe (z), cetteconditionestsatishite pourtout (positive etnégative)sietseulemensi

b
/ "(z) "(z)dz =0 (10.4)
cequi estéquialenta (apesuneintégrationparparties)
b b
"(2) ()] ~ / "(z) () dz = 0 (10.5)

L’hypothése(10.1) implique que la premiere expressionde (10.5) estnulle. Comme "'(z) est
constansur (z;_1, z;), disonségala «;, la deuxemeexpressiorde (10.5)devient

/ab "(x) "(z)dx = ZZn:lai /:1 "(z)dx = Zzn(:)ai( (7;) = (2421)) =0

par(10.3).Ainsi, (10.4)et parcongqueni10.2)aussisontveérifiés. O

Le theoemepréccdentmontrequelescandidatsala solutionde (S1-S3)sontdesfonctionsde
classe ? qui sontdespolyndmesdedegré 3 parmorceausx.

Définition 10.2(spline cubique) Soita = zy < ; < ... < z,, = b unedivisionde [a, b]. Une
fonction : [a,b] — IR S’appellespline(cubique)si elle est2 fois continimentdifferentiableet
si, surchaqueintervalle[z; 1, x;], elle estun polyndbmede deggré 3.

Poursatishirela condition(10.1),0n a plusieurspossibili&s:
splinenaturel: on supposeajue

"(a) =0 et "(b) = 0. (10.6)
splinescelk: onsupposalonréeslespentesauxextrémites
"(a) = po et '(b) = pu. (10.7)
splinepériodique: on supposejue
"(a) = '(b) et "(a) = "(b). (10.8)

Evidemmentpourle splinescelk, la condition(10.1) estseulemensatishite si la fonction f ()
vérifie aussila condition(10.7). Alors, (z) minimisel'int égralede (S3)seulementlansla classe
defonctionsdontles pentessontfixéesaux extrémites. Pourle splinepériodique,la situationest
analogue.

Le but suvantestdedériveruneconstructiordu splinevérifiant (z;) = y; pouri = 0,1,....n
etunedesconditions(10.6)-(10.8).

Inter polation d’Hermite. Consictronsunseulsous-
intervalle [z;_1, z;| et cherchonsun polynome ;(z)
dedegré 3 vérifiant

z‘(ﬂfiq) = Yi-1, z(xz) = Yi, (10.9)

2(%‘—1) = Di-1, ;(%) = Di-
LasolutionpeutétreobtenugparlaformuledeNewtonenrempla@ntlesdeuxderneresconditions
de(10.9)par ;(z;—1+ ) =1vi—1+ pi—1 €t ;(z;— )=y, — p;, etenconsicerantlalimite — 0.
Les différencegliviséescorrespondantegux donrees(10.9) sontprésenéesdansle tableaull.3
( -1 := z; — x;_1). Enutilisantlesvaleursencadeespourla formule de Newton, on obtient

(@) =vyi1+ (x — 21) 6y[as, 75 1] (10.10)
(z —mi1)(z — )

+ (s = Byl 2] (@ = ) + (i = Oyl wia])(o — )

Ti—1 Z;
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TAB. 11.3: Differencesliviseespourl’interpolationd’Hermite

Ti—1 | Yi—1
Pi—1
Ti1 | |Yi-1 1_711(5y[37i:xi71} — Pi—1)
Oylwi, xi1] ) (i + pi1 — 26y[xs, i 4])
T; Yi io1(pi = oyl xiq))
Di
Z; Y
Construction du spline interpolant. Pour chaquechoix de pentespy, p1, ..., p,, la fonction

: [a,b] — IR, définiepar (z) = ;(z) pourz € [x;_y, x;], Satishita
a) (x;)=wy; pouri=0,1,...,n;

b) () estdeclasse et '(z;) =p; pouri=0,1,...,n;

c) surchaquentenalle [z;_;, z;|, (z) estunpolyndbmededegré 3.

Pourconstruirele splineinterpolant,il restea détermineldespentesy, p1, - - . , p, demankereace
que "(z) soitcontinuec.-a-d.,

etqu’unedesconditions(10.6)-(10.8)soit satishite. En dérivant(10.10)deuxfois, on obtient

" 2
i) = (2p; + pi—1 — 3 0y[zi, Ti1])

i—1
H(@icy) = — (pi + 2pi—1 — 30y[m, 2 1]).
i—1
La condition(10.11)devientalors(pour: = 1,...,n — 1)
i— 1 1 i 0 Ly Tj— 0 LTit1, 24
p 1+pi-2-( +_>+]ﬂ:3( ylzi, 1]+ Ylwiv ]) (10.12)
i—1 i—1 7 % i—1 %

Cecidonnen — 1 equationdinéairespourlesn + 1 inconnuey, p1, . . ., p,. Lesdeuxderneres
conditionssontdonréesparle typedu spline. Par exemple,pourle splinescelk, lesvaleursde p,
etp, sontexplicitementdonreeset le sysemelinéaireainsiobtenus’écrit matriciellement

2<101+11> 1%1> 1 b1 1
1 2 -+ = 4
1 1 P
L 2(L+2) - p§ = i, (10.13)
. : :
n17 9 ( n17 T:_ n171> Pn—1 n—1

avecdec ; donrespar(10.12).La matrice estsymétriqueettridiagonale.

Théoremel0.3 Soit p = avecdes ; satisfaisant ;| < ~ pourtouti. Alors,

Ipi| < 37 ou = ax_ . (10.14)

Enparticulier, estinversible (posery = 0).
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Démonstation. Soit p unesolutionde p = etchoisissond’indice de manirea ce que
lp| |p;| pourtout . Laligne dusyseme p= donne

» .2.(L+i):_u_m+

-1 -1
et,enprenantsavaleurabsolue,|p | - 2 - (%1 . i) <Ip|- (%1 . i) + 7, onendéduit

-1 max( s _1)

< <
Ip | < < 5

v< v

2
car + _; 2-min( , _q). O

Conclusion.Le splinescelk existetoujoursetil estunique La mémedémonstratiors’applique
aussiausplinenatureletausplinepériodique.

Larésolutiondusysemelinéaire(10.13)sefait parélimination.On éliminela variablep,; dans
la ligne 2 al'aide dela ligne 1, puisla variablep, dansla ligne 3 al'aide dela ligne 2, etc. On
obtientalorsun syseémebidiagonalqui estfacilearésoudre.

1I.L11 L’erreur du spline

Soientunefonctiondifférentiablef : [a,b] — IR etunedivisiona = 2o < x; < ... < z, = b.
Consiceronsle spline (z) satishisant(splinescelk)

(xz> :f(xz)* 2:0,1,,7’L (81&)

"(0) = f'(x0), "(@n) = ['(@n). (8.1b)
Cesplineestdonré par(10.10)ou lescoeficientsp; satisfont(10.12),py = f'(x¢) etp, = f'(z,)-
Le but estd’étudierl’erreur f(z) — (z) pourz € |a, b|.

L'id ée importanteest de consicerer (sur [z; 1, z;]) égalemente polyndme d’interpolation
d’Hermite¢;(x), défini par

qi(ri1) = f(wioa), gi(zi) = f(:), gi(zic1) = f'(wia), q(x;) = f'(z;). (11.1)

Il estaussidonre par (10.10)si I'on remplacep; par f’(z;). Onva estimersepaémentles deux
termesdansla formule

f(@) = (@) = (f(z) — ai(2)) + (a:(z) — i(2)). (11.2)
Théorémel11.1 Soit f(x) declasse * etg;(x) le polyndbmede degré 3 satisfaisan{11.1) (inter-
polationd’Hermite). Alors, pourz € [z;_1,z;],0na
4

f(@) — @) < 552 max 7)) (11.3)

Démonstation. Sil'on calculele polyndomed’interpolationde degré 3 passanpar

@1, f(@i1)), (@it S flmia+ ), (@— flai— ), (2, f(®))

avec la formule de Newton, on obtientpour — 0 exactemente polyndmeg;(z) (voir le tab-
leaull.3 desdifférenceglivisées). L'erreur de ce polyndme peutétre majotée par (voir le para-
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graphell.2)

ISlGIE

(@ —2ia)(@ =2 = Y@ =2+ )@ —2)] - =

Donc,pour — 0,

(@) = gi(@)] < (@ — 2@ —2:)® -~ max |fO©)]

4 €z 2]

Commela fonction (z — z;_1)?*(z — z;)? posdesonmaximumaumilieu del'intervalle [x;_;, z;],
on obtientl'estimation(11.3). O

Pourestimera deuxemeexpressiorde (11.2),noussoustrayon$a formule (10.10)pour ;(z)
dela formuleanalogueour¢;(x) etnousobtenons

o) — (o) = DT I (1) @ —a0) 4 (P i) —proa) (2 =) (11.4)

i—1
Il nousfautencoreuneestimationde f/(x;) — p;.

Lemme 11.2 Soit f(z) declasse * sur[a,b] etnotons = max; ;00 ; = z;1; — 7;. Silesp;
satisfont(10.12),py = f'(z0) etp, = f'(x,),

3
") — ] < — - @ (). )
7@ —pil < 57 - max |9 () (115)
Sila divisionestéquidistanteetsi f € °[a, b], alors
4
") — ] < — - G (). )
Démonstation. Voici lesidéespourlecaséquidistantLesp; sontdéfinispar(voir (10.12))

1 3

—(pi—1 +4p; + pi—H) - —2<f($i+1) - f(%‘—l)) =0. (11.7)
Pourestimena difféerencef’(x;) — p;, nouscalculonde défautqu’on obtientenrempla@antp; par
f'(x;) dans(11.7):

l(f/(Iifl) + 4f’(xl) + f’($i+1)> — %(f(l'hq) — f(l‘lfl)> = dZ (118)

Enutilisantla formuledeTaylor (voir le coursd’Analysel) pour f(z; + ) et f’(z; £ ), onobtient
O N YT :
o 3 _ ) (. O (. —

Commela fonction (1 — ¢)?/3! — 3(1 — t)*/4! nechangepasde signesur [0, 1], cecinousdonne
I'estimation

1 AT AY
|d;| < 3/0((1 3!t) _g=b) Ydt-2:  max |fO(x)].

4! z€lx 1, 1]

—1/30

Notonsd = (dy,...,d, 1) et =(1,..., »-1) ou ; = f'(x;) — p;- Enprenanta difféerence
entre(11.8)et(11.7),onobtient = dou estlamatricede(10.13).Le theoemel0.3implique

4

| < _ J< . (5)
[ < 5 max|dy] < oo - max |£0(a)

cequ’il fallait demontrer |
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Théoremel11.3(erreur du splinescelg) Soitf : [a,b] — Rdeclasse *,a =2y <7, < ... <
x, = b unedivisionarbitraireet (z) le splinequi passepar (z;, f(x;)) pouri = 0,1,...,n et
qui satisfait '(z¢) = f'(zo) et '(z,,) = f'(z,). Alors,avec ; = z;;; —z; et = max; ;ona

@) — (@) < = % max [fO(E)] (11.9)

| < oo
384 €la,b]
Sideplusla divisionestéquidistanteetsi f € °[a, b],

4 5

< — . s 4) — s G, 11.10
|_384 %%V @H@m %%U €3] ( )

[f(z) = ()
Démonstation. Consiceronsde nouveaule caséquidistant.Pourz € [z; 1, z;], housestimons
sepaémentlesdeuxtermesdans(11.2). L'estimationdu premiertermerésultede (11.3). Pourle
deuxiemeterme,nousutilisons(11.4)et(11.6). Cecidonne

(x —zi1)(x; — ) ! (5) ° (5)

. _ . < e < . .

0i(2) ~ ()] < S LG E S wr it A
Exemple. Consiceronsencoreunefois (voir lesfig. I1.5 etll.6) la fonction

f(z) _ sur  [—1,1] (11.112)

xTr) = —_— .

1+ 2522 ’

et calculonsle spline interpolant(scelk) pour la division équidistanter; = —1 + 2i/n, i =
0,1,...,n. Danslafig.l1.20, les4 dessingdu hautmontrentle spline (z) pourn = 3, n =9,

n = 27 etn = 81. La fonction f(z) estdessigeen pointillés. Les4 dessingdu basmontrent
leserreurs.Cettefois, la fonction *- f*)(x)/384 (= 2/n) estinclue en pointillés(on a choisi
I échellesurl’axe y demanireaceque *- f4(0)/384 soittoujoursaumémeendroit). Pourdes
petits , quandle deuxemetermede (11.10)estnégligeablepn peuttresbienobsenrer la validité
del'estimation(11.10).

]7\"\ n=3
R
R
f \
1 \
| \\
// i \\
= LS
-5 5
n=3 A n=9 n =27 n =81
i i .001
5l i “ .00001
B .05n
:"; erreur ."E erreur il erreur % erreur
! ! 0
L_-\/IFJE\/-_J l\ lll ‘. /A Ly ln' '\I po L 1
-5\, 5 =5\\[ili|/] B =5 il 5 -5 5
|\': |”[ \‘I' l|/l 1
\ \ ) \ L

FIG. 11.20: Splineinterpolant(scelk) pourla fonction(11.11)
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11.12 Exercices
1. Calculerle polyndmed’interpolationpassanparlespoints

() @) 1 62 (2
enutilisantla formulede Newton.
2. Démontremquela differencedivisee ™ xg 1 x, estunefonctionsymétrique;c.-a-d.

Trorm T =" T I

pourtoutepermutation de 1

3. Noussasonsquel’erreur pourlinterpolationlinéairede f auxpointsxg, x1 est

flx) — (w):(x—xo)(a:—xl)w Ty T 71

sif 2 2y x1 . Déterminerla fonction (z) explicitementdansle casol f(z) = 1, zy = 1,
r1 = 2, ettrouver 122 (x)et ing , o (z).

4. Onveuttakulerlafonction = sinz auxpointséquidistants:; =

(a) Majorerl'erreur d’interpolationdansl’intervalle z; z;y1 lorsqu’onfait passemun polyndbme
dedegréSparq:i_l T; Tigr1 Ti42-

(b) Quel peut-onprendrepourquecetteerreursoit 1 ~% pourtout ?
5. (a) Montrerquelaformuledequadrature

[ oy = (B ae
k1

-1 1—22
estexactepourtoutpolyndme f(z) dedegre 2 — 1.
Indication. Vérifier (12.1)pourles polyndmesde Chebyshe (z) 9 —1(x).

(b) Effectuezle changementlevariablest = s( ) dans(12.1),a quelleformule de quadrature
seramenet’on ?

6. Consicrerla fonction f(z) = =3 surl'intervalle —1 1.

(a) Déterminer telqueladroite () = =« satishit

f(z) = (z) in

z€[—1,1]

(b) Pourquelsz;, la droitetrouvee peutétreinterpétee commeun polyndbmed’interpolationpour
fz)?
(c) Y-a-til unerelationaveclespointsde Chebyshe? Si oui, expliquerlaquelle.

7. Pourun polyndme (z) = agp + a1z + + anx™, I'algorithme de Horner permetde calculer
0= (zo) par:

n = Qn
i =Q; +To i1 = -1 1
Notons (z) = 1+ o2z +  + pz" L

a)Montrerque (z) = ¢+ (z —xp) (x) etque '(z¢) = (o).
b) Géreraliser’algorithmedeHornerpourcalculer (zg) et '(xzy) enmémetemps.
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8.

10.

11.
12.

13.
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Surl'intervalle —1 1, onconsicrelafonction

T —

A Ty
Faireunerepésentatiomgraphiquele f (z) etcalculersespdles. Utiliser la figurell.7 pourdéterminer
approximatiementl’intervalle maximal —1 1 oulasuitedespolyndbmesd’interpolations
(pourlesdivisionséquidistantes; = —1 4+ 2 / ) converge (quand ).
Pourunedivisionzy 3 Zn ( 2), étudierla fonction

" (x —xj)

(@) =>_ i) i@ =11—"5 (12.2)
i 0 i (@i =)

a) Dessiner (x) pour = 2 enconsicerantladivision —1 1 .
b) Montrerque,surlintervalle z;_; z; ,onalidentité

oo @ =D i) avec i = { (1)~ S; ._ (12.3)

i 0
c) Montrerquelafonction (x) de(12.2)neposdequ’unseulmaximumlocal surchaquentenalle

Ij,1 l‘j .
Indication Etudierlesextrémadu polyndbme(12.3).

Calculerlesconstantesle Lebesgue
n
= i == 1 2

n we[—l,l]i . (1')
a) pourla division équidistanter, = —1+2 / ,
b) pourlespointsdeChebyshe z, = — s((2 +1) /(2 +2)).
Pourcalculerle maximumdela fonction f(z) = >%'  i(z) sur z;_; z; utiliserlarecherchele
Fibonacci.
Calculerala mainla transfornéede Fourierdiscietedela suite 1 2 - =2 -1.
Pour unefonction continue f  a et une formule de quadrature( ; ;);, ; apoids ;

positifs,estimera difference

o~

ol  estlerésultatpourladivision = a=xz9 1 T, =  (sanstenircomptedes
erreurd’arrondi),et  estle résultabbtenuentenantcomptedeserreursd’arrondidand’ évaluation
de f(z), c.-a-d.enrempla@ant f (z; + ; ;) par

Ti= Sl A+ ) ij

Justifierla condition(6.1) du paragraphé.6.

(a) Calculerlescoeficients f( ) dela sériedeFourierpourlafonction2 -périodique
x/ pour z
jor- | *
pourx =
(b) Calculerla transforngée de Fourierdiscetepour  , ,ou = f(2 / ) =

avec f, lafonctiondel'exerciceprécdent.
(c) Veérifierle résultatobtenudansl’exercicell pour =
(d) Estimerladifference , — f ( ).
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Pourdeuxsuites -périodiques et , ondéfinitla consolution par
—1
(=D kjj
j o0
Montrerque estégalement -périodiqueetque
( )= (12.4)

ou la multiplicationdans(12.4)esteffectuee élementpar élement.

Démontren’ égalié de Parseval (1806)pourla transforngede Fourierdiscigte.

-1 -1
SINEED S
k 0O k 0O

Soit  un nombrepairet (x) le polyndme trigonongtrique qui passepar (x ) pour =

1 — 1 (voir laformule (9.1)). Montrerque
—1
(x) = Z (r—x) (12.5)
0
ou
(2) = sin(zx  /2)  s(z/2) (12.6)

sin(x/2)

La fonction  (z) de (12.6) permetd’étudierlinfluence deserreursdansles  surle polyndme
trigononetriqueinterpolant.Montrerque  (z) est2 -périodiqueetquepourtoutz  —

sin(z /2 2
| @

Calculer la mainle splinenaturel( ”(z9) = "(z,) = ) qui passeparlespoints

(= ) (=2) (=t ) (1 @) @) ()

Dessinefesgraphegsi possibleavantlescalculs!)de (z), '(z), "(z), " (z).
Indication. Pourdesdonreessymétriquesparrapport z = , le splinenaturelestunefonctionpaire.
Aveccetteobseration,on peutréduirela dimensiondu sysémedes ;.

Pourla fonction

f(a:)—{xg Six

Siz ,
calculerlesdifferences

f(z) *f(z) fla) et (2)= *f(2)

ot (z) = (z+1)— (z)et 2 = ( ) etc.

Montrerque (x) estunefonction“spline” (appeée“B-spline”) a supportcompactc.-a-d.qu’elle
estnulleendehorsd’un intenalle borré.

Calculerlesvaleursde (x) pourz entieretdessiner (x).

(Splinepériodiqug. Soientdonrés(z; ;) pour = 1 avec , = o. Montrerl’existenceet
l'unicité d’un splinequi passepartousles(z; ;) etqui satishit

"(zn) = '(x0) "(n) = "(x0)
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21. (FormuledeNewton-Gegory). Soit f « unefonctiondifférentiablestz; = a + , (avec

= ( — a)/ ) unedivision équidistantede « . Montrer quel’intégrationdu spline, défini par

(x;) = f(x;) pour = 1 , '(a) = f'(a) et () = f'( ), donnela formule de quadrature
suivante:

2

[1@ e (Gt i@t i)+ 3i)) - g () - )

2

Pourquoicetteformule est-elleexactepourtout polyndmededegré 3?



