
Chapitr e IV

Syst̀emesd’Equations Lin éaires

Consid́eronsun syst̀emed’équationslinéaires( ���������	� donńes)
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et cherchonssasolution
�
$�&�����&�'
�� . Trèssouvent,il estcommoded’utiliser la notationmatricielle

( 
)�*�+� (0.2)

Rappelonsquele syst̀eme(0.2)poss̀edeunesolutionuniquesi et seulementsi ,.-'/ (10�*2 .
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IV.1 Elimination deGauss

L’ éliminationdite “de Gauss”a ét́e pratiqúeependantdessièclessansgrandtam-tam,notamment
parNewton et parLagrange(en1781danssescalculsastronomiques).Toutefois,Gaussayantle
soucideprouverl’existencedessolutionspoursonprincipiumnostrumdesmoindrescarŕes(voir
noticeshistoriquesdu coursd’AlgèbreLinéaire, p. 17)décrit l’algorithmeexplicitement:

Soit donńe le syst̀eme(0.1) et supposonsque ,.-'/ ( 0�32 . Si ��
�
 0�32 , on peut éliminer la
variable
�
 dansleséquations4 à 5 à l’aide del’ équation6 , c.-à-d.,oncalcule7 �8
9� ���8
��
�
 pour : � 4 �&�����&� 5 (1.1)

et on remplacela ligne : par
ligne :<; 7 �8
>= ligne 6 �

Decettemanìere,onobtientle syst̀emeéquivalent��? 
�@
�
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(1.2)

où ��? 
�@
�� �B��
��#�
� ? 
�@
 �*�#
��

��? 
�@��� � ����� ; 7 �8
$��
��� ? 
�@� � �	� ; 7 ��
��#
 pour : � 4 �&�����&� 5 (1.3)

(si ��
�
%�C2 , on échangela premìereligne de(0.1)avecuneautrelignepourarriver à ��
�
 0�*2 ; ceci
esttoujourspossiblecar ,.-	/ (D0�B2 ).

Le syst̀eme(1.2) contientun sous-syst̀emede dimension5E;F6 sur lequel on peut réṕeter
la proćedurepour éliminer 
�� dansles équationsG à 5 . On multiplie la ligne 4 de (1.2) par7 �H�I� ��? 
�@�H�KJ ��? 
�@��� et on la soustraitdela ligne : . Après5L;M6 étapesN ( ���PORQ N ( ? 
�@ �&� ? 
�@ OSQ N ( ? ��@ ��� ? ��@ ORQ �����TQ N ( ? ��UV
�@ ��� ? �"UV
�@ O9�KW N�X ��Y+O
on obtientun syst̀emetriangulaireZ 
�
�
�
[� Z 
���
����������A� Z 
���
����*Y#
Z ����
����������A� Z �	��
����*Y	�

. . .
...

...Z �&�!
����*Y'�
(1.4)

qui serésoudfacilementpar“backsubstitution”


���� Y'� J Z �&�\� 
��[� N Y'� ;
�
��]"�8^V


Z ���_
��+O J Z ��� pour : � 5L;M6 ���&���&� 6 � (1.5)

Théorème1.1 Soit ,.-	/ (D0�C2 . L’ éliminationdeGaussdonne` ( �*a X (1.6)

où
`

estunematricedepermutationet

ab�
67 ��
 6
...

. . . . . .7 �"
 ����� 7 �dc �"UV
 6
� X �

Z 
�
 Z 
�� ����� Z 
��Z ��� ����� Z �	�
. . .

...Z �#�
� (1.7)

La formule(1.6)s’appelledécompositionLR(left - right) dela matrice
(

.
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Remarque. Lescolonneset leslignesd’unematricedepermutatioǹ sontdesvecteursunité. On
a ,.-	/ ` � e 6 . Un exempleest

` � 2 6 26 2 22 2 6
� ` ligne 6

ligne 4
ligne G

� ligne 4
ligne 6
ligne G

�

Démonstration. Supposonsquetoutesles permutationsnécessairessoientdéjà faitesavant que
l’on commencel’ éliminationdesvariables(parabusdenotation,nousécrivons

(
au lieu de

` (
danscettedémonstration).Enutilisantlesmatrices

a�
9�
6; 7 ��
 6; 7�f 
 2 6
...

...
. . . . . .; 7 �"
 2 ����� 2 6

� a��g�
62 62 ; 7�f � 6
...

...
. . . . . .2 ; 7 ��� ����� 2 6

� ����� (1.8)

lepremierpasdel’ éliminationdeGausscorrespond̀aunemultiplicationde
(

avec a%
 , ledeuxìeme
avec a�� , etc.,

a%
 ( � ( ? 
�@ � a�� ( ? 
�@ � ( ? ��@ � ����� � a[�"UV
 ( ? ��U���@ � ( ? �"UV
�@ � X �
Parconśequent,

X � N a[�"UV
hai��U��kjd�&����jda%
$O[j ( et
( � N a[�"UV
$a[�"U���j"���&�"jda%
$O UV
 j X �

Il resteà montrerquela matrice a de (1.7) estégaleà
N a[��UV
�ai��U��Ij.�����lj.a%
$O UV
 . Pourceci,nous

appliquonsla mêmeproćedureà la matricea . La multiplicationde a avec a%
 élimineleséléments
dela premìerecolonneen-dessousdela diagonale,puisla multiplicationavec a�� élimineceuxde
la deuxìemecolonne,etc.Finalement,on obtient

N a[�"UV
�a[�"U��%jd������jda�
$O[jdam�*no� identit́e, cequ’il
fallait démontrer.

Calcul du déterminant d’une matrice. La formule (1.6) implique que ,.-	/ ` j ,p-'/ ( � ,.-	/ abj,.-	/ X . Comme,p-'/ ` � N ;q6 O_r , où s estle nombredepermutationsdansl’ éliminationdeGauss,
on obtient ,.-'/ ( � N ;t6 O r j Z 
�
�jd���&�"j Z �&�\� (1.9)

Résolutiondesyst̀emeslin éaires.Enpratique,onrencontresouventlasituationoù il fautrésoudre
unesuitedesyst̀emeslinéaires

( 
u� � , ( 
�v�� ��v , ( 
�v vw�B��v v , etc.,posśedanttousla mêmematrice.
Trèssouvent,onconnâıt ��v seulementapr̀esla résolutiondu premiersyst̀eme.

C’estla raisonpourlaquelleon écrit,engéńeral,le programmepourl’ éliminationdeGaussen
deuxsous-programmes:

DEC – calculerla décompositionLR (voir (1.6))dela matrice;

SOL – résoudrele syst̀eme
( 
<� � . D’abord on calculele vecteur Y (voir (1.4)), défini paraxYy� ` � , puison résoudle syst̀emetriangulaire

X 
)� Y .
Pour le probl̀emeci-dessus,on appelleune fois le sous-programmeDEC et puis, pour chaque
syst̀emelinéaire,le sous-programmeSOL.
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Coût de l’ élimination de Gauss.Pourle passagede
(

à
( ? 
�@ , onabesoinde5L;M6 divisions(voir (1.1))et deN 5L;M6 O � multiplicationset additions(voir (1.3)).

Le calculde
( ? ��@ nécessite5z;E4 divisionset

N 5z;E4 O � multiplicationsetadditions,etc.Commele
travail dû auxdivisionsestici négligeable,le coût total dela décompositionLR s’élève àenviron

N 5L;M6 O � � N 5L;�4 O � ��������� 4 � � 6 �g{
�
| 
 �i} 
u� 5

f
G opérations

(opération� multiplication � addition).
Le calcul de � ? 
�@ nécessite5b;~6 opérations(voir (1.3)). Par conśequent,on obtient Y avec{ N 5�;�6 O���������� 4 � 6 { 5 � J 4 opérations.Similairement,la résolutiondu syst̀eme(1.4)sefait

en 5 � J 4 opérations.
En résuḿe, l’appel au sous-programmeDEC nécessite

{ 5 f J G opérations,tandisqueSOL a
seulementbesoinde

{ 5 � opérations(sur desordinateurssériels). A titre de comparaison,la
formulehabituellepourle déterminantd’unematrice5b�L5 contient5�� { 5 � J"� � termes.

IV.2 Le choix du pivot

Dansl’ éliminationde Gauss,il faut au début choisir une équation(avec ���8
 0� 2 ; cet élément
s’appelle“le pivot”) à l’aide delaquelleon élimine 
�
 danslesautreśequations.Le choixdecette
équation(choixdupivot) peut-il influencerla précisiondurésultatnumérique,si l’on fait le calcul
surordinateurenvirguleflottante?

Exemple2.1(Forsythe) Consid́eronsle syst̀eme

6 ��2"2Ij 6 2 U�� j&
�
z� 6 ��2"2Ij&
���� 6 ��2"2
6 ��2"2Ij&
�
z� 6 ��2"2Ij&
���� 4 ��2"2 (2.1)

avecpoursolutionexacte


�
%� 62"���"���"� � 6 ��2"2"2 6 2"2"2 6 �����+� 
��g� 2"���"���"�2"���"���"� �*2d���"�"�"���"�"�"�%�����+� (2.2)

Appliquonsl’ éliminationdeGausset simulonsuncalculenvirguleflottanteavec G chiffressigni-
ficatifs (enbase6 2 ).
a) Si l’on prend ��
�
g� 6 ��2"2�j 6 2 U�� commepivot, on obtient

7 ��
g���!��
 J ��
�
�� 6 ��2"2�j 6 2 � , �l? 
�@��� �
6 ��2"2 ;M6 ��2"2�j 6 2 � � ;q6 ��2"2�j 6 2 � et ��? 
�@� � 4 ��2"2 ;16 ��2�2gj 6 2 � � ;q6 ��2"2�j 6 2 � . Par conśequent,
��I� ��? 
�@� J ��? 
�@��� � 6 ��2"2 (exacte!),maispour 
�
 nousobtenons


�
9� N ��
 ; ��
���
��!O J ��
�
9� N 6 ��2"2 ;M6 ��2"2I= 6 ��2�2"O J N 6 ��2"2�j 6 2 U�� O%�C2d�
Le résultatnumérique,obtenupour 
�
 , estfaux.

b) Si l’on échangelesdeuxéquationsde(2.1), le pivot est 6 ��2"2 et l’ éliminationdeGaussdonne:7 ��
9� 6 ��2"2�j 6 2 U�� , ��? 
�@��� � 6 ��2"2 ;�6 ��2�2�j 6 2 U�� � 6 ��2"2 et ��? 
�@� � 6 ��2"2 ;u4 ��2"2�= 6 ��2"2�j 6 2 U�� � 6 ��2"2 .
Denouveau,onobtient
����*��? 
�@� J ��? 
�@��� � 6 ��2"2 . Maiscettefois le résultatpour 
�
 est


�
%� N ��
 ; ��
���
��!O J �l
�
9� N 4 ��2"2 ;M6 ��2�2�= 6 ��2"2"O J 6 ��2"2�� 6 ��2"2d�
Lesdeuxvaleursnumériques(pour 
�� etaussipour 
�
 ) sontcorrectes.
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Pour mieux comprendredansquelle partie de l’ élimination de Gausson a perduune informa-
tion essentielle,consid́eronsles sous-probl̀emes(addition,soustraction,multiplication, division)
sépaŕementet étudionsleur “condition”.

Condition d’un problème. Consid́eronsuneapplication� W�n X � Q n X , le probl̀emeconsistant
à calculer � N 
[O pour les donńees 
<� N 
�
������&�&�h
��\O . Il est intéressantd’étudier l’influence de
perturbationsdans
 surle résultat� N 
[O .
Définition 2.2 La condition � d’un problème� estle pluspetit nombre tel que� 
�� ; 
�� �� 
�� � � eps ��� � � N 
iO ;�� N 
[O �� � N 
[O � � � j eps� (2.3)

On dit quele problème� estbienconditionńe,si � n’estpastrop grand. Sinon,il estmal condi-
tionné.

Danscettedéfinition, epsrepŕesenteun petit nombre. Si epsest la précisionde l’ordinateur
(voir le paragrapheII.5) alors, 
�� peut être interpŕet́e commel’arrondi de 
�� . Remarquonsen-
corequela condition � dépenddesdonńees
�� et du probl̀eme� , maisqu’elle nedépendpasde
l’algorithmeaveclequeloncalcule� N 
[O .
Exemple2.3(multiplication de deuxnombresr éels) Soientdonńeslesnombres
�
 et 
�� , con-
sidéronsle probl̀emedecalculer� N 
�
��h
��!Ox��
�
ij&
�� . Pourlesdeuxvaleursperturb́ees


�
%�E
�
 N 6 ���P
$O$� 
��I��
�� N 6 �����!O�� � �_� � � eps (2.4)

on a 
�
[j 
�� ; 
�
ij&
��
�
ij�
�� � N 6 ���P
$O N 6 ������O ; 6 �*�P
����������P
ijd�����
Commeepsestun petit nombre,le produit �P
�j���� estnégligeablepar rapportà

� ��
 � � � ��� � et on
obtient 
�
[j 
�� ; 
�
[j&
��
�
ij&
�� � 4 j eps� (2.5)

On adonc � � 4 et ceprobl̀emeestbienconditionńe.

Exemple2.4(soustraction) Pourle probl̀eme� N 
�
��h
��!O9��
�
 ; 
�� , un calculanaloguedonneN 
�
 ; 
���O ; N 
�
 ; 
��!O
�
 ; 
�� � 
�
��P
 ; 
������
�
 ; 
�� �
� 
�
 � � � 
�� �� 
�
 ; 
�� �
�

j eps� (2.6)

Si sign
�
9� ; sign
�� (cecicorrespond̀auneadditionet nonpasàunesoustraction)ona � � 6 ; le
probl̀emeestbienconditionńe.

Par contre,si 
�
 { 
�� la condition � � N�� 
�
 � � � 
�� � O J � 
�
 ; 
�� � devient trèsgrandeet on est
confront́eàunprobl̀emequi estextrêmementmalconditionńe. Pourmieuxillustrer l’effet decette
grandecondition,consid́eronsl’exemplenumérique


�
9� 6� 6 � 
��g� 6� 4 pourlequel � { 4 J � 2N 6 J � 2"O � � 6 2"2d�
En faisantle calculavec G chiffressignificatifs(enbase6 2 ), on obtient 
�
��<2"� 6 ����j 6 2 UV
 , 
����2d� 6 � 4 j 6 2 UV
 et 
�
 ; 
��g�*2"���"2�2kj 6 2 U f . Commelesdeuxpremierschiffressontlesmêmespour 
�

et 
�� , la soustractionlesfait disparâıtre et on n’a plusqu’un chiffre qui estsignificatif (le résultat
exactest 6 J N � 6 j � 4 O9�*2d� G"�"� j 6 2 U f ). On parled’extinctiondechiffres.
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Explication du choix du pivot. Si
7 ��
 est trèsgrand(ce qui est le casdansla situation(a) de

l’exempledeForsythe)alors,

� ? 
�@��� � ����� ; 7 ��
$��
�� { ; 7 ��
���
����? 
�@� � �	� ; 7 ��
$��
 { ; 7 ��
���
 
���� �#?

�@�
�l? 
�@���
{ ��
��
�� � (2.7)

Cettevaleur, obtenuepour 
�� , estengéńeralcorrecte.Mais le calculde 
�


�
9� N ��
 ; ��
���
��!O J ��
�


nécessiteunesoustractionqui esttrèsmal conditionńeecar ��
���
�� { ��
 et, à causedel’extinction
dechiffres,onperddela précision.

La conclusiondecetteétudeestqu’il fautéviterdes
7 ��� tropgrands.

Recherche partielle de pivot. L’id éeestde ne passecontenterd’un pivot qui soit différentde
zéro( �l
�
 0�D2 ), maisd’échangerleséquationsde(0.1)afin que ��
�
 soit le plusgrandélément(en
valeurabsolue)dela premìerecolonnede

(
. De cettemanìere,on a toujours

� 7 ��
 � � 6 . La même
strat́egieestréṕet́eepourlessous-syst̀emesapparaissantdansl’ éliminationdeGauss.

Expériencenumérique. Pourchaque5 � � �&�"��������� �"� nouschoisissons4 2"2�2 matricesaléatoires
avec coefficients ����� uniformémentdistribuésdans  ¡;q6 � 6�¢ et dessolutions
�� uniformémentdis-
tribuéesdans £;t6 � 6#¢ . Alors oncalculeendoubleprécisionles �	� pourcettesolutionexacte.Ensuite
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FIG. IV.1: Erreurspour1 million desyst̀emeslinéairesdedimensions
� � � à

��� � �"�
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on appliquel’algorithmedeGauss,unefois sansrecherchedepivot, et unefois avecrecherchede
pivot, en simpleprécision. L’erreur ¤�¥#¦ � � 
 num� ; 
 ex� � de chaquerésultatestrepŕesent́eepar un
petitpointdanslesdessinssuṕerieursdela figureIV.1. Bienquenousnesoyonspassurprisparles
nombreuseserreurssansrecherchedepivot, quelquescasdemeurentinacceptables̀a droite; bon
nombrederésultatsrestentcependantbons!

Faisonsunedeuxìemeexpérience: unematriceavec ����� uniformémentdistribuésdans  £;t6 � 6#¢
pour §u¨�: estcompĺet́eepar �A���y� ; ����� , pourassurerque © � N n ; ( O UV
 N nK� ( O soit orthog-
onale. Cettematriceestcalcuĺeeen doubleprécision,le restede l’expériencecontinuecomme
auparavant(voir lesrésultatsaubasdela figureIV.1). Cettefois-ci il n’y apasd’exceptiondansla
bonneperformancedel’algorithmedeGaussavecrecherchedepivot. Nousallonsdémontrerces
observationsdanslesparagraphessuivantes.

IV.3 La condition d’une matrice

En principe,un probl̀emeavec ª donńeeset 5 solutionsposs̀edeª«�)5 coefficientsdécrivant la
sensibilit́ede la 5 -èmesolutionparrapportà la ª -èmedonńee.Devantcettemyriadedevaleurs,
il estparfoispréférabled’exprimer la conditionpar un seulnombre. On réussiracelaà l’aide de
normesdevecteursetdematrices(rechercheiniti éeparA. Turing1948).

Rappelsur la norme d’une matrice. Pourunematriceà ª ligneset 5 colonnes,on définit

¬ ( ¬ � ¤�¥#¦­�®�­ ]V
 ¬ ( 
 ¬ � ¤¯¥�¦®�°] |
¬ ( 
 ¬¬ 
 ¬ � (3.1)

c.-à-d.,la normede
(

estle pluspetit nombre
¬ ( ¬

qui poss̀edela propríet́e¬ ( 
 ¬ � ¬ ( ¬ j ¬ 
 ¬ pourtout 
²±bn X � � (3.2)

Evidemment,
¬ ( ¬

dépenddesnormeschoisiesdansn X � et n X�³ . Il y adessituationsoù l’on connâıt
desformulesexplicitespour

¬ ( ¬
. Parexemple,si l’on prendla mêmenormedanslesdeuxespaces

alors,
pour

¬ 
 ¬ 
x� ��8]V
 � 
�� � , ona

¬ ( ¬ 
9� ¤¯¥�¦��]V
	cµ´µ´µ´ c �
³
��]V
 � ����� � ¶ (3.3)

pour
¬ 
 ¬ �g� N ���]V
 � 
�� � � O 
�·_� , on a

¬ ( ¬ �I� plusgrandevaleurproprede
(�¸�( ¶

(3.4)

pour
¬ 
 ¬�¹ � ¤�¥#¦ �8]V
	cµ´µ´µ´ c � � 
�� � , ona

¬ ( ¬�¹ � ¤�¥#¦�8]V
	cµ´µ´µ´ c ³
�
��]V
 � ����� � � (3.5)

La norme
¬ ( ¬

d’une matricesatisfait toutesles propríet́es d’une norme. En plus, elle vérifie¬ n ¬ � 6 pourla matriced’identité et
¬ ( jdº ¬ � ¬ ( ¬ j ¬ º ¬ .

Aprèscerappelsurla normed’unematrice,essayonsd’estimerla conditionduprobl̀eme
( 
)�� . Pourceci,consid́eronsun deuxìemesyst̀emelinéaire

( 
u� � avecdesdonńeesperturb́ees
�A�H�k� ����� N 6 ��������O$� � �_��� � � �_»i��	��� �	� N 6 ���_��O$� � ��� � � �_¼�� (3.6)
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où �_» et ��¼ sṕecifient la précisiondesdonńees(par exemple �_» � eps, �_¼ � epsoù epsest la
précisionde l’ordinateur). Les hypoth̀eses(3.6) impliquent(au moinspour les normes

¬ j ¬ 
 et¬ j ¬�¹ ) que ¬ ( ; ( ¬ � �_»½j ¬ ( ¬ � ¬ � ; � ¬ � ��¼ij ¬ � ¬ � (3.7)

Notrepremierrésultatdonneuneestimationde
¬ 
 ; 
 ¬ , ensupposantque(3.7)soit vrai.

Théorème3.1 Consid́eronslesdeuxsyst̀emeslinéaires
( 
��<� et

( 
�� � où
(

estunematrice
inversible. Si (3.7)estvérifié et si ��»zj � N ( O%¾ 6 , alorsona¬ 
 ; 
 ¬¬ 
 ¬ � � N ( O

69; �_»½j � N ( O j
N �_»½���_¼$O (3.8)

où � N ( OxW¿� ¬ ( ¬ j ¬ ( UV
 ¬ . Le nombre � N ( O s’appelleconditiondela matrice
(

.

Démonstration. De � ; ��� ( 
 ; ( 
)� N ( ; ( O 
t� ( N 
 ; 
[O , nousdéduisonsque


 ; 
u� ( UV
 ; N ( ; ( O 
t� N � ; �PO � (3.9)

Maintenant,prenonslanormede(3.9),utilisonsl’in égalit́edutriangle,lesestimations(3.7),
¬ 
 ¬ �¬ 
 ¬ � ¬ 
 ; 
 ¬ et

¬ � ¬ � ¬ ( 
 ¬ � ¬ ( ¬ j ¬ 
 ¬ . Nousobtenonsainsi

¬ 
 ; 
 ¬ � ¬ ( UV
 ¬ �_»zj ¬ ( ¬ j N$¬ 
 ¬ � ¬ 
 ; 
 ¬ O����_¼�j ¬ ( ¬ j ¬ 
 ¬ �
Cecidonnel’estimation(3.8).

La formule (3.8) montrequepour �_»Sj � N ( OtÀ 6 , l’amplification maximalede l’erreur des
donńeessurle résultatestde � N ( O .
Propri étésde � N ( O . Soit

(
unematriceinversible. Alors,

a) � N ( O%Á 6 pour toute
(

,
b) � N�Â ( Ox� � N ( O pour

Â 0�C2 ,
c) � N ( Ox� ¤�¥#¦­�Ã&­ ]V
 ¬ (%Ä ¬ ¤�Å¿Æ­�Ç�­ ]V
 ¬ (gÈ ¬ .

La propríet́e (c) permetd’étendrela définition de � N ( O aux matricesde dimensionª ��5 avecª 0� 5 .
Démonstration. La propríet́e (a)estuneconśequencede 6 � ¬ n ¬ � ¬ (�( UV
 ¬ � ¬ ( ¬ j ¬ ( UV
 ¬ . La
propríet́e (b) estévidente.Pourmontrer(c), nousutilisons

¬ ( UV
 ¬ � ¤�¥#¦®�°] |
¬ ( UV
 
 ¬¬ 
 ¬ � ¤�¥#¦Ç�°] |

¬ È ¬
¬ (gÈ ¬ � ¤�Å�ÆÇ#°] |

¬ (�È ¬
¬ È ¬

UV
 �
Exemplesde matrices ayant une grande condition. Consid́eronsles matricesÉ � (matricede
Hilbert) et Ê � (matricedeVandermonde)définiespar( Y'�k� § J 5 )

É �o� 6
: � §�;*6

��Ëc ��]V
 � Ê ��� Y �8UV
� ��8c ��]V
 �
Leurconditionpourla norme

¬ j ¬�¹ estdonńeedansle tableauIV.1.

Exemplesde matrices ayant une petite condition. Unematrice Ì estorthogonalesi Ì ¸ Ì ��n .
Pourla normeeuclidienne,saconditionvaut 6 car

¬ Ì ¬ ��� 6 et
¬ Ì UV
 ¬ ��� 6 (l’inverseÌ UV
 � Ì ¸

estaussiorthogonale).
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TAB. IV.1: ConditiondematricesdeHilbert etVandermonde

5 2 4 6 8 10 12

� N É �\O 4"� 4 ���gj 6 2 � 4 ���Ij 6 2\Í G ���Ij 6 2 
 | G � � j 6 2 
 f G ���Ij 6 2 
�Î� N Ê ��O � � ���gj 6 2 � G � � j 6 2 � 4 ���Ij 6 2 Î 6 ����j 6 2�Ï 6 ��2Ij 6 2 
 |

Concernantl’interpolationavecdesfonctionssplines,nousavonsrencontŕe la matrice(voir le
paragrapheII.10, caséquidistant)

( � 6Ð
� 66 � 66 . . . . . .. . . . . .

5 (3.10)

Le facteur 6 J Ð n’influencepas � N ( O . Posonsalors
Ð � 6 . Avec la formule (3.5), on vérifie

facilementque
¬ ( ¬�¹ �Ñ� . Pourestimer

¬ ( UV
 ¬�¹
, écrivons

(
sousla forme

( �Ñ� N n���Ò�O où n
estl’identité et Ò contientle reste.On voit que

¬ Ò ¬�¹ � 6 J 4 . En exprimant
( UV


parunesérie
géoḿetrique,onobtient

¬ ( UV
 ¬�¹ � 6� 6 � ¬ Ò ¬�¹ � ¬ Ò ¬ � ¹ � ¬ Ò ¬
f ¹ ���&��� � 64 �

Parconśequent,� ¹ÓN ( O � G indépendammentdela dimensiondusyst̀eme.

IV.4 La stabilit é d’un algorithme

Le but deceparagrapheestd’étudierl’influencedeserreursd’arrondisur le résultatpourl’ élimi-
nationde Gauss.Commenc¸onspar la définition de la stabilité d’un algorithmeet avecquelques
exemplessimples.

Un algorithmepourrésoudrele probl̀eme� N 
[O estunesuited’opérationśelémentairesÔ 
������&� ,Ô � (addition,soustraction,multiplication, division, évaluationd’une racine,d’une fonction élé-
mentaire,�&��� ) telleque � N 
[O�� Ô � N Ô ��UV
 N �&��� Ô � N Ô 
 N 
[O$O��&����OhO�� (4.1)

En géńeral,il existebeaucoupd’algorithmesdifférentspourrésoudrele mêmeprobl̀eme� N 
[O .
L’amplificationdel’erreur, en faisantl’opération Ô � , estdécritepar la condition � N Ô ��O (voir la

définitiondansle paragrapheIV.2). L’estimation

� N � O � � N Ô 
$O[j � N Ô ��O[jd�����"j � N Ô �\O�� (4.2)

estuneconśequencesimpledela définitiondela conditiond’un probl̀eme.

Définition 4.1 Un algorithmeestnuḿeriquementstable(au sensde“forward analysis”) si

� N Ô 
$O[j � N Ô ��O[jd������j � N Ô �\O � Constj � N � O (4.3)

où Constn’estpastropgrand(par exemple, Const �*Õ N 5 O ).
La formule(4.3)exprimele fait quel’influencedeserreursd’arrondidurantle calculde � N 
[O

n’estpasbeaucoupplusgrandequel’influenced’erreursdanslesdonńees(qui sontinévitables).
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Exemple4.2 Soit 
�� 6 2 � et consid́eronsle probl̀emedecalculer 6 J N 
 N 6 �T
[O$O . Examinonsles
deuxalgorithmessuivants:

a) 
 Ö× 


½� 6

×
Ö 
 N 
½� 6 O ; Q 6
 N 
t� 6 O .

Toutescesopérationssonttrèsbienconditionńees(voir le paragrapheIV.3). Ainsi, cetalgorithme
estnumériquementstable.

b) 
 Ö× 6 J 

t� 6 ; Q 6 J N 
t� 6 O
×
Ö

6
 ; 6
t� 6 �
6
 N 
½� 6 O .

Danscetalgorithme,seuleslestroispremìeresopérationssontbienconditionńees.La soustraction,
à la fin, esttrèsmal conditionńeecar 6 J 
 { 6 J N 
z� 6 O . Ainsi, cetalgorithmeestnumériquement
instable.

La vérification,si un algorithme(non-trivial) est stable(au sensde “forward analysis”),est
souvent trèscomplexe et difficile. Pourcetteraison,Wilkinson (1961,J.Ass.Comp.Mach.8) a
introduit uneautredéfinitiondela stabilitéd’un algorithme.

Définition 4.3 Un algorithmepour résoudre le problème� N 
[O estnuḿeriquementstable(ausens
de “backward analysis”) si le résultatnuḿerique

Ä
peutêtre interprét́e commeun résultatexact

pourdesdonńeesperturb́ees
 (c.-à-d.,
Ä � � N 
iO ) et si� 
�� ; 
�� �� 
�� � � Constj eps (4.4)

où Const n’estpastropgrandet eps estla précisiondel’ordinateur.

Remarque. Pourl’ étudedecettestabilité, il nefautpasconnâıtre la conditionduprobl̀eme.

Exemple4.4 Consid́eronsle probl̀emedecalculerle produitscalaire
�
ij&
��k�b
 f j�
�� . On utilise
l’algorithme N 
�
��h
��!�h
 f �'
��!O Ö× 
�
ij&
��


 f j&
��
×
Ö 
�
[j&
����R
 f j&
���� (4.5)

Le résultatnumérique(sousl’influencedeserreursd’arrondi)est


�
 N 6 ����
$O[j&
�� N 6 �����!O N 6 �RØ�
$O���
 f N 6 ��� f O[j&
�� N 6 �����!O N 6 �bØ���O N 6 ��Ø f O
où
� ��� � � � Ød� � � eps. Cerésultatestégalà 
�
ij 
��%� 
 f j 
�� si l’on pose


�
x��
�
 N 6 ���P
hO N 6 ��ØV
$O�� 
 f ��
 f N 6 ��� f O N 6 �RØ"��O$�
��g��
�� N 6 ������O N 6 ��Ø f O�� 
�����
�� N 6 �����!O N 6 �RØ f O$�
Ainsi, (4.4)estvérifiépourConst � 4 (onnégligelesproduits�_�	jHØd� ). Enconśequence,l’algorithme
(4.5)esttoujoursnumériquementstable(ausensde“backwardanalysis”).

Cet exemplemontrebien qu’un algorithmepeut être stable,mêmesi le probl̀emeest mal
conditionńe. Ainsi, il faut bien distinguerles notions“stabilité numérique” et “condition d’un
probl̀eme”.

La stabilit édel’ élimination deGauss.Soitdonńeeunematrice
(

( ,.-'/ (�0�B2 ) ayantla décompo-
sition

( �Da X (on supposequelespermutationsnécessairessontdéjà effectúees).En appliquant
l’ éliminationde Gauss,nousobtenonsdeuxmatricesa et

X
, qui repŕesententla décomposition

exactede la matrice
( W�� a�j X . Pour montrerla stabilité numérique(au sensde “backward

analysis”)del’ éliminationdeGauss,onabesoindetrouveruneestimationdela forme
� ����� ; ����� � �� ����� � j Const j eps. En touscas,il fautestimerla différence����� ; ����� .
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Théorème4.5(Wilkinson) Soit
(

unematriceinversibleet a ,
X

le résultatnuḿeriquedel’ élimination
deGauss(avecrecherchedepivot,c.-à-d.

� 7 ��� � � 6 pour tout : � § ). Alors,� ����� ; ����� � � 4 jd��j ¤�Å�Æ N :i;M6 � § O�j eps (4.6)

où �o� ¤¯¥�¦ �8c �	c Ù � �l? Ù!@�H� � .
Démonstration. Lorsdela Ú èmeétapedel’ éliminationdeGauss,oncalcule��? Ù!@��� àpartirde ��? Ù!UV
�@��� .
Si l’on prendenconsid́erationleserreursd’arrondi,on obtient

� ? Ù!@��� � N � ? Ù!UV
�@��� ; 7 ��Ù�j � ? Ù!UV
�@Ù�� j N 6 ���_�H��Ù�O$O N 6 ��Ød�H��Ù�O� ��? Ù!UV
�@��� ; 7 ��Ù�j ��? Ù!UV
�@Ù�� �RÛ[����Ù (4.7)

où (ennégligeantlestermesÕ N eps
� O )� Û[�H��Ù � � � ��? Ù�@��� � j � Ød����Ù � � � 7 ��Ù � j � ��? Ù!UV
�@Ù�� � j � �_����Ù � � 4 jd�gj eps� (4.8)

Par définition de
(

, on a ������� ÜÞÝµß�? �Ëc ��@Ù!]V
 7 ��Ù�j Z Ù��g� ÜÞÝµß!? �Ëc �$@Ù!]V
 7 ��ÙIj ��? Ù!UV
�@Ù�� et, enutilisant la formule
(4.7),onobtientpour :�¨E§

�����y� �Ù!]V
 N ��?
Ù!UV
�@��� ; ��? Ù!@��� �RÛ[����Ù�Ox�*�������

�
Ù!]V
 Û[����Ù (4.9a)

car �l? ��@�H� �B2 danscettesituation.Pour: � § , ona

�����y� �8UV
Ù!]V
 N ��?
Ù!UV
�@��� ; ��? Ù!@��� ��Û�����Ù!O�� 7 ����j ��? �8UV
�@��� �*������� ��UV
Ù!]V
 Û[����Ù (4.9b)

car
7 �H�Þ� 6 . Lesformules(4.9)ensembleavecl’estimation(4.8)démontrentl’estimation(4.6).

Conśequence. L’ éliminationdeGausseststable(ausensde“backwardanalysis”)si le quotient

¤�¥#¦�Ëc �	c Ù � � ? Ù!@�H� � ¤¯¥�¦�Ëc � � ����� � (4.10)

n’est pastrop grand. En fait, il existe desmatricespathologiquespour lesquellesce quotient
atteint 4 �"UV
 , où 5 estla dimensionde la matrice

(
(voir exercice12). Mais heureusementcette

constanteestengéńeralbeaucouppluspetite.Pourillustrer ceci,ensuivantuneidéedeTrefethen
& Schreiber(1990,SIAM J.Matrix Anal.Appl.11) nousavonspris un grandnombredematrices
dedimensionsallantde 4 à 4 � dont les élémentssontdesnombresaléatoiresdans  £;t6 � 6#¢ . Nous
avons dessińe dansla figure IV.2 le quotient(4.10) en fonction de la dimensionde la matrice
(chaquepoint repŕesentela moyennede G 2 échantillons).En échelledoublementlogarithmique,le
résultatsemblemyst́erieusementdevenirunedroite.

100 101

4
G
�

5

quotient(4.10)

FIG. IV.2: Stabilit́e numériquedel’ éliminationdeGauss
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IV.5 L’algorithme deCholesky

Etudionsl’ éliminationdeGausspourle casimportantoù(
estsyḿetrique(

( ¸ � ( ) et(
estdéfiniepositive(
 ¸ ( 
 ¨ 2 pour 
 0�B2 ).

Le théor̀emesuivantmontreque,danscettesituationparticulìere,il n’estpasnécessaired’effectuer
unerecherchedepivot.

Théorème5.1 Soit
(

unematricesyḿetriqueet définiepositive.
a) L’ éliminationdeGaussestfaisablesansrecherchedepivot.
b) La décomposition

( �*a X satisfait

X � à½a ¸ avec àá� ,.Å�¥"â N Z 
�
��������#� Z �&�dO$� (5.1)

Démonstration. a) On a ��
�
y� � ¸ 
 ( � 
 ¨ 2 (avec � 
y� N 6 �&2d�&�������&2"O ¸ ) car la matrice
(

estdéfinie
positive. Alors, onpeutchoisir ��
�
 commepivot dansla premìereétapedel’ éliminationdeGauss.
Cecidonne ( � ��
�
 � ¸� ã ; Q ( ? 
�@ � �l
�
 � ¸2 ã ? 
�@ (5.2)

où Y#? 
�@��� �B�A�H� ; ���8
��
�
 j"��
�� pour : � § � 4 �������#� 5 , cequi estéquivalentà

ã ? 
�@ � ã ; 6�l
�
 jd��jd� ¸ � (5.3)

La matrice ã ? 
�@ estsymétrique(trivial). Montronsqu’elle estaussidéfinie positive. Pourceci,
nousprenonsun

Ä ±mn X �"UV
 , ÄR0�B2 . Il fautmontrerque
Ä ¸ ã ? 
�@ Ä ¨ 2 . La partitionde(5.2)et le fait

que
(

soit définiepositive impliquent

N 
�
�� Ä ¸ O ��
�
 � ¸� ã 
�
Ä �B�l
�
�
 � 
 � 4 
�
ij Ä ¸ �g� Ä ¸ ã Ä ¨ 2d� (5.4)

En posant
�
x� ; Ä ¸ � J ��
�
 dans(5.4),on obtientde(5.3)que

Ä ¸ ã ? 
�@ Ä � Ä ¸ ã Ä ; 6��
�
 N Ä ¸ �dO � ¨ 2d�
Par récurrence,on voit quela deuxìemeet aussilesautresétapesde l’ éliminationdeGausssont
faisablessansrecherchedepivot.

b) La formule(5.1)estuneconśequencedel’unicit édel’ éliminationdeGausspourdesmatri-
cesinversibles.En effet, on peutécrire

X �äà a ¸ et on obtient
( � ( ¸ � X ¸ a ¸ � a N à½a ¸ O ,

d’où a��*a .
Pourmontrerl’unicit é de l’ éliminationde Gauss,supposons

( �åa X � a X et consid́erons
l’identité a UV
 a�� X�X UV
 . Le produitdedeuxmatricestriangulairesinférieuresresteunematrice
triangulaireinférieure;demêmepourlesmatricestriangulairessuṕerieures.Commeleséléments
dela diagonalede a UV
 a sonttouségauxà 6 , on a

a UV
 ab� X�X UV
 �*n�� (5.5)

cequi impliquel’unicit édel’ éliminationdeGauss.
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La décomposition ( �*axà½a ¸ (5.6)

s’appelledécompositionrationnellede Cholesky1. Comme
Z �H� ¨ 2 (

(
estdéfinie positive), on

peutconsid́ererla racine à 
�·_� � ,.Å¿¥�â Nçæ Z 
�
h�������#� æ Z �#��O , et la décomposition(5.6) devient
( �N axà 
�·_� O N à 
�·_� a ¸ O¯� N axà 
�·_� O N axà 
�·_� O ¸ . Par abus de notation,en écrivant a pour axà 
�·_� , nous

obtenonsla décompositiondeCholesky

( � axa ¸ où ab�
7 
�
 2
...

. . .7 ��
 ���&� 7 �#�
� (5.7)

Unecomparaisondescoefficientsdansl’identité
( � axa ¸ donnepour

: � Ú W ��Ù�Ù�� 7 � Ù�
 � 7 � Ù$� �������è� 7 � Ù�Ù
:�¨*Ú W ����Ù�� 7 �8
 7 Ù!
Þ���&���è� 7 �8c Ù!UV
 7 Ù�c Ù!UV
é� 7 �HÙ 7 Ù�Ù

et onendéduitl’algorithmesuivant:

Algorithme deCholesky.
for Ú W¿� 6 to 5 do7 Ù�Ù�W�� N ��Ù�Ù ; Ù!UV
�$]V
 7 � Ù�� O 
�·_� ;

for : W�� Ú � 6 to 5 do7 ��Ù�W�� N �A�HÙ ; Ù!UV
�$]V
 7 ��� 7 Ù��PO J 7 Ù�Ù .
Le coût decetalgorithme. Ennégligeantles 5 racines,le nombred’opérationsnécessairesest�

Ù!]V
 N 5L;êÚ O[j Ú
{ �
| N 5L; 
[Oç
 } 
)� 5

f
� �

Cecicorrespond̀a la moitié ducoût dela décompositionLR.
Pour résoudrele syst̀eme

( 
Ñ�«� , on calculed’abord la décompositionde Cholesky (5.7).
Puis,on résoudsuccessivementles deuxsyst̀emesaxY)�ë� et a ¸ 
D�ëY , dont les matricessont
triangulaires.

Commepourl’ éliminationdeGauss,on peutétudierla stabilitédel’algorithmedeCholesky.

Théorème5.2 Soit
(

unematricesyḿetriqueet définiepositive. Notons
( � a²j a ¸ , où a estla

matricetriangulaireobtenuepar l’algorithmedeCholesky. Alors,

� ����� ; ����� � � � | j ¤�Å�Æ N : � § O[j eps (5.8)

où � | � ¤�¥#¦ �8c � � ����� � � ¤�¥#¦ � � �A�H� � .
Cerésultatdémontrequel’algorithmedeCholesky esttoujoursnumériquementstable.Il n’est

doncpasnécessairedefaireunerecherchedepivot, si
(

estsymétriqueet définiepositive.

1Le “CommandantCholesky” (1875–1918)entraà l’ ÉcolePolytechniquèa l’ âgede vingt anset en sortit dans
l’arme de l’Artillerie. Affect́e à la Sectionde Géod́esiedu Servicegéographique,en juin 1905,il s’y fit remarquer
de suite par une intelligencehors ligne, une grandefacilité pour les travaux math́ematiques,un esprit chercheur,
desidéesoriginales,parfoismêmeparadoxales,mais toujoursempreintesd’une grandeélévation de sentimentset
qu’il soutenaitavecuneextrêmechaleur. (...) Cholesky abordaceproblèmeenapportantdanssessolutions,... une
originalité marqúee. Il imaginapour la résolutiondeséquationsdeconditionpar la méthodedesmoindrescarŕesun
proćed́edecalcultrèsingénieux... (copíeduBulletin géod́esiqueNo. 1, 1922).
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IV.6 Syst̀emessurdéterminés– méthodedesmoindrescarr és

Consid́eronsun syst̀emed’équationslinéaires��
�
�
�
ì�ä�l
���
��t�í�����9�í��
��A
����B��

�!��
�
�
ì�ä������
��t�í�����9�í�!�	�A
����B���

...
...

...
...� ³ 
�
�
���� ³ �+
��%���&���è��� ³ �A
����B� ³

(6.1)

où ª Á 5 (matriciellement:
( 
�� � avec 
�±în X � et �R±Fn X ³ ;

(
est unematrice ª �m5 ).

Evidemment,le syst̀eme(6.1) neposs̀ede,engéńeral,pasdesolution. L’id éeestdechercherun
vecteur
 tel que ¬ ( 
 ; � ¬ ��Q ¤�Å¿Æ (6.2)

pour la normeeuclidienne.Une justificationprobabilistede cetteconditionseradonńeedansle
paragrapheIV.8. Le nom“méthodedesmoindrescarŕes” indiquele choix dela normedans(6.2)
(la sommedescarŕesdeserreursdoit êtreminimale).

Théorème6.1 Soit
(

unematriceªï�L5 (avecª Á 5 ) et soit ��±bn X ³ . Levecteur
 estsolution
de(6.2)si et seulementsi ( ¸ ( 
)� ( ¸ �+� (6.3)

Leséquationsdusyst̀eme(6.3)s’appellent“ équationsnormales”.

Démonstration. Lesminimadela fonctionquadratique

Ô N 
[O%W�� ¬ ( 
 ; � ¬ � � N ( 
 ; �PO ¸ N ( 
 ; �PO%�E
 ¸ ( ¸ ( 
 ;�4 
 ¸ ( ¸ ����� ¸ �
sontdonńespar 2ð� Ô v N 
[Ox� 4 N 
 ¸ ( ¸ ( ; � ¸ ( O .
Interprétationgéoḿetrique. L’ensembleñ ��ò ( 
 � 
�±�n X ��ó estun sous-espacelinéairede n X ³ .
Pourun �²±ín Xk³ arbitraire, 
 est unesolutionde (6.2) si et seulementsi

( 
 est la projection
orthogonalede � sur ñ . Ceci signifie que

( 
 ; ��ô (gÈ pour tout
È ±án X � . On en déduit que( ¸ N ( 
 ; �PO��C2 et onaainsiétabliunedeuxìemedémonstrationde(6.3).

Exemple6.2 Pourétudierle phénom̀enedela thermo-́electricit́e,onfait l’expériencesuivante.On
soudeun fil decuivre avecun fil deconstantandemanìereà obtenirunebouclefermée.Un point
desoudureestmaintenùatemṕeraturefixe(õ | { 4 �dö C), alorsquel’on fait varierla temṕeratureõ
del’autre. CecigéǹereunetensionÌ , laquelleestmesuŕeeenfonctionde õ (voir le tableauIV.2
et la figureIV.3). Lesdonńeesdu tableauIV.2 sontprisesdu livredeP.R.Bevington2.

On supposequecettedépendanceobéit à la loi

Ì � �g��� õ ��Y õ � (6.4)

et on cherchèa déterminerlesparam̀etres�\��� et Y . Lesdonńeesdu tableauIV.2 nousconduisent
ausyst̀emesurd́etermińe (5 � G , ª � 4V6 )

Ì �[�*�g��� õ �V��Y õ �� � : � 6 �&�����&� 4�6 � (6.5)

En résolvant les équationsnormales(6.3) pourceprobl̀eme,on obtient �z� ; 2d�����"� , ���÷2d��2 G � 4
et YÓ�í2d� � �"�Kj 6 2 U�� . Aveccesparam̀etres,la fonction (6.4) estdessińeedansla figure IV.3. On
observeunetrèsbonneconcordanceaveclesdonńees.

Remarque. Leséquationsnormales(6.3) poss̀edenttoujoursaumoinsunesolution(la projection
sur ñ existetoujours).La matrice

( ¸ (
estsymétriqueetnon-ńegative(
 ¸ ( ¸ ( 
)� ¬ ( 
 ¬ � Á*2 ).

2P.R. Bevington(1969):Data reductionanderror analysisfor thephysicalsciences. McGraw-Hill.
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TAB. IV.2: Tensionsmesuŕeesenfonctiondela temṕeratureø
: õ ö� C Ì � : õ ö� C Ì � : õ ö� C Ì �
6 2 ; 2"���"� � G � 2d��� 4 6 � � 2 6 ���"�4 � ; 2"���"� � ��2 2d��� 6 6 � � � 4 � 6 2G 6 2 ; 2"� � G 6 2 � � 2d��� 4 6#� �"2 4 � G�6� 6 � ; 2"� G � 6"6 � 2 6 ��2 G 6 � � � 4 � � �� 4 2 ; 2"� 6 � 6#4 ��� 6 � 4"4 6 � �"2 4 � � �� 4 � 2d��2 4 6#G ��2 6 ��� � 4 2 � � G ��2"2� G 2 2d� 4 2 6 � � � 6 ���"� 4�6 6 2"2 G � 4"4

0 50 100

0

1

2

3

õ

Ì

õ | õ

FIG. IV.3: Tensionenfonctiondela temṕeratureet sch́emadel’expérience

Elle estdéfiniepositivesi lescolonnesde
(

sontlinéairementindépendantes(
( 
 0�*2 pour 
 0�*2 ).

Danscettesituation,on peutappliquerl’algorithmede Cholesky pour résoudrele syst̀eme(6.3).
Mais, souvent, il est préférablede calculerla solution directementde (6.2) sanspasserpar les
équationsnormales(6.3).

IV.7 DécompositionQR d’une matrice

Dansl’ éliminationdeGauss,on a multiplié l’ équation
( 
��~� par la matricetriangulairea[�"UV
ùj�����lj.a��Ij.a%
 . De cettemanìere,on a réduit le probl̀emeoriginal à

X 
��äY où
X

estunematrice
triangulairesuṕerieure.Malheureusement,la multiplicationde

( 
 ; � avec a[� neconservepasla
normedu vecteur.

Pourrésoudre(6.2),nouscherchonsunematriceorthogonale© telle que

© ¸ N ( 
 ; �+Ox� X 
 ; Yy�
X v2 
 ; Y vY v v (7.1)

où
X v (unematricecarŕeede dimension5 ) est triangulairesuṕerieureet

N Y v ��Y v v O ¸ estla partition
de YK� © ¸ � telle que Y v ±ên X � et Y v v ±ên X�³ U"� . Commele produitparunematriceorthogonalene
changepasla normedu vecteur, on a¬ ( 
 ; � ¬ �� � ¬ © ¸ N ( 
 ; �PO ¬ �� � ¬&X 
 ; Y ¬ �� � ¬&X v 
 ; Y v ¬ �� � ¬ Y v v ¬ �� � (7.2)

On obtientalorsla solutionde(6.2)enrésolvantle syst̀emeX v 
u�*Y v � (7.3)
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Le probl̀emeconsisteà calculerunematriceorthogonale© (c.-à-d., © ¸ © �ïn ) et unematrice
triangulairesuṕerieure

X
tellesque © ¸ ( � X oudefaçon équivalente

( � © X � (7.4)

Cettefactorisations’appellela “décompositionQR” dela matrice
(

. Pourarriver à cebut, onpeut
seservirdesrotationsdeGivens(voir exercice11duchapitreV) oudesréflexionsdeHouseholder.

Réflexionsde Householder(1958).Unematricedela forme

É �*n ;�4&ú�ú ¸ où ú ¸ ú � 6 (7.5)

a lespropríet́essuivantes:û É estuneréflexion à l’hyper-plan ò&
 � ú ¸ 
u�B2 ó
car É 
)��
 ;bú j N 4#ú ¸ 
[O et É 
t�R
�ô ú .û É estsymétrique.û É estorthogonale,car

ú
É 





É ¸ É � N n ;�4#ú�ú ¸ O ¸ N n ;�4&ú�ú ¸ O9� n ; � ú�ú ¸ ��� ú�ú ¸ ú�ú ¸ � n\�
En multipliant

(
avecdesmatricesdeHouseholder, nousallonsessayerdetransformer

(
enune

matricedeformetriangulaire.

L’algorithme de Householder- Businger - Golub. Dansunepremìere étape, on chercheune
matrice É 
9�*n ;�4#ú 
 ú ¸ 
 (ú 
%±bn X�³ et ú ¸ 
 ú 
9� 6 ) telle que

É 
 ( �
Â 
 � j!j!j �2 � j!j!j �
...

...
...2 � j!j!j �
� (7.6)

Si l’on dénotepar
( 
 la premìerecolonnede

(
, il fautque É 
 ( 
y� Â 
 � 
�� N�Â 
��&2d�&�������&2"O ¸ et on

obtient
�¡Â 
 � � ¬ É 
 ( 
 ¬ �g� ¬ ( 
 ¬ � . La formeparticulìerede É 
 impliqueque

É 
 ( 
%� ( 
 ;�4&ú 
�j ú ¸ 
 ( 
x� Â 
 � 
��
L’expressionú ¸ 
 ( 
 estun scalaire.Parconśequent,

ú 
x�Bã�j&ü.
 où ü.
%� ( 
 ; Â 
 � 
 (7.7)

et la constanteã estdétermińeepar
¬ ú 
 ¬ �K� 6 . Commeon a encorela liberté dechoisir le signe

de
Â 
 , posons Â 
9� ; sign

N �l
�
$O[j ¬ ( 
 ¬ � (7.8)

pouréviterunesoustractionmal conditionńeedansle calculde ü.
%� ( 
 ; Â 
 � 
 .
Calcul de É 
 ( . Notonspar

( � et
N É 
 ( O_� les § èmescolonnesde

(
et É 
 ( respectivement.Alors,

on a N É 
 ( O_��� ( � ;�4&ú 
 ú ¸ 
 ( �y� ( � ;�ý j&ü ¸ 
 ( �ùj#ü.
 où ý � 4ü ¸ 
 ü.
 � (7.9)

Le facteurý peutêtrecalcuĺe à l’aide de

ý UV
 � ü
¸ 
 ü.

4 � 64

( ¸ 
 ( 
 ;�4 Â 
$��
�
�� Â � 
 � ; Â 
 N ��
�
 ; Â 
hO$� (7.10)
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Dansunedeuxìemeétape, on appliquela proćedurepréćedenteà la sous-matricede dimensionN ªþ;Ñ6 O � N 5²;á6 O de (7.6). Cecidonneun vecteur ÿú �t±*n X ³ UV
 et unematricede HouseholderÿÉ ���3n ;14Vÿú � ÿú ¸� . En posantú �R� N 2d� ÿú �&O ¸ , unemultiplication de (7.6) par la matrice É ���n ;�4#ú � ú ¸� donne

É � É 
 ( � É �
Â 
 � j!j!j �2
... ã2

�
Â 
 � j!j!j �2
... ÿÉ �!ã2

�
Â 
 � � j!j!j �2 Â � � j!j!j �2 2 � j!j!j �W W W W2 2 � j!j!j �

�

Encontinuantcetteproćedure,onobtientapr̀es5 étapes(apr̀es5�;�6 étapessi ª � 5 ) unematrice
triangulaire

É ��jd�&����j É � É 

© ¸

( � X � X v2 �

Cecidonnela décomposition(7.4)avec © ¸ � É ��j������"j É � É 
 .
Coût de la décompositionQR. La premìereétapeexige le calculde

Â 
 parla formule(7.8)(
{ ª

opérations),le calculde 4 J ü ¸ 
 üV
 par la formule(7.10)(travail négligeable)et le calculde
N É 
 ( O��

pour § � 4 �������#� 5 parla formule(7.9)(
{ N 5q;�6 O�j 4 j ª opérations).En tout,cetteétapenécessite

environ 4&ªz5 opérations.Pourla décompositionQR,on aalorsbesoinde4 N 5 � � N 5L;M6 O � �������è� 6 O { 4&5 f J G opérationssi ª � 5 (matricecarŕee);4&ª N 5 � N 5L;M6 O��������è� 6 O { ªz5 � opérationssi ª�� 5 .
En comparantencorece travail avec celui de la résolutiondeséquationsnormales(

{ ªz5 � J 4
opérationspour le calcul de

( ¸ (
et
{ 5 f J � opérationspour la décompositionde Cholesky de( ¸ (

), on voit quela décompositionQRcoûteaupire le double.

Remarque. Si les colonnesde la matrice
(

sont linéairementindépendantes,tous les
Â � sont

nonnulset l’algorithmedeHouseholder–Businger–Golubestapplicable.Unepetitemodification
(échangedescolonnesde

(
) permetdetraiteraussile casgéńeral.

Concernantla programmation,il estimportantdenecalculerni lesmatricesÉ � , ni la matrice© . On retientsimplementlesvaleurs
Â � et lesvecteursü�� (pour : � 6 �����&�#� 5 ) qui contiennentdéjà

toutesles informationsnécessairespour la décomposition.Commepour l’ éliminationdeGauss,
on écrit deuxsous-programmes.DECQRfournit la décompositionQR de la matrice

(
(c.-à-d.

les
Â � , ü"� et la matrice

X
). Le sous-programmeSOLQRcalcule © ¸ � et la solutiondu syst̀eme

triangulaire
X v 
T�áY v (voir (7.3)). Le calculde © ¸ ��� É �ðj�������j É � É 
h� sefait avecuneformule

analoguèa (7.9).

Exemple7.1 Si les colonnesde
(

sont “presque” linéairementdépendantes,la résolutiondu
probl̀eme(6.2) à l’aide de la décompositionQR est préférableà celle deséquationsnormales.
Consid́erons,parexemple,

( � 6 6� 22 � � �y� 622
où � estunepetiteconstante,disons� � ¾ eps. Avecun calculexact,onobtient

( ¸ ( � 6 ��� � 66 6 ��� � �
( ¸ �k� 66
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et la solutionestdonńeepar


�
x��
��g� 6
4 ��� � �

6
4 ��Õ

N � � O��
Un calculenvirguleflottantefait disparâıtre le � � dans

( ¸ (
etcettematricedevientsingulìere.On

n’obtientpasdesolution.
Par contre,l’algorithmedeHouseholder–Businger–Golubdonne(ennégligeant� � ) Â 
�� ;t6 ,ü.
x� N 4 �����#2"O ¸ , �&��� et à la fin

X � ;t6 ;q62 æ 4 jd�2 2 � © ¸ �k� ;q6� J æ 4; � J æ 4
�

La résolutionde(7.3)donneunebonneapproximationdela solutionexacte.

IV.8 Etude de l’err eur de la méthodedesmoindrescarr és

Commec’estle casdansl’exempledu paragrapheIV.6, nouscherchonslesparam̀etres
�
��������#�h
��
d’uneloi �

�$]V
 Y'� N�� O"
��y�B� (8.1)

qui relie lesvariables
�

et � (lesfonctions Yh� N�� O sontdonńees,p. ex. Yh� N�� Oy� � �$UV
 ). Supposonsque
pourplusieursvaleursde

�
(disons

� 
��&������� � ³ , ª��ï5 ) l’on puissemesurerlesquantit́es ��
��������#��� ³ .
On obtientainsile syst̀emesurd́etermińe�

��]V
 �����	
��y�B�	�_� : � 6 ��������� ª (8.2)

où ������� Y'� N�� ��O . En pratique,les �	� sont desmesureslég̀erementerrońeeset il est naturelde
les consid́erercommedesvaleursplus ou moinsaléatoires.L’ étudede l’erreur de la solution 
 ,
obtenueparlaméthodedesmoindrescarŕes,sefait alorsdanslecadredela théoriedesprobabilit́es.

Rappel sur la théoriedesprobabilit és
Consid́eronsdesvariablesaléatoires � (dites“continues”)qui sontsṕecifiéespar unefonction
dedensit́e Ô Wùn X Q n X , c.-à-d., la probabilit́e de l’ événementquela valeurde � setrouve dans
l’intervalle   ���&�+O estdonńeepar

` N � � � ¾B�POx�
¼
� Ô N 
[O

} 
 (8.3)

avec Ô N 
[O%Á*2 pour 
u±mn X et
¹U ¹ Ô N 
[O } 
)� 6 .

On appelleesṕerance(math́ematique)dela variablealéatoire� le nombreréel

Û	��� ñ N � O9�
¹
U ¹ 
 Ô N 
[O } 
i� (8.4)

et variancela valeur

s �� � Var
N � O9�

¹
U ¹ N 
 ; Û	��O � Ô N 
[O } 
)�

¹
U ¹ 
 � Ô N 
[O } 
 ; Û � � � (8.5)
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Exemple8.1 Si unevariablealéatoiresatisfait (8.3)avec(voir la figureIV.4)

Ô N 
[O%� 6æ 4�
 j s j -'¦
� ;
6
4

 ; Û
s
�

(8.6)

alorson dit quela variablealéatoiresatisfait la loi normaleou la loi deGauss– Laplacequel’on
symbolisepar Ò N Û9� s � O . On vérifie facilementque Û est l’espéranceet s � la variancede cette
variablealéatoire.

La loi normaleestparmilesplusimportantesenprobabilit́es.Uneraisonestdueau“théor̀eme
dela limite centrale”qui impliquequelesobservationspourla plupartdesexpériencesphysiques
obéissent̀acetteloi.

���
%

Û Û�� sÛ ;�s ÛL� 4dsÛ ;�4ds
FIG. IV.4: Fonctiondedensit́e pourla loi normale

Rappelonsaussique 5 variablesaléatoires� 
��&������� � � sontindépendantessi, pour tout �������	� ,
on a ` N ��� � � �[¾C�'��� : � 6 ���&���&� 5 O9�

�
�8]V
 ` N ��� � � �[¾*�	�çO�� (8.7)

Lemme8.2 Soient � et � deuxvariablesaléatoires indépendantesaveccommefonctionsde
densit́e Ô N 
[O et � N Ä O respectivementetsoient

Â � ý ±mn X avec
Â 0�*2 . Alors, lesvariablesaléatoiresÂ � � ý et � � � poss̀edentlesfonctionsdedensit́e

6�¡Ây� Ô 
 ;býÂ et
N Ô = � O N È Ox�

¹
U ¹ Ô N È ; Ä O � N Ä O } Ä � (8.8)

Leuresṕerancemath́ematiqueest

ñ N�Â � � ý O9� Â ñ N � Oé� ý � ñ N � � � Ox� ñ N � O�� ñ N � O (8.9)

et leur variancesatisfait

Var
N�Â � � ý O9� Â � Var

N � O�� Var
N � � � Ox� Var

N � O�� Var
N � O�� (8.10)

Démonstration. La fonctiondedensit́epourla variablealéatoire
Â � � ý découlede(pour

Â ¨ 2 )
` N � � Â � � ý ¾*�POx� ` � ;býÂ � � ¾ � ;�ýÂ � ? ¼	U��"@£·��

? � U��"@£·�� Ô
N 
[O } 
)� ¼

�
Â UV
 Ô

� ;býÂ } � �
Lespropríet́es(8.9)et (8.10)pour

Â � � ý ensontuneconśequencedirecte.
Comme� et � sontsuppośeesindépendantes,on obtient(enposant

È �E
t� Ä )
` N � � � � � ¾*�PO%� ��� ® ^ Ã�� ¼ Ô N 
[O � N Ä O

} 
 } Ä � ¼
�
¹
U ¹ Ô N È ; Ä O � N Ä O } Ä } È
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et on trouve la fonctiondedensit́epour � � � . Un calculdirectdonne

ñ N � � � Ox�
¹
U ¹ È

¹
U ¹ Ô N È ; Ä O � N Ä O } Ä } È �

¹
U ¹

¹
U ¹ N 
Ó� Ä O Ô N 
[O � N Ä O } Ä } 
)� ñ N � OV� ñ N � O

et,defaçon similaire,on obtient

Var
N � � � Ox�

¹
U ¹ È �

¹
U ¹ Ô N È ; Ä O � N Ä O } Ä } È ; Û � �y^��

�
¹
U ¹

¹
U ¹ N 
½� Ä O � Ô N 
[O � N Ä O } Ä } 
 ; N Û��b��Û	�ùO � � Var

N � OÞ� Var
N � O$�

Remarque. Si � et � sontdeuxvariablesaléatoiresindépendantesqui obéissent̀a la loi normale,
lesvariablesaléatoires

Â � � ý et � � � obéissentaussià cetteloi (exercice16).

Revenonsmaintenantauprobl̀eme(8.2). Pourpouvoir estimerl’erreur du résultatnumérique
 , faisonsleshypoth̀esessuivantes:

H1: La valeur �	� estla réalisationd’uneépreuve pourunevariablealéatoireºy� . On supposeque
les ºk� soientindépendanteset qu’ellesobéissent̀a la loi deGauss–Laplaceavec ý � comme
esṕeranceet s �� commevariance(les ý � sontinconnus,maisles s �� sontsuppośesconnus).

H2: Le syst̀emesurd́etermińe (8.2) poss̀edeunesolutionuniquesi l’on remplaceles �'� par les
nombresý � , c.-à-d.qu’il existeun vecteur� ±Tn X � tel que

( � � ý où ý � N ý 
��&������� ý ³ O ¸ .
Moti vation de la méthodedesmoindrescarr és. Par l’hypothèseH1, la probabilit́e que ºy� soit
dansl’intervalle   �	�_���	�.� } �	��O avec

} �	� (infinitésimalement)petit est

` N �	� � ºy�[¾*�	��� } �'�çO { 6æ 4�
 j s � j -'¦
� ;
6
4
�	� ;bý �
s �

� j } �	���
Commeles ºy� sontindépendants,la formule(8.7) impliqueque

` N �'� � ºy�[¾*�	�.� } �	�_� : � 6 ��������� ª O {
³
�8]V
 6æ 4�
 j s � j -'¦
� ;

6
4
�	� ;bý �
s �

� j } �	� (8.11)

� ã�j -'¦
� ; 64
³
�8]V

�'� ;bý �
s �

� �*ã�j -'¦
� ; 64
³
�8]V

�'� ; ���]V
 ����� � �

s �
� �

Selonuneidéede Gauss(1812), la “meilleure” réponse
�� pour les � � (inconnus)estcelle pour
laquellela probabilit́e (8.11)estmaximale(“maximumlikelihood”). Alors, on calcule
�
��������#�h
��
defaçon à ceque ³

�8]V

�	�
s � ;

�
�$]V

�����
s � j#
��

� Q ¤�Å�Æ � (8.12)

Si l’on remplace�'� J s � par �	� et ����� J s � par ����� , lacondition(8.12)estéquivalentèa(6.2).Parla suite,
noussupposeronsquecettenormalisationsoit déjà effectúee(donc, s ��� 6 pour : � 6 ���&���#� 5 ).

Estimation de l’err eur
La solution de (8.12) est donńee par 
F� N ( ¸ ( O UV
 ( ¸ � . La solution théoriquesatisfait � �N ( ¸ ( O UV
 ( ¸ ý . Alors,


 ;�� � N ( ¸ ( O UV
 ( ¸ N � ;bý O ou 
�� ;�� ���
³
�$]V
 Â ��� N �	� ;bý �PO

où
Â ��� estl’ élément(: � § ) dela matrice

N ( ¸ ( O UV
 ( ¸ . L’id éeestdeconsid́ererla valeur 
�� comme
la réalisationd’unevariablealéatoire� � définiepar

� �Þ�
³
�$]V
 Â ����ºy� ou � � ;�� �[�

³
��]V
 Â ��� N ºy� ;�ý �+O�� (8.13)
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Théorème8.3 Soientº�
$�������#��º ³ desvariablesaléatoiresindépendantesavecý � commeesṕerance
et s �[� 6 commevariance. Alors, la variablealéatoire � � , définiepar (8.13),satisfait

ñ N � ��Ox� � � et Var
N � �çO9� �_��� (8.14)

où �_��� estle : èmeélémentdela diagonalede
N ( ¸ ( O UV
 .

Remarque. Lesautreśelémentsde
N ( ¸ ( O UV
 sontlescovariancesde � � et � � .

Démonstration. La formule (8.9) donne ñ N � ��O)� � � . Pour calculer la variancede � � , nous
utilisonsle fait queVar

N ºy�çOx� 6 et la formule(8.10).Cecidonneavec � ��� N 2d�����&�&�&2d� 6 �&2d���&���+�&2"O ¸
ques �� � �

³
�$]V
 Â
���� � ¬ � ¸� N ( ¸ ( O UV
 ( ¸ ¬ �� � � ¸� N ( ¸ ( O UV
 ( ¸ ( N ( ¸ ( O UV
 � ��� � ¸� N ( ¸ ( O UV
 � �[�B�_���_�

Exemple8.4 Pourl’expériencesur la thermo-́electricit́e (voir le paragrapheIV.6), on a suppośe
queles mesures�	� ont ét́e faitesavecuneprécisioncorrespondant̀a s ���ä2d��2 6 . Pourle syst̀eme
surd́etermińe (on écrit 
�
��h
��!�'
 f pour �\���+��Y et �	� pour Ì � )

6
s � j&
�
[�

õ �
s � j#
��%�

õ ��
s � j#


f � �	�s � � : � 6 �������#� 4�6
la matrice

N ( ¸ ( O UV
 devient

N ( ¸ ( O UV
 � 2"� G � ��j 6 2 U�� ; 2d� 6#G �Ij 6 2 U"! 2d� 6"6#G j 6 2 U Í; 2d� 6�G �Ij 6 2 U"! 2d� � � � j 6 2 U Í ; 2d� ��6#G j 6 2 U"#2"� 6"6�G j 6 2 U Í ; 2d� ��6#G j 6 2 U"# 2d� ��6#G j 6 2 UV
�
 (8.15)

et onobtient

s ��$��*2d���"2�j 6 2 U�� � s �&%9�B2"� 4 �Ij 6 2 U f � s �('x�B2d� 4�� j 6 2 U"! �
Ceciimpliquequ’avecuneprobabilit́ede � ��) , la solutionexacte(si elleexiste)satisfait

�ð� ; 2d�����"�Ie�2d��2 6#4 � �k�B2d��2 G � 4 e�2d��2�2"2"�d� Yy�B2d� � �"��j 6 2 U�� e�2d��2 � ��j 6 2 U�� �
Testdeconfiancedu modèle
Etudionsencoresi les donńees

N�� �_���	�çO sontcompatiblesavec la loi (8.1). Ceci revient à justifier
l’hypothèseH2.

En utilisantla décomposition© X dela matrice
(

, le probl̀emesurd́etermińe
( 
S�1� setrans-

formeen(voir (7.1)) X v2 
²� Y vY	v v où
Y vY	v v � © ¸ �+� (8.16)

La grandeurde
¬ Y v v ¬ �� estunemesuredela qualit́edu résultatnumérique.Théoriquement,si l’on aý à la placede � et � à la placede 
 , cettevaleurestnulle.

Notonsles élémentsde la matrice © par * ��� . Alors, les élémentsdu vecteur Y>� © ¸ � sont
donńespar Yh��� ³��]V
 * �����	� etceuxduvecteurY'v v satisfontaussiY'��� ³�$]V
 * ��� N �	� ;uý �PO . Il estalors
natureldeconsid́ererlesvariablesaléatoires

ã9��� ³�$]V
 * ��� N ºy� ;bý �PO$� : � 5 � 6 ��������� ª � (8.17)

Le but estd’étudierla fonctiondedensit́ede
³�8]"�"^V
 ã �� .
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Lemme8.5 Soientº�
$�����&�&��º ³ desvariablesaléatoiresindépendantessatisfaisantla loi normaleÒ N ý �_� 6 O . Alors, lesvariablesaléatoires ã9�"^V
$�&�����&�&ã ³ , définiespar (8.17),sontindépendanteset
satisfontaussila loi normaleavec

ñ N ã9��O9�B2d� Var
N ã9��Ox� 6 � (8.18)

Démonstration. Pourvoir queles ã9� sontindépendants,calculonsla probabilit́e
` N ��� � ã9�g¾�	�_� : � 5 � 6 �&������� ª O . Notonspar + l’ensemble+ � ò Ä ±Tn X ³ � ��� � Ä �[¾ �	�_� : � 5 � 6 ���&���&� ª ó

et par ã et º lesvecteurs
N ã�
$�����&�&��ã ³ O ¸ et

N º�
��������#��º ³ O ¸ . Alors, on a` N ��� � ã9��¾*�	��� : � 5 � 6 �������#� ª O9� ` N ã*± + O9� ` N © ¸ N º ;Rý O%± + O
� ` N º ;bý ± © N + O$O (a)� , ?.- @

6N æ 4/
 O ³ -'¦
� ;
6
4
³
�8]V
 Ä
�� } Ä 
.����� } Ä ³ (8.19)

(b)�
-

6N æ 4�
 O ³ -'¦
� ;
6
4
³
�8]V
 È
�� } È 
V����� } È ³ � ³

�8]"�"^V

¼0�
� � 6æ 4/
 -'¦
� ;

È ��
4
} È ���

L’identité (a) estuneconśequencede l’ind épendancedes ºy� et (b) découlede la transformationÄ � © È , car ,.-'/�© � 6 et � Ä �� � � È �� (la matrice © estorthogonale).En utilisant + �x�÷ò Ä ±n X ³ � �A� � Ä ��¾*�	� ó , on déduitdela mêmemanìereque

` N ��� � ã9�[¾B�	��O9� ` N ãB± + ��Ox�*�&���.�
¼0�
� � 6æ 4�
 -'¦
� ;

È ��
4
} È ��� (8.20)

Unecomparaisonde(8.19)avec(8.20)démontrel’ind épendancede ã9��^V
$�������#��ã ³ (voir ladéfinition
(8.7)). Le fait queles ã9� satisfontla loi normaleÒ N 2d� 6 O estuneconśequencede(8.20).

Théorème8.6(Pearson) Soient� 
$�����&�&� � � desvariablesaléatoiresindépendantesqui obéissent
à la loi normale Ò N 2d� 6 O . Alors, la fonctiondedensit́edela variablealéatoire

� �
 � � �� �������è� � �� (8.21)

estdonńeepar (voir figure IV.5)

Ô � N 
[O%� 6
4 �&·_� j�1 N 5 J 4 O j&


�#·_��UV
 j � U ® ·_� (8.22)

pour 
 ¨ 2 et par Ô � N 
[Ox�*2 pour 
 � 2 (“loi de 2 � à 5 degrésdeliberté”). L’esṕerancedecette
variablealéatoirevaut 5 etsavariance4&5 .

0 10 20 30 40

.1

.2

� � %5 � 6 �
5 � G

5 �*�

FIG. IV.5: Fonctiondedensit́e (8.22)

Démonstration. Consid́eronsd’abordle cas5 � 6 . Pour 2 � ��¾C� , ona` N � � � �
 ¾*�POx� ` N æ � � � 
x¾ æ ��O�� ` N ; æ ��Á � 
 ¨*; æ �+O
� 4

3 ¼
3 � 6æ 4�
 j �

U ® % ·_� } 
)� ¼
� 6æ 4�
 j �

U�4 ·_� j } �æ � �
cequi démontre(8.22)pour 5 � 6 car 1 N 6 J 4 Où� æ 
 .
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Pourle casgéńeral,nousproćedonspar récurrence.Nousutilisonsle résultatdu Lemme8.2
qui affirmequela fonctiondedensit́ede � �
 �q�����ç� � ��"^V
 estla convolutiondecellede � �
 �q������� � ��
aveccellede � ���^V
 . Le calcul

N Ô ��= Ô 
$O N 
[Ox� 6æ 4 j�1 N 6 J 4 O�j 4 �#·_� j51 N 5 J 4 O
®
| N 
 ; � O UV
�·_� � U ? ® U�4Ë@£·_� � �&·_��UV
 � U�4 ·_� } �

� � U ® ·_�æ 4 j�1 N 6 J 4 O�j 4 �#·_� j51 N 5 J 4 O
®
| N 
 ; � O UV
�·_� � �&·_��UV
 } �

� 
 ? �"^V
�@£·_��UV
 � U ® ·_�æ 4 j�1 N 6 J 4 O�j 4 �#·_� j51 N 5 J 4 O


| N 6x;76 O 
�·_� 6 �&·_��UV
 } 6 � Ô ��^V
 N 
[O

nouspermetdeconclure.

Pourlesvariablesaléatoiresã9� de(8.17),cethéor̀ememontreque³
�8]"�"^V
 ã

�� (8.23)

estunevariablealéatoireayantcommefonctiondedensit́e Ô ³ U"� N 
[O (on rappellequ’apr̀esnormal-
isation,ona s ��� 6 pourlesvariablesaléatoiresºy� ).

Appliquonsce résultatà l’exempledu paragrapheIV.6 (voir la formulation(8.12)). Dansce
cas,on a

¬ Y v v ¬ �� � 4 � � 4 et ªä;b5 � 6 � degrésdeliberté. La figureIV.5 montrequecettevaleurde¬ Y	v v ¬ �� estsuffisammentpetitepourêtreprobable.
Si l’on avait travaillé avecle mod̀eleplussimple

Ì � �g��� õ (8.24)

(à la placede(6.4)) on auraittrouvé
¬ Y v v ¬ �� � � 4 �d� G et ªF;�5 � 6 � . Cettevaleuresttrop grande

pour êtreprobable. La conclusionestque,pour les donńeesdu tableauIV.2, la loi (8.24) est à
rejetersurla basedecesmesures.

IV.9 Exercices

1. Pourcalculerl’inversed’unematricedontla dimension8 esttrèsgrande,il existeun algorithmequi
exigeenviron 8

f
opérations.Donnercetalgorithme.

2. Supposonsque la décomposition9 : de la matrice ; est à disposition. Pour <>=@?A=CB desvecteurs
donńes,trouver unalgorithmeefficacepourrésoudrele syst̀eme

D ;FEG<H? ¸	IKJGL B
qui utilise uniquementla résolutiondessyst̀emes; UV
 B et ; UV
 < . Cetalgorithmeestconnusousla
formuledeSherman- Morrison- Woodbury.
Indication.Calculerd’aborduneformulepour ? ¸ J .

3. Consid́eronsle probl̀emedecalculerle produitscalaire

M J =@NPO L
�
��]V
 J � N �RQ

Quelleestsacondition?
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4. Soit ; unematrice8TSVU à coefficientsréels.Montrerque

W ; W 
 L W ; ¸ W ¹ et
W ; W � L W ; ¸ W �XQ

5. Consid́eronsunematrice-bandeavecunelargeurinférieureY"Z et unelargeursuṕerieureY5[ (c’est-̀a-
dire, \ �H� L^]

si _	`badceY5Z et si af`b_gceY5[ ). Montrerquelesmatrices9 et : de la décomposition9 : avec et sansla recherchede pivot ont aussiune structurede bande. Pour le castridiagonal,Y5Z L Y [ Lih
, donnerleslargeursdesbandesapparaissantsdanslesdécompositionsetestimerle coût

enopérationsdesalgorithmes.

6. Pourrésoudrele syst̀emelinéaire �
��]V
�j
��UV
� J � L B � = _ Lkh = QCQCQ =@8 (9.1)

(matricedu typeVandermonde),dériver unalgorithmequi nécessiteseulementl D 8 � I opérations.

Indications.

(a) Le syst̀eme(9.1)estéquivalentà�
��]V
 Y D j � IKJ � L B D Y I pour deg YVmT8n` h =

où B D Y I	L ��$]V
po � B � et Y D _ I	L ��$]V
Ho � _ ��UV
 .
(b) Choisirpout Y DKq I lesélémentsdela base

h = q ` j 
 = DKq ` j 
 I DKq ` j � I = DKq ` j 
 I DKq ` j � I DKq ` j f I = QCQCQ
7. (a) Pourla matrice

; L h ]
` h rr h

calculer
W ; W 
 , W ; W � et

W ; W ¹ .

(b) Démontrerquepourdesmatricessymétriquesnousavonstoujours
W ; W � m W ; W 
 .

8. Lesvaleursdela suite B Ù LFsCt"u D�v �	· f ` D�v ` hwI �	· f I peuventêtrecalcuĺeesparlesformules:

B Ù LFsCt"u D�v �	· f ` D�v ` hwI �	· f I =
B Ù LFsCt"u D�v �	· f I�xpsCt"u DyD�v ` hwI �	· f I�I =
B Ù LFsCt"u D�D�zwv ` hwI�x D�v �	· f E D�v{D�v ` hwI�I �	· f E D�v ` hwI �	· f I�I Q

Calculerà l’aide d’unecalculatricela valeurpour
v Lihw]w]w]w]w]

(le résultatestB 
 |�|�|�|�| Lih Q ]wh|rwr~}w}w�w}|r z r z h�]w�w]��w��}w��� z �wh��w�w}�]w] ) etpour
v

grand,quelleformuleestpréférablepour
un calculenvirguleflottante?

9. Lesracinesdu polynôme
J � ` z Y J `�� Li]

peuventêtrecalcuĺeespar

� 
 L Y�E Y � E���= � � L Y�` Y � E�� Q
Montrerquepour YGc ]

(grand)et ��c ]
(trèspetit) cetalgorithmeestnumériquementinstable.A

l’aide dela relation
� 
 � � L `f� , trouver un algorithmequi estnumériquementstable.
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10. Soientdonńes
J 
 = J � = QCQCQ = J � . Uneestimationdela variancepeutêtrecalcuĺeeparchacunedesdeux

formulessuivantes:

� � L h
8n` h

�
��]V
 J
� � `�8P� � � � L h

8n` h
�
�8]V
 J � `G�

�

où � L 
� ��8]V
 J � estl’espérance.Quelleformuleestla plusstable?

a)Appliquerlesdeuxalgorithmes̀a l’exemple8 L z
,
J 
 Li�w]w]wh

,
J � Li�w]w]w�

et simulerun calculen
virguleflottanteavec

r
chiffres.

b) Etudierl’influence deserreursd’arrondi pour les deuxalgorithmes,si 8 L z
maisque

J 
 et
J �

sontarbitraires.

11. a)Calculerla décompositiondeCholesky ; L 9(9 ¸ pourla matricedeHilbert

; L h
_
EGag` h �Ëc �$]V
	cµ´µ´µ´ c � = 8 Li� = } = � = h z = hw� Q

b) Comparerle résultatnumériqueaveclesvaleursexactes

� ��Ù L�� zwv ` h�� D aX` hwI���� D ag` hwI��D aX` v I���� D agE v ` hwI�� Q (9.2)

Combiendechiffressontexacts?

c) Si 9 dénotele résultatnumérique,calculerle résidu ;F` 9 9 ¸ .
Calculeraussile résidu;F`�9(9 ¸ pourla matrice 9 , donńeepar(9.2).

12. Pourunematrice ; L D \ �H� I notonspar
D \ ? Ù!@��� I lesmatricesdesétapesinterḿediairesdel’ élimination

deGauss.Montrerqu’avecunerecherchedepivot partielle,ona

��� t�Ëc �	c Ù�� \ ? Ù!@��� � m z ��UV
 � ��� t�8c � � \ ��� � Q (9.3)

Pourla matricesuivante,on a égalit́e dansla formule(9.3):

; L
h h

` h h h
` h ` h h h
...

...
...

...` h ` h ` h QCQCQ ` h h
Q

13. Soit ; unematriceà U ligneset 8 colonnes(U��F8 ). Ondéfinit pourlesmatricesnon-carŕees,

� D ; I	��L ��� t��� ®���� ]V
 ��� ; J ��� x ���  ��� Ã/��� ]V
 ��� ; N ��� Q
Pourla normeEuclidienne,montrerque � � D ; ¸ ; I	L D � � D ; I�I � .
Indication.Transformerla matricesymétrique ; ¸ ; sousformediagonale

� 
 � � � � QCQCQ � � � � ]
etmontrerque �¡� t­�®�­ % ]V
 W ; J W �� L � 
 = �¡�  ­�®�­ % ]V
 W ; J W �� L � � Q

14. Voici quelquesvaleurspourla densit́e ¢ del’eauenfonctiondesatemṕeratureø .

ø^£ ö¥¤�¦ ] � hw] hw� z ]
¢ D ø I ] Q �w�w�w�w}w� ] Q �w�w�w�w� z ] Q �w�w�w� z � ] Q �w�w�wh z } ] Q �w�w� z � z
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(a) Approchercesvaleursparunpolynômededegré 2 (méthodedesmoindrescarŕes).

(b) Pourquellevaleurde ø , la densit́e est-ellemaximaleet quelleestcettevaleurmaximale?

Indication.Si vouspréférezcalculeravecdesnombrespluspetits,faitesla transformation
J§L ø xw� ,¨ D ø I�Lih `�¢ D ø I .

15. Soit ; unematriceinversiblededimension8 . Montrerquela décomposition©f: (où © estorthogo-
naleet : triangulairesuṕerieure)estunique,si l’on supposequeª ��� c ]

pour _ Lih = QCQCQ =@8 .

16. Soient « et ¬ deux variablesaléatoiresindépendantesobéissantà la loi normale ­ D � 
 = � 
 I et­ D � � = � � I respectivement. Montrer que ®¯«°E�± (pour ®²c ]
) et «°E³¬ obéissentaussià cette

loi.

17. Soit « unevariablealéatoirequi obéit à la loi ´ � avec 8 degrésde liberté (c.-à-d.,
¨ � D J>I de(8.22)

estsafonctiondedensit́e). Montrerque

µ D « I	L 8 et Var
D « I(L z 8 Q

18. Effectuerune étudecompl̀etede l’erreur du mod̀ele trouv́e à l’exercice14. Pourcela, trouver les
écartstypesdescoefficientsdupolynômeeteffectuerun testdeconfiancedumod̀ele.
Indication.

W j v v W
� L W ; J `�B W � .

19. Lesélémentsdela diagonalede ¤ L D ; ¸ ; I UV
 jouentun rôle importantpour l’ étudedel’erreur de
la méthodedesmoindrescarŕes.Supposonsquenousavonsàdispositionla décomposition©f: dela
matrice ; .

(a) Démontrerque ¤ L D : ¸ : I UV
 .
(b) Trouver un algorithmepour calculerla diagonalede ¤ en 8

f xw}
opérations( 8 = nombrede

colonnesde ; ; 1 opération= 1 multiplication+ 1 addition).


