Chapitre IV
Sysemesd’Equations Lin eaires

Consiceronsun syseémed’équationdinéaires(a;;, b; donres)

a1171 + a12%2 + ...+ a1, T, = by

A21T1 + A22x2 + ... + QonTy = bg

(0.1)

Ap1T1 + Apalo + ... + AppTy = bn
etcherchonsasolutionz, ..., z,. Tressouwent,il estcommoded’utiliser la notationmatricielle
Ax =b. (0.2)

Rappelongjuele syseme(0.2) posdeunesolutionuniquesi et seulemensi det A # 0.
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IVV.1 Elimination de Gauss

L’ éliminationdite “de Gauss”a ét pratiqueependantdessieclessansgrandtam-tam,notamment
par Newton et par Lagrange(en 1781 danssescalculsastronomiques)Toutefois,Gaussayantle
soucide prouverl’existencedessolutionspour sonprincipiumnostrumdesmoindrescartes (voir
noticeshistoriquesdu coursd’Algébre Linéaire, p. 17) décrit'algorithmeexplicitement

Soit donre le syseme(0.1) et supposongjuedet A # 0. Sia;; # 0, on peutéliminerla
variabler; dansleséquation an al’aide del’ équationt, c.-a-d.,oncalcule

Uiy = dit pour i=2,...,n (1.1)
an
etonremplacdalignei par
lignei — /¢;; « lignel.

De cettemankre,on obtientle sysemeéquialent

agll)xl + a%)xg + ...+ a&)xn = bgl)

a%):vg +...+ a&)xn = bgl)

(1.2)
agg)xg + ...+ agr)bscn = bg)
ou @ @
ayi = ay;, a;; = a;; — liaq; )
o v W, o pour i =2,...,n (1.3)
bl == bl, bz - b7 - gilbl

(siay; = 0, onéchangeda premereligne de (0.1) avecuneautreligne pourarriveraa;; # 0; ceci
esttoujourspossiblecardet A # 0).

Le syseme(1.2) contientun sous-systmede dimensionn — 1 sur lequel on peut répéter
la procedurepour éliminer z, dansles équations3 a n. On multiplie la ligne 2 de (1.2) par
U = a3 /aSy) etonlasoustraitdela lignei. Aprésn — 1 étapes

(A,b) — (AW pD) — (AP p3) = (AP p=Dy — (R, ¢)
on obtientun sysémetriangulaire
1121 + 71222 + ... + T1pTyp = C1

T22$2+...+T2n$n202

(1.4)
. , . L T'nnTn = Cp
gui serésoudfacilementpar“back substitution”
Tp = Cn/Tnn, z; = (¢; — Z TiiT;)/Tii pour i=n-—1,...,1. (1.5)
j=i+1
Théoremel.1l Soitdet A # 0. L’éliminationde Gaussdonne
PA=LR (1.6)
ou P estunematricede permutationet
1 T11 12 ce T1in
14 1 r R
e : R= G (1.7)
gnl s Kn,nfl 1 T'nn

Laformule(1.6) s’appelledecompositiorLR (left - right) dela matrice A.
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Remagque Lescolonnesetleslignesd’'une matricede permutation” sontdesvecteuraunité. On
adet P = £1. Un exempleest

0 1 0 ligne 1 ligne 2
P=11 0 0], P | ligne2 | = | lignel
0 0 1 ligne 3 ligne 3

Démonstation. Supposongjuetoutesles permutationsiécessairesoientdéja faitesavant que

I'on commencd’ éliminationdesvariables(par abus de notation,nousécrivons A aulieu de PA
danscettedémonstration)En utilisantlesmatrices

1 1
—ly; 1 0 1
Li=|—la 0 1 , Ly=10 —ln 1 y e (1.8)
—lp 0 ... 0 1 0 =l ... 0 1

le premierpasdel’ éliminationde Gaussorrespon@unemultiplicationde A avec L, le deuxeme
avec L,, etc.,

LA=AV  L,AD —A®@ [ Am2) _ p-D) _ p
Par congquent,
R=(Lylys-...oL1)-A et A=(LyiLys-... L) R,

Il restea montrerquela matrice L de (1.7) estégalea (L, 1L, - -...- L;)~'. Pourceci,nous
appliguonda mémeprocedureala matriceL. La multiplicationde L avec L, éliminelesélements
dela premirecolonneen-dessoudela diagonale puisla multiplicationavec L, élimine ceuxde
la deuxemecolonne etc. Finalementpn obtient(L,,_1L,—o - ...~ Ly) - L = I =identite, cequ'’il
fallait démontrer a

Calcul du déterminant d’une matrice. La formule (1.6) implique quedet P - det A = det L -
det R. Commedet P = (—1)“, ou ¢ estle nombrede permutationglansl’ éliminationde Gauss,
on obtient

det A= (=17 -ri1-... Ton. (1.9)

Résolutionde sysemedin éaires.Enpratique onrencontresouentla situationou il fautrésoudre
unesuitedesysemedinéairesdxr = b, Ax’ = V', Ax” = V", etc.,pos€dantousla mémematrice.
Tressouwent,onconnat &’ seulemenapmesla résolutiondu premiersyseme.

C’estla raisonpourlaquelleon écrit, engéréral,le programmepour!’ €liminationde Gaussen
deuxsous-programmes

DEC - calculerla déecompositiorLR (voir (1.6)) dela matrice;

SOL — résoudrele syseme Az = b. D’abord on calculele vecteurc (voir (1.4)), défini par
Le = Pb, puisonrésoude sysemetriangulaireRx = c.

Pour le probleme ci-dessuson appelleune fois le sous-programm®EC et puis, pour chaque
sysemelinéaire le sous-programmsoOL.
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Codt del élimination de Gauss.Pourle passagele A 2 A, onabesoinde

n —1 divisions(voir (1.1))etde

(n — 1)% multiplicationset additions(voir (1.3)).
Le calculde A® nécessiter — 2 divisionset (n — 2)? multiplicationset additions etc. Commele
travail di auxdivisionsestici négligeablele colit total dela décompositiorLR s’éleve a erviron

n 3
(n—1)2+(n—2)2+...+22+12z/0 x2d$:% opérations

(opération= multiplication+ addition).

Le calcul de b nécessiten — 1 opérations(voir (1.3)). Par congquent,on obtientc avec
~(n—1)+...+2+ 1 ~n?/2 opérations.Similairement]a résolutiondu syseme(1.4) sefait
enn?/2 opérations.

En résung, 'appel au sous-programm®EC nécessitexr n? /3 opérations,tandisque SOL a
seulemenbesoinde ~ n? opérations(sur desordinateurssériels). A titre de comparaison|a
formule habituellepourle déterminant’unematricen x n contientn! ~ n™/e™ termes.

V.2 Le choix du pivot

Dans!’ élimination de Gauss,il faut au dehut choisir une équation(avec a;; # 0; cet élement
s’appelle‘le pivot”) al'aide delaquelleon éliminex; danslesautresequationsLe choix de cette
equation(choix du pivot) peut-ilinfluencera précisiondu résultanumérique,si I'on fait le calcul
surordinateurenvirguleflottante?

Exemple2.1(Forsythe) Consiceronsle syseme

1.00-107%-2; + 1.00-z9 = 1.00

(2.1)
1.00-z; 4+ 1.00- 29 = 2.00
avecpoursolutionexacte
1 0.9998
= ——— =1.00010001... = ———— =10.99989998.. . .. 2.2
10,9999 ’ 27 0.9999 (2:2)

Appliguonsl’ éliminationde Gausset simulonsun calculenvirguleflottanteavec 3 chiffressigni-
ficatifs (enbasel ).

a) Sil'on prenda;; = 1.00 - 10~ commepivot, on obtiently;, = ay;/a;; = 1.00 - 10*, a%) =

1.00 — 1.00 - 10* = —1.00 - 10* etb{" = 2.00 — 1.00 - 10* = —1.00 - 10*. Par congquent,
2o = bV /al) = 1.00 (exacte!),maispour z; nousobtenons

x1 = (by — a1972) /a1 = (1.00 — 1.00 * 1.00)/(1.00 - 10~*) = 0.

Le résultatnumérigue,obtenupour z;, estfaux.

b) Sil'on échangdesdeuxéquationgle(2.1),le pivot est1.00 etl’ éliminationde Gausdonne:
ly = 1.00-1074, o) = 1.00—1.00-10~* = 1.00 etd{" = 1.00 —2.00% 1.00- 10~* = 1.00.
De nouweau,onobtientz, = bgl)/aglz) = 1.00. Mais cettefois le résultatpour z; est

T = (bl - algl'g)/an = (200 — 1.00 = 100)/100 = 1.00.

Lesdeuxvaleursnumeériques(pour z, etaussipourx;) sontcorrectes.
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Pour mieux comprendredansquelle partie de I élimination de Gausson a perduune informa-
tion essentielleconsiceronsles sous-proldmes(addition, soustractionmultiplication, division)
sepaémentet étudiondeur “condition”.

Condition d’'un probleme. Consiceronsuneapplication? : IR" — IR, le problemeconsistant
a calculerP(z) pourlesdonreesz = (xy,...,2,). Il estinteressant’étudierl’influence de
perturbationglansz surle résultatP(x).

Définition 2.2 La conditionx d’un problemeP estle pluspetitnombe tel que

|Z; — a4 < eps N |P(@) = P(z)] < Kk-eps (2.3)
P ()]

Ondit quele problemeP estbienconditionré, si x n’estpastrop grand. Sinon,il estmal condi-

tionné.

||

Danscettedéfinition, epsrepesenteun petit nombre. Si epsestla précisionde I'ordinateur
(voir le paragraphdl.5) alors, z; peutétreinterpete commel’'arrondi de z;. Remarquon®n-
corequela conditionx dépenddesdonréesz; et du problemeP, maisqu’elle ne dependpasde
l'algorithmeaveclequelon calculeP(z).

Exemple2.3 (multiplication de deux nombresréels) Soientdonrésles nombresr; et x,, con-
sideronsle problémede calculerP(z;, x2) = x; - z5. Pourlesdeuxvaleursperturl&es

/I\l :1‘1(1+61), ./I'\Q :I2(1+€2), |61| < eps (24)

ona L
X1 +Tg — X1 T2

=(1+e)l4+e)—1=e+e+e-6.
Tl T2

Commeepsestun petit nombre,le produite; - e; estnégligeablepar rapporta |e;| + |ez| eton
obtient

’fl.fg—x1-$g)§2.eps (25)

T -T2
Onadonck = 2 etceproblemeestbienconditionré.

Exemple 2.4 (soustraction) Pourle probleme?P(x1, z5) = x; — x4, uncalculanaloguedonne

‘(53\1 — Tp) — (73 —Iz)‘ _ ’$1€1 —$2€2‘ < 1] + |2o|
]

eps (2.6)

T — T2 T1 — T2

K

Sisignr; = —signe, (cecicorrespondiuneadditionet nonpasaunesoustractionpnarx = 1; le
problemeestbienconditionre.

Par contre,si z; ~ x, la conditionx = (|x;| + |z2|)/|z1 — 22| devienttrésgrandeet on est
confrongaun problemequi estextrememenmal conditionré. Pourmieuxillustrer 'effet decette
grandecondition,consiceronsl’exemplenumérique

_ ! ! ourlequel ~ 2/50
“h TR pouried "

= 100.

(1/50)2
En faisantle calculavec 3 chiffres significatifs (en basel0), on obtientz; = 0.196 - 1071, z, =
0.192- 10"t etz; — 75 = 0.400 - 10~3. Commelesdeuxpremierschiffressontlesmémespourz;
et 7,, la soustractiodesfait dispardtre et on n’a plus qu’un chiffre qui estsignificatif (le résultat
exactestl/(51 - 52) = 0.377 - 10~3). On parled’extinctionde chiffres

X1
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Explication du choix du pivot. Si /,; esttresgrand(ce qui estle casdansla situation(a) de
I'exemplede Forsythe)alors,

1
agll; = a9 — la1a19 = —la1a19 } Ty = Q) ~ ﬁ (2 7)
bg) = by —Vlyby = —lyb a%) (05D)

Cettevaleur obtenuepourx,, estengéréral correcte Mais le calculde x4
T = (b1 - CL129U2)/CL11

nécessitainesoustractiorgui esttresmal conditionreecar a,2, =~ b; et, a causede I'extinction
dechiffres,on perddela précision.
La conclusionde cetteétudeestqu’il fautéviterdes?;; trop grands.

Recherche partielle de pivot. L'idéeestde ne passe contenterd’un pivot qui soit differentde
zéro(aq; # 0), maisd’échangeteséquationgle (0.1) afin quea,; soitle plusgrandélément(en
valeurabsolue)dela premirecolonnede A. De cettemanire,onatoujours|(;;| < 1. Laméme
stragégieestrépeteepourles sous-systmesapparaissardansl’ éliminationde Gauss.

.....

Expériencenumérique. Pourchaquen = 5,6, .. ., 55 nouschoisisson2000 matricesaléatoires
avec coeficients a;; uniformémentdistribuésdans[—1, 1] et dessolutionsz; uniformémentdis-
tribuéesdang—1, 1]. Alors oncalculeendoubleprécisionlesb; pourcettesolutionexacte.Ensuite

101 101 Eerrmax

avecrecherchalepivot

®
o
5
- 3
D
X

1072 1072

1073 1073

1074,
10
10
1077¢ . 1077 .
matricequelconque _ matricequelconque
1078 Y 10
10 20 30 40 50 10 20 30 40 50
10 Eerrmax _ _. 107 Eerrmax
10_2: “sansrecherchalepivot = - 10_2i avecrecherchale pivot
102 1021
10° 104
1075¢ 10—5%
1076 107

matriceorthogonale

10 20 30 40 50

1077

108

matriceorthogonale

10 20 30 40 50

FIG. IV.1: Erreurspour1 million desysemedinéairesdedimensions x5 a55x 55
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on appliquel’algorithme de Gaussunefois sansrecherchele pivot, et unefois avecrecherchele
pivot, ensimpleprécision L'erreur max; |2MUM — 2| de chaquerésultatestrepiesengeparun
petitpointdandesdessinsugerieursdela figurelV.1. Bienquenousnesoyonspassurprisparles
nombreusesgrreurssansrechercheale pivot, quelquescasdemeurentnacceptablea droite; bon
nombrederésultatgestentcependanibons!

Faisonsunedeuxiemeexpérience unematriceaveca;; uniformémentdistribuésdans|—1, 1]
pourj > i estcompktéepara;; = —a;;, pourassureque@ = (I — A)~'(I + A) soit orthog-
onale. Cettematriceestcalcuke en doubleprécision,le restede I'expériencecontinuecomme
auparaant(voir lesrésultatsaaubasdelafigurelV.1). Cettefois-ci il n'y a pasd’exceptiondansla
bonneperformancelel’algorithme de Gaussavecrechercheale pivot. Nousallonsdémontrerces
obsenationsdanslesparagraphesuivantes.

I\VV.3 La condition d’'une matrice

En principe,un problemeavecm donreesetn solutionspos®dem x n coeficientsdécrivantla
sensibilie dela n-emesolutionparrapporta la m-emedonrée. Devantcettemyriadede valeurs,
il estparfoispréférabled’exprimerla conditionpar un seulnombe. Onréussiracelaa l'aide de
normesde vecteursetde matrices(recherchenitiéeparA. Turing 1948).

Rappel sur la norme d’une matrice. Pourunematriceam lignesetn colonnespn définit

A
1A] = max | Az]| — max 1220 (3.1)
llz]|=1 220 ||z||

c.-a-d.,lanormede A estle pluspetitnombre|| A|| qui pos®dela propriete
| Az|| < || Al - ||zl pourtout =z € IR". (3.2)

Evidemment|| A|| dépenddesnormeschoisiedans/k™ et [R™. Il y adessituationsou I'on connat
desformulesexplicitespour || A||. Parexemple,sil’on prendla mémenormedandesdeuxespaces
alors,

pour lzfy =3I, ||, ona

| Al =J.g§3§n(; ja1): (3.3)

pour |zlls = (X2, |#;/*)"?, ona

| Al = \/ plusgrandevaleurproprede AT A; (3.4)
pour ||z|sx = max;=1, . |z;|, ona

[Alloo = max (3" Ja]). (3.5)
j=1

=1,...,

La norme||A| d’une matrice satishit toutesles proprietes d’'une norme. En plus, elle vérifie
| I]| = 1 pourla matriced’identitéet||A - B|| < || Al - || B]|-

Aprescerappelsurla normed’unematrice essayonsd’estimeria conditiondu problemeAx =
b. Pourceci,consiceronsun deuxemesysemelinéaire Az = b avecdesdonreesperturlees

aij = aii(1+e€j), el <ea,

i (3.6)
b =bi(1+¢), lei] < e,
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ou ¢4 et ¢, specifientla précisiondesdonrées(par exemplee, < eps ¢, < epsou epsestla
précisionde I'ordinateur). Les hypotheses(3.6) impliquent (au moins pour les normes|| - ||; et
I 1) que ~ ~

A=Al < ea-[[Al, 16— 0l < e - [|b]]- (3.7)

Notre premierrésultatdonneuneestimationde ||z — z||, ensupposantue(3.7) soit vrai.

Théoréme3.1 Consicronslesdeuxsysemedinéaires Az = b et A7 = b oll A estunematrice
inversible Si(3.7)estveérifieetsi €4 - K(A) < 1, alorsona
|2 -l _ _ w(A)
[zl 1 —ea-r(A)

(a4 +€) (3.8)

ol x(A):= ||A]| - ||[A7Y|. Lenombe k(A) s’appelleconditiondela matrice A.

Déemonstation. De b — b= A% — Az — (A — A)Z + A(Z — ), nousdéduisonsjue

F-x=AT"(=(A- A3+ (b-b)). (3.9)
Maintenantprenonda normede(3.9),utilisonsl’in égaliédutriangle, lesestimationg3.7),||z|| <
|z|| + ||z — z|| et]|b]| = || Az|| < ||A]| - ||=||. Nousobtenonsainsi
17 — 2l < A (ea- 1AL - (lzll + (12 = =]) + e - Al llll).
Cecidonnel’estimation(3.8). O

La formule (3.8) montrequepoure, - k(A) < 1, l'amplification maximalede I'erreur des
donréessurle résultatestde x(A).

Propriétésde x(A). Soit A unematriceinversible Alors,
a) k(A)>1 pourtouteA,
b) k(aA)=r(A) poura #0,
¢) #(A) = max [|Ay]| / min || Az]].

lyll=1 lI=l=1

La propriéte (c) permetd’étendrela définition de x(A) aux matricesde dimensionm x n avec
m # n.

Démonstation. La propriéete (a) estunecongquencealel = ||I]| = [[AA7Y|| < || Al - [|[A71. La
propriet (b) estévidente Pourmontrer(c), nousutilisons
Afl A -1
) = e L L (g 1420 .
w20 ||z 0 [|Azl] - \=#0 2]

Exemplesde matrices ayant une grande condition. Consiceronsles matricesH,, (matricede
Hilbert) et V], (matricede Vandermondegiéfiniespar(c; = j/n)

1 \n N
Hy = (@ +j— 1)i,j=1’ Vi = (Cj )«i,j:l'
Leur conditionpourla norme|| - | estdonréedansle tableauV.1.

Exemplesde matrices ayant une petite condition. Une matricel/ estorthogonalesi U1 U = 1.
Pourla normeeuclidiennesaconditionvaut1 car||U||, = 1 et||U™!||s = 1 (inverseU~! = U*
estaussiorthogonale).
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TAB. IV.1: Conditionde matricesde Hilbert et Vandermonde

2 4 6 8 10 12

n
k(H,) |27 28-10* 2.9-10" 3.4-10" 3.5-10" 3.8-10'
K(V,) | 8 5.6-10° 3.7-10* 24-10° 1.6-10° 1.0-10"

Concernantinterpolationavec desfonctionssplines,nousavonsrenconté la matrice(voir le
paragraphd.10, caséquidistant)

1
b n (3.10)

Le facteurl/h n'influencepasx(A). Posonsalorsh = 1. Avecla formule (3.5), on vérifie
facilementgue || A||., = 6. Pourestimer||A™!|.., écrivons A sousla forme A = 4(I + N) ou [
estl'identité et N contientle reste. On voit que || N||., = 1/2. EnexprimantA~! parunesérie
géonetrique,onobtient

1 1
-1 2 3
147 oo < (1 IVl + INIE + IV + ) < 5

Par congquent..(A) < 3 indépendammerdela dimensiondu syseéme.

V.4 La stabilite d’'un algorithme

Le but de ce paragraphestd’étudierl'influence deserreursd’arrondisurle résultatpour !’ élimi-
nationde Gauss.Commenonspar la définition de la stabilite d’'un algorithmeet avec quelques
exemplessimples.

Un algorithmepourrésoudrde problemeP (z) estunesuited’opérationselémentaireds, . . .,
f» (addition, soustractionmultiplication, division, évaluationd’une racine,d’une fonction élé-
mentaire, . .) telle que

P(x) = fulfa-1(--- fa(fi(2)) .. 2)). (4.1)

Engéréral,il existebeaucoum’algorithmesdifférentspourrésoudrde mémeproblemeP(x).
L'amplificationdel'erreur, enfaisant'’'opérationf;, estdécriteparla conditionx( f;) (voir la
définition dansle paragraphdV.2). L'estimation

K(P) < K(F) - 6(f2) - K fa). (4.2)
estunecongquencesimpledela définition dela conditiond’un probleme.
Définition 4.1 Un algorithmeestnunériquemenstable(au sensde “forwar d analysis”) si
k(f1) - k(f2) - ... - &(fn) < Const k(P) (4.3)
ou Constn’estpastrop grand (par exemple Const= O(n)).

La formule (4.3) exprimele fait quel'influence deserreursd’arrondidurantle calculde P(z)
n'estpasbeaucoupplusgrandequel'influenced’erreursdanslesdonrees(qui sontinévitables).
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Exemple4.2 Soitx = 10 et consiceronsle problemede calculer1/(z(1 + x)). Examinondes
deuxalgorithmessuivants:

/ r N\ 1

Nzl S wetl) — z(x+1)
Toutescesopérationssonttresbien conditionrees(voir le paragraphdV.3). Ainsi, cetalgorithme
estnumériquemenstable.

S 1z NS 1 1
b) x - — = .

N r+1 — 1/(x+1) S o+ 1 z(r+1)
Danscetalgorithme seuledestrois premiresopérationssontbienconditionrees.La soustraction,
alafin, esttresmal conditionréecar1/x ~ 1/(x + 1). Ainsi, cetalgorithmeestnumériquement
instable

a) x

La vérification, si un algorithme(non-trivial) eststable(au sensde “forward analysis”),est
souenttrescomplee et difficile. Pourcetteraison, Wilkinson (1961, J.Ass.Comp.Mach.8) a
introduit uneautredéfinition dela stabilite d’'un algorithme.

Définition 4.3 Un algorithmepourrésoude le problemeP () estnuneriquemenstable(au sens
de“backward analysis”) si le résultatnunériquey peutétre interprétt commeun résultatexact
pour desdonréesperturkeesz (c.-a-d.,y = P(7)) etsi
w < Const- eps (4.4)
Z;

ou Const n'estpastropgrandet eps estla précisiondel’or dinateur

Remagque Pourl’ étudede cettestabilite, il nefautpasconnatre la conditiondu probleme.

Exemple4.4 Consiceronsle problemede calculerle produitscalairer; - x5 + x5 - x4. Onutilise
I'algorithme
/‘ T+ T2 \

(xlth ZU3,$4)
’ N gz,

Le résultainumériqgue(sousl’influence deserreursd’arrondi) est

T1- To + T3+ Ty, (4.5)

(fL’l(l + 61) . .132(1 + 62)(1 + 771) + 333(1 -+ 63) . .134(1 + 64)(1 -+ 772)>(1 + ?73)
ou |¢], |n;| < eps Cerésultatestégalaz, - z, + @5 - 4 Sil'on pose

T=a(l+ea)l+m),  Ty=az3(1+e)(l+n),
fzzl‘g(l‘l‘Eg)(l—l—?’]g), f4:1‘4(1+64)(1+773).

Ainsi, (4.4)estvérifie pourConst= 2 (onnégligelesproduitse; ;). Encongquencelalgorithme
(4.5) esttoujoursnumériguemenstable(au sensde “backward analysis”).

Cet exemple montre bien qu’un algorithmepeut étre stable,mémesi le probleme est mal
conditionré. Ainsi, il faut bien distinguerles notions*“stabilité numérique” et “condition d’un
probleme”.

La stabilitédel’ élimination de Gauss.SoitdonreeunematriceA (det A # 0) ayantla décompo-
sition A = LR (on supposejueles permutationgiecessairesontdéja effectees).En appliquant
I' elimination de GaussnousobtenonsdeuxmatricesL et R, qui repesententa decomposition
exactede la matrice A := L - R. Pour montrerla stabilitt numérique (au sensde “backward
analysis”)del’ éliminationde Gausspnabesoindetrouveruneestimatiordelaforme|a;; —a;;| <

la;;| - Const - eps Entouscas,il fautestimera difference;; — a;;.
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Théoreme4.5 (Wilkinson) SoitA unemat[iceinversibleeti, R lerésultamunreriquedel’ élimination
de Gauss(avecrederchedepivot,c.-a-d. |/;;| < 1 pourtout:, 5). Alors,

|&L, —CL2J| < 2@111111(2— 1,]) - €ps (46)
ol a = max; |al(f)|

Démonstation. Lorsdela kémeétapedel’ éliminationde Gausspn calculeag’?) apartirdeagf_l) :

Sil'on prendenconsicerationleserreursd’arrondi,on obtient

~(k ~(k—1 7 ~(k—1
aly) = (@™ =l -y - (14 €)) (14 )

._ ~ = (4.7)
= aﬁ‘ D By a,ﬁ’} Y i
ol (ennégligeantestermesO(eps))
~(k N ~(k—
izl < 151 - [migel + Gl - @551 - Jesgel < 2-a - eps (4.8)

Par définitionde A, onaa,; — S5 7y, - 7y = St 7y, - a,ﬁ’;‘” et, enutilisantla formule
(4.7),on obtientpouri > j

J J
. (k- ~(k
Gij = Z(az(j - az('j) + Wijk) = i+ > fijk (4.9a)
k=1 k=1

caragj) = ( danscettesituation.Pouri < j, ona

i—1 i—1

~ ~(k—1 ~(k >~ (-1

;=Y (@s Y —al + )+l -al Y = ay + S i (4.9b)
k=1 k=1

carl;; = 1. Lesformules(4.9) ensemblevecl’estimation(4.8) demontrent’estimation(4.6). O
Congquencel’éliminationde Gausseststable(au sensde “backward analysis”)si le quotient
(k) y
I}}ﬁg{\aw |/11%?x|am\ (4.10)

n’'est pastrop grand. En fait, il existe desmatricespathologiquegpour lesquellesce quotient
atteint2” !, ou n estla dimensionde la matrice A (voir exercicel2). Mais heureusemertette
constanteestengénréralbeaucouplus petite. Pourillustrer ceci,ensuivantuneidéede Trefethen
& Schreibe(1990,SIAM J.Matrix Anal. Appl. 11) nousavonspris un grandnombrede matrices
dedimensionsallantde 2 a 24 dontles élementssontdesnombresaléatoiresdans[—1, 1]. Nous
avons dessite dansla figure 1V.2 le quotient(4.10) en fonction de la dimensionde la matrice
(chaquepointrepiésentda moyennede 30 échantillons) En échelledoublementogarithmiqueje
résultatsemblemystrieusementevenir unedroite.

4F  quotient(4.10) xﬁ
P

3r !il!

X
20 ili
X

k
i !
K ‘ n

L |
10° 10t
FIG. IV.2: Stabilitt numériquede!’ éliminationde Gauss
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V.5 L’algorithme de Cholesky

Etudionsl’ éliminationde Gausgpourle casimportantou

A estsynetrique(A” = A) et

A estdéfiniepositive(z? Az > 0 pourz # 0).
Le theéoemesuivantmontreque,danscettesituationparticuliere,il n’estpasnécessaird’effectuer
unerecherchale pivot.

Théoreme5.1 Soit A unematricesynetriqueet définiepositive
a) L’ éliminationde Gaussestfaisablesansrecherchede pivot.
b) La decompositiod = LR satisfait

R=DL" avec D = diag(r11, ..., Tnn)- (5.1)
Démonstation. a)Onaay; = el Ae; > 0 (avece; = (1,0,...,0)1) carla matrice A estdéfinie
positive. Alors, on peutchoisira;; commepivot dansla premereétapedel’ éliminationde Gauss.
Cecidonne . .
_ (a1 a 1 _ (G a
A(a C) . A _(o 0<l>> (5.2)
NECY I ;1 . . aquival s
ouc;;’ = a;; — . -ay; pouri, j = 2,...,n, cequiestéquivalenta
W 1 T
CH=C—-—-a-a. (5.3)
a1

La matriceCM) estsymétrique(trivial). Montronsqgu’elle estaussidéfinie positive. Pourceci,
nousprenonauny € IR"!, y # 0. Il fautmontrerquey” CMy > 0. La partitionde (5.2) etle fait
gue A soit définie positive impliquent

T ( 011 a’ 1 2 T T
(x1,y7) . C y =apr;+2z -y a+y Cy>0. (5.4)

Enposantr; = —y’a/a;; dans(5.4),on obtientde (5.3) que

YOy =y oy — L (e > 0.
an
Par récurrencepn voit quela deuxemeet aussiles autresétapesde I’ éliminationde Gausssont
faisablesansrecherchale pivot.

b) La formule (5.1) estunecongquencealel’'unicité del’ éliminationde Gauspourdesmatri-
cesinversibles.En effet, on peutécrire R = DL” etonobtientA = AT = RTLT = L(DLT),
douL = L.

Pourmontrerl'unicité de I’ éliminationde Gauss supposonsi = LR = LR et consicerons
lidentite L~'L = RR~"'. Le produitde deuxmatricestriangulairesnférieuresesteunematrice
triangulaireinférieure;de mémepourles matricestriangulairessugerieures.Commeles élements
dela diagonalede L—' L sonttouségauxa 1, ona

L 'L=RR'=1, (5.5)

cequiimpliquel’unicité del’ éliminationde Gauss. |
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La décomposition
A=LDL" (5.6)

s'appelledecompositiorrationnellede Cholesk!. Commer; > 0 (A estdéfinie positive), on
peutconsicererla racine D1/2 = diag(\/711 - - -+ /Tnn), €tla décomposition5.6) devient A =
(LDY?)(DY2LT) = (LDY?)(LD"Y?)T. Par akus de notation,en écrivant L. pour LD/, nous
obtenonda decompositiorde Cholesk
611 O
A=LL" ol L= - . (5.7)
gnl “ee gnn

Une comparaisomlescoeficientsdansl’identite A = LL* donnepour

1=k : akk:€i1+gi2++£ik
1>k iy = lirlia + ..+ i1l i1 + Cir Ui

etonendéduitl’algorithme suivant:

Algorithme de Cholesky.
for k:=1tondo
Oy o= (ar — 51 OG5)Y%
fori:=k+ 1tondo
Ui, i = (@i, — Zf;ll Ciilii) ) Crk-
Le colt decetalgorithme En négligeaniesn racines)e nombred’opérationsnécessairesst

3

kzz:l(n—k)-km/ol(n—x)xdxg.

Cecicorrespona la moitié du colt dela decompositiorLR.

Pourrésoudrde syseme Ax = b, on calculed’abordla decompositionde Cholesk (5.7).
Puis, on résoudsuccessiementles deuxsysemesLc = b et L'2 = ¢, dontles matricessont
triangulaires.

Commepourl’ éliminationde Gausspn peutétudierla stabilite del'algorithmede Cholesl.

Théoréme5.2 Soit A unematricesynetriqueet déefiniepositive NotonsA = L - L%, ol L estla
matricetriangulaire obtenuepar I'algorithme de Cholesk. Alors,

|&U — ai]-| <ag- mlll(’t,]) - eps (58)
ou Qp = MmMax; ; |CL7;j| = max; |CL7,Z| O

Cerésultatdéemontrequel’algorithmede Cholesly esttoujoursnumériquemenstable.ll n’est
doncpasnécessairelefaireunerechercheale pivot, si A estsymétriqueet définie positive.

ILe “CommandantCholesk” (1875-1918)entraa I' Ecole Polytechniquea I' agede vingt anset en sortit dans
I'arme deI'Artillerie. Affecté ala Sectionde Géocesiedu Servicegéographiqueenjuin 1905,il s'y fit remarquer
de suite par une intelligencehors ligne, une grandefacilité pour les travaux matrematiquesun esprit chercheur
desidéesoriginales,parfois mémeparadoxalesmais toujoursempreintesd’une grandeélévation de sentimentset
gu'il soutenaiavecuneextrémechaleur (...) Cholesly abordace problemeen apportantdanssessolutions,... une
originalite marqLée. Il imaginapour la résolutiondeséquationse conditionpar la méthodedesmoindrescarésun
procece decalcultresingénieux... (copié du Bulletin geocesiqueNo. 1, 1922).
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V.6 Systmessurdéetermineés—meéthodedesmoindrescarrés

Consiceronsun sysemed’équationdinéaires
1171 + @122 + ... + 1T, = by
a91T1 + ATy + ... + ATy = by
(6.1)
Am1T1 + Q2T + ..o+ ATy, = bm
ou m > n (matriciellement: Az = b avecx € IR" etb € IR™;, A estunematricem x n).
EvidemmentJe syseme(6.1) ne posede,en géréral, pasde solution. L'id éeestde cherchemun

vecteurr tel que
vied |Az — bl — min 6.2)

pour la normeeuclidienne.Une justification probabilistede cette condition seradonrée dansle
paragraphéV.8. Le nom“meéthodedesmoindrescarés” indiquele choix dela normedans(6.2)
(la sommedescarésdeserreursdoit étreminimale).

Théoreme6.1 Soit A unematricem x n (avecm > n) etsoithb € IR™. Le vecteurr estsolution
de(6.2)si etseulemensi
(6-2) AT Az = ATb. (6.3)

Leséquationsdu syseme(6.3) s’appellent* equationsnormales”.
Démonstation. Lesminimadelafonctionquadratique

f(z) :=||Az —b||* = (Az — b)" (Ax — b) = 2" AT Az — 227 ATb + b"b
sontdonréspar0 = f/(z) = 2(z7 AT A — T A). m

Interprétationgéonetrique L'ensemblel = {Ax | x € IR"} estun sous-espacknéairede IR™.
Pourun b € IR™ arbitraire,z estune solutionde (6.2) si et seulemensi Ax estla projection
orthogonalede b sur E. Cecisignifieque Ax — b 1. Az pourtout z € IR". On endéduitque
AT (Az — b) = 0 etonaainsiétabliunedeuxémedémonstratiorde (6.3).

Exemple6.2 Pourétudierle phénonenedelathermoélectricigé, onfait I'expériencesuivante.On

soudeunfil decuivre avecun fil de constantamle manirea obtenirunebouclefermée. Un point

desoudureestmaintenuatemperaturefixe (7 ~ 24°C), alorsquel’on fait varierla temgeraturel’

del'autre. CecigérereunetensionU, laquelleestmesuéeenfonctionde T’ (voir le tableaulV.2

etla figurelV.3). LesdonréesdutableauV.2 sontprisesdu livre de PR. Bevingtor?.
Onsuppose&uecettedependancebéit ala loi

U=a+bT+cT? (6.4)

et on cherchea determineres paranetresa, b etc. Lesdonréesdu tableaulV.2 nousconduisent
ausysemesurcetermire (n = 3, m = 21)

Uy = a+ bT; + 17, i=1,...,2L (6.5)

Enrésohantles équationsnormaleg6.3) pour ce probleme,on obtienta = —0.886, b = 0.0352
etc = 0.598 - 10~%. Aveccesparanetres,la fonction (6.4) estdessige dansla figure IV.3. On
obsene unetresbonneconcordanceveclesdonrees.

Remague Leséquationsnormaleq6.3) posedenttoujoursau moinsunesolution(la projection
sur E existetoujours).La matrice A’ A estsymetriqueetnon-regative (z” AT Az = || Az|* > 0).

2PR. Bevington (1969): Data reductionanderror analysisfor the physicalsciencesMcGraw-Hill.
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TAB. IV.2: Tensiongnesueesenfonctiondela temgeraturel’

i T°C U | i T°C U | i T°C U

1 0 —089] 8 35 042]15 70 1.88
2 5 —069| 9 40 06116 75 210
310 —053|10 45 082]17 80 231
4 15 —034|11 50 1.03|18 8 254
5 20 —0.15[12 55 1.22[19 90 278
6 25 00213 60 14520 95 3.00
7 30 020|14 65 1.68|21 100 3.22

| T |
0 50 100
FIG. IV.3: Tensionenfonctiondela temperatureet scremadel'expérience

Elle estdéfiniepositive silescolonnegsie A sontlinéairemenindépendante§Az # 0 pourz # 0).
Danscettesituation,on peutappliquerl’algorithme de Cholesk/ pourrésoudrde syseme(6.3).
Mais, souwent, il estpréférablede calculerla solution directementde (6.2) sanspasserpar les
équationsiormaleg6.3).

V.7 DeécompositionQR d’'une matrice

Dansl’ éliminationde Gausson a multiplié I' équationAx = b parla matricetriangulaireL,,_; -

- Ly - L;. De cettemankere,on aréduitle problemeoriginala Rx = ¢ ou R estunematrice
trlangulalresuperleure Malheureusemenlta multiplicationde Ax — b avec L; neconsere pasla
normedu vecteur

Pourrésoudrd6.2), nouscherchonsinematriceorthogonald) telle que

QT(Ax—b):Rx—c:(}g>x—<cc,/,> (7.1)

ol R' (unematricecarée de dimensionn) esttriangulairesugerieureet (¢, )1 estla partition
dec = QTbtellequecd € IR" etc” € IR™ ™. Commele produitparunematriceorthogonalene
changepasla normedu vecteurona

[Az = b]|3 = Q" (Az = )| = || Rz — 3 = [|R'z — ¢'[[3 + || ¢"[I3- (7.2)
Onobtientalorsla solutionde (6.2) enrésohantle syseme

Rxr=~¢. (7.3)
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Le problemeconsistea calculerune matrice orthogonaleR (c.-a-d., Q¥'Q = I) et une matrice
triangulairesugerieurer tellesqueQ” A = R oudefagon équivalente

A=QR. (7.4)
Cettefactorisatiors’appellela “décompositiorQR” dela matrice A. Pourarriveracebut, on peut

seservirdesrotationsde Givens(voir exercicell duchapitreV) oudesréflexionsdeHouseholder

Réflexionsde Householder(1958).Unematricedela forme
H=1—-2uu’ ou wfu=1 (7.5)

alesproprietessuivantes
e H estuneréflexion alhyper-plan{z | 'z = 0}
car Hr =z —u-(2u'z) et Hr + 2 1 u.
e H estsymétrique.
e H estorthogonalegar

H"H = (I —2uu”)"(I — 2uu") = I — dun” + dun"wu” = 1.
En multipliant A avecdesmatricesde Householdemousallonsessayede transformerA enune
matricedeformetriangulaire.

L’algorithme de Householder- Businger - Golub. Dansune premere étape on chercheune
matriceH; = I — 2uju? (u; € R™ etulu; = 1) telleque

a; X e X
ma=| 0 . (7.6)

0 x 0 x
Sil'on dénotepar A, la premirecolonnede A, il fautque H;A; = aje; = (a1,0,...,0)T eton

obtient|a;| = ||H1A1]|2 = ||A1||2- La forme particuliérede H, impliqueque
HA = A —2u, - u'fAl = o6;.
L’expressioru? A, estun scalaire Parcongquent,
u =C -y ou v = A — a6 (7.7)

etla constante’’ estdéetermiréepar||u, ||, = 1. Commeon a encorela liberté de choisirle signe
deay, posons
ar = —sign(ai1) - || A2 (7.8)

pour éviterunesoustractiommal conditionreedansle calculdev; = A; — aqe;.

Calculde H, A. Notonspar A; et (H; A); les j8MeScolonnesde A et H, A respectiement.Alors,

ona
N 2
(HlA)j = Aj — 2U1U{Aj = Aj — ﬁ . U?Aj - U1 ou B =7 - (79)

Ul Ul

Le facteur( peutétrecalcuke al'aide de

vl 1
871 = 2 = 5 (AT A = 20000 + 0f) = —au(an — ). (7.10)
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Dansune deuxemeétape on appliquela procdureprécedentea la sous-matricede dimension
(m — 1) x (n — 1) de(7.6). Cecidonneun vecteuru, & IR™~! etunematricede Householder

Hy = I — 2usul. Enposantuy = (0,1,)?, une multiplication de (7.6) par la matrice H, =
I — 2usul donne

ap X -0 X ap X -+ X g X X oo X
0 0 0 ay X --- X
H2H1A:H2 C = HQC = 0 0 X e X
0 0 0 0 x - x

Encontinuantetteprocédure ,on obtientapesn etapegapresn — 1 étapesim = n) unematrice
triangulaire

/
QT
Cecidonnela decompositior(7.4)avecQ? = H,, - ... - H,H,.

Codt dela decompositionQR. La premireétapeexige le calculde o; parlaformule(7.8) (~ m
opérations)Je calculde 2/v{ v, parla formule (7.10)(travail négligeable)ketle calculde (H; A);
pourj = 2,...,n parlaformule(7.9)(~ (n — 1) - 2 - m opérations) Entout, cetteétapenécessite
erviron 2mn opérations.Pourla décompositioQR, on aalorsbesoinde

2(n* + (n—1)>+ ...+ 1) = 2n®/3 opérationssi m = n (matricecariée);

2m(n+ (n — 1) + ...+ 1) ~ mn? opérationssi m >> n.
En comparantencorece travail avec celui de la résolutiondes équationsnormales(x~ mn?/2
opérationspour le calculde AT A et~ n?®/6 opérationspour la déecompositionde Cholesly de
AT A), onvoit quela décompositiorQR coliteaupire le double.

Remaque Siles colonnesde la matrice A sontlinéairemenindépendantesousles a; sont
nonnulsetl'algorithme de HouseholderBusingerGolubestapplicable.Une petitemodification
(échangalescolonnegde A) permetdetraiteraussile casgéréral.

Concernanta programmationil estimportantde ne calculerni les matricesH;, ni la matrice
Q. Onretientsimplementesvaleurso; etlesvecteursy; (pouri = 1, ..., n) qui contiennentdéja
toutesles informationsnécessairepour la decomposition.Commepour I’ éliminationde Gauss,
on écrit deux sous-programmesDECQR fournit la decompositionQR de la matrice A (c.-a-d.
les o, v; etla matrice R). Le sous-programm&OLQR calculeQ”d et la solutiondu syseéme
triangulaireR’z = ¢ (voir (7.3)). Le calculde Q*b = H,, - ... - H,H,b sefait avecuneformule
analoguea (7.9).

Exemple7.1 Si les colonnesde A sont“presque” linéairementdépendantesla résolutiondu
probleme (6.2) a I'aide de la decompositionQR est préferablea celle deséquationsnormales.
Consicerons parexemple,

1 1 1
A=1|¢€e 0], b=10
0 € 0

ol ¢ estunepetiteconstantegdisonse? < eps Avecun calculexact,on obtient

'1‘71—'—62 1 '1'71
(i L) e ()
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etla solutionestdonréepar

L 1 + O(é%).

B R

Un calculenvirguleflottantefait dispardtre le €2 dansA’ A et cettematricedevientsinguliere.On
n’obtientpasde solution.

Par contre,I'algorithme de HouseholderBusingerGolubdonne(en négligeante?) a; = —1,
v = (2,6,0)%,... etalafin

- —1
R(O \/§-e>, QTb(e/\/E>.
0 0 —¢/V/2

Larésolutionde (7.3) donneunebonneapproximatiordela solutionexacte.

V.8 Etude del’err eur dela methodedesmoindrescarrés

Commec’estle casdansl’exempledu paragraphdV.6, nouscherchondes parangtreszy, . . ., z,
d’uneloi .

j=1
qui relie lesvariablest etb (lesfonctionsc;(t) sontdonréesp. ex. c;(t) = #/~'). Supposonsjue
pourplusieursvaleursdet (disonsty, . . ., t,,, m > n) I'on puissemesuretesquanti€sby, . . ., b,,.

Onobtientainsile sysemesurdcetermiré
Zaijxj :bi, 1= 1,...,m (82)
j=1

ou a;; = c;(t;). En pratique,lesb; sontdesmesuredégerementerroreeset il estnaturelde
les consicerercommedesvaleursplus ou moinsaléatoires.L’ étudede I'erreur de la solutionz,
obtenuearla méthodedesmoindrescariés,sefait alorsdande cadredela théoriedesprobabiliés.

Rappel sur la théorie desprobabilités

Consiceronsdesvariablesaléatoires X (dites“continues”) qui sontspécifieespar une fonction
dedensité f : R — IR, c.-a-d.,la probabilie del @venemenquela valeurde X setrouve dans
l'intervalle [a, b) estdonreepar

Pla< X <b)= /'b f(z) do (8.3)

avec f(z) > Opourz € Ret [~ f(z)dx = 1.
On appelleesgerance(mattematiqueXela variablealéatoireX le nombreréel

px = BE(X) = [~ af(x)da, (8.4)

—00

etvariancela valeur

ok =Var (X) = [~ (= pxfla)do = [ f(e) de -y (8.5)

J =00 J =00
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Exemple8.1 Siunevariablealéatoiresatishit (8.3) avec(voir la figurelV.4)

flz) = ﬁ -exp(—%(a:;”>2> (8.6)

alorson dit quela variablealéatoiresatishit la Ioi normaleou la loi de Gauss- Laplacequel’on

symbolisepar N (u, 0%). On vérifie facilementque i estl'espéranceet o2 la variancede cette
variablealéatoire.

Laloi normaleestparmilesplusimportanteenprobabilis.Uneraisonestdueau“théoeme

dela limite centrale”qui implique quelesobsenationspourla plupartdesexpériencephysiques
obéissent cetteloi.

95 %

w— 20 w—o0 W w+o w—+ 20
FIG. IV.4: Fonctiondedensié pourla loi normale

Rappelonsawussiquen variablesaléatoiresXy, . . ., X,, sontindépendantesi, pourtout a;, b;,
ona

i=1

Lemme 8.2 Soient X et Y deuxvariablesaléatoires indéependantesvec commefonctionsde
densié f(x) etg(y) respectivemerdtsoienta, 3 € IR aveca # 0. Alors,lesvariablesaléatoires
aX + fetX +Y posedentlesfonctionsdedensié

IS0 e (o = [ G-t i )
Leur esperancemattematiqueest
E(aX + ) = aE(X) + 8, E(X +Y) = E(X)+ B(Y) (8.9)
etleur variancesatisfait
Var (aX + ) = o’Var (X), Var (X +Y) = Var (X) + Var (Y). (8.10)

Démonstation. Lafonctiondedensié pourla variablealeatoirea X + 3 decoulede (poura > 0)

(b-B)/a b -8
e f(z) dx:/a Q lf(T) dt.

P(agaX—l—ﬁ<b):P($§X<b;ﬁ>:/

Lesproprié#es(8.9) et (8.10)poura X + [ ensontunecongquencalirecte.
CommeX etY sontsuppogesindépendantesyn obtient(enposant: = = + y)

Pasx+y <= [[  fagwdrdy= [ [" 5~ y)gy) dyd:
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etontrouve la fonctiondedensié pour X + Y. Un calculdirectdonne

E(X+Y) = / / dydz—/ / (z +y)f(2)g(y) dydz = B(X)+ E(Y)
et, defagon similaire,on obtient
HX +Y) = / / (y) dydz — 1%,y
—/ / )a(y) dydz — (ux + py)? = Var (X) + Var(V). O

Remaque Si X etY sontdeuxvarlablesaleatmresndependanteqw obéissentala loi normale,
lesvariablesaleatoiresx X + 3 et X + Y obéissentiussia cetteloi (exercicel6).

Revenonsmaintenantu probleme(8.2). Pourpouwir estimerl’erreur du résultatnumérique
x, faisondeshypothesesuivantes
H1: Lavaleurb; estla réalisationd’'une épreue pourunevariablealéatoireB;. On supposejue
les B; soientindependantest qu’ellesobéissent la loi de Gauss—Laplacavec 5; comme
esferanceeto? commevariance(les 3; sontinconnusmaisleso? sontsuppogsconnus).
H2: Le sysemesurcetermiré (8.2) pos®deune solutionuniquesi I'on remplacees b, parles
nombress;, c.-a-d.qu’il existeunvecteuré € IR" telque A = Bou B = (By,-..,Bm)".
Moti vation de la méthodedesmoindrescarrés. Par I’hypotheseH1, la probabili€ que B; soit
danslintervalle [b;, b; + db;) avecdb; (infinitésimalementpetit est

1 b _ﬁz
7\/%.01 exp(—§< p )) db;.

Commeles B; sontindépendantda formule (8.7) implique que

i 1 L /b — Bi\2
P(b; < B; =1,..., ~|| —- —— - db; A1
(bi < b +db;, i ,m) Ul\/%a exp( 2( - ))-db;  (8.11)
1 bl—ﬂl 2 12 bi—ZT-L:laijfj 2
= Crep(—5 (5 =) ) =Crew(—3 X (—2) )
=1 ? i=1 7
Selonuneidéede Gauss(1812),la “meilleure” reponser; pourles¢; (inconnus)estcelle pour
laguellela probabili€ (8.11) estmaximale(*maximumlik elihood”). Alors, on calculez, . .., z,
defagonaceque
" (b - Q5 2 .
Z(— — Z — -m]-> — 1min . (8.12)
i=1\%i 51 Ti

Sil'on remplace, /o; parb; eta;;/o; para;;, lacondition(8.12)estéquivalentea (6.2). Parla suite,
noussupposeronguecettenormalisatiorsoit déja effectuée(donc,o; = 1 pouri = 1,...,n).

Estimation del’err eur

La solutionde (8.12) estdonreeparx = (AT A)71A”h. La solutionthéoriquesatishit £ =
(AT A)~tAT 3. Alors,

xr — 5 = (ATA)_IAT(Z) — ﬂ) ou x; — é-z = ia”(b
=

ou «;; estl’ élement(s, j) dela matrice(A” A)~' A", L'id éeestde consicererla valeurz; comme
la réalisationd’unevariablealeatoireX; définie par

Xi=YoayB;, ou  Xi—& =) ay(B;—5) (8.13)
7j=1

=1
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Théoreme8.3 SoientBy, . .., B,, desvariablesaléatoiresindépendanteavecs; commeesgerance

eto; = 1 commevariance Alors, la variablealéatoire X;, définiepar (8.13),satisfait
E(Xl) = 61 et Var (Xl) = €45 (814)
oll ¢;; estle i®Meelementdela diagonalede (A7 A)~".

Remague Lesautrestlementsde (A7 A) ! sontlescovariancesle X; et X;.

Démonstation. La formule (8.9) donne £(X;) = &;. Pourcalculerla variancede X;, nous
utilisonsle fait queVar (B;) = 1 etlaformule(8.10).Cecidonneavece; = (0,...,0,1,0,...,0)7
que m

ok, =Y ol =|e] (ATA)TTAT|S = el (ATA)TTATA(ATA) ey = e (ATA) e = €.

i=1

Exemple8.4 Pourl'expériencesurla thermoélectricié (voir le paragraphdV.6), on a suppog
gueles mesuresd; ont été faitesavec une précisioncorrespondand o; = 0.01. Pourle syseme
surcetermire (on écritxy, x9, x3 pouUra, b, c etb; pourl;)

1 T; T? b;
_.x1+_.x2—|——7'-3j3:—’ Z:1,q21
g; g; g; o]

la matrice(A? A)~! devient

0.356-10~*  —0.139-10=°  0.113-1077
(ATA) =] -0.139-10=>  0.765-1077 —0.713-107° (8.15)
0.113-1077 —0.713-10™° 0.713-107

eton obtient
ox, = 0.60- 102, ox, = 0281073, ox, = 0.27-107°.
Ceciimpligue qu’avecuneprobabili de 95%, la solutionexacte(si elle existe) satishit
a=—0.886+0.012,  b=0.0352+£0.0006, ¢=0.598-10"*£0.054-10".

Testde confiancedu modele

Etudionsencoresi lesdonrées(t;, b;) sontcompatiblesavecla loi (8.1). Cecirevient & justifier
I'hypotheseH2.
Enutilisantla decompositior) R dela matrice A, le problemesurcetermiré Az = b setrans-

formeen(voir (7.1))
(%) v (E) ou ( §) = Q"b. (8.16)

Lagrandeude || ¢”||2 estunemesuredela qualite du résultatumérique. Théoriquementsi I'on a
(£ alaplacedeb et¢ ala placedez, cettevaleurestnulle.

Notonsles élementsde la matrice@ par g;;. Alors, les élémentsdu vecteurc = Qb sont
donrésparc; :.Z}”:l q;ib; gt ceuxdEJ ve(;teurc” satisfontaussic; = >°7"; q;i(b; — ;). Il estalors
naturelde consicererlesvariablesaléatoires

Ci =S qi(B; — 3)). i=n+1,...,m. (8.17)
j=1

Le but estd’étudierla fonctiondedensiede " ., C?.
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Lemme 8.5 SoientBy,..., B,, desvariablesaléatoiresindépendantesatisfaisanta loi normale
N(B;, 1). Alors, les variablesaléatoiresC its - -, O, définiespar (8.17),sontindépendantest

satisfontaussila loi normaleavec
E(C;) =0, Var (C;) = 1. (8.18)

Démonstation. Pourvoir queles C; sontindépendants¢alculonsla probabili€ P(a; < C; <
bi,i=mn+1,...,m). NotonsparS I'ensembleS = {y € R™ |a; <y; < b, i=n+1,...,m}
etparC et B lesvecteur§ (1, ..., C,,)" et(Bl, ..., By)". Alors,ona

( ) 1 L&
=P(B-3€Q(9)) = a //Q(S) o exp(—§ ;yi)dyl...dym (8.19)

S(m)mexp( 2;2’1) 21 .. dzy, izl;IH ; \/%exp( 2) %

L'identité (a) estune congequencale I'ind épendanceles B; et (b) découlede la transformation
y = Qz cardetQ = 1 ety y? = ¥, 27 (lamatriceQ estorthogonale) En utilisant.S; = {y €
R™ | a; < y; < b;}, ondéduitdela mémemanireque

2

Z;

P(a; <C; < b)) =P(C€S)) = / \/_ exp —3) dz;. (8.20)
Unecomparaisonle(8.19)avec(8.20)démontrd’ind épendancdeC,,. 1. . . ., C,, (voir ladéfinition
(8.7)). Le fait queles C; satisfontia loi normaleN (0, 1) estunecongquenceale (8.20). O
Théoreme8.6 (Pearson) SoientYy, ..., Y, desvariablesaléatoiresindeépendantegui obéissent
alaloi normaleN(0, 1). Alors, la fonctionde densié dela variable aléatoire

VE+YR 4. Y] (8.21)
estdonreepar (voir figure IV.5)
1
fa(2) = ———— -2/ e77/2 (8.22)

21/ T(n)2)

pourz > 0 etpar f,(z) = 0 pourz < 0 (“loi dex? an degrésdeliberté”). L'esperancedecette
variablealéatoire vautn etsavariance2n.

0 10 | 20 | 30 40
FIG. IV.5: Fonctiondedensié (8.22)

Démonstation. Consiceronsd’abordle casn = 1. Pour) < a < b, ona

Pla< Y2 <b)=P(a<Y, <Vb)+ P(—a>Y,>—Vb)

:2/\/5L6_x2/2d1-:/bL6_t/2ﬂ’
Va 21 a 21 Vit
cequi déemontre(8.22)pourn = 1 carl'(1/2) = /7.



Sysemegd’EquationsLinéaires 109

Pourle casgéréral, nousprocedonspar réecurrence Nousutilisonsle résultatdu Lemme8.2
qui affirmequela fonctiondedensieédeY?+. ..+ Y,2 , estlacorvolutiondecelledeY?+...+Y;?

aveccelledeY;? . Le calcul

1
(fox f1)(z) = V2. 1'(1/2) - on/2 . I'(n/2) .
e—/? z —1/2,n/2—1
=T T b
L 1)/2-1 /2

= 1 — 5221 gg = 1(x
~ Va7 b U = el

/x(x )20 22t 2 gy
0

nouspermetde conclure. O

Pourlesvariablesaléatoires”; de(8.17),cetheo®memontreque

ij C? (8.23)

i=n-+1

estunevariablealéatoireayantcommefonctiondedensié f,,_,(x) (onrappellequ’ap®snormal-
isation,onao; = 1 pourlesvariablesaléatoiresB;).

Appliquonsce résultata I'exempledu paragraphéV.6 (voir la formulation(8.12)). Dansce
cas,onal|c’||3 = 25.2 etm — n = 18 degrésdeliberté. La figure IV.5 montrequecettevaleurde
|¢”||% estsuffisammenpetitepourétreprobable.

Sil'on avait travaillé avecle mocele plussimple

U=a+0bT (8.24)

(ala placede (6.4)) on auraittrouvé ||’ ||3 = 526.3 etm — n = 19. Cettevaleuresttrop grande
pour étre probable. La conclusionestque, pour les donréesdu tableaulV.2, la loi (8.24) esta
rejetersurla basede cesmesures.

I\VV.9 Exercices

1. Pourcalculerl’inversed’une matricedontla dimensionn esttresgrandejl existe un algorithmequi
exige erviron n? opérations.Donnercetalgorithme.

2. Supposongjue la decomposition. R de la matrice A esta disposition. Pouru,v, b desvecteurs
donres,trouver un algorithmeefficacepourrésoudrde syseéme

(A+uwl)z=0b

qui utilise uniqguementa résolutiondessysemesA—'b et A~ 'u. Cetalgorithmeestconnusousla
formulede Sherman Morrison- Woodhury.
Indication. Calculerd’aborduneformulepourv” z.

3. Considronsle probkmede calculerle produitscalaire

n
=1

Quelleestsacondition?
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. Soit A unematricen x m acoeficientsréels.Montrerque

1Al = A" o et 14]l2 = | A" ]2 -

. Consiceronsune matrice-bandevec unelargeurinférieurep, etunelargeursugerieurep,, (c’'esta-

dire,a;; = 0sii —j > p, etsij —i > p,). MontrerquelesmatricesL et R dela décomposition
LR avec et sansla recherchede pivot ont aussiune structurede bande. Pour le castridiagonal,
p¢ = py = 1, donnereslargeursdesbandespparaissantanslesdecompositiongt estimere colt

enopérationsdesalgorithmes.

. Pourrésoudrde syseémelinéaire

n
dodTlej=b;, i=1....n (9.1)
=1

(matricedu type Vandermonde)jériver un algorithmequi nécessiteseulemen(n?) opérations.
Indications.

(a) Le syskme(9.1)estéquialenta
> plej)z; =b(p)  pour degp<n-—1,
j=1

ol b(p) = YG—;d;b; et p(i) =37 djil .

(b) Choisirpoutp(t) lesélementdelabasel,t — c1, (t —c1)(t —c2), (t —c1)(t — c2)(t — c3), ...

1 0
A= -1 4
4 1

(b) Démontrerquepourdesmatricessymetriquesnousavonstoujours|| Alls < ||A]|;.

(a) Pourlamatrice

calculer|| A1, || A2 et]|A]| oo

8. Lesvaleursdela suiteb;, = exp(k*/? — (k — 1)%*/?) peusent@trecalcubesparlesformules:

b, = exp(k?/3 — (k — 1)/3),

b = exp(k*/*)/ exp((k — 1)*/%)),

by = exp((2k — 1)/ (K3 + (k(k — 1))*/% + (k — 1)1/%)).
Calculeral'aide d’'unecalculatricela valeurpourk = 100000 (le résultatest

b100000 = 1.01446656424210809769528199600) et pourk grand,quelleformule estpréferablepour
un calculenvirgule flottante?

9. Lesracinesdu polyndmez? — 2px — ¢ = 0 peuent@trecalcubespar

M=p+PP+q  l=p—\/p’+q

Montrerquepourp > 0 (grand)etq > 0 (trespetit) cetalgorithmeestnumériqguemeninstable. A
I'aide dela relation\; Ay = —g¢, trouver un algorithmequi estnumériquemenstable.
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10. Soientdonrészy, zo, . .., x,. Uneestimationdela variancepeutétrecalcukeparchacunalesdeux
formulessuivantes:
1 & 1 < 2
2 _ ( 2 2) 2 _ ( o )
o = i —mn o° = x,
n—1 Z ¢ K n—1 Z i K
i=1 =1
ol pu = % v, x; estl’espérance Quelleformuleestla plusstable?

a) Appliquerlesdeuxalgorithmesal’exemplen = 2, 1 = 3001, x5 = 3003 et simulerun calculen
virgule flottanteavec 4 chiffres.

b) Etudierl'influence deserreursd’arrondi pour les deuxalgorithmessi n = 2 maisquez; etxs
sontarbitraires.

11. a)Calculerla decompositiorde Cholesly A = LI pourla matricede Hilbert

1
A = <7> 5 n:3,6,9, 12, 15.
t+7—1/-1,..n

b) Comparele résultanumériqueaveclesvaleursexactes

V2k—1-(j—=1)!-(j —1)!
G-R-G+E=11

g = (9.2)

Combiende chiffres sontexacts?
c) Si L denotele résultamumérique calculerle résidud — LL7 .
Calculeraussile résiduA — LL" pourla matriceL, donreepar(9.2).

12. PourunematriceA = (a;;) notonspar (ag‘)) lesmatricesdesétapesntermediairesdel’ élimination
de Gauss Montrerqu'avec unerecherchele pivot partielle,ona

max |a{t] < 2771 - max Jagj]. (9.3)
2,

Pourla matricesuivante,on a égali& dansla formule (9.3):

1 1

-1 1 1
A=1]-1 -1 1 1
-1 -1 -1 ... -1 1

13. Soit A unematriceam lignesetn colonnegm > n). Ondéfinit pourles matricesnon-carees,

5(A) == max ||Az|| / min || Ay
||||=1 llyll=1
Pourla normeEuclidiennemontrerque ry(A7 A) = (k2 (A))>.
Indication. Transformetta matricesymétrique A” A sousformediagonale\; > X > ... > )\, >0
etmontrerque
max ||Az||3 =X, min ||Az|3=\,.
]l ;=1 [lz]l;=1
14. Voici quelquesvaleurspourla densié ¢ del’eau enfonctionde satemgeratureT.

TlC]| 0 5 10 15 20
o(T) 10.999868 0.999992 0.999728 0.999126 0.998232
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15.

16.

17.

18.

19.
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(a) Approchercesvaleursparun polyndbmededegyré 2 (méthodedesmoindrescares).
(b) Pourquellevaleurde T, la densié est-ellemaximaleet quelleestcettevaleurmaximale?

Indication. Si vouspréféerezcalculeravec desnombresplus petits,faitesla transformation: = 77/5,
f(T) =1=o(T).

Soit A unematriceinversiblede dimensiorn:. Montrerquela decompositior) R (ou @Q estorthogo-
naleet R triangulairesugerieure)estunique,si I'on supposeauer; > 0 pouri = 1,...,n.

Soient X et Y deux variablesaleatoiresindépendantesbéissanta la loi normale N (u1,01) et
N (us2,02) respectrement. Montrer queaX + 5 (poura > 0) et X + Y obéissentaussia cette
loi.

Soit X unevariablealeatoirequi obgit ala loi x? avecn degrésdeliberté (c.-a-d., f,,(z) de (8.22)
estsafonctiondedensi€). Montrerque

E(X)=n et Var (X) = 2n.

Effectuerune étudecompkte de I'erreur du mockle trouvé a I'exercice 14. Pourcela, trouver les
ecartstypesdescoeficientsdu polyndme et effectuerun testde confiancedu mockle.
Indication. ||c”||? = || Az — b]|%.

Lesélementsde la diagonalede C' = (A” A)~! jouentun role importantpour|’ étudede I'erreur de
la méthodedesmoindrescartes. Supposonsgjuenousavonsadispositionla décompositiorQ R dela
matrice A.

(@) Démontrerque C = (RT'R)~1.

(b) Trouver un algorithmepour calculerla diagonalede C' enn?/6 opérations( n = nombrede
colonnede A; 1 opération= 1 multiplication+ 1 addition).



