Analysecomplexe

“COMPLEXE adj. (lat. complexus qui contient). Qui contientplusieurselementsdifférents
etcombirésd’une manirequi n’estpasimmédiatementlaire pour'esprit, qui estdifficile a
analyset (PetitLarousséllustré 1983)

L’analysecomplexe modernea éte devélopeeau 19emesieclepartrois mattematicienselebres

e A.L. Cauchy (1789-1857onsiceredesfonctionsdifferentiablesians’ (fonctionsholo-
morphes).Sathéorieestbagesurunerepiesentatiorintégralede tellesfonctions(formule
deCauchy)etsurlesrésidus.

¢ B. Riemann (1826-1866)publie sa thése“Grundlagenfur eine allgemeineTheorie der
Functionereinerveranderlichercomplexen Grosse”en 1851. Pourlui, la conceptiongéo-
métriqueoccupeuneplaceprépondrante.

e K. Weierstrass(1815-1897)appuyesathéorie sur desfonctionsdéveloppablesn séries
entieres(fonctionsanalytiques)il enrésulteuneapprochealgébriquedel’analysecomplexe.

Aujourd’hui, lestrois approchesontconfonduestinséparablesDe cettemankereil estpossible
desimplifier la théorieet detrouver desrésultatamportants.

“La théoriede Cauchycontenaiengermealafois la conceptiorgéonétriquede Riemanretla
conceptiorarithmétiquede Weierstrafi, . . la méthodede Riemannestavanttoutuneméthode
dedécouerte,cellede Weierstral®estavanttout uneméthodede demonstration.

(H. Poincaé 1898,ActaMath. 22, p.6-7)

Dansce coursnousabordonda théorie par le calcul différentieldans @ (chapitrel) et par les

fonctionsholomorphesselonRiemann. Nous suivons ensuitel’ @wlution de Cauchy(intégrales
complees,formule de Cauchy)dansle chapitrell et housdémontrongjuechaqugonctionholo-

morpheestanalytique(pos&deun développemenensérie entiere). Noustraitonsles singulariés

etle calculderésidusdansle chapitrelll.
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Chapitrel

Diff erentiabilité dans ¢

Le sujetdel’analysecomplexe estl’ étudedefonctions¢’ — €'. Nousrappelondesreglesde cal-
cul aveclesnombrescomplexeset nousdiscutonda differentiabilie dans' (qui estdifférentede
la différentiabilie dans/k?). Lesfonctionsholomorphegc.-a-d.,differentiabledans’) pos&dent
desproprietes surprenantesjui serontanalygespar la suite. Nous terminonsce chapitreavec
I étudede sériesentieres(fonctionsanalytiques).

.1 Lesnombrescomplexesetle plan complexe

Lesnombrescomplexesont leur origine dansl'impossibilité de résoudrecertainequationgjua-
dratiqueqCardanadl545);au coursdessieclessuivants,ils deviennentde plusenplusimportants
(Descarted 637; voir [HW, pages57-61T pour plus de précisions). Euler decouvreleur grande
utilité danstouteslesbrancheslel'analyse,etintroduit (en1777)le symbole

i=+v—-1 cad i?=-—1, (1.1)
graceauquellesnombressompleesprennenta forme
z =T +1y. (1.2)

Desle déehut du 19emesiecle(Gaussl799,Argand1806),0n identifie les nombrescomplexes ¢
avecle plan de Gauss(ou pland’Argand)/R? (voir Fig.l.1 agauche)

C={z+iy; z,y € R} ~ R* = {(2,y); z,y € R}. (1.3)

Onnote xr = Rez, y = Imz lespartiesréellesetimaginairesde z, et Z = x — iy le nombre
compleeconjugLe.
Le corps desnombrescomplexes. Entenantcomptede (1.1), le produitde deuxnombrescom-
plexesc =a +ib et z = x + iy donne
c-z=ax—by+i(ay + bx). (1.4)

Avecl'addition ¢+ z = a + = +i(b + y) 'ensembleC’ devientun corpscommutatif L' élément
inversede z pourla multiplicationest
1 Z T — 1y T .y

— = —1 .
z  zzZ  2?+y? 2r4y? a4y

(1.5)

1On utilise I'abbreviation HW pourle livre de E. Hairer& G. Wanner L'analyseau fil del’histoire. Celivre nous
sertderéféerencesurle sujetstraitésaucoursAnalysel.
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FIG. 1.1: Plancomplee (gauche)additioncomplece (milieu), multiplication complexe (droite)

En identifiantun nombreréel x avecle nombrecomplexe = + i - 0, 'ensemblelR peutétre
consicere commeun sous-corpsle C'.

Coordonnéespolaires. Sil'on dénoteparr la distancedu point z = = + iy al’origine, etpary

I'angle entrel’axe horizontalet la droite qui relie I'origine avecle point z (voir Fig.l.1 agauche),
nousavons x = rcos ¢ et y = rsin . Ladistance- s'appellemoduleou valeurabsoluede z, et
¢ = arg z estsonargument Ainsi le nombrecomplexe = peutétreécritcomme

z = r(cosp+i sinp). (1.6)

Cetterepesentatiordesnombrescomplexes permetune interptétationgéonetriquedu produit.
Pourc = s(cosa + isina) et z =r (cos ¢ + isin @), le produit(1.4) devient

c-z = sr(cosacosp —sinasin g + i(sin a cos ¢ + cos asin @)) L.7)
= s7(cos(a + ) +isin(a + ¢)) '

a l'aide desidentitestrigonongtriquesconnues([HW, p.43]). Ainsi, la multiplication de deux
nombrescomplexesmultiplie lesvaleurs absoluest additionnelesargumentgFig.1.1 adroite).

Espacemeétrique. Avecl'identification (1.3)de ¢ avec IR?, la valeurabsoluede z = = + iy

2| =71 = /22 + 32, (1.8)

correspondila normeeuclidiennede IR?. Elle fait de €' un espaceormé. La distanceentredeux
nombrescompleesestainsi d(z;, z2) = |z2 — 21].

Lesconceptsie corvergenceimites, continuig, corvergenceuniforme,ensemblesuvertset
fermés,compacié, etc. sontles mémesqu’en Analysel et n’'ont doncpasbesoind’étrerépetes.
Nousutiliseronsla notation D,.(c) = {z € C'; |z — ¢| < r} pourle disqueouvertcentgé au point
c etderayonr.

.2 Fonctionscomplexesd’une variable complexe

SoitU C € unensembldgéréralemenpbuwert) etV C € unautreensemble Unefonction qui
associéichaque: € U unw = f(z) € V estunefonctioncomplee f : U — V.

Nous powonsaussiidentifier z = = + iy ~ (z,y) € R? etw = f(2) ~ (u,v) € R* et
arrivonsa deuxfonctionsu(z, y), v(z, y) (lescoordon@esdu point w) de deuxvariablesréelles
x,y (lescoordon@esdu point z); voir Fig.1.2.
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FIG. I.2: Fonctioncomplexe w = (2 + 0.2)?

Siun point z; semetenmouvementle long d’une courbey, alorsle pointimagew; bougera
le long d’uneautrecourbef (); si unpoint z; remplitunesurface 4 (“the horseof Sarah”),alors

le pointimagew, rempliraunesurfacef(H ); voir Fig.l.2.
Plusieursexemplesvont nousaidera nousfamiliariseravec cettematiere. On va constateque

desformulestréssimplesdonnentdéja lieu a dessituationsassexompligLées.
Exemple2.1 (application €'-linéaire) Pourun nombrecomplee ¢ fixé, consiceronsla fonction
w=f(z2) =cz. (2.1)

Elle estC-linéaire,c.-a-d.,elle satishit f(c121 + c122) = ¢1f(21) + caf (22) pourtoutey, c; € €

etpourtoutz, 2 € .
Vue commeapplicationde /R? dans/R* (z = = + iy, ¢ = a + ib = s(cosa + i sina),

z

w = u + i), nouspouvons!’ écriresousforme matricielle(cf. la formule (1.4))

<u>:<a —b)(a:):S(CF)sa —811104)(:1:)‘ 2.2)
v b a Y sina  cosa Y

Cetteapplicationlinéaireestunerotationorthogonaled’anglea = arg ¢, suwvie d’une homotltétie
derapports = |¢| (voir Fig.l.3). Elle vaétrefondamentaleplustard, pourtoutela comp&hension

desfonctionsC-différentiables.
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I.4: Application [R-linéairede (2.3)

Fic.

Exemple 2.2 (application R-lin éaire mais pas €'-linéaire) Consiceronsla fonction

(2.3)

Z.

f(z) = (03 =)z — (1.1 — 0.54)

w =

Elle n’estpas C-linéaire,car f(i) # if(1). Par contre,elle est [R-linéairec.-a-d., elle satishit

c1f(z1) + caf(z2) pourtout c,co € IR etpourtout zy, 2, € €. Comme

applicationde IR? dansikR? elle devient

fleiz1 + c120)

(2.4)

sansstructureparticulierede la matriceapparente En contrasteavec I'exempleprécédent,nous
obseronsquel’orientationn’estpaspresereeet quela grille nerestepasorthogonalgFig.1.4).

Exemple 2.3 (fonction carrée) Lafonction

(2.5)

2% — y? + 2izy elle est

(z + 1y)?

llesu + v =

z

ya

feesree

estillustreeenFig.1.5. En coordon

donréepar

—1H
LI
manl

FiG. I.5: Lafonctionw = 22
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Lesimagesdeslignesverticales(poserr = a) deviennentu = a* — 2, v = 2ay etenéliminant
2

y ontrouve desparabolesu = a® — -%;. Lesligneshorizontalegy = b) deviennentdesparaboles

4a?"

aussi(voir Fig.l.5). Nousobseronsquepourchaquew # 0, cettefonctionpos®de2 préimages
(unchatgris foncé et un chatgris clair). Ce phénonemeva encorenousintéresser

Exemple 2.4 (transformation de Cayley) Unefonctionintéressantest

w= ) - @7)

z—1

qui estillustréeen Fig.1.6. C’estuneinvolution, c.-a-d., elle satishit f(f(z)) = z. Donc,la
fonction f(z) estbijective commeapplication ' \ {1} — € \ {1} etona f'(z) = f(2).

L'importancede cetteformule fut decouertepar Cayley (Crelle J. vol. 32, 1846,p.119) pour
le calcul matriciel: elle métamorphoseales matricesantisynétriquesen matricesorthogonales.
Dans(, elle transformd’axe imaginaireencercleunitaire(et vice-versa):

y+1 dy+l —iy—1 14y 2
w=E W W Y W g (2.8)
y—1 ay—1 —iy—1 1+y> 1+
ou oy 5
— Y Y satisfont w2+ 0?=1. (2.9)
1+ y? L+y?

Cesexpressionse noussont pasétrangeres. . ., elles créentune repiesentatiorrationnelledu
cercle(cos @ etsin ) etlesnombregythagoriciengvoir [HW, p.124]).
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Exemple 2.5 (transformation de Joukovski, 1910) La fonction

1 1
_ — - 2.10
w=1() =5 (2+7) 2.10)
estillustréeenFig.l.7. Elle transformaespectrtementescerclesentésen( etlesrayonspassant
par0 enunefamille d’ellipsesetd’hyperbolesconfocalesPourprouver cefait, nousutilisonsdes
coordonigespolairesz = 7 (cos ¢ + isin ), 2+ = r~1(cos ¢ — isin ) etnousobtenons

w = <g+%) cosgo+i(g—%> sin (2.11)
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Fic. I.7: Transformatiorde Joukovski

d'oliu = (5 + o) cosp etv = (5 — L) sin ¢ etonvoit que
u? v? u? v?

+ =1 et — -
(£ + 217)2 (£ — %)2 cos2p  sin®¢
Remague L'image d’'un cercle,astucieusememlace (voir Fig.l.7; entrait
discontinu;le cercledoit passeiparle point z = 1), pourraitressemblea un
profil d’aile d’avion. Celamontrel'importance(historique)de la transforma-
tion de Joulovski enaérodynamique.

~ 1. (2.12)

J

.3 Equations de Cauchy—Riemann

Aveclidentification (1.3) chaquefonction f : U — ' (avecunouwertU C (') estéquvalente
aunefonction U — IR? (nousutilisonsla mémelettrepour {(z,y); = + iy € U} C IR* etpour

UcCa),
x U(I,y)> 31
(y>H<v(w7y) ’ G4
ol z = z + iy etu(z, y), v(x, y) sontlespartiesréellesetimaginairesde f(z).

IR-diff érentiabilité. Commevu aucoursAnalysel [HW, p.302], la fonction U — IR? de(3.1)
est [R-differentiableen (zy, yo) € U, s'il existe une matrice A et unefonction r : U — IR?,
continueen(x, yo) etsatishisantr(zq, yo) = 0, telle que

(v(l’,y) o(zoy0) ) 7 Ny — o () y—yo/ I (3:2)
Lesélementgdela matriceA, appeéematriceJacobiennesontlesdériveespartiellesde (3.1):
_ (Ou/0x Ou/0y
A= (81}/8:6 av/ay) (0, Yo)- (3.3)

Avecla notationcomplexe, la formule (3.2) s’écrit
f(2) = f(20) + Mz — 20) + u(Z — Zo) +r(2) - |2 — 20| (3.4)

(voir I'exercice8). Ennégligeante rester(z) - |z — 2o/, lafonction f(z) — f(z,) estapproxinée
parunefonction /R-linéaire.
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C-diff érentiabilité. Lafonction f : U — €' estdite ¢-differentiableenz, € U, s'il existeune
constantef’(z,) € €' etunefonctionr(z), continueen z, etsatishisantr(z,) = 0, telleque

f(2) = f(z0) + f'(20) (2 — 20) + 7(2) - |2 — 2] (3.5)

La constante’(z,) estla dérivéede f(z) enz,. Cettefois, lafonction f(z)— f(z,) estapproxinée
parunefonction C'-linéaire.
D’une manireéquvalente)afonction f : U — (' estC-differentiableenz, € U, silalimite
suivanteexistedans('
lim f(2) = f(20)

= f'(20): (3.6)
Z—20 2 — 2
Danscettelimite, z peutserapprochearbitrairementle z.

Premiers exemples. Exactementtcomme pour des fonctionsréellesd’une variable réelle on
démontrequela somme,le produit, le quotientet la compositionde deuxfonctions €'-différen-
tiablessontC'-différentiablesLesmémegeglesde calculsontvalablegreglede Leibniz, dérivee
enchdne). Commela fonctionconstantestla fonction f(z) = z sontC-différentiablesaussiles
polyndmesen : etlesfractionsrationnellesenz sont'-différentiableg¢endehorsdesingulariés).
Lesfonctionsconsicereesdanslesexemples?.1,2.3,2.4 et 2.5 sontdonc C'-differentiables.

Par contre,la fonction f(z) = z n'estpasC-différentiable(maiselle est [R-différentiable).
Pourvoir ceci,on laissed’abordtendrez horizontalemenversz, dans(3.6) ce qui donne+1, et
ensuiteverticalementequi donne—1. La fonctiondel’exemple2.2 n’'estpas'-différentiable.

Une conequencemmédiatedesdéfinitionsestque C'-differentiabilié implique R-différen-
tiabilite (eneffet, la formule (3.5)implique (3.4)avec A = f'(z,) ety = 0).

Théoreme3.1 (équationsde Cauchy—Riemann) Sila fonction f(z) = u(x,y) +iv(z,y) (avec
z = x + iy) est'-differentiableen z, = xy + iy, alorsona nécessagement

ou ov ov ou
% = 7y et = oy (3.7)

oy, S dx. Ok _ “v

FiG. 1.8: Equationgde Cauchy—Riemanfautograph&e Riemann[Neuenschwandey p.94])

Démonstation. Unematrice2 x 2 repiesenteuneapplicationC'-linéaireseulemensi elle estde

laforme ;
A= (Z ‘a) (3.8)

(voir lesexercicesB et9). Une comparaisoravec (3.3) donnela condition(3.7).

Donnonsencoreune deuxeme demonstratiorde ce théoeme. Pour celanousconsicerons
lidentité f(x+iy) = u(x,y) +iv(z,y) etnousladérivonsunefois parrapportax etensuitepar
rapportay. Cecidonne

/ ., Ou O o — v

Apresmultiplication de la premereéquationpari, unecomparaisordespartiesréelleset imagi-
nairesdonnel’affirmation. O
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Théoreme3.2 Sila fonction(3.1) estR-différentiableen (z,, yo) etsilesconditionsde Caudy—
Riemann(3.7)sontsatisfaiteeencepoint,alorsla fonction f(z) donréepar f(z+iy) = u(x,y)+
iv(z,y) estC-differentiableenz, = zq + iyp.

Démonstation. Le fait, quele conditionsde Cauchy—Riemangoientsatishites,implique quela
matrice A dans(3.2) pos®dela structure(3.8). Elle correspondhilorsa uneapplication-linéaire
et peutétreécritesousla forme(3.4)avecu = 0. |

Contre-exemple. Dansle theoeme 3.2 la conditionde la [R-différentiabilie ne peut pasétre
rempla&eparl’existencede dérivéespartielles.La fonction

Z5

f(2>:W

estcontinue posededesdérivéespartiellesparrapporta z ety etsatishitenz = 0 lesconditions
de Cauchy—Rieman(B.7). Pourtantelle n’estpas'-différentiable.

(3.9)

Corollaire 3.3 Silesderiveespartielles3“, g—Z, & g—z existent,sontcontinueslansun ouvertU et

satisfontesconditionsde Caucdy—Riemansur U, alorsla fonction f(z) donréepar f(x+iy) =
u(z,y) +iv(x,y) estC-differentiablesur U.

Démonstation. Ceciestunecongquencemmédiatedu theoremeprécedentet du théoreme3.6
de[HW, p.304]. O

.4 Propriétésde fonctionsholomorphes

Définition 4.1 (fonctionsholomorphes) Unefonction f : U — €' qui est('-différentiabledans
unouvertU C € s’appelleholomorphedanstU. On dit qu'unefonction estholomorpheenun
point z, si elle estholomorphedansun voisinageD.( zy).

Fonctionsconformes.
“Die Theile einergegebenerFlacheauf eineranderergegebenerflacheso abzubildendass
die AbbildungdemAbgebildeterin denkleinstenTheilenahnlichwird.”
(Gaussl825Werke 1V, p.189.)

Gaussa adresg l'article mentionre ci-dessusa la Socéte Royale de Copenhague Pour traiter
desproblemesengéocesieet encartographiepnrecherchalesapplications'similairesdansleurs
plus petitesparties”, c’est-a-dire pour lesquelledestrianglesinfinitésimaux(ou descourbesqui
secroisent)présenentleursangles.

Pourdeuxcourbedifféerentiablesy : (—¢,¢) — € et : (—e,¢) — €' quisecroisenten z,
(c.:a-d.,7(0) = 46(0) = 2z ety(0) # 0, 5(0) # 0) ondénotel'angle entreles deuxdirectionsy(0)
etd(0) par X (v,9).

Théoreme4.2 (Riemann) Sila fonction f : U — ¢ (U C € ouvert)estholomorpheen z, avec
f'(z0) # 0, alors elle préservees angles(et leur orientation),c.-a-d., pour deuxcourbesqui se
croisentenz, ona

F(v.0) = X(foy, fod).
Unefonctionqui préservdesangless’appelleconforme
Déemonstation. Lesdirectionsde courbesf o~ et f o § sont f'(z)%(0) et f'(z)4(0); chaque

fois multiplié parla mémeconstante: = f'(z,). Nousavonsanaly€ endétail dansl’exemple2.1
gu’uneapplicationz — ¢z estunerotationavechomottétie et présere donclesangles. O
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FIG. 1.9: Exempledefonctionconformew = (z + 0.2)?

Ce théoemeestillustré dansFig.1.9 ou un animal pratique sa gymnastiquematinalesous
Iinfluencedew = (z + 0.2)%. A certainsanglesapparentsle soncontour nousavonsattacte des
rapporteursavantet apesle “stretching”. Nousvoyonsquelesanglesrestentinvariants maisles
rayonssontagrandigarle facteur| f'(z; )| etsubissenunerotationd’anglearg f'(z;). Pourceux
qui voudraientvérifier, voici quelquesraleurs:

2 =0.16+0.06i f =072+0.12i |f|=073 argf =0.17
z4 = 0.56 + 0.062 ff=152+0.12¢ |f'] = 1.52 arg [ = 0.08
2= 053+0.18  f/=147+037% |f|=152 argf =0.25.

Onpeutobserer, surtouslesdessinglesexemple2.1,2.3,2.4et2.5,quel'image d’'unegrille
orthogonaleesteorthogonaleartoutou f'(z) # 0. La fonctiondel'exemple2.2 neprésene pas
lesanglegelle n’estpasconforme).

Fonctions biholomorphes.  Une fonction holomorphef : U — V (avecU,V c )
s’appellebiholomorphe si elle estbijective et si safonctioninversef~! : V — U estaussi
holomorphe.

L'exemplele plus simpleestla fonction ¢-linéairef : ¢ — ¢ donreepar f(z) = az avec
a # 0. Soninverseestf ! (w) = a'w qui estaussiC-linéaireetdoncholomorphe Nousverrons
plus tard (quandnousconsidceronsdesfonctionsexpriméespar des séries)que chaquefonction
holomorphesatisgaisantf’(z,) # 0 estlocalementbiholomorphe c.-a-d., elle estbiholomorphe
entredesvoisinagesle z etwy = f(2).

La transformatiorde Cayley (2.7),illustréedansla Fig. 1.6, estbiholomorphede

C\{1} - ¢\ {1} maisausside ¢ — D;(0),

du demi-plangaucheal’int érieurdu cercleunitaire(elle estsapropreinverse).
La transformatiorde Joukovski(2.10)estbiholomorphede

D1(0)\ {0} — €'\ [-1,1] (4.1)

(voir Fig.l.7). Mais commeelle estsymétriqueen z et z !, elle estaussibiholomorpheentre
I'extérieur du cercleetle planfenduetjoueunréle importantenmécaniquedesfluides.
La fonctioncarré f(z) = 22 (voir 'exemple2.3) estbiholomorphecommeapplication

fi@t — @\ (—0,0]. (4.2)

En passantu coordonigespolaireson voit directementa bijectivité. Nouslaissonscommeex-
ercicela verificationdu fait quela fonctioninversef~!(w) = /w estholomorphe(exercicel6).
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Fonctionsharmoniqueset applications en physique.

“Eine vollkommenin sich abgeschlossenmathematisch&heorie,welche. .. fortschreitet,
ohnezuscheidenpb essichumdie Schwerkraftoderdie Electricitat, oderdenMagnetismus,
oderdasGleichgavicht derWarmehandelt.  (manuscriptde Riemannl850,Werke p.545)

Théoreme4.3 (Riemann1851) Soit f = u + iv holomorpheen U et soientu et v deuxfois?
contintimentdifferentiablesdansik?. Alors

Au = Uyy + Uy, =0 et Av = vy + vy, =0, (4.3)
i.e., u etv satisfont'l” equationde Laplace” (u etv sontdesfonctions*harmoniques”).
Démonstation. Les équationsde Cauchy—Riemansontu, = v, etv, = —u,. On dérive la
premere équationpar rapporta = et la deuxeme par rapporta y. Celadonneu,, = v, et
Uy = —u,,. Comme(voir le theoemede Schwarz, [HW, p.317]) v,, = v,,, Oon obtientla
premiere équationde (4.3). Pourla deuxeme,on dérive les équationsde Cauchy—Riemanpar
rapportay etx respectrement. O

FIG. 1.10: Champsd'un dipdle dansi??, w = log(z + 1) — log(z — 1)

Gracea cettedecouerte,Riemannaouvertl'applicationdesfonctionsholomorphes denom-
breuxproblemesdela physique puisquecetteéquationestsatishite parle potentielgravitationnel
d’un corps(Laplacel785,voir Oeuvesl, Mécaniqgueelestepublié 1843,p.157),parleschamps
électriguest magretigueg Gausst W. Webera Gottingen)et parla chaleurenéquilibre(Fourier
1807; cf. citation de Riemannci-dessus).ll faut rajoutera cetteliste certainsmouvementsde
liquides(lesmouvementssansotationnel;d’Alembert1752,Helmholtz1858).

z

Exemple4.4 Le potentield’un dipdle (ou I @coulement’un liquide sortantd’'une sourceet ren-
trantdansun trou) estcréé par la fonction holomorphew = log(z + 1) — log(z — 1) (pour des
agumentompleesle logarithmeestdéfiniepar log z = log |z| + i arg z; voir plustardpourune
discussiordétailée).La Fig.1.10 montreles courbesde niveaudesfonctionsharmoniquesi(z, y)

etv(x,y), donreescommepartiesréelleetcomplexede f(z) = log(z + 1) — log(z — 1).

2Nousallonsvoir plustard quechaqueonctionholomorpheestinfinimentdifférentiable L’ hypothéseconcernant
lesdeuxemesdérivéesseradoncsuperflue.
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1.5 Serieset fonctionsanalytiques

Pourc € € etpoura, € @', k= 0,1, ..., consiceronsla série
agtai(z—c)+a(z—c)’+az(z—c)’ +... = Y ap(z— ) (5.1)
k=0

et étudionde domaineou elle repiesenteunefonction, c.-a-d.,ou la série corverge. La définition
dela corvergencede (5.1) estla mémequepourunesériedansik avecla seuledifférencequela
valeurabsolueestmaintenantéfiniesur ¢ etpassur IR. Comme(' ~ IR* estunespaceomplet,
onaaussie criterede Cauchy(voir lesparagrapheHll.2 etlll.7 de[HW]).

Rappelongjue(5.1) corverge absolumentsi la seriedetermegéréral|ay| - |z — | converge.
Elle corverge uniformemensur A C €', si pourtoute > 0 donréil existeun N (indépendante
z € A)telque | X5, ar(z — ¢)¥| < ¢ pourn,m > N etpourz € A.

Définition 5.1 (rayon de convergence) Pour unesérie aveccoeficientsag, a1, . . . on définit

p = sup {|§| ; laserie > ax¢” corverge} (5.2)

k=0

etonappellep le rayonde corvergencedela série.

Théoreme5.2 Soitp le rayonde corvergencedela série (5.1). Alors,

e pourchaquez avec|z — c| < p, ona corvergenceabsolue;
e pourchaquez avec|z — c| > p, onadivergence;
e pourchaquer avecr < p, ona corvergenceuniformesur le disqueD,.(¢).

Une série (5.1) définit alorsunefonction complexe surle disqueD,(c). La demonstratiorde
cethéo®mereposesurle criteredesmajorants.

Lemme 5.3 (crit ere desmajorants) Supposonsue |a;| < v, pourtout k etquela sérieréelle
Y k=0, T" corverge avecunr > (. Alors, la série (5.1) corverge absolumenet uniformement
sur D,.(c) etsonrayonde corvergencep satisfaitp > r.

Démonstation. Pourz € D,(c) nousavons | 3L, ax(z — o)f| < S0y r* etlaffirmationest
unecongquencealu criterede Cauchy |

Pourdémonter le théoreme choisissonain z, satishisantr < |zy — ¢| < p, pourlequella
série cornverge (Fig.1.11). Une conditionnécessair@st a, (2, — ¢)* — 0 etil existedoncun M
tel que |ax(z0 — ¢)¥| < M pourtout k. Par congquent, |a;| < M/|zy — c|* =: v;. Comme
/|20 — ¢| < 1, la série} ;5o r* corverge et on peutappliquerle critere desmajorantspour
z € D,(c). O

® o0 L X ] 9000000

FiG. 1.11: Preuwe dela corvergenceuniformeetabsolueour |z — ¢| < r < p.
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Théoreme5.4 Lerayondecorvergencedela série (5.1) estdonre par

1
* limsupy_., {/]ox]

Sila limite suivanteexiste le rayonde corvergenceestaussidonre par

(criteredela racing Hadamad 1892). (5.3)

(critere du quotient). (5.4)

Démonstation. Si |ai| - |z — ¢|* < r* avecunr < 1, le critere desmajorantsguarantitla
cornvergencede la série (5.1). Cetteconditionpeutétreécritesousla forme (/|ax| - |z — ¢| < 7,

etelle estsatishiteavecunr < 1 pourk sufisammengrandsi lim sup,,_, . /|ax| - |z — ¢| < 1.

Ceciimplique que p > (limsup;_, .. f/@)*l. L'inégalié stricte p > (limsup;,_, M)*
n’estpaspossible carsinonil existeraitun z avec|z — ¢| < p et limsup,_, M- |z —c| > 1,
c.-a-d., - |z — ¢|¥ > 1 pourunnombreinfini de k.

Pourla demonstratiordu critéredu quotienton partavec la condition |ag| - |z — c|**! <
r-|ax| - |z — ¢|¥ pourunr < 1. En 'ecrivantcetteconditioncomme(|ak+1|/|ak|)|z —cl <r,le
restedela preu\e estidentiquea celledu criteredela racine. O

La consicerationdesséries(5.1) avec agumentcomplexe z € €' nouspermetd’élagir le
domainede définition d’'un grandnombredesfonctionsimportantesVoici quelquesexemples:

La fonction exponentielleestdéfinie parla série
2 3

expz—1+z+§+— _Zk" (5.5)

Le criteredu quotientdonnep = co. Ainsi, cettesérie corverge pourtout z € (' etla fonction
exponentielleestdéfinie surtoutle plancomplexe.

Lesfonctionstrigonométriques sontdéfiniespar

22 = (1)
COS 2 ':1_§+J+'” = X_:(Zk)!z
k=0 (5.6)
. o 2 2 L« (—1)% 241 .
Sin z —Z—a‘l‘g"— = Z{)mz .

Commeexp z, lesfonctionscos z etsin z sontdéfiniespourtout z € ¢'. Enrempla@ant z pariz
dans(5.5) etenrassemblantestermessanset avecle facteur:, on obtientla formuled’Euler

expiz = cosz + 14 sinz pourtoutz € (5.7)

(attention:on effectueun réarrangemerd’une série,ce qui va étrejustifié dansle paragraphé.7).
La série logarithmique estdonréepar

1>k+1 (5.8)

2z oo

log(l4+2):=2— —+4+ = F Z

Le rayonde corvergencede cettesérieestp = 1. Le logarithmeestdonc défini par cettesérie

surle disquederayon1 centé enc = 1. Pourle moment,on n'a pasencoredémontgé quele
logarithmeestla fonctioninversedela fonctionexponentielle(voir le paragraph.8).
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Définition 5.5 (fonction analytique) Unefonction f : U — € avecU C (' ouverts’appelle
analytique si pourchaquec € U il existeunesériedela forme(5.1)avecunrayondecornvergence
p = p(c) > 0 tellequesurle disqueD,(c) ona

f(2) =ag+ai(z —c) +ax(z — c)* + az(z — ¢)? i (z —c). (5.9)

Dansle restede ce chapitrenousallons démontrerque chaquefonction analytiqueestholo-
morphe nousdiscuteronde calculavecdessériesenprésentantiesexemplesmportants et nous
démontrerongju’unesérie (5.1) estanalytiquedansle disqueouvert D,(c), si p designde rayon
decorvergencedela série.

1.6 Holomorphie et analyticit e dessériesentieres

Consiceronsunefonction f (z) définieparunesérieavecunrayondecorvergencep > 0 (poursim-
plifier la discussionmaissansperdrela géréralitt noussupposonsgjuele centrec estal’origine):

f(2) =ap+ a1z +agz® +az2® +... = Zakzk- (6.1)

Cettefonction estcontinuesur D,(0), carla série corverge uniformémentsur D,.(0) pourr < p
(appliquene criterede Weierstrassyoir [HW], page217).

Théoreme6.1 Lafonction f(z) de(6.1) estC'-differentiablesurle disqueD,(0) etsadériveeest

f(2) = a1+ 2a02 + 3a32° + das2® + ... = Y kap2" (6.2)

Démonstation. On obtientla série (6.2) endérivant(6.1) termeparterme. Commevk — 1, le
criteredela racinemontrequeles deuxséries(6.1) et (6.2) posedentle mémerayonde corver
gencell fautencorgustifierla differentiatiortermeparterme,c.-a-d.,qu’il estpermisd’échanger
différentiationet sommation.

Pourvoir cela,nousconsicerons: et z, satishisant|z|, |zo| < r < p, etnoussoustrayons

f(20) = ao+ a120 + aszy + aszzy + Z arzy.
de f(z). Cecidonne
2 f(2) = f(20) = ¥(2)(z — =)
avec

Y(2) = a1+ az(z + 20) + a3(z* + 220 + 25) + as(z® + 2220 + 220 + 25) +... . (6.3)

Onvoit toutdesuiteque(z,) serala dérivée f'(z,) annon&een(6.2). Il nousrestea vérifier que
la fonction(z) estcontinueen z,. Le k-iemetermedela sériepour(z) donnel’estimation

lag (2571 4+ 267220 + o+ 28| < klag R (6.4)

C’est le termegéréral, en valeur absolue,de la série (6.2) prise au point . Nous sa/ons que
cettesérie corverge absolumentet nousavonstrouvé une série corvergentequi majorela série
(6.3) independammende z. Le critere desmajorants(Lemmeb5.3) assurealorsla corvergence
uniformeet, avecelle, la continuié. O

Corollaire6.2 Unefonctionqui estanalytiquesur U estaussiholomorphesur U. O
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Le théoemeprécedentpeutétreappligLe a la fonction f’(z) et on voit itératvementqu’une
fonction analytiquen’est passeulementnefois maisinfiniment €-différentiable(desexemples
sontexp z, cos z etsin z sur €'). La j-iemedérivéede (6.1) satishit pour|z| < p,

() s .
. j,(2> =D (’;) 2, (6.5)
&

etpourtout j cettesérie posedele mémerayonde corvergenceque(6.1).

Théoreme6.3 (série de Taylor) La fonction f(z) de (6.1) est
analytiquesurle disqueD,,(0). Pour c € D,(0) etz satisfaisant
|z —c| < p—|c|onaque

= > c¢i(z—c) avec ¢ =
=0 J!

Le rayonde corvérgencede cettesérieest p. > p — |c¢| > 0.

Démonstation. En utilisantle theoemebinomialon obtient

R T 1 () PSRRI P (P TR

Il restea vérifier quel’ @échangeale la sommationdansla dernereégalié estpermissousles hy-
pothesesdu théome. Comme |z — ¢| < r — |c| avecr < p, unepartiefinie dela série double
peutétremajor'eepar

55l (4t 21e —c < 35 5 () st = ety < $ o < 3= =

k=0 5=0 k=0 75=0

Le Théo®me7.1du paragraphsuivantjustifie donccetteechangest démontrea formule pourle
rayondecorvergence. O

|.7 Calcul avecdesseries

Dansles anrees1870, Weierstrassa pas€ sesvacancesen Suisse(au Rigi) et avait aveclui la These
de Riemanncommelecture d’éte. Il a alors renconté le physicienHelmholtzet s’est plaint aupres de
lui de sa grandedifficulté a compende les méthodesde Riemann. Helmholtzlui demandde travail et,
guelguegours plustard, dit & Weierstrass: “moi je lestrouvefacileset naturelles” (pour le texte original
cf. A.Sommerfeldyorl. iberTheoet. Physik,\ol. Il, p.124ou[Remm91p.430]).

Il nes’agit certainemenpasd’un manqued’intelligencechez\Weierstrass,maisplutdt d'uneconception
differentedu mot “comprende”! Chez\Weierstrass, “compris” signifie “d émonté avectoutela rigueur
donton estcapable”. Absolumentigoureuxsontseulementalgébre et les polyrbmesavecun passae a
la limite prudent(sériesinfiniesetleur corvemgenceuniforme).

Le but de ce paragraphestde déemontrerrigoureusemengue la somme,le produit, la com-
position, ... desfonctionsanalytiquesdonnentdesfonctionsanalytiques. Pourla somme,ceci
estsimple,maislesautresopérationsnécessitentletravailler avecdesréarrangementst avecdes
sériesdoubles.Commenonsalorsarappelemn résultatdu coursAnalysel [HW, p.192-198].

Réarrangementde séries doubles. Consiceronsune famille {a;;}; j—0.12,.. de nombrescom-
plexesdispogsentableaucommedansFig.l.12 et supposongjuenousvoulionstout additionner
Il y a bien desmankresde le faire. On peutadditionnerles élémentsde la ligne i, dénoterle
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Qoo + Qo1 + ap2 + Qo3 + = S0
+ + + + +
ap + an + a2 + a3z + = 5
+ + + + +
azxy + a1 + ax + ax + = 852
+ + + + + (7.1)
azx + a3 + azx + axz + = 53
+ + + + +
Vo —l— U1 —I— V2 + V3 + e = ???

Fic. 1.12: Tableaud’une sériedouble

résultatpars;, etcalculery_: s; ; on peutaussiadditionnerdesélémentsdela colonnej, dénoter
le résultatparv;, etcalculery>?2, v;. On pourraitaussiecriretousles élementsdansun arrange-
mentlinéaire.Par exemple,nouspouvonscommenceparag,, ensuiteadditionnelesélementsy; ;
pourlesquels + j = 1, puisceuxavec: + j = 2, etainsidesuite.Celadonne

aopo + @10 + ap1 + a0 + a11 + age +asp +ag + a2+ ...

La questionqui seposeestla suivante:les differentegossibilitsde sommationfournissent-
ellesla mémevaleur?A-t-on

50+51+52+...:§:(§:aij):i<§:alj>:vo+v1+v2+... , (7.2)

i=0 j=0 j=0 i=0
etlesarrangementbnéairescorvemgent-ilsaussiverscettemémevaleur?
Théoreme7.1 Supposonguela série double(7.1) soittelle qu'il existeun B avec
m m
> > laiyl < B pourtout m.
i=0 j=0

Alors, lessériesdans(7.2),ettouslesarrangementdinéairesdela série doublecorvergentabsol-
ument.Lesexpressionslans(7.2) ettouslesarrangementdinéairesontla memesomme m|

Consiceronsdeuxfonctionsdonréespardesseries

f(2) = ap+ a1z + agz? +az2® + ...

(7.3)
g(2) = by + b1z + boz?® + b3z + ...
avecrayondecorvergencep, > 0 etp, > 0 respectrement.ll estévidentqu'ona
f(Z) + Q(Z) = (CLO + bo) + (CL1 + bl)Z + (CLQ + b2>Z2 + ...+ (CLk + bk)Zk + ... (74)

etquela série(7.4)aunrayondecorvergencep > min(pg, pp)-

Produit. Sil'on calculele produitdesdeuxséries(7.3), termeparterme,etsil'on collecteles
termesavecla mémepuissancele z, on obtientla série

(aobo) + (aoby + arbo)z + (agbs + a1by + ashy)z® + (aghs + arbs + asby + asbg)z> + ... . (7.5)

La questionest, pour quelsz cettesérie corverge et, en casde corvergence,est-cequela série
repesentde produit f(z) - g(z) ?



Differentiabilite dansC 17

Théoreme7.2 (Produit de Cauchy) Soientp, et p, lesrayonsde corvergencedesdeuxséries
(7.3). Alors, la série (7.5) a un rayonde corvergencep > min(p,, pp) €t pour |z| < min(p,, pp)

ona o K
F(2)-9(2) = (X asbe—y) 2" (7.6)

k=0 j=0

En congquencele produit de deuxfonctionsanalytiquesestanalytique

Démonstation. Le produit, termepar terme,desséries(7.3) donneun tableauavec éléments
a;b;z"*7. Commele produit f(z) - g(z) correspondauxsommesioublesdans(7.2) etla série(7.5)
estunarrangemeninéaire,il sufiit d’appliquerle Théoeme7.1. Pour|z| < r < min(p,, pp) ONA
Pestimation 372 >0 [aib; 27| < (Xiso |ailr) (X0 |aj|r?) =: B. Alors, la formule (7.6) est
vraiepour z satlshlsant|z| < min(pq, pp)- O

Exemple Cerésultatnouspermetde démontrefa formule exp(az) - exp(5z) = exp((a + 3)z)
poura, 3, z € €, etd’endéduireque exp z - exp w = exp(z + w).

Composition de séries corvergentes. Soit w = f(z) = a1z + az2® + azz® + ... une
serieaveca, = 0 (c.-a-d., f(0) = 0) etsoit g(w) = by + byw + byw? + byw® + ... . Cherchona
calculerunesériepourla composition/’(z) = g(f(z)) (voir Fig.1.13). Oninsérela premeresérie
dansla deuxemeetonréarrangea sérieenpuissancesde z :

F(2) = by +bi(a1z + az® +azz® +...) + bo(arz + apz® + azz® +...)% + . ..
= b() + blalz + (blag + bga%)ZQ -+ (61&3 + 262&1&2 + bga?)z‘g + ... (77)

= cptCz+ca?+eg2d et 4.

De nouweau on se demandesi cette serie pos®de un rayon de corvergencepositif et si elle
representda compositionf’(z) = g(f(z)).

Théoreme7.3 (compositionde séries) Soientp, > 0 et p, > 0 lesrayonsde cornvergencedes
seriespour f(z) etg(w). Choisissons > 0 tel que>_32, |ax|r* < py.
Alors,la série F(z) = cg + c12 + c22? + c32° + ... de(7.7)corverge pour |z| < r etona

9(f(z)) = F(2).

Démonstation. Pour|r| < p,, lafonction r — 332 | |ax|r7* estbiendéfinie,elle estcontinueet
s'annullepourr = 0. Il estdoncpossibledechoisirr > 0 tel queX_2, |ax|r* < py (Fig.1.13).

FiG. 1.13: Compositionde séries
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Enappliquanitératvementie Theéo®me7.2,nousvoyonsquel’expressionf (z) estunesérie?
f(z)! = (Zakzk)l = Zaijzj
k=1 j=i

avec un rayonde corvergence> p, et pour|z] < r < p,ona 332, a2 | < 352, Jag|r? <
(3552, |ax|r®)" == s* avecs < p,. Pourobtenirla série ¢y + ¢12 + co2? + 32 + ... onaeneffet
échang la sommatiordans

00 ‘ 00 00 ' 00 J ) 00 ‘
G =2 bf () = Y ays = 3 (Yhay)e = o2 = F(2).
=0 =0 j=1 7=0 =0 7=0
La justificationvientdu Théorme7.1,car 372 S0, [ba;; 27| < S |bils' < 32, |bils' =: B
pourtoutm > 0. m|

Commeapplicationconsiceronsun quotientg(z)/f(z). Pourle développeren série, il suffit
detraiter1/f(z) car g(z)/f(z) = g(z) - (1/f(2)) etonsaitdéjadévelopperun produitde séries.
Siay # 0 on peutmettrece facteuren évidenceet ainsicommenceia série de f(z) par1 (un
exempleintéressand’un quotientestla sériepour tan z = sin z/ cos z).

Théoreme7.4 (quotient) Soit
f(2) = 14+ a1z + a9z +a32® +agz* +... = 1 —h(2)

unesérie avecrayondecorvergencep > 0 etsoitr > 0 telque 322, |ax|r* < 1. Alors,ona pour
2| <, 1

f(z)
Lescoeficientsc;, peuvengtre calculeesencompaantlesmémespuissancesle z dansl’identité
(1+az2+...)(1+c2+...) =1 ouencalculant 1 + h(z) + h(z)* + ... .

= 14cz4c2®+es2® +e* ...

Démonstation. On appliquele Théoeme7.3avecg(w) = (1 —w) ' =1+ w+w? + ... et
avecw = h(z). O

Touslesrésultatgdeceparagrapheestentvraissil'on consiceredessériesdéveloppeesautour
d’un point différentde I'origine. Parexemple,si f(z) = ap + a1(z — 20) + az(z — 29)* + ... et
g(w) = by + by (w — wp) + bo(w — wp)? + ... avecwy = f(z) = ayp, alorssousleshypothesesiu
Théoeme7.3onag(f(z)) = co+ c1(z — 20) + ca(z — 29)? + ... pour|z — z| < 7.
Equations diff érentielles. Soitunefonction g(w) = by + byw + byw? + bsw® + . .. donrée,
on cherchaunefonction w = f(z) = a1z + a22® + azz® + ... avec

dw

E = g(w), w(()) =0, (7.8)

(uneconditioninitiale w(zy) = w, peutétretraitteen consicerantdessériesdeveloppgesautour
dez, etw, respectrement).Oninserela série pourw dans(7.8) eton utilise (7.7),

ap + 2a2z + 3az3z* + ... = g(f(2)) = by +brarz + (brag + boal) 2> + ... . (7.9)
Une comparaisomescoeficientsdonne
a; = bo, 2&2 = blal, 3&3 = b1a2 + bga%, 4&4 = blag + 262&10,2 + bgai’, ce (710)

etnouspermetde calculerrécursvementles coeficientsa, dela solutionde manereunique.lci,
I' étudedela corvergenceestplaisantgCauchy Exerc. d’analysel841).

SAttention: s estici unelettredesommatioretnon/—1.
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Théoreme7.5 Sila série pour g(w) pos®deun rayonde corvergencepositif p, > 0, alors la
seriew = f(z) = a1z + ax2? + . . ., obtenueencompaant les coeficientsdans(7.9),a aussiun

z

rayonde corvergencepositif p, > 0 etdonneunesolutiondel’ equationdifferentielle

Démonstation. Lasérieg(w) = by+byw+byw?+. .. convergepour|w| < p,. Enposanty = ¢!
avec( < ¢! < p, onendéduitquelescoeficientspeuventétremajoréspar |by.| < Mq*.

Onchercheamajorerlescoeficientsa; donrésrécursvementpar(7.10).L’inégalié dutrian-
gle avecla majorationpourb, donne

‘a1| S M7 2|a2| S Mq|a1|, 3|a3| S M(Q|a2| +q2|a1|2)7 s (711)

L'id éeestdedéfinir unesuitedesnombreséelsq;, enrempla@ntdans(7.11)les|ay| paray, etles
“<” par“=". Celadonne

ay =M, 2ay,=Mqai, 3az= M(qay+q*a3), ... (7.12)
La premereobsenationestqu’onal’estimation
lax| < ay, pour k=1,2,... (7.13)

(cecisedémontrepar un agumentd’induction standard)et la deuxemeobsenation estqueles
oy, satisfontles relationsde (7.10) si on remplaceles b, par M¢*. Celaveutdire quela série

z

w = oz + az? + ... estlasolutiondel’ équationdifférentielle

dw M
_ M 224 ) — , —o. 7.14
7 M1+ wq+wq¢g +...) — w(0) =0 ( )

Cetteéquationpeutétrerésoluefacilement(par“séparatiordesvariables”,[HW, p.138])

w?q 1—+/1—2qMz

(1—wq)dw=Mdz = w—TzMz = w= , (7.15)

q
et sa solution peut étre devéloppee en série (a I'aide de la série binomiale), qui corverge pour
|z| < 1/(2¢M). O

z

Exemples.La fonction exponentiellew = exp z estsolutiondel’ equationdiff’erentielle‘fi—lg =w
etla fonctiontangantetan z = sin z/ cos z estsolutionde Cfi—f =1+ w? (exercice32).

Fonction inverse. Soitw = f(z) avecw, = f(z,) donréeparun développementy — w, =
a1(z —20) +az(z — 20)® + az(z — 20)> + ... . Oncherchde développemendela fonctioninverse
z = g(w) souslaformez — 2y = by(w — wp) + ba(w — wp)* + bg(w — wp)*® + ... . Aprésdes
translationspn peutsupposet, etw, place dansl’origine eton partde

w=f(z2) =a1z + a2’ +azz* +... donrg
, (7.16)
z = g(w) = byw + byw? + bsw® + ... chercle.

La fonction g(w) estl'inversede f(z) si pourla fonctioncompoge F'(z) = g(f(z)) dans(7.7)
nousavons F'(z) = z. Unecomparaisomescoeficientsdonne

b1a1 = 1, blag + bga% = O, blag + ngalag + bgai’ = 0, ce (717)
Sia;, # 0, lapremireéquatiomnousdonneb; = 1/a;, la deuxémeb, = —b,a,/a3, etc. Comme
la kiemerelationestdela formeb,at + ... = 0, ol lestrois pointsindiquentdesexpressionsiéja

calcukesJa seuleconditiona; # 0 nouspermetdecalculerrécursvementiouslescoeficientss.
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La discussionde la cornvemgencepar la méthodedesmajorants(similaire a celle dansla dé-
monstratiordu Théoreme7.5) estpossible(voir le livre de H. Cartan),maispeucommode.Nous
rameneronda questiona uneéquationdifférentielle(idéevue par GerhardwWannerdansun cours
deW. Grobner1963).

Théoreme7.6 Soit w = f(z) = a1z + a2z + az2® + ... unesérie aveca; # 0 etrayonde
convergencep, > 0, alorsla série z = g(w) = byw + byw? + byw? + . .. aveccoeficientsdonrés
par (7.17)possdeun rayonde corvergencepositifetona ¢(f(z)) = z dansun voisinage de0.

Démonstation. Sig(w) estbiendéfiniedansun voisinagede0, unedifférentiationdela relation
g9(f(2)) = z donne

g(f))f'(2) = 1, (7.18)

cequi conduital’ équationdifféerentielle

dz 1 1 )
dw - = 0)=0 7.19
dw f/(Z) a, + 2@22 + 3&322 + ... €0 t €1z - C2% + ) Z( ) ( )

pourlafonctionz = g(w). Parle Théoeme6.1pourla dérivéeetle Théoeme7.4pourle quotient,
la seriecy + c1z + ... pos®deun rayonde convergencepositif. On estmaintenanien position
d’appliquerle Théoreme7.5 qui dit quela solutionde I’ équationdifférentielle(7.19) estdonrée
parunesérieavecrayondecorvergencepositif. Cettesériesatishit (7.18),c.-a-d., F'(z) = 1 pour
F(z) = g(f(#)). Encomparantescoeficientsde F’(z) avecceuxde 1 etenutilisant /'(0) = 0,
onvoit queF'(z) = z. O

Corollaire 7.7 (théoremed’inversionlocal) Soitf : U — € (avecU C € ouvert)analytique
dansU etsoitzy € U. Si f'(z) # 0, la fonctionestlocalementbiholomorphec.-a-d., elle est
biholomorpheentre desvoisinagesde 2, etdew, = f(zo).

Démonstation. Avec:z etw rempla@ésparz — z; etw — wy dansle Theéoeme7.6,la condition
a; # 0 devient f/(zy) # 0. O

Exemples.La fonction f(z) = 2? (voir Fig.l.5) estlocalementiholomorphedansun voisinage
dechaquez, # 0. Pourla fonctionde Joulovskiona f'(z) = (1 — 2~ 2). Elle estlocalement
biholomorphepourz, # +1 (voir Fig.1.7).

1.8 La fonction exponentielleet le logarithme

Etudionsen détail quelquedonctionsanalytiques:la fonction exponentielle soninversele loga-
rithme, lesfonctionstrigononétriqueset lespuissancesomplees.

Fonction exponentielle. A partles polyndmesetlesfractionsrationnelles|a fonctionexpo-
nentielleestla fonctionholomorphda plusimportante Elle estdéfinie parla série
2 23 24 00 Zk

z
expz=1+z+§+§+ﬂ+...:kzog (8.1)

dontle rayonde corvergenceestp = oc.
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Aveclafonctionexponentiellejl estnaturelde consicereraussiesfonctionstrigononétriques

22 24 o0 (_1)k ok
o (8.2)
. 23+Z5+ i (=D i '
smzg = 22— — — .. = T aa——
31 5l 2 2k + 1)

qui sontegalementéfiniespourtoutz € € parcesséries.Enrempla@ntz pariz dans(8.1)eten
rassemblariestermessanset avecle facteuri, on obtientla formuled’Euler (1748)

exp(iz) = cosz+1i sin z pourtoutz € (. (8.3)

Ceréarrangemerde la série (8.1) estpermiscar elle corverge absolument.Commecos(—z) =
cos z etsin(—z) = —sin z, on arrive a exprimer les fonctionstrigononetriquesen termesde la
fonctionexponentielledela maniresuivante:

cosz = %(exp(iz) + exp(—iz)), sinz = %(exp(z’z) — exp(—iz)). (8.4)

Equation diff érentielle. Pardifférentiationtermeparterme onvoit quela fonctionexponentielle

w = exp(cz) (avecc € (') estsolutiondel’ équationdifférentielle
dw
dz

Cettepropriéte estcaracéristiquepour la fonction exponentiellecarsi w = f(z) = ag + a1z +

asz? + ... satishit (8.5), on a nécessairemerita;, = ca;_;. Cetteformule de récurrencedonne

a, = aoc®/k! et on trouve ainsila fonction exponentielle f(z) = agexp(cz) commela seule

solutiondel’ équationdifféerentiellesatishisantf (0) = ay.

Uneautreproprieté caracéristiqueestdonreedansle theoemesuivant.

= cw. (8.5)

Théoreme8.1 (théoremed’addition) Soit f(z) = ag + a1z + azz? + ... donréepar unesérie
avecunrayondecorvergencep > 0 etaveca, # 0. Alors f(z) satisfaitla relation

fz4+w) = f(2)f(w) pour z,w avec z,w, z +w € D,(0) (8.6)
sietseulemensi f(z) = exp(cz) avecunc € .

Démonstation. Avec le produit de Cauchyon a démonté au paragraphé.7 que la fonction
f(z) = exp(cz) satishit (8.6) (voir aussil’exercice27). Pourvoir gu’elle estla seulefonction
satishisant(8.6),nousdérivonscetterelationparrapportaw, cequidonne f'(z4+w) = f(z) f'(w).

En posantw = 0 onvoit que f(z) satishit I' équationdifférentielle(8.5) avecc = f'(0). Ona
doncf(z) = apexp(cz). Mais, pourquecettefonctionsatishssg8.6) il fautquea, = 1. |

Cethéoremed’additioncombiré avecla formuled’Euler (8.3) donnepourz = z + iy que
expz = exp(z + 1y) = exprexp(iy) = expz (cosy + isiny). (8.7)

Commenoussommedgamiliersaveclesfonctionsréellesexp z, cos y etsin y (avecargumentréel),
cetteformule nouspermetde mieuxcomprendrd’application f(z) = exp z qui estillustréedans
Fig.1.14. Leslignesverticales(z = Const) sontervoyéessur descerclesavec rayonexp z, les
ligneshorizontalegy = Const) sur desrayonspartantde I'origine avec un angley. De plus,
exp z # 0 quelquesoitz € .

Onsaitquelesfonctionssin y etcos y sont2r-périodiques Ceciimpliqueque

exp(z + 2kmi) = exp 2z pourtoutk € Z etz € (. (8.8)
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FiIG. 1.14: La fonctionexponentielleetle logarithme

Théoreme8.2 Pour toutn € IR, la fonction f(z) = exp z estbiholomorphecommeapplication
entre

{zeC;n—7m<Imz<n+n} et C\R,
ou R, = {z = rexp(in £ir); r > 0} estle rayonpartantdel'origine avecanglen =+ .

Démonstation. Surjectivie. Prenonsy, € €'\ R, etécrivonscenombrecompleceencoordonies
polaireswy = r(cos ¢ + ising) (r > 0 ety # n £ wmod2r). Avecz, := logr + i + 2kni (ou
k estunentier)onaqueexp zy = wy. Il suffit dechoisirk afin quey + 2k7 soitdansl’intervalle
ouvert (n — m,n + m) pourconclurela surjectvité del'applicationexponentielle.

Injectivite. Soit exp zy = exp z; &veCzy = zo+1iYyo, 21 = T1+iy; €t n—m < yo, y1 < n+n. La
formule(8.7)impliquequex; = z, (carexp x; = | exp 21| = | exp zo| = exp ) ety; —yo = 2kmw
avecunentierk. Commela distancey; — y,| eststrictemenpluspetiteque2r, il ensuitk = 0 et
I'injectivité del'application.

Holomorphie La fonction f(z) = exp z estanalytiqueet doncholomorphesur ¢'. Comme
f'(z) = exp z # 0 partoutdans(, le theoemed’inversionlocal (Corollaire7.7) implique quela
fonctioninverseestaussinolomorphe. O

Le logarithme. Le but estde définir le logarithmecommeapplicationinversede la fonction
exponentielle. Pourceciil fautrestreindrde domainede définition de exp z, par exemple,ala
bandeB := {z € '; —7 < Imz < +x} (voir le Théoeme8.2). On obtientalors

Logz :=log|z| +iargz (8.9)

ou 'argumentarg z estchoisipourque —7 < arg z < +u. Cettefonction, qui estholomorphe
parle Théo®me8.2,estla brancheprincipaledulogarithme Elle estdéfiniesur €'\ R, etelle est
souwentnotée Log =z (avecunL majuscule).

On peutaussidéfinir le logarithmecommefonctionmultivaluée

log z :=log|z| + i arg z + 2kmi avec ke Z. (8.10)

Il fautfaire attention,carlog z n’estpasun seulnombrecomplece maisun ensemblale nombres
complexes.Quelquesoitk dang(8.10),0naexp(log z) = z. Encontrastevec Log z, 'expression
log z estdéfinie surtout le plan complece (al’exceptionde origine). Pourun nombreréel négatif
onalog(—x) =logx + (2k + 1)mi (siz > 0).
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Equation diff érentielle. Soit f(z) = log z la fonction (8.10) avec un k fixé (par exemple,
f(z) = Logz), ouunedesfonctionsinversesde la fonction exponentiellevue au Théoeme8.2,
alors f(z) estholomorpheet on a exp(f(z)) = z. Une différentiationpar rapporta > donne

z

exp(f(z))f'(z) = 1. Encongquencelafonctionw = log = estsolutiondel’ équatiordifférentielle

d_w = 1 (8.11)
dz z

La valeurinitiale estw(1) = 0 pourla brancheprincipaleetw(1) = 2kni pourlesautresranches.

Devélopementensérie. Avecl'argument: remplaé par1+z onvoit que Log (1 +z) estsolution
del' équationdifferentielle?* = 1/(1+ z) = 1 — z 4+ 22 — 2* 4 ... . Uneintégration termepar

terme,donnealors s 3 4
z z z

Logz = 22— —+———+... our 1. 8.12
9z = z— St o - pour |z] < (8.12)
La relation fonctionnelle. Le théoemed’addition pourla fonction exponentielleimplique que

exp(log(zw)) = zw = exp(log z) exp(log w) = exp(log z + log w) . Onendéduitque
log(zw) = log z + logw + 2kmi (8.13)

pour deux nombrescomplexesnon nuls. L'entier k estdétermiré par la branchedu logarithme
choisie. Si I'on consicere deux nombrescomplexesdans ' \ R, et la brancheprincipale du

logarithme,ona ) .
2w Sl argz +argw < m

Log (zw) = Logz + Logw + { 0 Si argz +argw € (—m,m) (8.14)
—2mi  Si argz 4 argw > —m

En particulier on a log 2™ = nlog z + 2kwi pourdesentiersn etdoncaussiz” = exp(nlog z).
Cetteformule estla motivationpourconsicereraussidespuissancesomplexes.

La puissancecomplexe. Pourunnombrecomples c € € etpourla variablecomplece z # 0
nousdéfinissons

2 := exp(clog 2). (8.15)
Ici, la fonctionlog z estmultivaluée. Cecisignifie que z¢ estaussimultivalueeen géréral. Pour
chaquebranchede log z, cettefonction estholomorphecommecompositiondesfonctionsholo-
morphes.Consiceronsquelquesasparticuliers:

e Sic = n estunentierpositif, onaz® = z - ... - z (n fois); cettevaleurestunique;

e Sic = —n estunentiernégatif,onaz® = z~' - ... . 27! (n fois); cettevaleurestunique;

e Pourc = 1/n, lavaleurz¢ repesentdesn solutionsdew™ = z, eton lesobtientenprenant
unesolutionetenla multipliant parexp(2k7i/n) (k = 0, 1,...,n — 1) qui sontlesniemes
racinesd’unité;

e Sic € R\ @ estunnombreirrationnel(parexemplec = v/2), 'expression:*© repesente
uneinfinité desnombrescomplexes; ils sontdensesur le cercleavec rayon |z|° centé a
I'origine;

e Sic e €\ R, I'expressior: repesentaineinfinité desnombrecompleces;ils sontsitués
surunespiraleetdonréspar z¢ = exp(cLog z) exp(2kmic) pourk € Z.

Echangeonmaintenantes rolesdec etz dans(8.15)et considerons
¢ :=exp(zLogc). (8.16)

Cettefois il s'agitd’'unevraiefonction,caronafixé Logc commela valeurdela brancheprinci-
pale. Avece := exp(l) = 2.71828...,0na Loge = 1 etdoncaussie* = exp(z - 1) = exp(z).
Cecijustifie la notatione* pourla fonctionexp z.
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11.

12.

13.
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Exercices

Calculerlesdeuxracinesdu polyndbme
224 (1+4i))z —(5+14) =0,
Ecrirele nombrecomplee ¢ = —2 + 2i encoordonigespolaireset calculer /¢ (trois solutions).
En utilisantla formulede Cardangvoir [HW, p.7]) calculerla solutionréelledel’ équation
2 —z24+1=0.

Vérifierle résultatavecun logiciel commeMaple.

. Consiceronsuneapplication/R? — IR?: <x) — (u(x’y))

Y v(z,y)
Aveclidentification ¢ ~ IR? de(1.3)elle peutétreécritesousla formew = f(z).
Exprimer f(z) entermesdeu, v etz = = + iy.

Décriregéonetriguementes partiesdu plancomplexe définiespar

a) |zl <1, |z+1<1, |z-1]<1,
b) Rez > —1/3, Rez+3Imz <4,
C) 3n/4 < argz < bm/4.

Lesquelgdesensemblesle'exerciceb sontouverts,fermés,borrés,compact®
Poura, c € IR etb € € consicronsl’ équation

azZ + bz +bz+c=0.
Montrerquecetteéquationrepiesenteun cercledansc sia # 0 et |b|? > ac. Discuterle casa = 0.
Quesepasse-t-iki [b|?> < ac?

Avec l'identification € ~ IR? de (1.3) chaqueapplicationR-linéaire R> — IR? peutétre écrite
sousla forme
f(z)=Az+puz (9.1)

avec\, u € € (uniqguementétermires).
Montrergu’uneapplication(9.1) satishit
C-linéaire & f(@) =1if(1) & p=0.
Etudierla fonctionw = f(z) = z~! et demontrerque cettefonction consere les cercles,c.-a-d.,
'image d’un cercleestun cercle.

L'imaged’uncercle{z; |z — a| = r} parlatransformatiorde Cayley (2.7) estdenouweauun cercle
(ouunedroite). Déterminersoncentreet sonrayon.

Soit D = {z; |z| > 1}, I'exterieurde cercleunite. Demontrerquela transformatiorde Joulowski

L 1 1
f:D— C\[-1,1] définie par pl—>w—§<4+;),
consiceréecommeapplicationde D dansC' \ [—1, 1] estsurjectie etinjective. Etudierl'application
inverse f~1 : w — 2. Dessinelesimagesinversesdeslignes Imw = Const (€coulementpoten-
tiel” autourd’un cylindre).
Indication. L'imagede z = cos ¢ + isin ¢ eSstw = cos .

Décomposela fonctionw = f(z) = z* enpartieréeleetimaginairef (x +iy) = u(z, y) +iv(z, y).
Calculerlesdérivéespartielleset vérifier les équationsle Cauchy—Riemann.
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14. Soit u(z,y) = x* — 62%y* + y* donrée. Trouver toutesles fonctionsv(z,y) qui satisfontavec

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

u(z,y) partoutleséquationgle Cauchy—Riemann.

SoitU unouwertde ' et f : U — €' unefonction C'-differentiable Montrerquela fonction
9(z) = f(2)
estC-differentiablesur U = {z € €'; 7 € U}. Quelleestla deriveede g(z)?

La fonctioncar@ée f(z) = 22, vue commeapplicationCt — €'\ (—oc, 0], estbijective. Montrer
quelafonctioninversef —!(w) = /w estholomorphe.

A chaquematricecomplee A = (i 2) avec(c,d) # 0 nousassocionga fonction
az+b
fa(z) = cz+d

Montrerque
fap=faofp cad.  fap(z) = fa(fB(2)).

Endéduireque,pourc # 0 etdet A # 0, lafonction f4(z) estbiholomorpheentre €'\ {—c~1d} et
€\ {c 'a}. Quelleestlafonctioninversede f4(z)?

En utilisantle corollaire3.3 démontremuela fonction
log z :=log |z| + iarg 2z
estholomorphesur €'\ (—o0, 0].
Trouver unesolutionu(z, y) du problemede Dirichlet suvant:
Au=0 surQ=10,1] x [0,1], u(z,0) =u(0,y) =0, wu(z,1)=z, u(l,y)=uy.

Idée Consicererla partieréelle(ouimaginaire)d’'unefonctionholomorphepolynomialtréssimple).

Déterminere rayondecornvergencedela seriebinomiale(s € IR)
s s(s—1) 4 s(s=1)-...-(s—k+1) 4 o8\
(I+2)°:=14+sz+ 5 224+ 1 Z—e—...—kz::o Nk
Déterminede domainede définition dela fonctionde Besseld'indice zéro définie par
= (DF o
Jo(z) = Z TV
=2 (k!)

Onsaitquela serie 3°7° , ax(z — i)¥ corverge pourz = 4 etdiverge pourz = —8. Quesaiton au
sujetdela corvergenceou dela divergencedessériessuivantes?

(o) oo o
> ap(1+4)F, > a9”, > o (=D)Fas".
k=0 k=0 k=0
Déetermineldescoeficientsdela série
2
24+ 11z -2
—at+az+az’+a3zd +... (9.2)

(22 —1)(22 —4)

etcalculerle rayondeconvergencedela sérieainsiobtenue.
Pourunefractionrationnellearbitraire,deviner uneformule pourle rayonde corvergence.
Quelestle rayondecorvemgencedela sériequ’onobtientsil'on développela fonctionde(9.2)autour
dupointc = 1?

Indication. Decompositiorenfractionssimples.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
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Soient{a, }, {b,} deuxsuitesdansiR. Supposongjue lim b, existe et que cettelimite estnon-
n—oo
negative. Alors onatoujours

limsup(ay,by,) = limsup(ay,) - lim (b,)

n—00 n—00 n—00

(omautilisé cerésultatdansla preue du théoemesurla C-différentiabilie d’'une serieentiere).
Montrerparun contreexemplequel’affirmation
lim sup(a,by,) = limsup(a,,) - limsup(b,)
n—oo n—oo n—oo
estfausseengéreral.
Soit f(2) = ag + a1z + az2? + azz® + ... donrée par une série ayantp > (0 commerayonde
convergence.Démontremue

2 .3 A % _kt1
Fiz)=az+a1—+a—+a3— +...= Zak
k=0

2 3 4 kE+1

estuneprimitive de f(z) surD,(0), c.-a-d.,le rayonde corvergencede cettesérie estp etonaque
F'(z) = f(2).
La fonction arctan z estla primitive de f(z) = (1 + 2?)~! qui s'anullepour z = 0. Calculerles
coeficientsdela serie pourarctan z.
Résultat. arctanz =z — % + % — 2—77 +....
Démontremque

exp(z + w) = exp z - exp w.

Exprimer les fonctionssin z et cos z en termesde exp(iz) et exp(—iz) et utiliser le résultatde
I'exercice27 pourdémontrera formule

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w.

Calculerlescing premiersermesdela sériepour f(z) = exp(slog(1 + z)) etcomparelesavecla
seriedel’exercice20.

Soitw = arcsin z. Inspirezvousdu dessin(qui lui méme
estinspiré d’un dessinde Newton 1669)pourvoir que

dw 1
— = = (1-2%)"2.
dz V1 —22
Insérer pour cettedernere fonction la série binomialeet
obtenirparintégrationla série (de Newton) pourarcsin z.

N

Déterminere rayondecornvemgence.

Lesnombesde Bernoullisontles coeficientsdela serie
z o Bl B2 2 Bg 3 B4 4
ez—l_Bo+T2+?Z —I-?Z +IZ —I— (93)

a) Démontreda formulederécurrence

k k k
<0>B0+ <1>Bl+...+ <k‘—1>Bk_1 =0

et calculerlespremiersdix nombresde Bernoulli.
b) Enobserantque

z z z €%/2 4 e=%/2
e? — 1 +§ T 2622 e 22
démontrerque B; = 0 sij > 1 estimpair.

(9.4)
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

c) Enrempla@antz pariz dans(9.4)trouver lescoeficientsdela série pour

COS 2 j
cotz = — :—+E a;z’.

d) Vérifierl'identité tan z = cot z — 2 cot(2z) etendéduirela formule

o0 22k(22k _ 1)B2k
tanz = Y (—1)F! k-1
S 22

Déterminedespremiersermesdela sériepourtan z de plusieurananeresdifférentes:

a) commele quotientdesdeuxsériesdanstan z = sin z/ cos z;

b) commefonctioninversede la série pour arctan z (utiliser les formulespour la compositiondes
séries);

c) commesolutiondel’ équationdifférentiellew’ = 1 + w? (justifier cetteéquationdifférentielle).
Soientp, > 0 etp, > 0 lesrayonsde convergencedessériespour f(z) etg(w) etsoit f(0) = 0. La
démonstratiomuthéoeme7.3(compositiondeseries)montrequela seriepourlafonctioncompoge
g(f(z)) posedeunrayondeconvergence

p > min(pa7 sup {T‘ i lag|r* < pb}).
e

Calculercetteestimationdu rayonde convergencepourl’inversede la serie cos z :

1 1 ol £(2) 22 A + 26
= Z2)=———+—=—....
cosz 1—f(z) 21 41 6!
Résultat. log(2 + v/3).
Montrerquel’ équationcubigue
2 —3z2—w=0 (9.5)

pos&deunesolutionuniqueprochede 0 si w et sufisammentpetit. Plusprécisementil existe des
voisinagesl de zp = 0 etV dewy = 0 telsquepourtoutw € V il existeununiquez € U
satishisant(9.5). Devélopercetteracineenpuissancede w (calculerlespremiers3 termes).

Déterminertouteslesracinescomplexesdeséquationsuivantes:
sin z = 0, cos z =0, exp(2z) —bexpz+4=0.

Devéloperla fonction f(z) = log z (branchepricipale)en série autourd’un point z, € €' qui n’est
passurl’axe réelnégatif. Quel estle rayonde corvergencede cettesérie?

Uneexercicedifficile. Démontrerparrécurrenceguepouttoutz € ¢ etpourn > 2 ona
Z\" " 1 E—1y 2F
(HE) - 1+z+k§::2(1—5)-...-(1—7)ﬁ
En déduirequepourtout nombrecomplexe z,

lim (1 + %)n = exp z.

n—oo

Démontremour|z| < 1 que

7 i1+
arctanx = —log( )
2 1—

a)al'aide dela formuled’Euler appliqieed = = tan z = sin z/ cos z;
b) al'aide de seriesentiérespour arctan z et log(1 + z).
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39. Démontreresidentits(d’'Euler 1746etde JohanrBernoulli1702)
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1 =e =1.

Quellesautresvaleurspouri  etei™/2 pourrait-onimaginer?

40. Pourun z fixé (parexemple,z := 1 + 1), lesvaleursrepesenkespar -1 70-01 sonttoutessurune
spirale.Donnercettespiraleencoordoniespolairessousla former = s(p).

FIG. 1.15: Lesvaleursde (1 + ¢)%!+90-91 (Exercice40).



