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Analysecomplexe
“COMPLEXE adj. (lat. complexus, qui contient). Qui contientplusieursélémentsdifférents
et combińesd’unemanìerequi n’estpasimmédiatementclairepour l’esprit, qui estdifficile à
analyser.” (PetitLarousseillustré 1983)

L’analysecomplexemodernea ét́e devéloṕeeau19èmesièclepartroismath́ematicienscel̀ebres:

� A.L. Cauchy (1789–1857)consid̀eredesfonctionsdifférentiablesdans
��

(fonctionsholo-
morphes).Sathéorieestbaśeesurunerepŕesentationintégraledetellesfonctions(formule
deCauchy)et surlesrésidus.

� B. Riemann (1826–1866)publie sa thèse“Grundlagenfür eine allgemeineTheorieder
Functioneneinerver̈anderlichencomplexenGrösse”en1851. Pourlui, la conceptiongéo-
métriqueoccupeuneplaceprépond́erante.

� K. Weierstrass(1815–1897)appuyesathéoriesur desfonctionsdéveloppablesen séries
entìeres(fonctionsanalytiques),il enrésulteuneapprochealgébriquedel’analysecomplexe.

Aujourd’hui, lestrois approchessontconfondueset inséparables.De cettemanìereil estpossible
desimplifier la théorieet detrouverdesrésultatsimportants.

“La théoriedeCauchycontenaitengermeà la fois la conceptiongéoḿetriquedeRiemannet la
conceptionarithḿetiquedeWeierstraß,����� la méthodedeRiemannestavanttoutuneméthode
dedécouverte,celledeWeierstraßestavanttout uneméthodededémonstration.”

(H. Poincaŕe 1898,ActaMath. 22, p.6–7)

Dansce coursnousabordonsla théoriepar le calcul différentieldans
��

(chapitreI) et par les
fonctionsholomorphesselonRiemann. Noussuivonsensuitel’ évolution de Cauchy(intégrales
complexes,formuledeCauchy)dansle chapitreII et nousdémontronsquechaquefonctionholo-
morpheestanalytique(poss̀edeun développementensérieentìere).Noustraitonslessingularit́es
et le calculderésidusdansle chapitreIII.

Cauchy Riemann Weierstrass



Chapitr e I

Diff érentiabilit é dans

Le sujetdel’analysecomplexeestl’ étudedefonctions
���� ��

. Nousrappelonslesrèglesdecal-
cul aveclesnombrescomplexeset nousdiscutonsla différentiabilit́edans

��
(qui estdifférentede

la différentiabilit́edans� �
	 ). Lesfonctionsholomorphes(c.-à-d.,différentiabledans
��
) poss̀edent

despropríet́essurprenantesqui serontanalyśeespar la suite. Nous terminonsce chapitreavec
l’ étudedesériesentìeres(fonctionsanalytiques).

I.1 Lesnombrescomplexeset le plan complexe

Lesnombrescomplexesont leur originedansl’impossibilitéderésoudrecertaineśequationsqua-
dratiques(Cardano1545);aucoursdessièclessuivants,ils deviennentdeplusenplusimportants
(Descartes1637;voir [HW, pages57–61]1 pourplus de précisions).Eulerdécouvreleur grande
utilit édanstouteslesbranchesdel’analyse,et introduit (en1777)le symbole���� ���

c.-à-d.
� 	 ������� (1.1)

grâceauquellesnombrescomplexesprennentla forme

� ����������� (1.2)

Dèsle début du 19èmesiècle(Gauss1799,Argand1806),on identifie lesnombrescomplexes
��

avecle plandeGauss(oupland’Argand)� �
	 (voir Fig.I.1 à gauche)�� � �����!�"��#$�%�&�(' � �*),+�� � 	 ���.-/�%�&�10$#$�%�&�(' � �*) � (1.3)

On note
�2�

Re � , �3� Im � lespartiesréelleset imaginairesde � , et � �4�5�2��� le nombre
complexeconjugúe.

Le corps desnombrescomplexes.En tenantcomptede(1.1), le produitdedeuxnombrescom-
plexes 6 ��78�!�:9 et � �2���!�"� donne

6<; � ��7=�>�?9@�A�!�B-"7=�A�?9@�C0D� (1.4)

Avecl’addition 6 � � �E7F�G�H�G�B-"9I�G�10 l’ensemble
��

devient un corpscommutatif. L’ élément
inversede � pourla multiplicationest�

� � �� � �
�>�!���� 	 ��� 	

� �� 	 ��� 	
�!� �� 	 �!� 	

�
(1.5)

1On utilise l’abbreviationHW pourle livre deE. Hairer& G. Wanner, L’analyseau fil del’histoire. Celivre nous
sertderéférencesurle sujetstraitésaucoursAnalyseI.
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FIG. I.1: Plancomplexe(gauche),additioncomplexe(milieu), multiplicationcomplexe(droite)

En identifiantun nombreréel
�

avec le nombrecomplexe
�U��� ;.V , l’ensemble� � peutêtre

consid́eŕecommeunsous-corpsde
��

.

Coordonnéespolaires. Si l’on dénotepar L la distancedupoint � �W�X���"� à l’origine, etpar K
l’angle entrel’axehorizontalet la droitequi relie l’origine avecle point � (voir Fig.I.1 à gauche),
nousavons

�U� LZY�[]\^K et
�>� L
\&_a`FK . La distanceL s’appellemoduleouvaleurabsoluede � , etK ��b]c&d � estsonargument. Ainsi le nombrecomplexe � peutêtreécrit comme

� � L - Y�[e\fK ��� \&_a`gK 0D� (1.6)

Cetterepŕesentationdesnombrescomplexespermetune interpŕetationgéoḿetriquedu produit.
Pour 6 ��hZ- Yi[]\ T �!� \&_a` T 0 et � � L - Yi[]\fK �!� \&_a`gK 0 , le produit(1.4)devient

6<; � � h L - Yi[]\ T Y�[e\1K � \&_a` T \&_a`gK �!�B- \D_j` T Y�[]\fK � Y�[]\ T \&_a`gK 0&0� h L - Yi[]\ - T � K 0k��� \D_j` - T � K 0D0 (1.7)

à l’aide desidentités trigonoḿetriquesconnues([HW, p.43]). Ainsi, la multiplication de deux
nombrescomplexesmultiplie lesvaleursabsoluesetadditionnelesarguments(Fig.I.1 à droite).

Espacemétrique. Avecl’identification (1.3)de
��

avec � �
	 , la valeurabsoluede � �2�>�����
l � l � L � � 	 ��� 	 � (1.8)

correspond̀a la normeeuclidiennede � �
	 . Elle fait de
��

un espacenormé. La distanceentredeux
nombrescomplexesestainsi m - � M � � 	 0n� l � 	 � � M l .

Lesconceptsdeconvergence,limites,continuit́e,convergenceuniforme,ensemblesouvertset
fermés,compacit́e, etc.sont les mêmesqu’en AnalyseI et n’ont doncpasbesoind’êtreréṕet́es.
Nousutiliseronsla notation oqp - 6 0n�r� � ' �� # l � � 6 lts L ) pourle disqueouvert centŕeaupoint6 et derayonL .

I.2 Fonctionscomplexesd’une variable complexe

Soit uwv �� un ensemble(géńeralementouvert) et xyv �� un autreensemble.Unefonctionqui
associèachaque� ' u un S � z{- � 0|' x estunefonctioncomplexe

zH} u � x .
Nouspouvonsaussiidentifier � �~�����"� + -/�%����0X' � � 	 et S ��z{- � 0 + -��<���10X' � � 	 et

arrivonsà deuxfonctions
�
-��%�&�10:�&�<-/�%����0

(les coordonńeesdu point S ) de deuxvariablesréelles�%�&�
(lescoordonńeesdu point � ); voir Fig.I.2.
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FIG. I.2: Fonctioncomplexe S ��- � � V �j�e0 	
Si un point � M semetenmouvementle long d’unecourbe� , alorsle point imageS M bougera

le longd’uneautrecourbe
z{- � 0 ; si un point � 	 remplit unesurface

�
(“the horseof Sarah”),alors

le point imageS 	 rempliraunesurface
z{- � 0

; voir Fig.I.2.
Plusieursexemplesvontnousaiderà nousfamiliariseraveccettematìere.Onvaconstaterque

desformulestrèssimplesdonnentdéjà lieu àdessituationsassezcompliqúees.

Exemple2.1(application
��

-lin éaire) Pourun nombrecomplexe 6 fixé,consid́eronsla fonction

S � z{- � 0n� 6 � � (2.1)

Elle est
��
-linéaire,c.-à-d.,elle satisfait

z{- 6 M � M � 6 M � 	 0|� 6 M z{- � M 0k� 6 	 z{- � 	 0 pourtout 6 M � 6 	 ' ��
et pourtout � M � � 	 ' �� .

Vue commeapplicationde � �
	 dans � �
	 ( � ���3����� , 6 � 7����:9G� h�- Yi[]\ T ��� \D_j` T 0 ,S �����!�"� ), nouspouvonsl’ écriresousformematricielle(cf. la formule(1.4))� � � 7 �,99 7 � � � h Y�[e\ T � \D_j` T\D_j` T Yi[]\ T
� � �

(2.2)

Cetteapplicationlinéaireestunerotationorthogonaled’angle
T � b]cDd 6 , suivie d’unehomoth́etie

derapport
hF� l 6 l (voir Fig.I.3). Elle vaêtrefondamentale,plustard,pourtoutela compŕehension

desfonctions
��
-différentiables.
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FIG. I.3: Produitavecuneconstante,S � 6 �
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FIG. I.4: Application � � -linéairede(2.3)

Exemple2.2(application � � -lin éairemaispas
��

-lin éaire) Consid́eronsla fonction

S ��z{- � 0n�w- V �/�F���:0 � ��-D�i���{� V �/�k�:0 � � (2.3)

Elle n’est pas
��
-linéaire,car

z{-/�D0U�����z{-&�i0
. Par contre,elle est � � -linéairec.-à-d., elle satisfaitz{- 6 M � M � 6 M � 	 0�� 6 M z{- � M 0Z� 6 	 z{- � 	 0 pour tout 6 M � 6 	 ' � � et pour tout � M � � 	 ' �� . Comme

applicationde � �Z	 dans� �
	 elle devient� � � 7 9
6 m

� � (2.4)

sansstructureparticulìerede la matriceapparente.En contrasteavec l’exemplepréćedent,nous
observonsquel’orientationn’estpaspreserv́eeet quela grille nerestepasorthogonale(Fig.I.4).

Exemple2.3(fonction carr ée) La fonction

S � zI- � 0n� � 	 (2.5)

est illustréeen Fig.I.5. En coordonńeesréelles
�5�2�"�W��-����W���10 	 ��� 	 ��� 	 �����"��� elle est

donńeepar ����� 	 �G� 	 � �>���������
(2.6)
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−1

1

−1 1

−1

1

�w� � � � � �

FIG. I.5: La fonction S � � 	
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��

Lesimagesdeslignesverticales(poser
���47

) deviennent
���47 	 �3� 	 �����E�t7=� et enéliminant�

on trouvedesparaboles
����7 	 �¡ £¢¤¦¥ ¢ . Lesligneshorizontales(

�H� 9
) deviennentdesparaboles

aussi(voir Fig.I.5). NousobservonsquepourchaqueS �� V , cettefonctionposs̀ede2 préimages
(un chatgris foncéet unchatgris clair). Cephénom̀emevaencorenousintéresser.

Exemple2.4(transformation de Cayley) Unefonctionintéressanteest

S � z{- � 0n� � ���� ��� � (2.7)

qui est illustréeen Fig.I.6. C’est une involution, c.-à-d., elle satisfait
z{-§zI- � 0&05� � . Donc, la

fonction
z{- � 0 estbijectivecommeapplication

��©¨ �f� ) � ��?¨ �f� ) et on a
z�ª M - � 0|� zI- � 0 .

L’importancedecetteformulefut découverteparCayley (Crelle J. vol. 32,1846,p.119)pour
le calcul matriciel: elle métamorphosedesmatricesantisyḿetriquesen matricesorthogonales.
Dans

��
, elle transformel’axe imaginaireencercleunitaire(et vice-versa):

S � ���A� ����«� � � �"�A������«��� ; �¬���«�r��¬���«�r� � ���I�!� 	�I�!� 	
�!� ����{�!� 	

�2�>�����
(2.8)

où �U� � �n�G� 	�I��� 	
� �>��� ���

�I�!� 	 satisfont
� 	 ��� 	 ���i� (2.9)

Cesexpressionsne noussont pasétrang̀eres
���=�

, elles créentune repŕesentationrationnelledu
cercle( Y�[]\fK et \&_a`gK ) et lesnombrespythagoriciens(voir [HW, p.124]).
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FIG. I.6: TransformationdeCayley

Exemple2.5(transformation de Joukovski, 1910) La fonction

S � z{- � 0n� �� � �
�
� (2.10)

estillustréeenFig.I.7. Elle transformerespectivementlescerclescentŕesen V et lesrayonspassant
par V enunefamilled’ellipsesetd’hyperbolesconfocales.Pourprouvercefait, nousutilisonsdes
coordonńeespolaires� � L - Y�[]\fK ��� \D_j`FK 0 , � ª M � L ª M - Yi[]\^K ��� \D_j`FK 0 et nousobtenons

S � L � �
�
� L Yi[]\fK �!�

L � �
�
� L \D_j`FK (2.11)
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FIG. I.7: TransformationdeJoukovski

d’où
����- p	

� M
	 p
0 Y�[]\fK et

���w- p	
� M
	 p
0 \&_a`FK eton voit que� 	- p	

� M
	 p
0 	
� � 	- p	

� M
	 p
0 	
���

et
� 	Y�[]\ 	 K

� � 	\&_a` 	 K
�w���

(2.12)

Remarque. L’image d’un cercle,astucieusementplaće (voir Fig.I.7; en trait
discontinu;le cercledoit passerpar le point � �� ), pourraitressembler̀a un
profil d’aile d’avion. Celamontrel’importance(historique)de la transforma-
tion deJoukovski enaérodynamique.

I.3 ÉquationsdeCauchy–Riemann

Avecl’identification (1.3) chaquefonction
z�} u � ��

(avecun ouvert uwv �� ) estéquivalente
àunefonction u � � �	 (nousutilisonsla mêmelettrepour

�f-��%�&�10�#��>�����(' u®)¯vr� �
	 et pouru v �� ), � � °� �Z-/�%����0�<-/�%�&�10 � (3.1)

où � ��������� et
�
-��%�&�10:�&�<-/�%����0

sontlespartiesréelleset imaginairesde
z{- � 0 .

� � -diff érentiabilit é. Commevu aucoursAnalyseI [HW, p.302], la fonction u � � � 	 de(3.1)
est � � -différentiableen

-/�f±=�&�]±=0�' u , s’il existe unematrice ² et une fonction L } u � � � 	 ,
continueen

-/�f±³�&�e±�0
et satisfaisantL -��f±B�&�]±�0|� V , telleque�Z-/�%�&�10�I-��%�&�10 � �Z-��f±³�&�]±i0�<-/�f±B�&�e±=0 � ² �>�G�f±�A�G�]± � L -��%�&�10 ; �>�G�f±�A�G�]± �

(3.2)

Lesélémentsdela matrice² , appeĺeematriceJacobienne,sontlesdérivéespartiellesde(3.1):

² � ´ �$µ ´ � ´ �$µ ´ �´ ��µ ´ � ´ �1µ ´ � -/�f±B���]±=0D�
(3.3)

Avecla notationcomplexe,la formule(3.2)s’écritz{- � 0|� z{- � ±=0k��¶<- � � � ±B0k�!·g- � � � ±B0k� L - � 0 ; l � � � ± l (3.4)

(voir l’exercice8). Ennégligeantle reste L - � 0 ; l � � � ± l , la fonction
z{- � 0��Wz{- � ±B0 estapproxiḿee

parunefonction � � -linéaire.
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��
-diff érentiabilit é. La fonction

z�} u � �� estdite
��
-différentiableen � ±*' u , s’il existeune

constante
z�¸¹- � ±B0|' �� et unefonction L - � 0 , continueen � ± et satisfaisantL - � ±=0n� V , telleque

z{- � 0n��zI- � ±=0k��z ¸ - � ±B0B- � � � ±B0k� L - � 0 ; l � � � ± l � (3.5)

La constante
z ¸ - � ±B0 estla dérivéede

z{- � 0 en � ± . Cettefois, la fonction
zI- � 0£�Az{- � ±B0 estapproxiḿee

parunefonction
��
-linéaire.

D’unemanìereéquivalente,la fonction
z(} u � �� est

��
-différentiableen � ±F' u , si la limite

suivanteexistedans
��

: º _j»N£¼{N&½
z{- � 0%�?z{- � ±B0
� � � ± ��z ¸ - � ±B0D� (3.6)

Danscettelimite, � peutserapprocherarbitrairementde � ± .
Premiers exemples. Exactementcommepour des fonctions réellesd’une variable réelle on
démontrequela somme,le produit, le quotientet la compositionde deuxfonctions

��
-différen-

tiablessont
��
-différentiables.Lesmêmesrèglesdecalculsontvalables(règledeLeibniz,dérivée

enchâıne).Commela fonctionconstanteet la fonction
z{- � 0n� � sont

��
-différentiables,aussiles

polynômesen � et lesfractionsrationnellesen � sont
��
-différentiables(endehorsdesingularit́es).

Lesfonctionsconsid́eŕeesdanslesexemples2.1,2.3,2.4et2.5sontdonc
��

-différentiables.
Par contre,la fonction

z{- � 0¯� � n’est pas
��
-différentiable(maiselle est � � -différentiable).

Pourvoir ceci,on laissed’abordtendre� horizontalementvers � ± dans(3.6) cequi donne
���

, et
ensuiteverticalementcequi donne

���
. La fonctiondel’exemple2.2n’estpas

��
-différentiable.

Une conśequenceimmédiatedesdéfinitionsestque
��
-différentiabilit́e implique � � -différen-

tiabilite (eneffet, la formule(3.5) implique(3.4)avec
¶>��z�¸¹- � ±B0 et

·�� V ).
Théorème3.1(équationsdeCauchy–Riemann) Si la fonction

z{- � 0n�2�Z-/�%�&�10��¾���<-��%�&��0 (avec� ���>����� ) est
��
-différentiableen � ±g���f±|�!�"�]± , alorsona nécessairement

´ �
´ � �

´ �
´ � et

´ �
´ � ���

´ �
´ � � (3.7)

FIG. I.8: EquationsdeCauchy–Riemann(autographedeRiemann,[Neuenschwander, p.94])

Démonstration. Unematrice
�À¿!�

repŕesenteuneapplication
��
-linéaireseulementsi elle estde

la forme

² � 7�,99 7 (3.8)

(voir lesexercices8 et 9). Unecomparaisonavec(3.3)donnela condition(3.7).
Donnonsencoreune deuxìemedémonstrationde ce théor̀eme. Pour cela nousconsid́erons

l’identité
z{-��¯�(���10{���Z-/�%�&�10������<-/�%����0

etnousla dérivonsunefois parrapportà
�

etensuitepar
rapportà

�
. Cecidonne

z ¸ -/���!���10{� ´ �´ � -/�%�&�10k�!� ´
�
´ � -/�%����0D� �^z ¸ -/���!�"��0{� ´ �´ � -/�%����0k��� ´

�
´ � -��%�&��0D�

Aprèsmultiplicationde la premìereéquationpar
�
, unecomparaisondespartiesréelleset imagi-

nairesdonnel’affirmation.
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��

9

Théorème3.2 Si la fonction(3.1)est � � -diffèrentiableen
-/�f±³�&�e±=0

et si lesconditionsdeCauchy–
Riemann(3.7)sontsatisfaitesencepoint,alorsla fonction

zI- � 0 donńeepar
zI-/�
�,���10|�2�
-��%�&�10Á����<-��%�&��0

est
��

-différentiableen � ±g���f±|�!���e± .
Démonstration. Le fait, quele conditionsdeCauchy–Riemannsoientsatisfaites,impliquequela
matrice ² dans(3.2)poss̀edela structure(3.8). Elle correspondalorsà uneapplication

��
-linéaire

et peutêtreécritesousla forme(3.4)avec
·�� V .

Contre-exemple. Dansle théor̀eme3.2 la condition de la � � -différentiabilit́e ne peut pasêtre
remplaćeeparl’existencededérivéespartielles.La fonction

z{- � 0n� ��Âl � l ¤ (3.9)

estcontinue,poss̀ededesdérivéespartiellesparrapportà
�

et
�

etsatisfait en � � V lesconditions
deCauchy–Riemann(3.7). Pourtant,elle n’estpas

��
-différentiable.

Corollair e3.3 Si lesderivéespartielles ÃÅÄÃÅÆ
� ÃÅÄÃÅÇ
� Ã  ÃÅÆ
� Ã  ÃÅÇ existent,sontcontinuesdansunouvert u et

satisfontlesconditionsdeCauchy–Riemannsur u , alors la fonction
z{- � 0 donńeepar

z{-��È���"��0<��Z-/�%�&�10������<-/�%�&�10
est
��
-différentiablesur u .

Démonstration. Ceciestuneconśequenceimmédiatedu théoremepréćedentet du théor̀eme3.6
de[HW, p.304].

I.4 Propri étésde fonctionsholomorphes

Définition 4.1(fonctionsholomorphes) Unefonction
z5} u � �� qui est

��
-différentiabledans

un ouvert uÉv �� s’appelleholomorphedans u . On dit qu’unefonction estholomorpheen un
point � ± si elle estholomorphedansun voisinageo®Ê - � ±B0 .
Fonctionsconformes.

“Die TheileeinergegebenenFlächeauf eineranderengegebenenFlächesoabzubilden,dass
die AbbildungdemAbgebildetenin denkleinstenTheilenähnlichwird.”

(Gauss1825,Werke IV, p.189.)

Gaussa adresśe l’article mentionńe ci-dessus̀a la Socíet́e Royale de Copenhague.Pour traiter
desprobl̀emesengéod́esieetencartographie,onrecherchedesapplications“similairesdansleurs
pluspetitesparties”,c’est-̀a-direpour lesquellesdestrianglesinfinitésimaux(ou descourbesqui
secroisent)préserventleursangles.

Pourdeuxcourbesdifférentiables� }{-"�¬ËÌ�&Ë�0 � �� et Í }{-§�JËÌ�&Ë�0 � �� qui secroisenten � ±
(c.-à-d., � - V 0� Í - V 0|� � ± et Î� - V 0*�� V , ÎÍ - V 0È�� V ) on dénotel’angle entrelesdeuxdirections Î� - V 0
et ÎÍ - V 0 par Ï ) - � � Í 0 .
Théorème4.2(Riemann) Si la fonction

z(} u � �� ( u�v �� ouvert)estholomorpheen � ± avecz�¸@- � ±B0X�� V , alors elle préservelesangles(et leur orientation),c.-à-d., pour deuxcourbesqui se
croisenten � ± on a Ï ) - � � Í 0X� Ï ) -"z«Ð � �=z«Ð Í 0D�
Unefonctionqui préservelesangless’appelleconforme.

Démonstration. Les directionsde courbes
z�Ð � et

z(Ð Í sont
z ¸ - � ±B0 Î� - V 0 et

z ¸ - � ±=0 ÎÍ - V 0 ; chaque
fois multiplié parla mêmeconstante6 �rz�¸@- � ±B0 . Nousavonsanalyśeendétail dansl’exemple2.1
qu’uneapplication� � 6 � estunerotationavechomoth́etieetpréservedonclesangles.
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Ñ ¢ ÑtÓ
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ÑeÔ S ¤

ÑtÕ S Â

ÑtÖ
ÑØ×

ÑtÙ

FIG. I.9: Exempledefonctionconforme,S �w- � � V �/�]0 	
Ce théor̀emeest illustré dansFig.I.9 où un animal pratiquesa gymnastiquematinalesous

l’influencede S �w- � � V �j�e0 	 . A certainsanglesapparentsdesoncontour, nousavonsattach́edes
rapporteurs,avantet apr̀esle “stretching”.Nousvoyonsquelesanglesrestentinvariants,maisles
rayonssontagrandisparle facteur

l z ¸ - ��Ú 0 l et subissentunerotationd’angle
b]c&dZz ¸ - ��Ú 0 . Pourceux

qui voudraientvérifier, voici quelquesvaleurs:� M � V �"�iÛ¬� V � V Û�� z�¸�� V �/Ü]�J� V �"�i��� l z�¸ l � V �jÜe� becDd|z�¸f� V �"�iÜ� ¤ � V �/�]Û¬� V � V Û�� z�¸��w���/�]�J� V �"�i��� l z�¸ l �����j�e� becDd|z�¸f� V � V]Ý� Â � V �/�]�¬� V ��� Ý � z�¸��w���/Þ]ÜJ� V �/�]Ü�� l z�¸ l �����j�e� becDd|z�¸f� V �/�]�*�
Onpeutobserver, surtouslesdessinsdesexemples2.1,2.3,2.4et2.5,quel’imaged’unegrille

orthogonaleresteorthogonalepartoutoù
z�¸¹- � 0®�� V . La fonctiondel’exemple2.2nepréserve pas

lesangles(ellen’estpasconforme).

Fonctions biholomorphes. Une fonction holomorphe
z�} u � x (avec u � x v �� )

s’appellebiholomorphe, si elle est bijective et si sa fonction inverse
zkª M } x � u est aussi

holomorphe.
L’exemplele plus simpleestla fonction

��
-linéaire

zW} ��~� ��
donńeepar

z{- � 0,�ß7 � avec7(�� V . Soninverseest
z�ª M - S 0{� 7�ª M S qui estaussi

��
-linéaireetdoncholomorphe.Nousverrons

plus tard (quandnousconsid̀eronsdesfonctionsexpriméespar desséries)quechaquefonction
holomorphesatisfaisant

z ¸ - � ±=05�� V est localementbiholomorphe, c.-à-d.,elle estbiholomorphe
entredesvoisinagesde � ± et S ±F��z{- � ±B0 .

La transformationdeCayley (2.7), illustréedansla Fig.I.6, estbiholomorphede��?¨ �f� ) � ���¨ �f� ) maisausside
�� ª � o M - V 0:�

du demi-plangauchèa l’int érieurdu cercleunitaire(elleestsapropreinverse).
La transformationdeJoukovski(2.10)estbiholomorphede

o M - V 0 ¨ � Vt) � ��?¨,à �����t�iá (4.1)

(voir Fig.I.7). Mais commeelle est symétriqueen � et � ª M , elle est aussibiholomorpheentre
l’extérieurdu cercleet le planfenduet joueun rôle importantenmécaniquedesfluides.

La fonctioncarré
z{- � 0n� � 	 (voir l’exemple2.3)estbiholomorphecommeapplicationzH} ��¯â(� ��©¨ -"�qã©� V áa� (4.2)

En passantau coordonńeespolaireson voit directementla bijectivité. Nouslaissonscommeex-
ercicela vérificationdu fait quela fonctioninverse

zkª M - S 0¬� � S estholomorphe(exercice16).
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Fonctionsharmoniqueset applicationsen physique.
“Eine vollkommenin sich abgeschlossenemathematischeTheorie,welche ����� fortschreitet,
ohnezuscheiden,ob essichumdie Schwerkraft,oderdieElectriciẗat, oderdenMagnetismus,
oderdasGleichgewicht derWärmehandelt.” (manuscriptdeRiemann1850,Werke p.545)

Théorème4.3(Riemann1851) Soit
zr�É���©���

holomorpheen u et soient
�

et
�

deuxfois2

continûmentdifférentiablesdans � � 	 . Alorsä ���W� Æ�Æ ��� Ç�Ç � V et
ä �H�2� Æ�Æ �!� Ç&Ç � V � (4.3)

i.e.,
�

et
�

satisfont“l’ équationdeLaplace” (
�

et
�

sontdesfonctions“harmoniques”).

Démonstration. Les équationsde Cauchy–Riemannsont
� Æ �É� Ç et

� Æ � �¬� Ç . On dérive la
premìere équationpar rapport à

�
et la deuxìemepar rapport à

�
. Cela donne

� Æ�Æ � � Ç�Æ et� Æ�Ç � �J� Ç�Ç . Comme(voir le théor̀emede Schwarz, [HW, p.317])
� Ç�Æ ��� Æ�Ç , on obtient la

premìereéquationde (4.3). Pourla deuxìeme,on dérive les équationsde Cauchy–Riemannpar
rapportà

�
et
�

respectivement.

−2 −1 0 1 2

−1.5

−1.0

−.5

.0

.5

1.0

1.5

FIG. I.10: Champsd’un dipôledans� �
	 , S �
º [ d^- � ���i0C� º [ d^- � ���£0

Grâceàcettedécouverte,Riemannaouvert l’applicationdesfonctionsholomorphes̀adenom-
breuxprobl̀emesdela physique,puisquecetteéquationestsatisfaiteparle potentielgravitationnel
d’un corps(Laplace1785,voir OeuvresI, Mécaniqueceleste,publié1843,p.157),parleschamps
électriquesetmagńetiques(GaussetW. WeberàGöttingen)etparla chaleurenéquilibre(Fourier
1807; cf. citation de Riemannci-dessus).Il faut rajouterà cetteliste certainsmouvementsde
liquides(lesmouvementssansrotationnel;d’Alembert1752,Helmholtz1858).

Exemple4.4 Le potentield’un dipôle (ou l’ écoulementd’un liquide sortantd’unesourceet ren-
trant dansun trou) estcréé par la fonction holomorpheS �

º [ d^- � ���i0{� º [ d^- � ���i0 (pour des
argumentscomplexesle logarithmeestdéfiniepar

º [ d � � º [ d l � l ���fb]cDd � ; voir plustardpourune
discussiondétaiĺee).La Fig.I.10 montrelescourbesdeniveaudesfonctionsharmoniques

�Z-/�%�&�10
et
�I-��%�&�10

, donńeescommepartiesréelleet complexede
z{- � 0|� º [ d^- � � �i0C� º [ d^- � �r�i0 .

2Nousallonsvoir plustardquechaquefonctionholomorpheestinfinimentdifférentiable.L’hypothèseconcernant
lesdeuxìemesdérivéesseradoncsuperflue.
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I.5 Sérieset fonctionsanalytiques

Pour 6 ' �� et pour
7 Ú ' �� �CåA� V �]���=�=�=� , consid́eronsla série

7B±n�?7 M - � � 6 0k�?7 	 - � � 6 0 	 �?7Bæ�- � � 6 0
æ �?�=���J� çÚ=è ± 7 Ú - � � 6 0

Ú
(5.1)

et étudionsle domaineoù elle repŕesenteunefonction,c.-à-d.,où la sérieconverge. La définition
dela convergencede(5.1)estla mêmequepourunesériedans� � avecla seuledifférencequela
valeurabsolueestmaintenantdéfiniesur

��
etpassur � � . Comme

�� +r� � 	 estunespacecomplet,
on aaussile critèredeCauchy(voir lesparagraphesIII.2 et III.7 de[HW]).

Rappelonsque(5.1)convergeabsolument, si la sériedetermegéńeral
l 7 Ú l ; l � � 6 l Ú converge.

Elle convergeuniformementsur ²�v �� , si pourtout
ËHé V donńe il existeun ê (indépendantde� ' ² ) tel que

l ëÚBè]ì 7 Ú - � � 6 0 Ú lts Ë pour í �&îðï ê etpour � ' ² .

Définition 5.1(rayon deconvergence) Pour unesérieaveccoefficients
7B±³�=7 M ���=�=� on définit

ñ }j� \&ò.ó lõô1l # la série
çÚBè ± 7 Ú ô

Ú
converge (5.2)

et onappelleñ le rayondeconvergencedela série.

Théorème5.2 Soit ñ le rayondeconvergencedela série (5.1). Alors,� pourchaque� avec
l � � 6 l]s ñ , on a convergenceabsolue;� pourchaque� avec
l � � 6 l é ñ , on a divergence;� pourchaqueL avecL s ñ , on a convergenceuniformesur le disqueo®p - 6 0 .

Unesérie(5.1) définit alorsunefonctioncomplexe sur le disqueo®ö - 6 0 . La démonstrationde
cethéor̀emereposesurle critèredesmajorants.

Lemme5.3(crit ère desmajorants) Supposonsque
l 7 Ú l.÷ ��Ú pour tout

å
et quela série réelleÚ=ø ± ��Ú^L Ú converge avecun L ï V . Alors, la série (5.1) converge absolumentet uniformement

sur oqp - 6 0 et sonrayondeconvergenceñ satisfaitñ ï L .
Démonstration. Pour � ' o®p - 6 0 nousavons

l ëÚ=è]ì 7 Ú - � � 6 0 Ú le÷ ëÚBè]ì ��Ú^L Ú et l’affirmationest
uneconśequenceducritèredeCauchy.

Pourdémontrer le théor̀eme, choisissonsun � ± satisfaisant L s¡l � ±g� 6 lCs ñ , pour lequel la
sérieconverge(Fig.I.11). Uneconditionnécessaireest

7 Ú - � ±J� 6 0 Ú � V et il existedoncun ù
tel que

l 7 Ú - � ±È� 6 0 Ú l{÷ ù pour tout
å
. Par conśequent,

l 7 Ú l<÷ ù µ l � ±8� 6 l Ú �®} �ÌÚ . CommeL µ l � ±F� 6 lIs � , la série ÚBø ± �ÌÚ1L Ú converge et on peutappliquerle critèredesmajorantspour� ' oqp - 6 0 .

�

� ±

6
ñ

L º _a»2\Dò.ó ú ¥ Ò ú
¢� ú ¥ ¢ ú

Ó� ú ¥ Ó ú
Ô� ú ¥ Ô ú

FIG. I.11: Preuvedela convergenceuniformeet absoluepour
l � � 6 le÷ L s ñ .
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Théorème5.4 Lerayondeconvergencedela série (5.1)estdonńepar

ñ � �º _j»�\&ò.ó Ú ¼ çÉû
l 7 Ú l (critèredela racine, Hadamard 1892). (5.3)

Si la limite suivanteexiste, le rayondeconvergenceestaussidonńepar

ñ � º _a»Ú ¼ ç
l 7 Ú ll 7 Ú â M l (critèredu quotient). (5.4)

Démonstration. Si
l 7 Ú l ; l � � 6 l Ú ÷ L Ú avec un L s � , le critère desmajorantsguarantitla

convergencedela série (5.1). Cetteconditionpeutêtreécritesousla forme û
l 7 Ú l ; l � � 6 l�÷ L ,

et elle estsatisfaiteavecun L s � pour
å

suffisammentgrandsi

º _a»2\Dò.ó Ú ¼ ç û
l 7 Ú l ; l � � 6 lÌs � .

Ceci implique que ñ ï -
º _a»2\Dò.ó Ú ¼ ç û

l 7 Ú l 0 ª M . L’in égalit́e stricte ñ éü-
º _j»�\&ò.ó Ú ¼ ç û

l 7 Ú l 0 ª M
n’estpaspossible,carsinonil existeraitun � avec

l � � 6 l]s ñ et

º _a»2\Dò.ó Ú ¼ çû
l 7 Ú l ; l � � 6 l éw� ,

c.-à-d.,
l 7 Ú l ; l � � 6 l Ú ïw� pourun nombreinfini de

å
.

Pour la démonstrationdu critèredu quotienton part avec la condition
l 7 Ú â M l ; l � � 6 l Ú â M ÷L ; l 7 Ú l ; l � � 6 l Ú pourun L s � . En écrivantcetteconditioncomme

- l 7 Ú â M l µ l 7 Ú l l � � 6 lÌ÷ L , le
restedela preuveestidentiqueà celleducritèredela racine.

La consid́erationdesséries(5.1) avec argumentcomplexe � ' �� nouspermetd’élargir le
domainededéfinitiond’un grandnombredesfonctionsimportantes.Voici quelquesexemples:

La fonction exponentielleestdéfinieparla série

ý�þ óg� }j���I� � � � 	�]ÿ � �
æ
�]ÿ ���=�=��� çÚ=è ±

� Úå�ÿ � (5.5)

Le critèredu quotientdonneñ �~ã . Ainsi, cettesérie convergepour tout � ' �� et la fonction
exponentielleestdéfiniesurtout le plancomplexe.

Les fonctionstrigonométriquessontdéfiniespar

Yi[]\f� }a� �{� � 	�]ÿ � �
¤
Þ]ÿ �©���=�3� çÚBè ±

-"���i0 Ú-§�tåÌ0Dÿ � 	 Ú
\D_j`g� }a� � � �

æ
�]ÿ � ��Â�]ÿ �?���=� � çÚBè ±

-"���i0 Ú
-§�tå*���£0Dÿ � 	 Ú â M �

(5.6)

Commeý�þ óg� , les fonctions Y�[e\f� et \D_j`8� sontdéfiniespour tout � ' �� . En remplaçant � par
� �

dans(5.5)et enrassemblantlestermessanset avecle facteur
�
, onobtientla formuled’Euler

ý�þ ó � � � Y�[e\f� ��� \&_a`F� pourtout � ' �� (5.7)

(attention:oneffectueunréarrangementd’unesérie,cequi va êtrejustifiédansle paragrapheI.7).

La série logarithmique estdonńeeparº [ d^-D�I� � 0n}a� � � � 	� � �
æ
� � �=�=�Ì� çÚBè M

-"���i0 Ú â Må � Ú � (5.8)

Le rayonde convergencede cettesérie est ñ ��� . Le logarithmeestdoncdéfini par cettesérie
sur le disquede rayon

�
centŕe en 6 � � . Pour le moment,on n’a pasencoredémontŕe que le

logarithmeestla fonctioninversedela fonctionexponentielle(voir le paragrapheI.8).
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Définition 5.5(fonction analytique) Une fonction
z�} u � ��

avec u�v �� ouverts’appelle
analytique, si pourchaque6 ' u il existeunesériedela forme(5.1)avecunrayondeconvergenceñ � ñ - 6 0né V tellequesur le disqueo®ö - 6 0 onaz{- � 0n��7B±|�?7 M - � � 6 0k�?7 	 - � � 6 0 	 �?7Bæ�- � � 6 0

æ �?���=�¬� çÚBè ± 7 Ú - � � 6 0
Ú �

(5.9)

Dansle restede ce chapitrenousallonsdémontrerquechaquefonction analytiqueestholo-
morphe,nousdiscuteronsle calculavecdessériesenprésentantdesexemplesimportants,et nous
démontreronsqu’unesérie(5.1)estanalytiquedansle disqueouvert o®ö - 6 0 , si ñ designele rayon
deconvergencedela série.

I.6 Holomorphie et analyticit édessériesentières

Consid́eronsunefonction
z{- � 0 définieparunesérieavecunrayondeconvergenceñ é V (poursim-

plifier la discussion,maissansperdrela géńeralit́e noussupposonsquele centre6 està l’origine):

z{- � 0n��7³±|�?7 M � �?7 	 � 	 �?7Bæ �
æ �?���=�¬� çÚBè ± 7 Ú �

Ú �
(6.1)

Cettefonctionestcontinuesur o®ö - V 0 , car la sérieconvergeuniformémentsur o®p - V 0 pour L s ñ
(appliquerle critèredeWeierstrass;voir [HW], page217).

Théorème6.1 La fonction
z{- � 0 de(6.1)est

��
-différentiablesur le disqueo®ö - V 0 etsadérivéeest

z ¸ - � 0n��7 M ���t7 	 � ���t7Bæ � 	 �2Þt7 ¤ �
æ ���=�=�¬� çÚBè M å.7 Úe�

Ú ª M �
(6.2)

Démonstration. On obtientla série (6.2) endérivant(6.1) termepar terme.Comme û� å � � , le
critèrede la racinemontrequelesdeuxséries(6.1) et (6.2) poss̀edentle mêmerayondeconver-
gence.Il fautencorejustifier la différentiationtermeparterme,c.-à-d.,qu’il estpermisd’échanger
différentiationet sommation.

Pourvoir cela,nousconsid́erons� et � ± satisfaisant
l � l � l � ± le÷ L s ñ , etnoussoustrayons

z{- � ±=0���7B±|�?7 M � ±|�?7 	 � 	± �?7Bæ �
æ± �?�=�=�¬� çÚBè ± 7 Úe�

Ú± �

de
z{- � 0 . Cecidonne z{- � 0$�©zI- � ±=0X���A- � 0B- � � � ±B0

avec �À- � 0|� 7 M �?7 	 - � � � ±B0k�?7Bæ�- � 	 � �e� ±Z� � 	± 0k�?7 ¤ - �
æ � � 	 � ±� �]� 	± � � æ± 0C�?�=���Z� (6.3)

Onvoit toutdesuiteque
�A- � ±=0 serala dérivée

z ¸ - � ±B0 annonćeeen(6.2). Il nousresteàvérifierque
la fonction

�À- � 0 estcontinueen � ± . Le
å
-ièmetermedela sériepour

�À- � 0 donnel’estimation
l 7 Ú - � Ú ª M � � Ú ª 	 � ±���=�=�e� � Ú ª M± 0 le÷ å l 7 Ú l L Ú ª M � (6.4)

C’est le termegéńeral, en valeurabsolue,de la série (6.2) prise au point L . Nous savons que
cettesérie converge absolument,et nousavonstrouvé unesérie convergentequi majorela série
(6.3) indépendammentde � . Le critèredesmajorants(Lemme5.3) assurealors la convergence
uniformeet,avecelle, la continuit́e.

Corollair e6.2 Unefonctionqui estanalytiquesur u estaussiholomorphesur u .
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Le théor̀emepréćedentpeutêtreappliqúe à la fonction
zÌ¸¹- � 0 et on voit itérativementqu’une

fonction analytiquen’estpasseulementunefois maisinfiniment
��
-différentiable(desexemples

sont ý�þ óF� , Y�[]\f� et \D_j`g� sur
��

). La � -ièmedérivéede(6.1)satisfait pour
l � l]s ñ ,

z����
	�- � 0
� ÿ � çÚ=è �

7 Ú å
�
� Ú ª�� � (6.5)

et pourtout � cettesérieposs̀edele mêmerayondeconvergenceque(6.1).

Théorème6.3(série de Taylor) La fonction
z{- � 0 de (6.1) est

analytiquesur le disqueoqö - V 0 . Pour 6 ' oqö - V 0 et � satisfaisantl � � 6 l]s ñ � l 6 l on a que

z{- � 0�� ç
� è ± 6 � - � � 6 0

�
avec 6 � � z ���	 - 6 0� ÿ � �6

ñ ñ��L � l 6 l

Le rayondeconvérgencedecettesérieest ñ�� ï ñ � l 6 l é V .
Démonstration. Enutilisantle théor̀emebinomialonobtient

z{- � 0n� çÚBè ± 7 Ú - 6 � � � 6 0
Ú � çÚBè ± 7 Ú

Ú
� è ±

å
� 6
Ú ª�� - � � 6 0 � � ç� è ± çÚBè �

7 Ú å
� 6
Ú ª�� - � � 6 0 � �

Il resteà vérifier quel’ échangede la sommationdansla dernìereégalit́e estpermissousleshy-
poth̀esesdu théor̀eme. Comme

l � � 6 l1÷ L � l 6 l avec L s ñ , unepartiefinie de la sériedouble
peutêtremajoŕeeparë
ÚBè ±
Ú
� è ±
l 7 Ú l å

�
l 6 l Ú ª�� l � � 6 l � ÷

ë
ÚBè ±
Ú
� è ±
l 7 Ú l å

�
l 6 l Ú ª�� - L � l 6 l 0 � ÷

ë
ÚBè ± l 7 Ú l L

Ú ÷ çÚBè ± l 7 Ú l L
Ú �®}��À�

Le Théor̀eme7.1du paragraphesuivantjustifiedonccetteéchangeet démontrela formulepourle
rayondeconvergence.

I.7 Calcul avecdesséries
Dans les anńees1870, Weierstrassa pasśe sesvacancesen Suisse(au Rigi) et avait aveclui la Thèse
de Riemanncommelecture d’ét́e. Il a alors rencontŕe le physicienHelmholtzet s’est plaint aupr̀es de
lui de sa grandedifficulté à comprendre les méthodesde Riemann.Helmholtzlui demandale travail et,
quelquesjours plustard, dit à Weierstrass: “moi je les trouvefacileset naturelles” (pour le texteoriginal
cf. A.Sommerfeld,Vorl. überTheoret.Physik,Vol. II, p.124ou [Remm91,p.430]).

Il nes’agit certainementpasd’un manqued’intelligencechezWeierstrass,maisplutôt d’uneconception
différentedu mot “comprendre”! ChezWeierstrass,“compris” signifie“d émontŕe avectoute la rigueur
donton estcapable”. Absolumentrigoureuxsontseulementl’algèbre et lespolyn̂omesavecun passage à
la limite prudent(sériesinfinieset leur convergenceuniforme).

Le but de ceparagrapheestde démontrerrigoureusementquela somme,le produit, la com-
position,

���=�
desfonctionsanalytiquesdonnentdesfonctionsanalytiques.Pour la somme,ceci

estsimple,maislesautresopérationsnécessitentdetravailler avecdesréarrangementset avecdes
sériesdoubles.Commenc¸onsalorsà rappelerun résultatdu coursAnalyseI [HW, p.192–198].

Réarrangement de séries doubles. Consid́eronsune famille
�t7 P � ) P�� � è ± � M � 	 ������� de nombrescom-

plexesdispośesentableaucommedansFig.I.12 et supposonsquenousvoulionstoutadditionner.
Il y a bien desmanìeresde le faire. On peutadditionnerles élémentsde la ligne

�
, dénoterle
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7B±¹± � 7B± M � 7B± 	 � 7³±¹æ �G�=�=� � hÅ±� � � � �7 M ± � 7 M¹M � 7 M 	 � 7 M æ �G�=�=� � h M� � � � �7 	 ± � 7 	 M � 7 	¹	 � 7 	 æ �G�=�=� � h 	� � � � �7Bæ¹± � 7Bæ M � 7Bæ 	 � 7³æ¹æ �G�=�=� � hÅæ� � � � �} } } } }� � � � �� ± � � M � � 	 � �eæ �G�=�=� � �����

(7.1)

FIG. I.12: Tableaud’unesériedouble

résultatpar
h P , et calculer çP è ± h P ; onpeutaussiadditionnerlesélémentsdela colonne� , dénoter

le résultatpar
� � , et calculer ç� è ± � � . On pourraitaussiécriretouslesélémentsdansun arrange-

mentlinéaire.Parexemple,nouspouvonscommencerpar
7B±¹±

, ensuiteadditionnerleséléments
7 P �

pourlesquels
�%� � �w� , puisceuxavec

�C� � ��� , et ainsidesuite.Celadonne7B±¹±��7 M ±��7³± M �?7 	 ±|�?7 M¹M �?7B± 	 ��7Bæ¹±��7 	 M �?7 M 	 �?�=�=��
La questionqui seposeestla suivante:lesdifférentespossibilit́esdesommationfournissent-

ellesla mêmevaleur?A-t-on

h�±n�?h M ��h 	 ���=�=�.� çP è ±
ç
� è ± 7 P � �

ç
� è ±
ç
P è ±
7 P � ��� ±|��� M �!� 	 �?�=�=�� (7.2)

et lesarrangementslinéairesconvergent-ilsaussiverscettemêmevaleur?

Théorème7.1 Supposonsquela série double(7.1)soit telle qu’il existeun
�

avecë
P è ±
ë
� è ±
l 7 P � le÷ � pour tout

î
.

Alors,lessériesdans(7.2),et touslesarrangementslinéairesdela sériedoubleconvergentabsol-
ument.Lesexpressionsdans(7.2)et touslesarrangementslinéairesont la mêmesomme.

Consid́eronsdeuxfonctionsdonńeespardessériesz{- � 0�� 7B±��7 M � ��7 	 � 	 ��7³æ �
æ ���=�=�

� - � 0�� 9¹±��9 M � �?9 	 � 	 �?9¹æ �
æ �?���=� (7.3)

avecrayondeconvergenceñ ¥ é V et ñ�� é V respectivement.Il estévidentqu’on az{- � 0k� � - � 0n��-"7B±|�?9¹±B0k��-§7 M ��9 M 0 � ��-"7 	 �?9 	 0 � 	 ���=�=�e� -"7 Ú �?9 Ú 0 �
Ú �?�=���

(7.4)

et quela série(7.4)aun rayondeconvergenceñ ï »«_a` - ñ ¥ � ñ�� 0 .
Produit. Si l’on calculele produitdesdeuxséries(7.3), termepar terme,et si l’on collecteles
termesavecla mêmepuissancede � , on obtientla série-"7B±B9¹±B0���-"7B±³9 M �27 M 9¹±B0 � � -§7³±³9 	 �W7 M 9 M �27 	 9¹±B0 � 	 ��-"7B±³9¹æ{��7 M 9 	 �27 	 9 M ��7BæB9¹±B0 �

æ ���=���Z�
(7.5)

La questionest,pour quels � cettesérie converge et, en casde convergence,est-cequela série
repŕesentele produit

z{- � 0 ; � - � 0 ?
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Théorème7.2(Produit deCauchy) Soientñ ¥ et ñ�� les rayonsde convergencedesdeuxséries
(7.3). Alors, la série (7.5) a un rayondeconvergenceñ ï »«_j` - ñ ¥ � ñ�� 0 et pour

l � lfs »«_j` - ñ ¥ � ñ�� 0
on a z{- � 0 ; � - � 0�� çÚBè ±

Ú
� è ± 7 � 9 Ú ª�� �

Ú �
(7.6)

En conśequence, le produitdedeuxfonctionsanalytiquesestanalytique.

Démonstration. Le produit, termepar terme,desséries(7.3) donneun tableauavec éléments7 P 9 � � P â � . Commele produit
zI- � 0 ; � - � 0 correspondauxsommesdoublesdans(7.2)et la série(7.5)

estunarrangementlinéaire,il suffit d’appliquerle Théor̀eme7.1.Pour
l � le÷ L s »X_j` - ñ ¥ � ñ�� 0 ona

l’estimation
ëP è ± ë� è ± l 7 P 9 � � P â � l.÷ - P ø ± l 7 P l L P 0B- � ø ± l 7 � l L � 0J�®}�� . Alors, la formule(7.6) est

vraiepour � satisfaisant
l � l]s »«_j` - ñ ¥ � ñ�� 0 .

Exemple. Cerésultatnouspermetdedémontrerla formule ý¦þ ó - T � 0 ; ý¦þ ó -�� � 0Z� ý�þ ó -&- T ���|0 � 0
pour

T ���� � ' �� , et d’endéduireque ý�þ óg� ; ý¦þ ó|S � ý�þ ó - � � S 0 .
Composition de séries convergentes. Soit S �z{- � 0A�É7 M � ��7 	 � 	 ��7Bæ �

æ � �=�=�
une

sérieavec
7³±F� V (c.-à-d.,

z{- V 0{� V ) et soit � - S 0{��9¹±|�?9 M S �?9 	 S 	 ��9¹æ S
æ �?�=���

. Cherchons̀a
calculerunesériepourla composition� - � 0n� � -"z{- � 0D0 (voir Fig.I.13). Oninsèrela premìeresérie
dansla deuxìemeeton réarrangela sérieenpuissancesde � :

� - � 05� 9¹±|�?9 M -"7 M � �?7 	 � 	 �?7Bæ �
æ �?���=�j0k��9 	 -"7 M � �?7 	 � 	 �?7Bæ �

æ �?�=�=�/0 	 ���=�=�� 9¹±|�?9 M 7 M � ��-"9 M 7 	 �?9 	 7 	 M 0 � 	 ��-§9 M 7Bæn���]9 	 7 M 7 	 �?9¹æ³7
æ M 0 � æ �?���=�� 6 ±n� 6 M � � 6 	 � 	 � 6 æ �

æ � 6 ¤ � ¤ �?���=�Z�
(7.7)

De nouveau on se demandesi cette série poss̀ede un rayon de convergencepositif et si elle
repŕesentela composition� - � 0n� � -§z{- � 0D0 .
Théorème7.3(compositiondeséries) Soientñ ¥ é V et ñ�� é V les rayonsde convergencedes
sériespour

z{- � 0 et � - S 0 . ChoisissonsL é V tel que çÚBè M l 7 Ú l L Ú s ñ�� .
Alors, la série � - � 0n� 6 ±|� 6 M � � 6 	 � 	 � 6 æ �

æ ���=�=�
de(7.7)converge pour

l � l]÷ L et on a

� -§z{- � 0D0«� � - � 0:�
Démonstration. Pour

l L lts ñ ¥ , la fonction L °� çÚBè M l 7 Ú l L Ú estbiendéfinie,elle estcontinueet
s’annullepour L � V . Il estdoncpossibledechoisir L é V tel que çÚBè M l 7 Ú l L Ú s ñ�� (Fig.I.13).

ñ ¥
L

 �!#"%$'& "
"�(*)

ñ��

+ !-,.$/&10-2435!6)879,;:<$

FIG. I.13: Compositiondeséries
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Enappliquantitérativementle Théor̀eme7.2,nousvoyonsquel’expression
z{- � 0 P estunesérie3

zI- � 0 P � çÚBè M 7 ÚÁ�
Ú P � ç

� è P
7 P � � �

avec un rayonde convergence
ï ñ ¥ et pour

l � l{÷ L s ñ ¥ on a ç� è P l 7 P � � � l{÷ ç� è P l 7 P � l L � ÷- çÚBè M l 7 Ú l L Ú 0 P }a��h P avec
h s ñ�� . Pourobtenirla série 6 ±n� 6 M � � 6 	 � 	 � 6 æ �

æ �?�=�=�
onaeneffet

échanǵe la sommationdans

� -§z{- � 0&0{� çP è ±
9 P z{- � 0 P � çP è ±

9 P ç� è P
7 P � � � � ç� è ±

�
P è ±
9 P 7 P � � � � ç� è ± 6 � �

� � � - � 0D�
La justificationvient du Théor̀eme7.1,car

ëP è ± ë� è P l 9 P 7 P � � � l�÷ ëP è ± l 9 P l h P ÷ çP è ± l 9 P l h P �®}��
pourtout

î ï V .
Commeapplicationconsid́eronsun quotient � - � 0:µ]zI- � 0 . Pourle développeren série, il suffit

detraiter
�iµ]z{- � 0 car � - � 0:µ]z{- � 0n� � - � 0 ; -&��µ]z{- � 0D0 et on saitdéjà développerun produitdeséries.

Si
7³± �� V on peutmettrece facteuren évidenceet ainsi commencerla série de

z{- � 0 par
�

(un
exempleintéressantd’un quotientestla sériepour = b `g� � \D_j`8� µ Yi[]\f� ).
Théorème7.4(quotient) Soitz{- � 0�� �I�?7 M � �?7 	 � 	 �?7Bæ �

æ �?7 ¤ � ¤ �?�=���J�®},�{�?>%- � 0
unesérieavecrayondeconvergenceñ é V etsoit L é V tel que çÚBè M l 7 Ú l L Ú s � . Alors,ona pourl � lt÷ L , �z{- � 0 � �I� 6 M � � 6 	 � 	 � 6 æ �

æ � 6 ¤ � ¤ �?���=�Z�
Lescoefficients 6 Ú peuvent̂etre calcuĺeesencomparant lesmêmespuissancesde � dansl’identité-D�I��7 M � ���=�=�/0B-D�I� 6 M � �?���=�j0{��� ou encalculant

�I�@>$- � 0C�?>%- � 0 	 �?�=�=� .

Démonstration. On appliquele Théor̀eme7.3 avec � - S 0J� -D�|� S 0�ª M � �|� S � S 	 �����=� et
avec S �A>%- � 0 .

Touslesrésultatsdeceparagrapherestentvraissi l’on consid̀eredessériesdévelopṕeesautour
d’un point différentde l’origine. Par exemple,si

z{- � 0g��7B±
� 7 M - � � � ±B0%� 7 	 - � � � ±B0 	 � ���=� et� - S 0I��9¹±I�W9 M - S � S ±B0^� 9 	 - S � S ±�0 	 �W�=�=� avec S ±g� z{- � ±=0n��7B± , alorssousleshypoth̀esesdu
Théor̀eme7.3on a � -§z{- � 0D0{� 6 ±n� 6 M - � � � ±B0k� 6 	 - � � � ±B0 	 ���=�=� pour

l � � � ± le÷ L .
Equationsdiff érentielles. Soitunefonction � - S 0I��9¹±I� 9 M S � 9 	 S 	 � 9¹æ S

æ � �=�=�
donńee,

on chercheunefonction S � z{- � 0n��7 M � ��7 	 � 	 ��7Bæ �
æ ���=�=�

avec

m S
m � � � - S 0D� S - V 0{� V � (7.8)

(uneconditioninitiale S - � ±=08� S ± peutêtretraitéeenconsid́erantdessériesdevelopṕeesautour
de � ± et S ± respectivement).On insèrela sériepour S dans(7.8)et onutilise (7.7),7 M �2�t7 	 � �2�t7Bæ � 	 �?�=���J� � -§z{- � 0&0���9¹±|�?9 M 7 M � � -"9 M 7 	 �?9 	 7 	 M 0 � 	 �?�=���Z� (7.9)

Unecomparaisondescoefficientsdonne7 M ��9¹±³� �t7 	 ��9 M 7 M � �t7BæF� 9 M 7 	 �?9 	 7 	 M � Þ]7 ¤ � 9 M 7Bæ�2�t9 	 7 M 7 	 ��9¦æ³7
æ M �w�=��� (7.10)

et nouspermetdecalculerrécursivementlescoefficients
7 Ú dela solutiondemanìereunique.Ici,

l’ étudedela convergenceestplaisante(Cauchy, Exerc.d’analyse1841).

3Attention: B estici unelettredesommationet non C (D) .
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Théorème7.5 Si la série pour � - S 0 poss̀edeun rayonde convergencepositif ñ�� é V , alors la
série S ��z{- � 0J��7 M � � 7 	 � 	 � �=�=� , obtenueencomparant lescoefficientsdans(7.9),a aussiun
rayondeconvergencepositif ñ ¥ é V et donneunesolutiondel’ équationdifférentielle.

Démonstration. La série� - S 0{� 9¹±]�«9 M S �«9 	 S 	 �«�=��� convergepour
l S les ñ�� . EnposantS �FE ª M

avec V s E ª M s ñ�� onendéduitquelescoefficientspeuventêtremajoŕespar
l 9 Ú l]÷ ù E Ú .

On cherchèamajorerlescoefficients
7 Ú donńesrécursivementpar(7.10).L’in égalit́edu trian-

gle avecla majorationpour
9 Ú donnel 7 M le÷ ù � � l 7 	 lt÷ ù E l 7 M l � � l 7Bæ le÷ ù -6E l 7 	 l �@E 	 l 7 M l 	 0D� �=�=� (7.11)

L’id éeestdedéfinir unesuitedesnombresréels
T Ú enremplaçantdans(7.11)les

l 7 Ú l par
T Ú et les

“
÷

” par“
�

”. Celadonne
T M � ù � � T 	 � ù E T M � � T æg� ù -GE T 	 �?E 	 T 	 M 0D� �=�=� (7.12)

La premìereobservationestqu’ona l’estimationl 7 Ú le÷ T Ú pour
åA�w�����t���=�=�

(7.13)

(ceci sedémontrepar un argumentd’induction standard)et la deuxìemeobservation estquelesT Ú satisfontles relationsde (7.10) si on remplaceles
9 Ú par ù E Ú . Cela veut dire que la sérieS � T M � � T 	 � 	 ���=�=� estla solutiondel’ équationdifférentielle

m S
m � � ù -&�n� S E|� S 	 E 	 �?�=���/0n�

ù�n� S E � S - V 0{� V � (7.14)

Cetteéquationpeutêtrerésoluefacilement(par“séparationdesvariables”,[HW, p.138])

-&�{� S E³0 m S � ù�m � H S � S 	 E� � ù � H S � �n� � �{���IE ù �E �
(7.15)

et sa solutionpeut être devélopṕeeen série (à l’aide de la série binomiale),qui converge pourl � lts ��µ�- �IE ù 0 .
Exemples.La fonctionexponentielleS � ý�þ óg� estsolutionde l’ équationdifférentielle JLKJ N

� S
et la fonctiontangante= b `g� � \&_a`g� µ Yi[]\f� estsolutionde JLKJ N

�w�I� S 	 (exercice32).

Fonction inverse. Soit S ��z{- � 0 avec S ±,��z{- � ±�0 donńeeparun développementS � S ±q�7 M - � � � ±Á0��G7 	 - � � � ±B0 	 �!7³æt- � � � ±B0
æ �G�=���

. Oncherchele développementdela fonctioninverse� � � - S 0 sousla forme � � � ±A��9 M - S � S ±B0$��9 	 - S � S ±�0 	 ��9¹æ�- S � S ±=0
æ �����=�

. Aprèsdes
translations,on peutsupposer� ± et S ± plaćedansl’origine et on partde

S ��z{- � 0|� 7 M � ��7 	 � 	 ��7³æ �
æ ���=�=�

donńe
#

� � � - S 0I� 9 M S ��9 	 S 	 �?9¹æ S
æ �?���=�

cherch́e.
(7.16)

La fonction � - S 0 estl’inversede
z{- � 0 si pour la fonction compośee � - � 0,� � -"z{- � 0D0 dans(7.7)

nousavons � - � 0n� � . Unecomparaisondescoefficientsdonne
9 M 7 M ����� 9 M 7 	 ��9 	 7 	 M � V � 9 M 7Bæ�2�t9 	 7 M 7 	 �?9¹æ³7

æ M � V ���=�=� (7.17)

Si
7 M �� V , la premìereéquationnousdonne

9 M ����µ]7 M , la deuxìeme
9 	 � �q9 M 7 	 µe7 	 M , etc. Comme

la
å
ièmerelationestdela forme

9 Ú 7 Ú M �?�=�=�Ì� V , où lestroispointsindiquentdesexpressionsdéjà
calcuĺees,la seulecondition

7 M �� V nouspermetdecalculerrécursivementtouslescoefficients
9 Ú .
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La discussionde la convergencepar la méthodedesmajorants(similaire à celle dansla dé-
monstrationdu Théor̀eme7.5)estpossible(voir le livre deH.Cartan),maispeucommode.Nous
ramèneronsla questionà uneéquationdifférentielle(idéevueparGerhardWannerdansun cours
deW.Gröbner1963).

Théorème7.6 Soit S � zI- � 0���7 M � ��7 	 � 	 �r7Bæ �
æ �����=�

unesérie avec
7 M �� V et rayonde

convergenceñ ¥ é V , alors la série � � � - S 0{� 9 M S �W9 	 S 	 � 9¹æ S
æ � �=���

aveccoefficientsdonńes
par (7.17)poss̀edeun rayondeconvergencepositif et on a � -"z{- � 0D0{� � dansun voisinagede V .
Démonstration. Si � - S 0 estbiendéfiniedansun voisinagede V , unedifférentiationdela relation� -"z{- � 0D0{� � donne � ¸ -§z{- � 0D0:z ¸ - � 0�� ��� (7.18)

cequi conduità l’ équationdifférentielle

m �
m S �

�
z ¸ - � 0 �

�
7 M ���t7 	 � ���]7³æ � 	 ���=�=�

� 6 ±|� 6 M � � 6 	 � 	 �?�=�=�i� � - V 0n� V (7.19)

pourla fonction � � � - S 0 . Parle Théor̀eme6.1pourla dérivéeetle Théor̀eme7.4pourle quotient,
la série 6 ±8� 6 M � ���=�=� poss̀edeun rayonde convergencepositif. On estmaintenanten position
d’appliquerle Théor̀eme7.5 qui dit quela solutionde l’ équationdifférentielle(7.19)estdonńee
parunesérieavecrayondeconvergencepositif. Cettesériesatisfait (7.18),c.-à-d., � ¸@- � 0n�w� pour
� - � 0¬� � -§z{- � 0D0 . En comparantlescoefficientsde � ¸¹- � 0 avecceuxde

�
et enutilisant � - V 0
� V ,

on voit que � - � 0n� � .
Corollair e7.7(théorèmed’inversion local) Soit

zW} u � ��
(avec u v �� ouvert)analytique

dans u et soit � ±H' u . Si
z�¸¹- � ±=0(�� V , la fonctionestlocalementbiholomorphe, c.-à-d., elle est

biholomorpheentredesvoisinagesde � ± et de S ±g��z{- � ±�0 .
Démonstration. Avec � et S remplaćespar � � � ± et S � S ± dansle Théor̀eme7.6, la condition7 M �� V devient

z�¸¹- � ±B08�� V .
Exemples.La fonction

z{- � 0È� � 	 (voir Fig.I.5) estlocalementbiholomorphedansun voisinage
de chaque� ±¾�� V . Pourla fonction deJoukovski on a

z ¸ - � 0q� M	
-D�
� � ª 	 0 . Elle estlocalement

biholomorphepour � ±«��FM��
(voir Fig.I.7).

I.8 La fonction exponentielleet le logarithme

Etudionsendétail quelquesfonctionsanalytiques:la fonctionexponentielle,soninversele loga-
rithme,lesfonctionstrigonoḿetriqueset lespuissancescomplexes.

Fonction exponentielle.A partlespolynômeset lesfractionsrationnelles,la fonctionexpo-
nentielleestla fonctionholomorphela plusimportante.Elle estdéfinieparla série

ý�þ ó8� � �{� � � � 	�eÿ � �
æ
�]ÿ � �

¤
Þ]ÿ �?�=���J� çÚ=è ±

� Úå�ÿ (8.1)

dontle rayondeconvergenceestñ ��ã .
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Avecla fonctionexponentielle,il estnatureldeconsid́ereraussilesfonctionstrigonoḿetriques

Y�[]\^� }j� �n� � 	�]ÿ � �
¤
Þ]ÿ ���=�=� � çÚBè ±

-"���i0 Ú-§�]å�0Dÿ � 	 Ú
\&_a`F� }j� � � �

æ
�]ÿ � �iÂ�]ÿ ���=�=� � çÚBè ±

-"���i0 Ú
-§�tå*� �i0Dÿ � 	 Ú â M

(8.2)

qui sontégalementdéfiniespourtout � ' �� parcesséries.Enremplaçant � par
� � dans(8.1)eten

rassemblantlestermessanset avecle facteur
�
, onobtientla formuled’Euler (1748)

ý¦þ ó -�� � 0�� Y�[]\f� �!� \&_a`F� pourtout � ' �� � (8.3)

Ce réarrangementde la série (8.1) estpermiscarelle convergeabsolument.CommeY�[e\ -"� � 0q�Y�[e\f� et \&_a` -§� � 0A�É� \D_j`g� , on arrive à exprimer les fonctionstrigonoḿetriquesen termesde la
fonctionexponentielledela manìeresuivante:

Yi[]\f� � �� ý¦þ ó -�� � 0C� ý�þ ó -"�¬� � 0 � \D_j`g� � ���� ý�þ ó -/� � 0%� ý�þ ó -"�¬� � 0 � (8.4)

Équation diff érentielle. Pardifférentiation,termeparterme,onvoit quela fonctionexponentielleS � ý¦þ ó - 6 � 0 (avec 6 ' �� ) estsolutiondel’ équationdifférentielle

m S
m � � 6 S � (8.5)

Cettepropríet́e estcaract́eristiquepour la fonctionexponentielle,carsi S ��zI- � 0È� 7B±¬��7 M � �7 	 � 	 � �=��� satisfait (8.5), on a nécessairement
å�7 Ú � 6 7 Ú ª M . Cetteformule de récurrencedonne7 Ú �ü7B± 6 Ú µ]å�ÿ et on trouve ainsi la fonction exponentielle

z{- � 0(�ü7B± ý�þ ó - 6 � 0 commela seule
solutiondel’ équationdifférentiellesatisfaisant

z{- V 0{� 7³± .
Uneautrepropríet́ecaract́eristiqueestdonńeedansle théor̀emesuivant.

Théorème8.1(théorèmed’addition) Soit
z{- � 0F� 7³±Z��7 M � � 7 	 � 	 ���=�=� donńeepar unesérie

avecun rayondeconvergenceñ é V etavec
7B±A�� V . Alors

z{- � 0 satisfaitla relationzI- � � S 0X��z{- � 0:z{- S 0 pour � � S avec � � S � � � S ' o®ö - V 0 (8.6)

si et seulementsi
z{- � 0n� ý�þ ó - 6 � 0 avecun 6 ' �� .

Démonstration. Avec le produit de Cauchyon a démontŕe au paragrapheI.7 que la fonctionz{- � 0«� ý�þ ó - 6 � 0 satisfait (8.6) (voir aussil’exercice27). Pourvoir qu’elle est la seulefonction
satisfaisant(8.6),nousdérivonscetterelationparrapportà S , cequi donne

z�¸¹- � � S 0n� zI- � 0Dz�¸¹- S 0 .
En posantS � V on voit que

z{- � 0 satisfait l’ équationdifférentielle(8.5) avec 6 �ðz�¸@- V 0 . On a
donc

z{- � 0n� 7B± ý�þ ó - 6 � 0 . Mais,pourquecettefonctionsatisfasse(8.6) il fautque
7B±g�w�

.

Cethéor̀emed’additioncombińeavecla formuled’Euler (8.3)donnepour � �W�>�!�"� que

ý�þ óF� � ý�þ ó -��>�!�"��0«� ý¦þ ó � ý�þ ó -/�"��0X� ý�þ ó �H- Y�[]\ �¯�!� \D_j` ��0&� (8.7)

Commenoussommesfamiliersaveclesfonctionsréellesý¦þ ó � , Y�[e\ � et \&_a` � (avecargumentréel),
cetteformulenouspermetdemieuxcomprendrel’application

zI- � 0¬� ý�þ ó8� qui estillustréedans
Fig.I.14. Les lignesverticales(

�©�ONQPSR�TVU
) sontenvoyéessur descerclesavec rayon ý¦þ ó � , les

ligneshorizontales(
��� NQPSR�TVU

) sur desrayonspartantde l’origine avec un angle
�
. De plus,ý�þ óF� �� V quelquesoit � ' �� .

On saitquelesfonctions\D_j` � et Y�[]\ � sont
�SW

-périodiques.Ceciimpliqueque

ý�þ ó - � �2�tåXW��D0n� ý�þ óg� pourtout
å«'ZY[Y

et � ' �� . (8.8)
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FIG. I.14: La fonctionexponentielleet le logarithme

Théorème8.2 Pour tout n ' � � , la fonction
z{- � 08� ý�þ óF� estbiholomorphecommeapplication

entre � � ' �� # n ��W s Im � s n �^W ) et
��©¨ �.o

où �.o � � � � L ý�þ ó -/� n MG�bWI0�# L ï Vt) estle rayonpartantdel’origine avecangle n M�W .

Démonstration. Surjectivit́e.PrenonsS ±F' ��¯¨ �.o etécrivonscenombrecomplexeencoordonńees
polairesS ±8� L - Yi[]\fK ��� \D_j`8K 0 (L é V et K �� n M�W mod

�pW
). Avec � ±È}j�

º [ d L �G� K ���tåVW�� (oùå
estun entier)on a que ý�þ óg� ±*� S ± . Il suffit dechoisir

å
afin que K �?�tåXW soit dansl’intervalle

ouvert
- n �^Wn� n �^W{0 pourconclurela surjectivitédel’applicationexponentielle.

Injectivité. Soit ý�þ óF� ±F� ý¦þ óF� M avec � ±g���f±e�È�"�]± , � M �2� M �È�"� M et n �9W s �]±=�&� M s n �9W . La
formule(8.7)impliqueque

� M ���f± (car ý�þ ó � M � l ý¦þ óF� M l � l ý�þ óg� ± l � ý�þ ó �f± ) et
� M �>�]±g� �tåXW

avecunentier
å
. Commela distance

l � M �U�]± l eststrictementpluspetiteque
�SW

, il ensuit
åA� V et

l’injectivitédel’application.
Holomorphie. La fonction

z{- � 0,� ý�þ ó8� estanalytiqueet doncholomorphesur
��
. Commez�¸@- � 0¬� ý�þ óg� �� V partoutdans

��
, le théor̀emed’inversionlocal (Corollaire7.7) impliquequela

fonctioninverseestaussiholomorphe.

Le logarithme. Le but estdedéfinir le logarithmecommeapplicationinversede la fonction
exponentielle.Pourceci il faut restreindrele domainede définition de ý�þ ó8� , par exemple,à la
bande

�r}a� � � ' �� #C�QW s Im � s �QW ) (voir le Théor̀eme8.2). Onobtientalors

Log � }j�
º [ d l � l ���fb]cDd � (8.9)

où l’argument
b]c&d � estchoisipourque

�QW s b]c&d � ÷ �QW . Cettefonction,qui estholomorphe
parle Théor̀eme8.2,estla brancheprincipaledu logarithme. Elle estdéfiniesur

��G¨ � ± etelleest
souventnot́ee Log � (avecunL majuscule).

On peutaussidéfinir le logarithmecommefonctionmultivalúeeº [ d � }a� º [ d l � l �G�fb]c&d � ���]åXW�� avec
å«'ZY[YÈ�

(8.10)

Il faut faireattention,car

º [ d � n’estpasun seulnombrecomplexemaisun ensembledenombres
complexes.Quelquesoit

å
dans(8.10),ona ý¦þ ó -

º [ d � 0� � . Encontrasteavec Log � , l’expressionº [ d � estdéfiniesur tout le plancomplexe (à l’exceptiondeorigine). Pourun nombreréelnégatif
on a

º [ d^-"�¬�C0n� º [ dk�>��- �tå*���i0GW�� (si
��é V ).
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Équation diff érentielle. Soit
z{- � 0W� º [ d � la fonction (8.10) avec un

å
fixé (par exemple,z{- � 08� Log � ), ou unedesfonctionsinversesde la fonctionexponentiellevueauThéor̀eme8.2,

alors
z{- � 0 est holomorpheet on a ý�þ ó -"zI- � 0&05� � . Une différentiationpar rapportà � donneý�þ ó -§z{- � 0&0:z�¸@- � 0|��� . Enconśequence,la fonctionS �

º [ d � estsolutiondel’ équationdifférentielle

m Sm � �
�
� � (8.11)

La valeurinitiale estS -D�£0{� V pourla brancheprincipaleet S -&�i0{���tåVW�� pourlesautresbranches.

Devélopementensérie. Avecl’argument� remplaćepar
�t� � onvoit que Log

-&�t� � 0 estsolution
del’ équationdifferentielle JLKJ N

����µ�-D�I� � 0Z� �n� � � � 	 � � æ �?�=�=� . Uneintégration,termepar
terme,donnealors

Log � � � � � 	� � �
æ
� � �

¤
Þ ���=�=� pour

l � les ��� (8.12)

La relation fonctionnelle. Le théor̀emed’addition pour la fonction exponentielleimplique queý�þ ó - º [ d^- �iS 0&0n� �iS � ý¦þ ó - º [ d � 0 ý�þ ó - º [ d S 0{� ý¦þ ó - º [ d � � º [ d S 0 . On endéduitqueº [ d^- �iS 0n� º [ d � � º [ d S ���]åXW�� (8.13)

pour deuxnombrescomplexesnon nuls. L’entier
å

estdétermińe par la branchedu logarithme
choisie. Si l’on consid̀ere deux nombrescomplexes dans

���¨ � ± et la brancheprincipaledu
logarithme,on a

Log
- �iS 0{� Log � � Log S �

�SW��
si
becDd � �2b]cDd S s W

V si
becDd � �2b]cDd S '©-§�qWn�rW{0�q�SW��

si
becDd � �2b]cDd S é��QW (8.14)

En particulier, on a

º [ d � ì � í
º [ d � � �tåVW�� pourdesentiersí et doncaussi� ì � ý�þ ó - í

º [ d � 0 .
Cetteformuleestla motivationpourconsid́ereraussidespuissancescomplexes.

La puissancecomplexe.Pourunnombrecomplex 6 ' �� etpourla variablecomplexe � �� V
nousdéfinissons � � }j� ý¦þ ó - 6

º [ d � 0:� (8.15)

Ici, la fonction

º [ d � estmultivaluée. Ceci signifieque � � estaussimultivaluéeengéńeral. Pour
chaquebranchede

º [ d � , cettefonction estholomorphecommecompositiondesfonctionsholo-
morphes.Consid́eronsquelquescasparticuliers:� Si 6 � í estunentierpositif, ona � � � � ; �=�=� ; � (í fois); cettevaleurestunique;� Si 6 � � í estun entiernégatif,ona � � � � ª M ; �=��� ; � ª M (í fois); cettevaleurestunique;� Pour 6 ����µ í , la valeur � � repŕesenteles í solutionsde S ì � � , et on lesobtientenprenant

unesolutionet enla multipliant par ý�þ ó -§�]åXW���µ í 0 (
å>� V �t���=�=���i� í �r� ) qui sontles í ièmes

racinesd’unité;� Si 6 ' � � ¨ �s estun nombreirrationnel(parexemple 6 �w� � ), l’expression� � repŕesente
une infinité desnombrescomplexes; ils sontdensesur le cercleavec rayon

l � l � centŕe à
l’origine;� Si 6 ' ���¨ � � , l’expression� � repŕesenteuneinfinitédesnombrescomplexes;ils sontsitués
surunespiraleet donńespar � � � ý�þ ó - 6 Log � 0 ý¦þ ó - �tåXW�� 6 0 pour

åX'tY[Y
.

Échangeonsmaintenantlesrôlesde 6 et � dans(8.15)etconsid́erons

6 N }j� ý�þ ó - � Log 6 0D� (8.16)

Cettefois il s’agit d’unevraiefonction,caron a fixé Log 6 commela valeurdela brancheprinci-
pale. Avec O }j� ý�þ ó -D�£08�w�t�/Üf� Ý � Ý �=��� , on a Log O �� et doncaussiO N � ý�þ ó - � ; �i0g� ý¦þ ó - � 0 .
Cecijustifie la notationO N pourla fonction ý¦þ ó8� .
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I.9 Exercices

1. Calculerlesdeuxracinesdu polynôme

u 	DvxwzyDv*{%|�} ul~ wz�Dv*|
}8��� �
2. Écrirele nombrecomplexe � � ~�� v � | encoordonńeespolairesetcalculer

Ó� � (trois solutions).

3. En utilisantla formuledeCardano(voir [HW, p.7]) calculerla solutionréelledel’ équation

u æ ~�u v�yq��� �
Vérifier le résultatavecun logiciel commeMaple.

4. Consid́eronsuneapplication� � 	q� � � 	 : � � �� � w �d�
� }� w �d�
� } .

Avecl’identification ���� � � 	 de(1.3)ellepeutêtreécritesousla forme � ����w u } .
Exprimer ��w u } entermesde � , � et u � � vm|

�
.

5. Décriregéoḿetriquementlespartiesdu plancomplexe définiespar

a) � u �%� y , � u v�y �<� y , � uD~ y �%� y ,
b) Re uq��~ y%�%� , Re u v�� Im u � { ,
c) �
���
{ ���
 L¡ u � �
���
{ .

6. Lesquelsdesensemblesdel’exercice5 sontouverts,fermés,borńes,compacts?

7. Pour ¢ � �¤£¥� � et ¦§£¨�� consid́eronsl’ équation

¢ u u v ¦ u v ¦ u v � ��� �
Montrerquecetteéquationrepŕesenteun cercledans �� si ¢ª©�«� et � ¦�� 	�¬ ¢X� . Discuterle cas ¢ �«� .
Quesepasse-t-ilsi � ¦�� 	 ��¢5� ?

8. Avec l’identification ��� � � 	 de (1.3) chaqueapplication � � -linéaire � � 	*� � � 	 peut êtreécrite
sousla forme

��w u }8��® u v*¯ u (9.1)

avec ® � ¯ £°�� (uniquementdétermińes).

9. Montrerqu’uneapplication(9.1)satisfait

�� -linéaire ± ��w²|�}��³|���wzy%} ± ¯´��� �
10. Étudier la fonction � �°��w u }µ� u ª M et démontrerquecettefonction conserve les cercles,c.-à-d.,

l’imaged’un cercleestun cercle.

11. L’imaged’un cercle ¶ u�· � u8~ ¢�� �³¸º¹ parla transformationdeCayley (2.7)estdenouveauuncercle
(ouunedroite).Déterminersoncentreetsonrayon.

12. Soit » � ¶ u¼· � u � ¬ y%¹ , l’exterieurdecercleunité. Demontrerquela transformationdeJoukowski

�¾½ » � ��x¿µÀ ~ y � y
Á définiepar u �� � � y� u v yu �
consid́eŕeecommeapplicationde » dans ���¿qÀ ~ y � y
Á estsurjective et injective. Etudierl’application
inverse � ª M ½ �F�� u . Dessinerles imagesinversesdeslignes Im � �ÃÂdÄ�ÅºÆrÇ (écoulement”poten-
tiel” autourd’un cylindre).
Indication.L’imagede u ��ÈbÉ%Ê�Ë¾vÌ|�ÊpÍ Î9Ë est � ��ÈbÉ%ÊdË .

13. Décomposerla fonction � ����w u }�� u ¤ enpartieréeleet imaginaire��w � vÏ|
� }8� � w ���

� }5vÏ| � w ���
� } .

Calculerlesdérivéespartielleset vérifier leséquationsdeCauchy–Riemann.
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14. Soit � w �d�
� }Ð� �

¤ ~@Ñ � 	 � 	 v � ¤ donńee. Trouver toutesles fonctions � w �d�
� } qui satisfontavec

� w ���
� } partoutleséquationsdeCauchy–Riemann.

15. Soit Ò unouvert de �� et �Ó½ Ò � �� unefonction �� -différentiable.Montrerquela fonction

Ô w u }�� ��w u }
est �� -différentiablesur Ò � ¶ u £°�� · u £mÒ ¹ . Quelleestla dérivéede Ô w u } ?

16. La fonctioncarŕee ��w u }.� u 	 , vuecommeapplication �� â � ��Z¿ w ~qÕ � �
Á , estbijective. Montrer
quela fonctioninverse� ª M w � }�� � � estholomorphe.

17. A chaquematricecomplexe Ö � ¢ ¦
� × avec w � � × } ©��� nousassocionsla fonction

�ÙØ¼w u }�� ¢ u v ¦
� u v × �

Montrerque
�ÙØÛÚÜ���ÙØ1ÝD�ÙÚ c.-à-d. �ÙØÞÚ¤w u }����ÙØ�wL�ÙÚ¤w u }z} �

Endéduireque,pour ��©��� et ß<àÙáâÖã©��� , la fonction �ÙØ¼w u } estbiholomorpheentre ��Ü¿ ¶ ~ � ª M × ¹ et
��x¿ ¶%� ª M ¢ ¹ . Quelleestla fonctioninversede �ÙØ�w u } ?

18. En utilisantle corollaire3.3démontrerquela fonction
ä É ¡ u ½�� ä É ¡Ð� u � v*| �
 r¡ u

estholomorphesur ��x¿ w ~�Õ � �
Á .
19. Trouver unesolution� w ���

� } du probl̀emedeDirichlet suivant:
å
� ��� sur æ � À � � y
Á�ç

À � � y
Á � � w �d� �%}�� � wz� �
� }���� � � w ��� y%}�� ��� � wzy �

� }�� � �
Idée. Consid́ererla partieréelle(ouimaginaire)d’unefonctionholomorphe(polynomialtrèssimple).

20. Déterminerle rayondeconvergencedela sériebinomiale( èl£¥� � )

wzyDv u }#él½���y¤v è u v è w è
~ y%}�%ê u 	 v ����� v è w è ~ y%}/ë ����� ë�w è ~xì v�y%}ìIê u Ú v ����� � çÚ=è ± èì u Ú �

21. Déterminerle domainededéfinition dela fonctiondeBesseld’indicezérodéfiniepar

í ± w u }î� çÚBè ± w
~ y%} Ú� 	 Ú w ìIê } 	 u 	

Ú �
22. On saitquela série çÚBè ± ¢ Ú w ul~ |�} Ú convergepour u �x{ et divergepour u � ~qï . Quesaiton au

sujetdela convergenceoudela divergencedessériessuivantes?

çÚ=è ± ¢ Ú wzyDv*|�}
Ú
�

çÚBè ± ¢ ÚXð
Ú
�

çÚBè ± w ~ y%}
Ú ¢ Ú � Ú �

23. Déterminerlescoefficientsdela série
u 	 v�y%y uñ~x�

w �%uò~ y%}zw u 	 ~ {�} � ¢ ± v ¢ M u v ¢ 	 u 	Dv ¢ æ u
æ
v ����� (9.2)

et calculerle rayondeconvergencedela sérieainsiobtenue.
Pourunefractionrationnellearbitraire,deviner uneformulepourle rayondeconvergence.
Quelestle rayondeconvergencedela sériequ’onobtientsi l’on développela fonctionde(9.2)autour
du point � ��y ?
Indication.Décompositionenfractionssimples.
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24. Soient ¶%¢ ì ¹ , ¶%¦ ì ¹ deuxsuitesdans � � . Supposonsque
ä Í�óì ¼ ç ¦
ì existe et quecettelimite estnon-

negative. Alors on a toujours
ä Í�ó*ÊLô�õì ¼ ç w ¢ ì ¦ ì }8� ä Í�ó*Êrôºõì ¼ ç w ¢ ì }�ë ä Í�óì ¼ ç w ¦

ì }
(omautilisé cerésultatdansla preuve du théor̀emesurla �� -différentiabilit́e d’unesérieentìere).
Montrerparun contreexemplequel’affirmation

ä Í�ó*ÊLôºõì ¼ ç w ¢ ì ¦ ì }�� ä Í�ó*ÊLôºõì ¼ ç w ¢ ì }�ë ä Í�ó*ÊLôºõì ¼ ç w ¦ ì }
estfausseengéńeral.

25. Soit ��w u }î� ¢ ± v ¢ M u v ¢ 	 u 	 v ¢ æ u
æ
v ����� donńee par unesérie ayant ö ¬ � commerayonde

convergence.Démontrerque

÷ w u }�� ¢ ± u v ¢ M u 	� v ¢ 	
u æ
� v ¢

æ u ¤
{ v ����� � çÚBè ± ¢ Ú

u Ú â M
ì vxy

estuneprimitive de ��w u } sur » ö wz�%} , c.-à-d.,le rayondeconvergencedecettesérieest ö et on a que÷ ¸ w u }�����w u } .
26. La fonction �
  È á4� Î u estla primitive de ��w u }Q�øwzyQv u 	 } ª M qui s’anullepour u �ø� . Calculerles

coefficientsdela sériepour �
  È á4� Î u .
Résultat. �
  È á4� Î u � uñ~ N Óæ v N ÕÂ ~ N ×ù v ����� .

27. Démontrerque
àÙú õûw u v � }�� àÙú õ u ë àÙú õ �9ü

28. Exprimer les fonctions ýSþ ÿ�� et ���%ý�� en termesde �Ùú��
	����� et �Ùú���	�������� et utiliser le résultatde
l’exercice27 pourdémontrerla formule

ýpþ ÿ�	����������³ýpþ ÿ������%ý���� ���%ý��.ýpþ ÿ!� ü
29. Calculerlescinq premierstermesdela sériepour "#	����$�%�Ùú&�
	�'�( �*)+	�,-� ����� etcomparerlesavecla

sériedel’exercice20.

30. Soit �.�0/12�býpþ ÿ�� . Inspirezvousdu dessin(qui lui même
estinspiŕe d’un dessindeNewton1669)pourvoir que3 �3 � �

,4 ,-�5�76 �0	�,*�8� 6 �:9!;
< ü

−1 0 1

1

�

�
,

� =
�

4 ,-�5� 6
=
�Insérerpour cettedernìere fonction la série binomialeet

obtenirparintégrationla série(deNewton)pour /12�býSþ ÿ�� .
Déterminerle rayondeconvergence.

31. LesnombresdeBernoullisontlescoefficientsdela série

�>�? �5, �A@CBD�
@FE
,*G �-�

@ 6H G � 6 �
@CIJ G �
I � @CKL G �

K ��üÙüÙü§ü (9.3)

a)Démontrerla formulederécurrenceM
N @CB-�

M
, @FEO��üÙüÙü��

M
M �5, @�P 9 E �

N

etcalculerlespremiersdix nombresdeBernoulli.
b) En observantque

�> ? �5, �
�H � �H > ?:Q 6 � > 9 ?:Q 6>R?:Q 6-� > 9 ?:Q 6 (9.4)

démontrerque @�S!� N si TVUA, estimpair.
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c) En remplaçant � par ��� dans(9.4) trouver lescoefficientsdela sériepour

���*Y
��� ���%ýO�ýSþ ÿ�� �
,
� �

Z
S[&B
\ S]� S ü

d) Vérifier l’identité Y]/
ÿ����0���*Y
�!� H ���*Y^	 H ��� etendéduirela formule

Y]/
ÿ��_�
Z
P [#E 	���,*�

Pa` E H 6 P 	 H 6 P �5,*��@ 6 P	 H M ��G � 6 P 9 E ü
32. Déterminerlespremierstermesdela sériepour Y]/
ÿ�� deplusieursmanìeresdifférentes:

a)commele quotientdesdeuxsériesdans Y]/
ÿ��8�Üýpþ ÿ���bc���%ýc� ;
b) commefonction inversede la série pour /12��Y]/
ÿd� (utiliser les formulespour la compositiondes
séries);
c) commesolutiondel’ équationdifférentielle ��e#�A,-��� 6 (justifiér cetteéquationdifférentielle).

33. Soientf&g�U N et fih-U N lesrayonsdeconvergencedessériespour "#	���� et j�	��d� etsoit "#	 N ��� N . La
démonstrationduthéor̀eme7.3(compositiondeséries)montrequela sériepourla fonctioncompośee
j�	�"#	������ poss̀edeunrayondeconvergence

flkAmîþ ÿ f g�n ý:op� q
Z
P [#E
r \ P r q P�s f&h ü

Calculercetteestimationdu rayondeconvergencepourl’inversedela série ���%ý�� :

,
���%ýO� �

,
,D�5"#	��t� où "#	����$� � 6H G �

� KL G �
�7uv G ��üÙüÙü§ü

Résultat. ( �*)+	 H � 4 J � .
34. Montrerquel’ équationcubique

� I � J ���w�x� N (9.5)

poss̀edeunesolutionuniqueprochede
N

si � et suffisammentpetit. Plusprécisement,il existedes
voisinagesy de � B � N et z de � B � N tels que pour tout �|{}z il existe un unique �5{}y
satisfaisant(9.5). Devélopercetteracineenpuissancesde � (calculerlespremiers

J
termes).

35. Déterminertouteslesracinescomplexesdeséquationssuivantes:

ýpþ ÿ��8� N n ���%ý���� N n �Ùú&�
	 H �����5~+�Ùú��d�-� L � N ü
36. Devéloperla fonction "#	��t�!��( �*)F� (branchepricipale)ensérieautourd’un point �:B�{��� qui n’est

passurl’axe réelnégatif.Quelestle rayondeconvergencedecettesérie?

37. Uneexercicedifficile. Démontrer, parrécurrence,quepouttout ��{��� etpour �_k H ona

,-� ��
� ��,-�5�-�

�
P [ 6
,-� ,� �t�7�7��� ,-�

M �5,
�

� PM G]�
En déduirequepourtout nombrecomplexe � ,

(�þ�m�i�8Z ,-� ��
� ���7����� �

38. Démontrerpour
r �Dr s , que

/12��Y]/
ÿ � � �H ( �*) �
�
�

�
� �
a) à l’aide dela formuled’Euler appliqúeeà

� �%Y]/
ÿ����³ýpþ ÿ���bc���%ýc� ;
b) à l’aide desériesentíerespour /12��Y]/
ÿ�� et ( �*)+	�,-� ��� .
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39. Démontrerlesidentit́es(d’Euler 1746etdeJohannBernoulli 1702)

�*��� > 9i� Q 6 n > � � Q 6 �%� �
Quellesautresvaleurspour � � et > � � Q 6 pourrait-onimaginer?

40. Pourun � fixé (parexemple, ������,��_� ), lesvaleursrepŕesent́eespar � B2� E ` � B2� B]E sonttoutessurune
spirale.Donnercettespiraleencoordonńeespolairessousla forme q��A'^	��O� .

1 2−2 −1

1

2

−2

−1

FIG. I.15: Lesvaleursde ��������� B2� E ` � B2� B]E (Exercice40).


