Chapitrell

Calcul integral et la theorie de Cauchy

“Wassoll mansichnunbei [ ¢z - dz fir x = a + ib denlen?. .. Ich behauptenun, dassdas
Integral [ oz - dz nachzweienverschiednetybeigangenimmereinerleiWertherhalte’.

(C.F Gaussl811,lettrea BesselWerke 8, p.91)
“L’intentiondeCauchyproclanéedand’introductiondesonmémoire gtaitderendrerigoureuse
uneméthoded’intégrationutiliseedéja parEuleret surtoutparLaplace. . .”

(B. Belhoste Caudy, p.179,enparlantde Cauchyl1814)

Le “M émoire” soi-disant‘le plusimportantdestravaux de Cauchy”estintitulé Mémoiie sur les
inteégralesdeéfinies,prisesentre leslimitesimaginaires publie en 1825,en quelquesxemplaires,
etinclusseulemenen1974dansles Oeuvesde Caudy (cf. [Remmert1991)).

Le but de ce chapitreestdedonnerunsensa [ f(z) dz ou ¢y, c sontdesnombrescomplexes
reliesparunecourbeet > estunevariablecomplece. La theoriedu calculintégralcomplexe nous
permetde mieuxcomprendrdesfonctionsholomorphestanalytiquesntroduitesau chapitrel.

1.1 Cheminsetcourbes

Commemotivation de la définition suivante,consiceronsune fourmi se promenantsur le plan
complee. On peutdécriresoncheminendonnanta chaqueanstantt la positiondela fourmi, i.e.,
lesdeuxcoordonmesz(t) ety(t).

Définition 1.1 Uncheminouunecourbeparamétréeedans’ ~ IR? estunefonctioncontinued’un
intervallefermédansc, c.-a-d.,y : [a, b] — IR*. Noussupposonsnplusque~(t) estcontiniment
différentiableparmorceaux.

Voici quelquesxemplessimples: Ay Ay

e Desfonctionsy = f(z) etz = g(y) f(t)/\/'\/\ "

peuentétreécritessousla forme N

v(t) = (fét)) resp.y(t) = (ggt)) f £z g T

cost,sint)

e Un cercledansle planestdonré par~(t) = (2?;; ) :
e Soientcy, ¢y, c3 trois pointsdans'. Le borddu
triangleformé par cestrois pointsestdécrit par

Cl+3t(02—01) SIO§t§1/3
Y(t) =< ca+ (Bt —1)(cs —c2) sSi 1/3<t<2/3
3+ (3t —2)(c1 —c3) si2/3<t<1.
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Chemin renversé. Soity : [0,1] — € unchemindans{'. Ondénotepar(—v) : [0,1] — C'le
cheminparcourudansle sensnverse.ll estdonré par(—~)(t) := v(1 — t).
Chemin compos. Soity, : [0,1] — ¢ uncheminet~y, : [0,1] — € unautreavec~,(0) = v, (1).
Alors nousécrivonspourle chemincompog desdeuxcheminsy = v, + v, enposant
_[m(2t) si 0<t<1/2

() = {72(% —1) si 1/2<t<1, (3.1)
On peutaussicomposerplusieurscheminssi le point final 3 Y4
d’'un cheminestégalau point de départdu cheminsuivant. g Vs
Onutiliselanotationy; +vs+. . .4+m,.

Définition 1.2 (courbe) Deux cheminsy : [a,b] — IR® etd : [c.d] — IR® sontéquivalents
s'il existe un diffeomorphisme) : [a,b] — [c, d] (bijective et ¢ ainsique )~ continiment
différentiablesjel quey = § o ¢, i.e.,y(t) = 5(¥(t)).

Une courbe est une classed’équivalencede chemins. Une courbe orientée est une classe
d’'équivalencede cheminspourla relationprécedenteavec) strictementroissante.

Y
x
T T

a C

Y

Exemple Lesdeuxparangtrisations

4

cost
v(t) = <sint>’ O<t<m, ’,
—S
repesentente mémedemi-cercle(s = ¥ (t) = — cost dansla Définition 1.2). En interpiétantle

parangtret respectrtements commele temps,on obsere quela courbeestparcourueavec une
vitesseconstantdors dela premereparanétrisation.Lors dela deuxime la partieausommetest
parcouruamoinsvite quelespartiesa gauchestadroite.

Pourunecourbeparanétrée~ : [a,b] — €', consiceronsunesubdiision {to,t;,...,tx} de
l'intervalle [a, b] et les points correspondantsur la courbe. Une approximationde la longueur
d'arc estla longueurdu polygonereliantles points~(ty), v(t1), . . ., y(tx). On obtientdonc,en
utilisantle theoemede Lagrange, Yy

B v(to)
= : A(tw)
longueur~ 3" [y(tis1) — (L) () -
i=0 T T
N-1 Tfy
~ > )] (ti — ). boite 0 v
i=0 a T T T

Ceciestunesommede Riemann.La limite quandmax; |t;+1 — t;| — 0 donnealorsla longueur
cherclee.

Définition 1.3 (longueur d’arc) Lalongueurdela courbeparanétréery : [a,b] — € est

L) = [ Rt

Un changementlescoordoniges(s = v(¢)) montreque cettedéfinition estindépendanteu
repiesentantd’unecourbe.De plus,ona L(—v) = L(~) et L(v1 + v2) = L(y1) + L(72).
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Exemple Consiceronsla paraboley = x? parangétristepar~(t) = (¢,t%)%.
Commey(t) = (1,2t)T, onobtientpourla longueurd’arcentret = 0 ett = 1

L(y)—/01\/1+4t2dt—...—§+ilog(2+\/5).

1.2 Intégralescurvilignes

Le problemeconsistea donnerun sensa uneintégralecomplexe [ f(z) dz ol ¢y = ag + by,
¢ = a + ib etz parcourtun cheminy(t) reliantc, avecc.

Ay

FIG. 11.1: Cheminpourintégralecurviligneetun dessinde RiemannNeuenschwnderl996]
L’'id éeestdeplacersurla courbeunesuitede pointscy = zg, 21, - - -, 2, = ¢ (Fig.1l.1) etdeposer
/ f(z)dz = lim(f(zo) (z1—20) + f(21) (22 — 21) + ... + f(2n-1) (20 — Zn—1)> (2.1)
.

ou la limite estprise sur dessubdvisionsde plus en plus finesde la courbe. Supposongjuela
courbesoit détermiréeparuneapplicationy : [a,b] — €', qui soit continimentdifférentiablepar
morceaux. Inspiréspar z; = v(tx), pourlesquelsz, 1 — 2z ~ F(tx) - (tpe1 — tx) Si 1 — i

estsufisammentpetit, I'expressionde (2.1) devient une sommede Riemann. Ceci sertcomme
motivationde la définition suivante.

Définition 2.1 (intégralecurviligne) Soit~ : [a,b] — € une courbeparanetrée qui estcon-
tinimentdifférentiablepar morceaux et soit f(z) unefonction définie et continuesurle support
v([a, b]) dela courbe.On définit alorsl'int égralecurvilignecomme

[ 1= [ e 2.2)

On doit maintenantmontrerquecetteintégralecurviligne estbien définig c’est-a-direqu’elle
estindeépendantelu choix dela parangtrisationde la courbeorienée.

Théoreme2.2 Soienty(t) etd(s) deuxcheminséquivalentgDéfinition 1.2) estsoitv(t) stricte-

mentcroissante Alorson a
[ 1e)dz= [ f2)dz
ot §

Deplus,lint égrale curviligneestlinéaire en f et satisfait

/_Vf(?:)dz: —Lf(z)dz et [ﬂm f(z)dz:[/1 f(z)dz+/ f(z)dz.

72

1Le cheminy : [a,b] — € estdifférentiablepar morceauxs'il existeun partagen = ag < a1 < ... < @y, = b
tel quela restictiondey(¢) surfax—1, a;] estcontindmentdifférentiablgpourtoutk = 1,. .., m. Danscettesituation,
I'int égralede (2.2) doit étreinterpettecommela sommedesintégralessurlessous-interalles.
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Démonstation. Les deuxcheminssontreliéspar~(t) = 6(1(t)). La substitutions = (t),
ds = 1(t) dt donnealors

[£Graz = [" s ds = .= [ ra@yi i = [ £:)de

Lesformulespourlescheminsrernvergset compog&ssontobtenueglela mémemanere. m|

“W lrdeauchdasintegral [, 5(¢ — ¢)~1d¢ verschwindensogabeeskeineFunktionentheorie!”
(R. RemmertFunktionentheorig1983)

Exemple2.3 Soitv(t) = ¢+ re' pourt € [0, 2xr] uneparangtrisationdu cercleavecrayonr > 0
centéaupointc € ¢'. Pourunentiern, ona

0 sin#-1
—c)tdz = - 2.3
/7(7; )" dz {2m’ Sl n=—1. (2:3)
Cerésultatestobtenuparun calculdirect(la dernereégali® uniquemenpourn # —1)
27 . , Fntl o
/(z o C)n dz = / (,rezt)nl-rezt dt = 7nn—i—l/ z(n+1 dt = ez(n—i—l)t‘ )
v 0 0 n+1 0

Théoreme?2.4 Soity : [a,b] — € uncheminqui estcontinimentdifférentiablepar morceauxet
soit f(z) continuesur le supportde~, c.-a-d.,surv([a, b]). Alors,ona

\Lf(z>dz\gM-L(7) o M = max |f(r(1))].

tela,b]

Démonstation. Si~(¢) estcontinimentdifférentiablepna

[zl =| [ romyawa] < [M1F6o) - bl < M [ @] = 1)

0% a

Dansle casou «(t¢) estseulementontinimentdifférentiablepar morceaux,l fautappliquerce
raisonnemena chaquesous-interalle ou la fonctionestcontinimentdifférentiable. 0

1.3 EXxistencedesprimiti ves

Le theoemefondamentabu calcul différentieldans/k exprimele fait que chaquefonction con-
tinue f : [a,b] — IR posedeuneprimitive F(z) etque [’ f(z)dz = F(b) — F(a). Nousallons
étudiersi cerésultatrestevrai dans(.

Définition 3.1 (primiti ve) SoientU C ¢ unouvertet f : U — € continuesurU. Unefonction
holomorpheF'(z) s’appelleuneprimitivede f(z) si F'(z) = f(z) surU.

Théoreme3.2 Supposongu’unefonctioncontinuef(z) posedeuneprimitive /'(z) dansle do-
maineU C (. Alors,
[ 12 dz = F(e) - F(eo) (3.1)
Y

pour chaquecheminy : [a,b] — U pourlequelle pointinitial etle pointfinal sontrespectivement
o ete, c.-a-d.,pourlequely(a) = ¢y ety(b) = ¢ (voir Fig.1l1.2).
Enparticulier, ona la conditionnécessaie

[ Frdz=0 (3.2)

pour chaquecheminfernmé, c.-a-d.,v(a) = v(b).
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Démonstation. Si~(t) estcontirimentdifférentiable/'affirmationestuneconsquencele

[ 1@z~ [ fo@pe - [ Pa@)iod - Fao)) - P - Fle).

Si v(t) estseulementontinimentdifférentiablepar morceaux|l fautfaire le mémecalcul pour
chaquesous-interalle et additionnedesexpressions. m|

Ce théoememontreune énormedifféerenceentrele calcul intégraldans/k et celui dans'.
Tandisque chaquefonction continuepos&deune primitive dans/R, cecin’estpasvrai dans('.
Par exemple,la fonction continuef(z) = z ne satishit pas(3.2) et ne peutdonc pasavoir une
primitive (prendrele cheminfermé ~(t) = re® pourt € [0,27]). Mémela fonction holomorphe
f(2) = (z — ¢) ! nepos&depasde primitivedansD; (c) \ {c} (voir 'exemple2.3).

Par contre,unefonction f(z) = ay + a1z + az2* + ... avecrayonde corvergencep > 0
posedeuneprimitivesur D ,(0). Elle estdonreepar

2 3 4
F(z):aoz+a1%+a2%+a3%+... (3.3)
(integrationtermeparterme).Ceciestunecongquencealu Théoremel.6.1.

Le theoemesuivantmontrequela condition (3.2) estaussisuffisantepour I'existenced’'une
primitive. Nousdonnonda preuwe si U estun domaineétoilg, c.-a-d.,si U estouvertets’il existe
un“centre” C' € U tel quepourtoutz € U le sgment[C, z| :== {(1 —t)C +tz; 0 <t < 1} est
entieremendansU (voir Fig.1l.2 agauche).

FiG. I.2: Domaineétoilé etillustrationdu Théoeme3.2

Théoreme3.3 (crit ere d’int égrabilité) Soit/ un domaineétoilé de“centre” C. Supposongue
[+ U — € soitcontinue Sipourchaquetriangle A ayantC' commesommebna [;, f(¢) d¢ = 0
(OA étantle bord dutriangle A), alors f(z) pos&deuneprimitive F'(z) qui estdonréepar

F(z) = /[Cz]f(g)dg pour z e U.

En particulier, ona (3.2) pour chaquecheminfermé dansuU.

Démonstation. CommeU estun domaineétoilé, la fonction F'(z) estbien définie. Fixons
maintenant, € U etconsiceronsz € U prochede z, tel quele triangleavecsommets”, 2, z est
entierementdansU. L'intégralesurle bord [C, zy] + [20, 2] — [C, 2] de cetriangleestzéro. Par

congquentona
F(z) = F(z) + f(¢) dg.

[ZO 7Z]

Enécrivantf(¢) = f(z0) + (f(¢) — f(20)), cetteformule devient
F(2) = Fla) + f(e0)(z = 20) + [ ((0) = f(z0))

20,2
dontl'int égralepeutétremajoreepar maxceiz, - |f (¢) — f(zo)| |z— 20| (voir le Theome2.4).La
fonction F'(z) estdonc C-différentiableavec F'(z) = f(z0), Car maxcezy,- | f(¢) — f(20)] — 0
Si z — z, parla continuie de f(z). O



34 Calculintégral etla théoriede Caudy

1.4 Théoremefondamentalde Cauchy

Le but de ce paragraphestde demontrerquechaqueonctionholomorpheestintégrablec.-a-d.,
posdeune primitive. Jusqua maintenannoussa/ons seulementueles fonctionsanalytiques
sontintégrables.

Théoreme4.1(lemmede Goursat) Soit f(z) unefonction holomorphe(C-différentiable)dans
unouvertU C €. SioA estle bord oriente d’'un triangle A C U, alors

Ioa f(z)dz = 0. (4.2)

Démonstation. (E. Goursat,Acta Mathematica4, 1884; A. Pringsheim,Trans. Amer Math.
Soc2,1901).Lapreue de Goursats’appuiesurdesrectanglesL’id @éede Pringsheimestd’utiliser
destrianglesqui rendla preuwe directementpplicabled desdomainestoilés.

Soit alors A un triangle et soit f holomorphesur un voisinagede A (voir Fig.ll.3). Nous
devonsdémontrer(4.1). A I'aide descentreslechacurdestrois cotés,ondécoupeA en4 triangles
semblablesmaisdeuxfois pluspetits. De ces4 triangles,nousenchoisissonsin, A, pourlequel
I'int égrale(4.1) estmaximale(envaleurabsolue) Ensuitenouscontinuonsde subdviser A, dela
mémefagn etarrivonsaunesuite A D A; D Ay D A3 D ... avec

\/Mf(z)dz\ §4\/8A1f(z)dz] g...g4n(/Mnf(z)dz) <. (4.2)

L'intersectionde cettesuite contientun point z,, carles A, sontcompacts.Commef(z) estC-
différentiableenz,, nousavonsf(z) = f(zo)+ f'(z0)(z—20) +7(2) - (2 — z0) OU r(z) estcontinue
enz, etr(z,) = 0. Cetteformule,inséréedansl’int égrale donne

d:/d’/—d/-—d.4.3
Lo f@dz= 1) [ det ) [ (z-z)dzt [ r(@)-(z-z)dz (43)
Lesdeuxpremeresintégralesontnulles,carlesfonctions1 et (z — z,) pos®dentuneprimitive.
Estimonsencorela dernire: la continui& der(z) en z, signifie quepourtoute > 0 il existeun
o > 0telque|r(z)| < e pour|z — z| < §. Prenonsalorsn assegyrandpourqueA,, C Ds(zp).

FiG. I1.3: Preuwe de Goursat—Pringsheimouruntriangle
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Alors |z — z| < Const - 27" et L(0A,) < Const - 27" . On peutalorsmajorerla troisieme
intégralede (4.3) al'aide du Théoeme2.4 etavecl’estimation(4.2) on obtient

‘ f(z) dz) <4"-e-Const-27"- Const - 27". (4.4)
Joa
Le ¢ étantarbitraire,cetteintégraledoit étrenulle. O

Noussommesnaintenanenpositionde démontrete résultatprincipalde ce chapitre.

Théoreme4.2 (Cauchy 1825) SoitU € €' un domaineétoile aveccente C, etsoit f : U —
unefonctionholomorphedansU. Alors, f(z) pos&deuneprimitive /'(z), donréepar

Fiz) = | d Ul
(2) /[QZ] f(¢)d¢  pour =€
Enparticulier,ona [, f(¢) d¢ = 0 pour chaquecheminfermé dansU.

Démonstation. L’affirmation est une cong&quencemmeédiatedu lemme de Goursat(Théo-
remed4.1) etdu critered’intégrabili€ (Théoeme3.3). |

FIG. 1.4: Couperundomainenon-€toilé endomaine<toilées

Domainesplus généraux. Le fait qu'une fonction holomorphesatisit [, f({)d¢ = 0 pour
chaquecheminfermé (etdoncl’existenced’une primitive) restentvalablegpourun domainequi se
laissedécouperenun nombe fini de domainestoiles(voir Fig.11.4). Il estnéanmoinsécessaire
guele cheminy traversechaqué‘ligne de coupe’danschaquedirectionle mémenombredefois.
Celaestcertainementrai, si le domainelU estsimplementonnee Ainsi, I'int égralesur~ se
laissedecompose(pourlescheminsdela Fig.ll.4) en

AL1+L2+A30+0+00 (4.5)

carvi, 72 etvys sontchacundansun domainegétoilé.

Remarquongncorequesansconditionssurl’ouvertU, I'affirmationdu Theoremede Cauchy
n’estpascorrecte.Consiceronspar exemplela fonction f(z) = 2~! surl'ensembleouvert U =
¢\ {0}. Lafonction F'(z) = Log z estuneprimitive surle domaineétoile €'\ IR~ (plancomplexe
sansl'axe réelnégatif)maispassurU. En effet, la conditionnécessairg., f(z) dz = 0 n'estpas
satishitepourle cheminy(t) = e (cercleautourdel’origine).
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Exemple4.3 (intégralesde Fresnel) Commepremireap-
plicationduthéoemede Cauchyconsicerons

e o
Y 7 72 3

ou le cheminy secomposeletrois parties:de( a R le long
de l'axe réel, puis on monteverticalementget retoursurla
diagonalg(voir la figure a droite; lescourbesde niveaudes
partiesréelleetimaginairede f(z) = exp(—2z?) sontaussi
dessiees).L'intégralesur~y, est

I, = /R e~ (BHit) 5 g /R R iRt g . iy
0 0
donc B i 1 |
|12| < e*RQ/ etz dt < eiRZ/ Rt g — efRQ_(eRz ) 1) 1
0 0 R R

Ainsi, limgz_ I, = 0, etle Théoremede Cauchynousdonnelimg_ .., [; = limg_,, I3. Du
cours“Analysel” noussaonsque limp_o. I; = [*e  dt = \/7/2 [HW, p.346]. Ainsi nous
arrivonsa

/ e+ (1 4 4) dt = g (4.6)
J0
En partageanpartiesréelleetimaginaire, on obtient
/ cos 262 dt = / sin 2t dt = ﬁ, 4.7)
0 0 4
et,al'aide desubstitutions,
oo *00 1/ % cost © sint T
cost® dt = / sinthllt—\/j et —dt = —dt =/ =, 4.8
./0 Jo 2V 2 Jo Vit Jo WVt 2 (4.8)

formulesaffirméesen[HW, p.131] etdémonteesde manireplusélegantegu’en[HW, p.350].

1.5 Formule intégralede Cauchy

“La plusbellecréationde Cauchyetl'une desplusbellescréationsmattematiquesietousles
temps...” (Geogesde Rham,Discoursd’Installation,Lausannel 943)

La Réwlution dejuillet 1830entrdne la chutede la dynastiedesBourbons. Cauchy royaliste
et ultracatholique guitte Paris, laissantfemmeet enfants, et s’exile a Fribouig. La, il cherchea
fonderuneaca@@mie catholiqueet partpourl’ltalie, ou il pensetrouver le soutiendessouverains
réactionnairesFinalementsoutenuparlesjésuiteson lui offre a Turin unechairede “physique
superieure”. Sonenseignemeritetaitde touteconfusion passantoutd’'un coupd’'uneidée,d’une
formule & une autre, sanstrouver le cheminde la transition. Son enseignemenétait un nuage
obscurmparfoisilluminé pardeséclairsde génie;maisil étaitfatigantpourdesjeunestleves,aussi,
bien peupurentle suivre jusqu’aubout et de trentequ’ils étaientau début du cours,il restaitun
seulderniersurla breche”(voir Belhostep. 130).

A Turin, Cauchydécouvresacélebreformule. Saprem@republicationestdansun article inti-
tulé Surla mécaniquecélesteet sur un nouveaucalcul appek calcul deslimites, lu al’Académie
de Turin le 11 octobre1831. La formule estdevenueplus accessibleen 1841 quandCauchyla
plubiedansle tome2 de sesExercicesd’analyseet de physiquemattematique
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Théoreme5.1 (formule intégralede Cauchy 1831) Soit U un domaineétoilé et v une courbe
ferméeparcourant oU dansle senspositif. Soit f(z) holomorphedansun voisinage de I'adhér-
encelU = U U dU. Alorspourtoutz € U

f2) = — [ L% gc. (5.1)

x’” A
- C}ﬁ
276* f

FiG. 11.5: Chemin~y* pourla preuwe de la formule de Cauchy(a droite: manuscripde Riemann,
[Neuenschwander1996,p. 120])

Démonstation. Onfixeunz € U. La fonction ¢ — f({)/(¢ — z) dansl'intégrale(5.1) est
holomorphepartoutenU, saufen{ = z. Ondoit doncoterce point“chirurgicalement”.SoitC le
“centre”dudomainegtoile U (voir Fig.ll.2), etsoita la projectionde z apartirdeC surle bordde
U voir Fig.l1.5 (si z = C' onchoisitpoura un pointarbitrairede dU). Le domainelU* = U \ [z, a]
estdoncétoilé (pourle mémecentreC').

La continui& en z dela fonction f(¢) impliquequepourtoute > 0 il existeuné > 0 tel que
|f(C) — f(2)| < epour|¢ — z| < 6. Notonsg le cerclecenté en z derayond. Nousallons
démontrerque

T .
/g_z d¢ = 5(—z ¢ = f(z /—d<+0 (e) = f(2) - 2mi + O(e). (5.2)

Pourmontrerla premire égali€ dans(5.2), nousprenonsle cheminy* = v+ a —  — «
dansU* (Fig.ll.5) etappliquonde Théoeme4.2 pourle cheminy*. Celadonnele résultatdésire,
carlesintégralesur+a et —a s’annulent.

La deux'r‘emeégalié de(5.2)résultedufait que f(z) estcontinue.Nousestimonda différence

‘/f (—2z dC‘ max |f(¢) = f(2)] - max )

LB <e % 218 = 2re. (5.3)

I(—z|=61( — 2
La dérniereégalié dans(5.2) suitd’un calcul direct commedansl’'Exemple2.3. La formule
(5.2) estvraiepourtoute > 0. On obtientdoncl'affirmation(5.1) enconsicerants — 0. O

Le pouwir extraordinairede la formule de Cauchy(5.1) résidedansle fait quela variablez a
gaucheseretroue a droite dansla simpleforme (¢ — z)~! ; toutesles bellesproprietesde cette
dernirefonction setransmettenta traversl’int égrale,a n’importe quelle fonction holomorphe.
Elle vanousdonnerunesuitede congquencesurprenantes.

Propriété de la moyenne. En prenantcommeU un disquede rayonr > 0 avec centrec et
y(t) = c+ ret avecO < t < 2, laformulede Cauchydonne

1) = -

21 it
— /O fle+ret)dt (5.4)
si f(z) estholomorphedansun voisinagede D,.(c). Cecisignifiequela valeur f(c) aumilieu du
disqueestla moyennedesvaleursde f(z) surle borddudisque.
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1.6 Deériveessupérieuresd’une fonction holomorphe

L'applicationla plus spectaculairele la formule de Cauchyestle résultatsuivantqui montreque
chaqueonctionholomorphdgc.-a-d., '-différentiableestinfiniment €'-différentiablest peutétre
repesengeparunesérieavecrayonde corvergencepositif.

Théoreme6.1(Théoremede Cauchy—Taylor) Soit f(z) holomorphedansun ouvertU. Alors
pourtoutc € U la fonction f(z) pos&deun développemergnsérie

f(z) =ag+ai(z—c)+ay(z—c)?+as(z—c)*+...= S ap(z — c)k (6.1)
k=0
aveccoeficientsdonréspar
1 f(©)

Le chemindanscetteintégrale esty(t) = ¢ + re®, t € [0,27] 0U0 < r < p etp > 0 esttel que
D,(c) C U. La série (6.1) posgdeun rayonde corvergence> p (p estla plus petite distance
entre c etle bord OU) etelle représentef () dansle disqueD,,(c).

Démonstation. Onutiliselidentité (1 —q) ' =1+¢+...+ ¢" + ¢*™/(1 — ¢) pourobtenir

Ciz - @—f%i@—f)zéic(bjig

¢—c
B 1 N z—c N (z —c)* (z — )kt (6.3)
B (O A (G L (O Lanl (S
Inséréedansla formulede Cauchy(5.1),cecidonne
_ k+1
f(2) =ao+ai(z—c)+ ...+ ap(z — )" + i L(z — z> : Cﬂ_oz d¢. (6.4)

Pourdémontreile theoeme,il fautvoir quele restedela sériedans(6.4),qu’ondénotepar Ry (=),
corverge verszéropourtoutz € D,(c). Fixonsuntel z etchoisissons > 0 etd < 1 telsque
|z—c| < 0r <r < p. Alorspourtout{ € yona|z—c| < 6|¢ —c|. AvecM, unebornesugérieure
de f(z) surlacourbey, etl'inégali€ |( —z| > [(—c|—|z—c| > (1—0)r pour( € v, 'estimation
du Théoeme2.4donne

- i0k+1,M,L(7)
= 2 (1=0)r

ou L(vy) = 2rn estlalongueurde la courbe.Cetermetenddoncverszérosi k — oo etla série
convergeversf(z). O

| B (2)

(6.5)

En comparanta série (6.1) avecla série de Taylor du Theoemel.6.3 on obtientuneformule
intégralepourlesdériveesd’unefonctionholomorphe.

Corollaire 6.2 (formule de Cauchy pour la dérivée) Soudeshypottesesdu Theoreme6.1ona

fw@y—fiA(;ﬁﬁ—%h (6.6)

Co2mi Jy (2 — )kt

Le theoemede Cauchy—aylor estla dernire piece dansune théorie qui nous permetde
démontren’ equivalencedetrois proporietesfondamentales.
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Théoreme6.3 Soit U C € un ensembleouvertet f : U — (€ unefonctioncontinue Les
affirmationssuivantesontéquivalentes:
e f(z) estholomorphedansU, c.-a-d., '-differentiabledansU,

e f(z) estanalytiquedansU, c.-a-d.,pourtoutc € U la fonction f(z) peutétre dévelopige
enunesérie corvergentedansunedisqueD,(c) avecp > 0,

e f(z) estlocalementintégrable c.-a-d., pour toutc € U il existe un voisinage ou f(z)
pos&deuneprimitive.

Si U estun domaineétoilé, on peutsupprimerle mot“localement” dansla troisiemepropriéte,
c.-a-d., f(z) pos®deuneprimitive surtout U.

Démonstation. Cethéoemeestun résuné desrésultatsdéja demontés (voir Fig.I1.6). Pour
la preue de “intégrableimplique analytique”on appliquele Theéome6.1 au primitive F'(z) de

f(z). O
intégrable
N\ .
< NS

FiG. 11.6: Equivalencedetrois proprietesfondamentales

1.7 Théoremefondamentalde I'alg ébre

Ce théoremeaffirme que chaquepolyndbmede degré n > 0 pos®deau moinsune (et, apresdi-

vision, exactementr) racine(s)dans'. Suitea la Géonetrie de Descarte1638), ce théoeme
a étt chaudementliscué pendantdessiecles. Plusieursapplications(intégrationde fonctions
rationnellegJoh.Bernoulli 1702),équationdifférentiellesa coeficients constant{Euler 1743),
valeurspropreqLagrangel770))onttoujoursréactualig le problemeet conduita plusieursenta-
tivesde démonstrationFinalementGausg1799)a consace toutesathesea 4 demonstrationsle
ce“Grundlehrsatz”.Unerevue surunecentainede démonstrationgcorrecteset fausses travers
I'histoire parE.NettoetR. Le Vavasseusetrouve dansencycl.desSc.Mathematiqued. 1, vol. 2,

p.189-205etvautla peined’étreconsulée.

La demonstrationest bage sur les inégalis de Cauchyet sur le Theoemede Liouville,
gui sontdescongquencesimplesde la formule (6.6). Le fait quele theoemefondamentabde
I'algebredevienneici un“jeu d’enfants”de quelquedignes,nousmontreunefois de plusla puis-
sancedela théoriequenousvenonsde découvrit

Théoreme7.1(inégalitesde Cauchy) Soit f(z) holomorphedansle disqueD,(c). Avecla nota-
tion M (r) := max|._.—, | f(2)| onapour 0 < r < p I'estimation

k- M(r)

T (7.1)

[f®(e)] <

Démonstation. Onobtientcesestimationgnappliquant’estimation“standard’du Theoeme2.4
alintégraledans(6.6) etenutilisant () = 2xr pourle cerclederayonr. |
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Le ThéoremedeLiouville estdevenucélebreapresla publicationde“Lecons... faitesen1847
parM. J.Liouville” dansle Crelle Journal 88, (1879),p.277, par C.W. Borchardt. Cependante
théomea déja éte publié en1844parCauchy

On appelleunefonction f(z) entiere si elle estholomorphesurtout le plancomplexe €'. Des
exemplessontles polyndmes lesfonctionsexp(z), cos(z), sin(z).

Théoreme7.2 (Théoremede Liouville) Chaquefonctionentiere et bornéeestconstante

Démonstation. Par le Théoemede Cauchy—aylor unefonction entiere f(z) peutétre écrite
sousla forme d’'une série f(z) = ag + a1z + a»2* + ... aveccoeficientsa, donréspar (6.2).
Commea; = f*(0)/k!, I'in égali& de Cauchy(Theokme7.1)implique que

M(r)

lax| < pour k=0,1,2,...

pourtoutr > 0. Sionfaittendrer — oo (parhypothese)M (r) estmajoepar M, indépendant
der), onarriveaa, = 0 pourk > 1. |

La mémepreuwe montreaussiquesi unefonction entiéresatishit | f(z)| < Const - |z|™ pour
|z] — oo (doncM (r) < Const - ™), alorsla fonctionestun polyndbmede degré auplusn.

Théoreme7.3(ThéoremeFondamentaldeI’Alg ebre) Pour chaguepolynbme
p(2) = ap2" + ap_12" ..+ ag avec a, € € et a, #0 (7.2)
il existeunz € ' avecp(z) = 0.

Démonstation. L'inégali€detriangleappliqweea a,,z" = p(z) — a, 12"~' — ... — ap donne

Ay a
Ip(2)| =™ - <|an| - (% +...+ |7“—2|>) pour |z| =r. (7.3)

Ceciimpliquel'existenced’'unr, > 0 tel que |p(z)| > r"|a,|/2 pour|z| = r > ro.

La démonstrationdu theo®me est par I'absurde. Supposongjue p(z) n'ait pasde racine
dansC'. Lafonction f(z) := 1/p(z) seraitdoncentiere.La minorationprécdédentede p(z) montre
alorsque

1f(2)] < pour |z| =r > . (7.4)

|a,|rm
Parcompaciéde {z € C'; |z| < 1o}, lafonction f(z) estdoncborréepartout(cf. [HW, p.289]).
Celacontreditle TheomedeLiouville, car f(z) n’estpasconstante. O

Si z; estuneracinedep(z) = 0, on peutdiviserp(z) par(z — z;) (algorithmed’Euclide)eton
obtientp(z) = (z — 21)q(z) ol ¢(z) estunpolyndbmededegré n — 1. Enappliquanttératvement
le Theoeme7.3on arrive finalement unefactorisationp(z) = (z — z1) ...« (2 — z,).

1.8  Principe du maximum

Ondoit cetheoemea Riemann[1851,p.22] pourles fonctionsharmoniquesD’apres[Remmert
1991 ,p.259],I'auteurdecerésultamportant,pourle casdesfonctionsholomorphesestinconnu.
Lespremerestracessemblengtreun articlede Schottky (1892)et de Caratleodory(1912).

Lemme 8.1 Soit f(z) holomorphedansun ouvertl, continuedansU. Siunpointc € U estun
maximumocal de|f(z)|, alors f(z) estconstantedansun voisinage dec.
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Fic. 1l.7: Démonstratiordu Lemme8.1

Démonstation. Si f(c) = 0, le lemmeestévident. Sinon, posonsM = |f(c)|. D’aprés
I'hypothese,l exister > 0 tel que|f(z)] < M pourz = c+re, 0 < ¢t < 27. Regardond'image
decettecourbeplaccedande disquefermeé D, (0). Avecunerotationparl'angle —a = — arg f(c)
suivie d’une translationpar —|f(c)|, nousramenonse point f(c) sur I'axe réel et ensuitea
I'origine. Apréscettetransformatioria courbeestdonréepar g(t) = e~ f(c + re't) — | f(c)| ou
g(t) = e (f(c+re't) — f(c)). Parla propriete dela moyenne(formule (5.4)) nousavons

/027r g(t)dt = 0. (8.1)

La courbeg(t) étantdansD,,(—M ), nousavons Reg(t) < 0 saufsi g(t) = 0. La continuié de
g(t) et(8.1)impliquentque Reg(t) = 0 pourtout? (cf.[HW, p.233,exercice5.5]). Mais le seul
point, ou le cercleen questiontouchel’axe imaginaire,est0. Ainsi g(t) = 0 pourt € [0, 27| et
f(z) estconstantesurle bordde D,.(¢). Le facteurf(¢) peutdoncsortirdel'int égrale(5.1),cequi
entrdneque f(z) estconstantgartoutdansce cercle. O

Rappelongju’'un ensembld/ C €' s’appelleconnee (plus précisementonnee par arcs) si
pour deux points arbitrairesa, b € U il existe un chemincontinuy : [0,1] — U dansU avec

v(0) = a ety(1) =b.

Théoreme8.2 (Principe du Maximum, FonctionsHolomorphes) Soit U un ensembleouvert,
borné et connexe et soit f(z) holomorphedansU et continuedansU. Si |f(z)] < M pour
z € 0U, alors

|1f(z)] <M pourtout z €U (8.2)

saufsi f(z) = Const dansU.

Démonstation.  Soit M/’ = sup, . |f(2)]. Si les seulspoints maximauxsontsur U, alors
M' < M etlesautrespointssatisfont(8.2). Sinon,il existec € U (notonsque U estouvert et
doncc ¢ 0U) avec|f(c)] = M'. Le clou de la déemonstratiorconsistea regarderl’ensemble
E={z¢€U; f(z) = f(c)}, quiestnonvide (carc € E), fermé dansU (ThéoemedeHausdorf
[HW97, p.295]), etouvert (Lemme8.1).

Pourmontrerque E = U, ce qui compktela demonstratiorpar la continuit de f(z) surU,
nousprenonsun pointb € U etun chemincontinuey : [0, 1] — U qui relie c avecb (ce chemin
existe carU estconnee). Consiceronsle nombret, := sup{t € [0,1]; y(¢t) € E}. Il existecar
v(0) = a € E,onan~(ty) € E carE estférmg, ett, ne peutpasétreplus petitquel car £ est
ouvert. Parcongquent, = 1 etonab = v(1) € E. O
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Dans les demonstrationglu Lemme 8.1 et du Theéoeme 8.2 on n’a pas vraiementutilisé
I'holomorphiede f(z). Onaseulementtilisé la propriete dela moyenne(qui estsatishite parles
fonctionsholomorphesmaisaussiparleurspartiesréellesetimaginaires).

Rappelongju’'unefonctionréelleu(zx, y) s’appelleharmoniqugvoir le Theoemel.4.3) sielle
estdeuxfois continiment/R-différentiablest si Au = w,, + u,,, = 0.

Théoreme8.3 (Principe du Maximum, FonctionsHarmoniques) Soit U un ensembleouvert,
borné et connexe, et soit u(z, y) harmoniquedansU et continuedansU. Si N < u(x,y) < M
pour (x,y) € oU, alors

N <u(z,y) < M pourtout (z,y) € U (8.3)
saufsi u(z,y) = Const dansU.

Démonstation. Parle Lemme8.4,la fonctionharmoniques(z,y) estlocalementa partieréelle
d’'unefonctionholomorpheDonc,elle satishit la propriete dela moyenne. Aveccetteobsenation
les déemonstrationsleviennentidentiquesa cellesdu Lemme8.1 et du Théoreme8.2. Commela
fonctionu(z, y) estréelle,on n’estpasobligé detravailler avecla valeurabsoluest on obtientles
majorationdanslesdeuxdirections. m|

Lemme 8.4 Une fonctionqui estharmoniquesur un domainelU C ', estlocalementa partie
réelled’une fonction holomorphe En congquencechaquefonction harmoniqueestinfiniment
differentiable

Démonstation. Soit u(z, y) deuxfois contirimentdifférentiablesatishisant u,,,, + u,, = 0
surU. On vérifie facilementguela fonction

f(2) = [z +iy) = us(2,y) — duy(2,y) (8.4)

satishit leséquationsle Cauchy—-Rieman{(u,), = (—u,), et(—u,), = —(u,),). Elle estdonc
holomorpheparle Corollairel.3.3, etlocalemenintégrableparle Théoeme4.2de Cauchy Dans
un disqueautourd’un pointfixé ¢ = a + ib il existealorsuneprimitive F'(z) qui estdonréepar
F(z) = F(c)+ [, f(¢) d¢ ou~ estunecourbearbitrairedansle disquequi rélie c avecz. Prenons

commey le chemincompog parlessegmentsa + ib, z + ib] etz + ib, x + iy|. Onadonc
& . y . .
F(z) = F(e) —l—/a (ux(t, b) — du,(t, b)) dt —I—/b (ux(x, t) — duy(, t)) idt
Y T
= F(c)+u(x,b) —u(a,b) +u(z,y) —u(z,b) + z(/ Uz (x, t) dt — / u,(t, b) dt)
b a

etonvoit qu'avecle choix F'(c) = u(a, b) dela constantal’intégration la fonctionu(z, y) estla
partieréelledela fonctionholomorphef’(z). |

Remagque(interprétationphysiquedesfonctionshar-
moniques).Consiceronsunemembranelastiqueat-
tacreeaunfil defer (courbeferméedansik®). La sur
facedela membranestdécriteparunefonctionhar
moniqueu(z, y) dansU C IR* qui pour(z,y) € OU
décritla courbedufil defer. Cetteinterptétationnous
permetde biencomprendrde principedu maximum.

Le dessinde droite montrela partie réelle de la
fonction holomorphef(z) = 25 au-dessuslu cariee
—1<z<1, -1 <y < 1.

il
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1.9 Prolongementanalytique et “open mapping theorem”

Le théoemed’unicité, pos comme“Exercice” par Abel dansle Crelle Journal, vol. 2, p.286,a
eté postuk pourlesfonctionsholomorphesanspreu\e rigoureusegpar Riemann1851,p.28]. La
démonstratioriacile suvantedémontre unefois de plus,la grandeutilit &€ dessériesentieres.

Théoreme9.1 (unicité) Soientf;(z) et fo(z) deuxfonctionsholomorphesdansun ouvertU et
soit f1(z;) = fa(z;) pourunesuitezy, 2o, 23, . . ., qui corverge vers ¢ € U etqui satisfaitz; # c
pourtout ;. Alors, il existep > 0 tel que f1(z) et f»(z) sontidentiquesdansle disqueD,,(c).

Démonstation. D’apresle Théoeme6.1,lesdeuxfonctionssontanalytiquesdansun voisinage
dec. Aprésunetranslationnoussupposonsguec = 0 etnousconsiceronsla différence

f1(2) — fa(2) = ap + a1z + ax2® +azz® + ... . (9.1)

Nousdevonsdémontremuea, = 0 pourtout k. Supposonsparl’absurde,quececin’estpasvrai
etsoita, le premiercoeficientnonnul. Alors

fi(2) = falz) = 2% - g(2) ou 9(2) = ar + ar12 + api22® + a3z’ +... . (9.2)

Onvoit queg(0) # 0. Commeyg(z) estcontinue,l existeun voisinagede0 ou g(z) # 0. Ceciest
unecontradictioncarla suite{z;} corvergeversc = 0 etg(z;) = 0 pourtout ;. O

Le prolongemen@analytiqueestun principe,“vu” parRiemanngui estdevenuun pointcentral
de la théoriede Weierstrass.ll permet,entreautres,d’étendrele théoemede 'unicité a tout le
domainel.

Théoreme9.2 (prolongementanalytique) Soient f;(z) holomorphedansl’ouvert U; et fy(z)
holomorphedansl’'ouvert U,. Sil'intersectionl/; N U, estconneeetsi f1(z) = f2(z) dansun
disqueD,(c) C U; N Us, alors (voir Fig.11.8)

fi(z) = fo(z)  pourtout z € Uy N Us. (9.3)

Démonstation.  Soit b un point quelconquede U; N U,. Par conneité, il existe un chemin
v : 10, 1] — Uy N U, reliantc avecd, c.-a-d.,y(0) = c ety(1) = b. Commedansla démonstration
du Théo®me8.2 nousposong := sup{t € [0,1]; fi(v(s)) = fa(v(s)) pours € [0,t]}. Untel
to > 0 existecar fi(z) = f2(z) surD,(c). La continuie de f,(z) — fo(2) implique f1(v(to)) =
f2(v(to)), etgraceauThéoeme9.1le nombret, ne peutpasétrepluspetitquel. Parcongquent,
to = 1 etona fi(b) = fo(b). O

Ui N U,

FiG. 11.8: Prolongemenanalytique;a droite uneillustrationdu coursde Riemann
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Une situationtypique du prolongementinalytiqueestla suivante: soit f(z) donréeparune
sériedansun disqueD,(0); parexemple,f(z) = 1 + z 4+ 22 + 2® + .... Nousprenonsun point
c € D,(0) et nousconsiceronsla série de Taylor de f(z) devéloppee autourde ce point (voir
le Theomel.6.3). La série f(z) = ¢y + c1(z — ¢) + co(z — ¢)? + ... ainsiobtenuecorverge
certainemenpour |z — ¢| < p — |c¢|. Mais, il estpossibleque le rayon de corvergencede la
nou\elle série soit plusgrandque p — || et corverge doncdansun domaineplus grand. Pourla
fonctionde notreexempleetavecc = —0.9, la nouwelle série pos&deun rayonde concegence
p=1.9.

La fonction f(z) a &t prolongéeen dehoss du disqueinitial, et cecide manere unique Ce
procece peutétrerepéte plusieursfois et permetde remplir un domainede plus en plus grand,
jusquaarriver, éventuellementa unbordnaturel.L’'unicité estgarantieseulemensi I'intersection
du domainelU; ou la fonction est déja définie avec le nouveaudisqueest connee (un contre-
exempleestle logarithmeapesun contourdel’origine). Voir la Fig. 1.8 pourundessirhistorique
illustrantce phenongéne.

Exemple 9.3 (fonction sansprolongement) Il existedesfonctionsqui corvergentdansundisque
et qui ne permettentucunprolongemenéendehorsde cedisque.L’exemplele plussimpleest

fR)=z+22 420+ 224204 =32 (9.4)
k=0

ayantun rayonde convergencep = 1. Evalué enre’ avec
r < 1 prochede1, cetteseriedonnepourla partieréelle(la
figuremontrela partieréelleau-dessudu disqueD; (0))

p=0: roo+r? ottt

p="T: —r 47?4t e
=723, 0 —r2+rt4 464
3m 5w

wzgarvja%: T/\/§+O _T4+T8+7"16+...

etc. A partun nombrefini de termes,la serie devient g(r) = >, 2 etpourr < 1ona
g(r) = r*" + g(r?). Cetterelationmontrequela limite lim,_.; g(r) ne peutpasétrefinie et on
ne peutdoncpasprolongerla fonction f(z) endehorsdu disqueD,(0). Il pardt paradoxalque
surtoutles seriescorvergeantiresvite ont cetteproprieté.

Le theoemesuivantmontrequepourunefonctionholomorphd’image d’un ensembleuvert
estouvert (on dit quel’applicationestouverte).Cetteproprieté topologiquea été découertedans
uncadreplusgéréralparL.E.J.Brouwerdanslesanrees1910,et démontéedefagn élementaire
par Stallow (1938)etH. Cartan.

Pour mieux comprendrecette propriete, étudionsd’abordla fonction f : R? — IR? dela
Fig.11.9 (voir aussi[HW, p.295]) qui estinfiniment /R-differentiablemais pasholomorphe.Pres
de chaquepoint z; = (z1,y;) ou la matrice jacobienneestinversible, 'application f estun
difféeomorphismdocal. Par congquentpourtoutvoisinagel” dez; I'image f (V') estunvoisinage
de f(z;). Examinonsalorsles pointsou la matricejacobienneestsinguliere: cespointsforment
unecourbé, le long delaquellecetteapplicationformeun“pli”. Sion choisitun point z, surcette
courbelimage d’'un disquel centé enz, seraplié acetendroit,etneserapasouverte

2Pourl’exempledela Fig. 1.9 cettecourbeestdonréeparla formuler = (4y® — 48y — 6y + 11)/(24y? — 12)
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v

FIG. 11.9: Contre-aemple: u=z+%, v=(z+2)y*  —3(z+1)y+ %
Théoreme9.4 (“open mapping theorem”) SoitU unouvertet f(z) unefonctionholomorphequi

estnulle part localementconstante Alors pour chaqueouvertV C U limage f(V') estouverte
(ondit que f estune“application ouverte”).

Démonstation. SoitV C U etz; € V unpointavec f'(z;) # 0. La fonction estlocalement
biholomorphepresde z; (Corollairel.7.7) et parcongquentf(z;) estun pointintérieurde f (V).
Il restea consickrerlespointsz, € V avec f'(z,) = 0. Parle Théoeme9.1 cespointssont
isolés car f(z) n'estpaslocalementonstanteDansun voisinaged’un tel point, la fonction f(z)
s’enroule similairementa la fonction z*, quenousavonsétudié dansle Chapitrel (voir Fig.1.5).
L'ensemblef (V') contourndgotalemente point f(z,) (voir Fig.Il.10) etestdoncouvert.
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FIG. 11.10: lllustration de la preuwve du Theoeme9.4, w = (z + 0.7(1 + i))(z — 20)® — 0.3;
zo = 0.440.37, 2 = —0.5 + 0.8i.

La preuwe rigoureuseutilise les series. apres destranslations,noussupposons,, = 0 et
f(2z0) = 0. Soitay, (k > 2) le premiertermenonnul dela sériepour f(z) :

f(2) = arp2” + apr 2"+ =@ (LF bz + b2 ). (9.5)

Pour|z| sufisammenipetit, 1 + b1z + by2? + ... peutétreécritecomme(l + cyz + cp2% + .. )"
(utiliser la seriebinomiale)etla fonction f(z) de (9.5)devient

f(z)=ar(z(1+ 12+ co2® + .. ))k = ak(g(z))k. (9.6)

La fonction f(z) estdoncla compositiond’une fonction biholomorphey(z) etdela fonctionw*
bienconnue Notreinspirationgéonetriqueestdoncvérifieeet chaquepoint prochede f(z,) = 0
posdek préimagegle f(z) qui sontprochede z. |
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11.10 Exercices

1. Consictronde demi-disqug(z,y) ; z2+y* < 1, y > 0}. Donnerunchemincontimimentdifférentiable
parmorceauwqui décritle borddecetensemble.

2. Donnerdeuxparangtrisationsequivalentesmaisdifférentesiel’ellipse

2 2
P LY
{(Ivy)a a2 + b2 - 1}
3. Démontrerendétail quela longueurd’une courbeestindépendentelela parangtrisation(considrer
descheminsqui sontcontimimentdifférentiablegpar morceaux).

4. Calculerlalongueurd’arcdelacycloide y(t) = (t —sint) +i(1 — cost) pout0 < ¢ < 2w. Dessiner
cettecourbe.

5. Intégrerafonction f(z) = e* surlesdeuxcheminsy; (t) = t+it? (pourt € [0,1]) et ya(t) = t2+it
(aussipourt € [0, 1]) ainsiquesurle cheminy; — ..
Fairele mémecalcul pourla fonction f(z) = |z|2.

6. Soito K le bord(avecuneparangtrisationqui estcontirimentdifférentiablestorien&epositvement)
d’'un ensembleompactK’ C '. Sonaireestdonre par

. 1
airg(K) = —./ Zdz. (10.1)

21 Jox
Démontrercerésultatd’abordpouruntriangleet ensuitepouruneunionfinie detriangles(parexem-
ple,unrectangle).

7. A l'aide dela formule (10.1) calculerl'aire de 'ensemblefini limité parla courbe ~(t) = p(t)e
(pour0 <t < 2m) ol p(t) =1+ 3sint. Faireundessin.
Quelairerepiesentd’in égrale (2i) ! J, % dz sil'on integresuttoutl'intervalle [0, 2r].

8. Envousaidantdu calculde /

n avec y(t) = €'t pourt € [0, 27], montrerque
Jyzta

T 14acost
dt =0 our 1. ac RR.
/0 1+ 2acost + a? p la| > 1, a €
Indication. Montrerque f(z) = (2 + a)~* posgdeuneprimitive surle disqueD,(0) avecy = |a.
9. Enutilisantlestechniquesamilierespourle calculdansiR, calculerles primitivespour:

22

ze® ze®, 22 sin(42).
10. Si v estl'arc de courbedel’ équationy = 3 — 3z% + 42 — 1 joignantles points(1,1) et (2, 3),

trouver la valeurde _
/ (1222 + 41'2) dz.
Y

11. Enévaluant [ e* dz surle cercle|z| = 1, montrerque
2T 2T
/ et cos(t +sint) dt = 0 et / e“Stsin(t + sint) dt = 0.
0 0

12. Enutilisantla formuledeCauchypourl’intégrale fv 2~ 1 dz oli~ etle contourd’uneellipse,montrer
la formule

/27r dt 27
0 aZcos2t+ b2sin?t  ab’
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ens’inspirantdu calculdesintégralede FresneExemple4.3) démontremue

o] . 1—1
/ o (1Hia)?t g _ g g “; pour a € R avec |a| <1.
0 a

Pourp,q € IR, p > 0 etr = \/p? + ¢% déemontremque

/oo 0P cos(qx) de — ﬁ T+ p ot /oc — sin(qz) dr — VT o [r—p
0 v r 2 0 Vv T 2

Indication. Utiliser la substitutionz = t? dansl’int égralede'exercice13.

Soita = xg < x1 < ... <z, = b unesubdvision del'intervalle [a, b] etnotons
wnp(z) = (z—x0)(z —21) ... - (2 — zp).

Consiceronsune courbeferméey autourdu segment[a, b], orienée positvement,et satishisantles
conditionspourpouwir appliquera formule de Cauchy Pourunefonction f(z) qui estholomorphe
dansl'int érieurdela courbeet dansun voisinagedela courbe demontrerque

pu(e) = o [ L) wn() —wn(a)

= d
i Jy z—x Wy (2) c

estun polyndmede degré n qui satishit p, (zr) = f(z) pourk = 0,1,...,n (polyndbmed’inter-
polation;voir le cours“AnalyseNumérique”).

Soit f(z) holomorphedansD,,(0) etsoity(t) = re®, 0 < t < 27 avec0 < r < p. Calculer

)
/v (¢ —a)(¢—b)
endépendanceela positiondea etb parrapportaucercley.

SoitU C € ouwertetc € U. Si f : U — (€ estcontinuedansU etholomorphedansU \ {c}, alors
f(z) estholomorphedanstoutU.

Indication. Démontrerquela fonctiong(z) := (z — ¢) f(z) estC-différentiableen ¢ et doncaussi
dansU. Appliquerensuitele Theoeme6.1alafonctiong(z).

Soit f(z) holomorphedansD,,(0) avecp > 1. Calculerlesintégrales

/7<2:t<z—l-é)>f(j)dz

avecy(t) = €' pourt € [0, 2] dedeuxmangresdifferenteset endéduirelesformules

1 2 , (0 1 2~ (0
—/ f(e cos2(t/2) dt = f(0) + & et —/ f(e) SinQ(t/2) dt = f(0) — m
7 Jo 2 7 Jo 2
LesnombresdeBernoulli B;, sontlescoeficientsdela série

z Bl B2 2 B3 3 B4 4

En utilisantle Théoemede Cauchy—aylor et le résultatdel'’exercicel7,demontremuele rayonde
corvergencede cettesérieestp = 2.

Démontreruela fonction
z

/) = 1 1 + 22 /472
estholomorphedansle disqueD,,(0) avecp = 4x. EndéduirequelesnombresieBernoullisatisfont
pourk — oo,
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21.

22.
23.

24,

25.

26.

27.

28.
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Differentiationnurrériqued’unefonctionholomorphe Si f(z) estholomorphedansle disqueD,,(c)
etsi0 < r < p,onaque

k!
2k

F®(e) =

27 . .
/ fle+ re"t)eﬂkt dt.
0

Démontremquel’approximationnumérique
k- :
F®(e) ~ NoF Z c+ re'ti)e Kt aec lj=—

donnele résultatexactsi N > k etsi f(z) estunpolynrdmededegré < k + N.

Pourla fonction f(z) = 22 + z — 1 calculerle maximumde | f (z)| dansle disque|z| < 1.
Consiceronsla fractionrationnelle
1+ 3
R(z) = —Z
1—224 322

En appliquante principedu maximumsurun demi-disque{z; Rez <0, |z| < R} avecun R trés
grand,demontrerque
|R(z)| <1 pour Rez < 0.

Soit f(z) holomorphedansD,,(0). Pour0 < r < p, on définit

M(r) := max{|f(z)| iz = 7‘}.
Montrer quela fonctionr — M (r) estcontinueet croissante.Elle eststrictementcroissantesi et
seulemensi f(z) n'estpasuneconstante.

Soit f(z) unefonctionholomorphedansle disqueD; (0). Montrerqu’il existeun entierpositif n tel
quef(1/n) #1/(n +2).

Surle disqueD; (0) consiceronsla fonction définie parla série

z) = Z k%2R,
k=0

Déterminerle domainemaximalou f(z) peutétreprolongee commefonctionanalytique.Donnerla
valeurde f(2) deceprolongement.

Indication. En dérivantlidentite (1 —2)~! = 14 z + 22 + 22 + ... deuxfois, essayed’exprimer
la fonction f(z) commefractionrationnelle.

Soit f(z) = 22 — 3z + 2. Calculerexplicitementlesimagesf (U) pourlesdisquesouverts
U= D05(1) et U= D1(15)

Montrerdanschacundescasque f (U ) estouvert.
Indication. Ecrire f(z) souslaforme (z — ¢)? + d, etle bordde U sousla formec + r(t)e™.

Démontreile “principe du maximum™al'aide del™“open mappingtheorem”.



