
Chapitr e II

Calcul int égral et la théoriedeCauchy

“Wassoll mansichnunbei ��������� für �	��
����� denken? ����� Ich behauptenun,dassdas
Integral ��������� nachzweienverschiednen̈UbergängenimmereinerleiWertherhalte.”

(C.F.Gauss1811,lettreàBessel,Werke8, p.91)

“L’intentiondeCauchy, proclaḿeedansl’introductiondesonmémoire,́etaitderendrerigoureuse
uneméthoded’intégrationutiliséedéjà parEuleret surtoutparLaplace����� ”

(B. Belhoste,Cauchy, p.179,enparlantdeCauchy1814)

Le “M émoire” soi-disant“le plus importantdestravauxde Cauchy”estintitulé Mémoire sur les
intégralesdéfinies,prisesentre les limites imaginaires, publié en1825,enquelquesexemplaires,
et inclusseulementen1974danslesOeuvresdeCauchy (cf. [Remmert1991]).

Le but decechapitreestdedonnerun sensà ����
�������! "�

où #%$�&'# sontdesnombrescomplexes
reliésparunecourbeet

�
estunevariablecomplexe. La théoriedu calcul intégralcomplexenous

permetdemieuxcomprendrelesfonctionsholomorphesetanalytiquesintroduitesauchapitreI.

II.1 Cheminset courbes

Commemotivation de la définition suivante,consid́eronsune fourmi se promenantsur le plan
complexe. On peutdécriresoncheminendonnant̀a chaqueinstant( la positiondela fourmi, i.e.,
lesdeuxcoordonńees) � ( � et * � ( � .
Définition 1.1 Un cheminouunecourbeparamétréedans +,.-./ 021

estunefonctioncontinued’un
intervallefermédans +, , c.-à-d.,3	465879&;:�<!= / 0 1

. Noussupposonsenplusque3 � ( � estcontinûment
différentiableparmorceaux.

Voici quelquesexemplessimples:
> Desfonctions*�? ��� ) � et )@?BA � * �

peuventêtreécritessousla forme

3 � ( � ? (��� ( � resp.3 � ( � ? A � ( �
( . ( )

*��� ( �

A � ( � )

*
(

> Un cercledansle planestdonńepar 3 � ( � ? C'DFE (
E
GIH ( . J )

* �
CKDFE (L& E

GIH ( �

> Soient #KMN&;# 1 &;#PO troispointsdans +, . Le borddu
triangleforméparcestroispointsestdécrit par

3 � ( � ?
#KMRQBS'( � # 1UT #'M � si VXWY(W[ZK\]S
# 1 Q � S'( T Z �;� #PO T # 1 � si ZK\]S^W_(`W.ab\]S
#POcQ � S'( T a �;� #KM T #PO � si aF\]S^W_(`WdZ .
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Chemin renversé. Soit 3e4`58VF&bZK<f= +, un chemindans +, . On dénotepar
� T 3 � 425gVb&bZK<6= +, le

cheminparcourudansle sensinverse.Il estdonńepar
� T 3 �;� ( � 4h?B3 � Z T ( � .

Chemin compośe. Soit 3iM�4658Vb&FZK<j= +, uncheminet 3 1 4658Vb&FZK<j= +, unautreavec 3 1 � V � ?B3iM � Z � .
Alors nousécrivonspourle chemincompośedesdeuxchemins3	?B3kMkQl3 1 enposant

3 � ( � ? 3iM � a'( � si VXWY(W[Z'\]a
3 1 � a'( T Z � si Z'\]a^Wm(`WnZ . (1.1)

On peutaussicomposerplusieurscheminssi le point final
d’un cheminestégalaupoint dedépartdu cheminsuivant.
Onutiliselanotation3iM�Q3 1 Q^o;o;opQ3rq .

3iM 3 1
3�O

3"s

Définition 1.2(courbe) Deux chemins3t4u5v79&;:�<w= / 0 1
et xY4u58#L&  <�= / 0 1

sont équivalents
s’il existe un difféomorphismey 4l5879&;:�<�= 58#L&  < (bijective et y ainsi que y{z M continûment
différentiables)tel que3|?}x2~�y , i.e., 3 � ( � ?}x � y � ( ��� .

Une courbeest une classed’équivalencede chemins. Une courbeorient́ee est une classe
d’équivalencedecheminspourla relationpréćedenteavec y strictementcroissante.

(7 : �#  
)

*

y

3 x

Exemple. Lesdeuxparaḿetrisations

3 � ( � ? CKDFE (
E
GIH ( & VX�e(2�B��&

x � �
� ? T �� Z T � 1

& T Z�� � ��Z'o

)
*

)
*

repŕesententle mêmedemi-cercle( � ?�y
� ( � ? T CKDFE ( dansla Définition 1.2). En interpŕetantle

param̀etre ( respectivement� commele temps,on observe quela courbeestparcourueavecune
vitesseconstantelorsdela premìereparaḿetrisation.Lorsdela deuxìeme,la partieausommetest
parcouruemoinsvite quelespartiesàgaucheet à droite.

Pourunecourbeparaḿetŕee 3�4�5879&;:�<c= +, , consid́eronsunesubdivision �'(P$�&%(KMN&;o;o;oL&�(%��� de
l’intervalle 587"&':�< et les pointscorrespondantssur la courbe. Une approximationde la longueur
d’arc estla longueurdu polygonereliant les points 3 � (P$ � &�3 � (KM � &;o;o;oL&�3 � (%� � . On obtientdonc,en
utilisantle théor̀emedeLagrange,

longueur �
� z M
��� $

� 3 � ( ��� M � T 3 � ( � � �

�
� z M
��� $

���3 � ( � � � � ( ��� M T ( � � o
(7 :

� $ � M � 1 � �
)

*�i� � $�� �i� � � ��k� � MN�
3

CeciestunesommedeRiemann.La limite quand���L� � � ( ��� M T ( � � = V donnealorsla longueur
cherch́ee.

Définition 1.3(longueur d’ar c) La longueurdela courbeparaḿetŕee3|4R5879&;:�<�= +, est

� � 3 � ?
�
� ���3 � ( � �  (Lo

Un changementdescoordonńees( � ? y � ( � ) montrequecettedéfinition estindépendantedu
repŕesentantd’unecourbe.Deplus,on a

� � T 3 � ? � � 3 � et
� � 3kMkQl3 1 � ? � � 3iM � Q � � 3 1 � .
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Exemple. Consid́eronsla parabole*�?B) 1 paraḿetriśeepar 3 � ( � ? � (L&�( 1 ��¡ .
Comme

�3 � ( � ? � Z'&'a'( �¢¡ , onobtientpourla longueurd’arcentre(`?}V et (2?[Z
� � 3 � ? M

$
� Z£QB¤'( 1  (c?.o;o'or?

� ¥
a Q Z

¤
¦
DF§ a¨Q

� ¥ o )

*

II.2 Int égralescurvilignes

Le probl̀emeconsisteà donnerun sensà une intégralecomplexe ����
�����]�! 9�

où #%$	?©7�$�QmªN:P$ ,
#2?}7«Q¬ª�: et

�
parcourtunchemin3 � ( � reliant #%$ avec # .

7�$ 7 ):�$

:
*

� M
� 1

� O
� s� ?B3 � ( �

#P$

#

FIG. II.1: Cheminpourintégralecurviligneet undessindeRiemann[Neuenschwander1996]

L’id éeestdeplacersurla courbeunesuitedepoints #%$¨? � $�& � M&'o;o;o'& ��® ?}# (Fig.II.1) et deposer

¯ �������! "� 4I? ¦ G � ����� $ �6��� M T � $ � Q ���°� M �6��� 1UT � M � QYo;o;o]Q ������® z M
�6����® T ��® z M

�
(2.1)

où la limite estprisesur dessubdivisionsde plus en plus finesde la courbe. Supposonsquela
courbesoit détermińeeparuneapplication3¬4�587"&':�<i= +, , qui soit continûmentdifférentiablepar
morceaux.Inspiréspar

��± ?n3 � ( ±�� , pour lesquels
��± � M T ��± � �3 � ( ±��c²6� ( ± � M T ( ±�� si ( ± � M T ( ±

estsuffisammentpetit, l’expressionde (2.1) devient unesommede Riemann. Ceci sertcomme
motivationdela définitionsuivante.

Définition 2.1(int égralecurviligne) Soit 3t4³5v79&;:�<w= +, une courbeparaḿetŕee qui est con-
tinûmentdifférentiableparmorceaux1 et soit

�����]�
unefonctiondéfinieet continuesur le support

3 � 5879&;:�< � dela courbe.On définit alorsl’int égralecurvilignecomme

¯ �£���]�! 9� 4h?
�
� ��� 3 � ( �� �3 � ( �! (Lo (2.2)

On doit maintenantmontrerquecetteintégralecurviligneestbiendéfinie, c’est-̀a-direqu’elle
estindépendanteduchoix dela paraḿetrisationdela courbeorient́ee.

Théorème2.2 Soient3 � ( � et x � �
�

deuxcheminséquivalents(Définition1.2) estsoit y � ( � stricte-
mentcroissante. Alorsona

¯ ���°�]�! 9� ? ´ �£���]�! 9�
Deplus,l’int égralecurviligneestlinéaireen

�
et satisfait

z ¯
�£���]�! 9� ? T ¯ �����]�! 9� et ¯'µ � ¯K¶ ���°�]�! 9� ? ¯;µ ���°�]�! 9� Q ¯K¶ �£���]�! 9� o

1Le chemin·¹¸9º8»;¼�½¿¾!À ÁÂ estdifférentiableparmorceaux,s’il existeun partage»«Ã|»NÄÅl»�ÆÇÅ¬È%È%È"Ål»�ÉÊÃ|½
tel quela restictionde ·!ËÍÌÎ sur ºv»�Ï�Ð"Æ%¼%»�ÏN¾ estcontinûmentdifférentiablepourtout Ñ�Ã@Ò�¼�È%È%È%¼�Ó . Danscettesituation,
l’int égralede(2.2)doit êtreinterpŕet́eecommela sommedesintégralessurlessous-intervalles.
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Démonstration. Les deuxcheminssont reliéspar 3 � ( � ?Ôx � y � ( �� . La substitution� ?Õy � ( � , 
� ?

�y � ( �! ( donnealors

´ �������! "� ?
Ö
�
�£� x � �

�� �x � �
�! 
� ?.o;o;o�?

�
� ��� 3 � ( ��

�3 � ( �! (2? ¯ ���°�]�! 9� o
Lesformulespourlescheminsrenverśesetcompośessontobtenuesdela mêmemanìere.

“WürdeauchdasIntegral ×�Ø ��ÙÛÚ�Ü � z M ��Ù verschwinden,sogäbeeskeineFunktionentheorie!”
(R. Remmert,Funktionentheorie, 1983)

Exemple2.3 Soit 3 � ( � ?}#RQ	ÝrÞ � J pour (2ß_58VF&'a'��< uneparaḿetrisationducercleavecrayonÝwàáV
centŕeaupoint #ßâ+, . Pourunentierã , on a

¯ �°� T # �
®  "� ? V si ãmä? T Z

a'�kª si ãl? T Z . (2.3)

Cerésultatestobtenuparuncalculdirect(la dernìereégalit́euniquementpour ãmä? T Z )
¯ ��� T # �

®  9� ?
1På
$
� ÝrÞ � J �

®
ª¢ÝrÞ � J  (`?YÝ

® � M 1På
$ ª�Þ �çæ

® � M�è J  (c? Ý
® � M

ãéQ}Z Þ
�çæ ® � M�è J 1På$ o

Théorème2.4 Soit 3ê4U5v79&;:�<6= +, un cheminqui estcontinûmentdifférentiablepar morceauxet
soit

���°�]�
continuesur le supportde 3 , c.-à-d.,sur 3 � 587"&':�< � . Alors,on a

¯ ���°�]�! 9� W.ë ² � � 3 � où ë ?n�w�K�J¿ì�í �;î �çï
� ��� 3 � ( �� � o

Démonstration. Si 3 � ( � estcontinûmentdifférentiable,on a

¯ ���°�]�! 9� ?
�
� ��� 3 � ( ���

�3 � ( �! ( W
�
�
� �£� 3 � ( ��� � ² ���3 � ( � �  (`Wðë

�
�
���3 � ( � �  (c?}ë ² � � 3 � o

Dansle casoù 3 � ( � estseulementcontinûmentdifférentiablepar morceaux,il faut appliquerce
raisonnement̀achaquesous-intervalleoù la fonctionestcontinûmentdifférentiable.

II.3 Existencedesprimiti ves

Le théor̀emefondamentaldu calculdifférentieldans
/ 0

exprime le fait quechaquefonctioncon-
tinue

� 4c587"&':�<6= / 0
poss̀edeuneprimitive ñ � ) � et que

�� ��� ) �! )ò?�ñ � : � T ñ � 7 � . Nousallons
étudiersi cerésultatrestevrai dans +, .

Définition 3.1(primiti ve) Soient ó ô +, un ouvert et
� 4õóö= +, continuesur ó . Unefonction

holomorpheñ �°�]� s’appelleuneprimitive de
�������

si ñ¨÷ ���]� ? �£���]�
sur ó .

Théorème3.2 Supposonsqu’unefonctioncontinue
���°�]�

poss̀edeuneprimitive ñ �°�]� dansle do-
maine ó.ô +, . Alors,

¯ �������! "� ?.ñ � # � T ñ � #P$ � (3.1)

pourchaquechemin3|465879&;:�<!= ó pour lequelle point initial et le pointfinal sontrespectivement
#P$ et # , c.-à-d.,pour lequel3 � 7 � ?.#%$ et 3 � : � ?}# (voir Fig. II.2).

En particulier, ona la conditionnécessaire

¯ �����]�! 9� ?áV (3.2)

pourchaquecheminfermé,c.-à-d., 3 � 7 � ?e3 � : � .
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Démonstration. Si 3 � ( � estcontinûmentdifférentiable,l’affirmationestuneconśequencede

¯ ���°�]�! 9� ?
�
� ��� 3 � ( ���

�3 � ( �! (`?
�
� ñ ÷ � 3 � ( ��

�3 � ( �! (2?áñ � 3 � ( ��
�
� ?áñ � # � T ñ � #P$ � o

Si 3 � ( � estseulementcontinûmentdifférentiablepar morceaux,il faut faire le mêmecalculpour
chaquesous-intervalleet additionnerlesexpressions.

Ce théor̀ememontreuneénormedifférenceentrele calcul intégraldans
/ 0

et celui dans +, .
Tandisquechaquefonction continueposs̀edeuneprimitive dans

/ 0
, ceci n’est pasvrai dans +, .

Par exemple,la fonction continue
���°�]� ? �

ne satisfait pas(3.2) et ne peutdoncpasavoir une
primitive (prendrele cheminfermé 3 � ( � ?ðÝøÞ � J pour (ùßú5gVb&'a'�£< ). Mêmela fonctionholomorphe���°�]� ? ��� T # � z M neposs̀edepasdeprimitivedansû�M � # �Rü �b#K� (voir l’exemple2.3).

Par contre,unefonction
���°�]� ?©7�$�Qð7"M � Qð7 1 � 1 Qðo;o'o avec rayonde convergenceýáàþV

poss̀edeuneprimitivesur û^ÿ � V � . Elle estdonńeepar

ñ ����� ? 7�$ � Qm7"M
� 1
a QY7 1

� O
S Qm7�O

� s
¤ Qmo;o;o (3.3)

(intégrationtermeparterme).Ceciestuneconśequencedu Théor̀emeI.6.1.
Le théor̀emesuivantmontrequela condition(3.2) estaussisuffisantepour l’existenced’une

primitive. Nousdonnonsla preuvesi ó estun domaineétoilé, c.-à-d.,si ó estouvert et s’il existe
un “centre”

, ßeó tel quepourtout
� ßYó le segment 5 , & � <i4I?ö� � Z T ( �, Q¬( � � V�W (�WtZ'� est

entìerementdansó (voir Fig.II.2 à gauche).

ó
,

#%$

#

3iM

3 1

#%$ 3

3

FIG. II.2: Domaineétoilé et illustrationdu Théor̀eme3.2

Théorème3.3(crit ère d’int égrabilit é) Soit ó un domaineétoilé de“centre”
,

. Supposonsque� 4!ó}= +, soitcontinue. Sipourchaquetriangle � ayant
,

commesommetona ×�� �����9�! �� ?}V
( �	� étantle bord du triangle � ), alors

���°�]�
poss̀edeuneprimitive ñ ����� qui estdonńeepar

ñ �°�]� ? í 
 î � ï
�����b�! ��

pour
� ßêóUo

En particulier, ona (3.2)pourchaquecheminfermédans ó .

Démonstration. Comme ó est un domaineétoilé, la fonction ñ �°�]� est bien définie. Fixons
maintenant

� $�ßòó et consid́erons
� ß ó prochede

� $ tel quele triangleavecsommets
, & � $�& � est

entìerementdans ó . L’int égralesur le bord 5 , & � $;<rQ�5 � $�& � < T 5 , & � < de ce triangleestzéro. Par
conśequent,on a ñ ����� ? ñ ��� $ � Q í � � î � ï

�����b�! �� o
En écrivant

�����b� ? ����� $ � Q �������9� T ����� $ ��� , cetteformuledevient

ñ ���]� ? ñ �°� $ � Q ���°� $ ���°� T � $ � Q í � � î � ï
�£���b� T ���°� $ �  �� &

dontl’int égralepeutêtremajoŕeepar �w�K�	 ì�í � � î � ï
� �����b� T ����� $ � � ² � � T � $ � (voir le Théor̀eme2.4). La

fonction ñ �°�]� estdonc +, -différentiableavec ñ�÷ ��� $ � ? ���°� $ � , car ���L�	 ì�í � � î � ï
� �����b� T ���°� $ � � = V

si
� = � $ parla continuit́ede

�����]�
.
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II.4 Théorèmefondamentalde Cauchy

Le but deceparagrapheestdedémontrerquechaquefonctionholomorpheestintégrable,c.-à-d.,
poss̀edeuneprimitive. Jusqu’̀a maintenantnoussavonsseulementqueles fonctionsanalytiques
sontintégrables.

Théorème4.1(lemmede Goursat) Soit
���°�]�

unefonctionholomorphe( +, -différentiable)dans
un ouvert ó}ô +, . Si �	� estle bord orient́ed’un triangle � ô.ó , alors

×�� �£���]�! 9� ?}Vbo (4.1)

Démonstration. (E. Goursat,Acta Mathematica4, 1884; A. Pringsheim,Trans.Amer. Math.
Soc2, 1901).La preuvedeGoursats’appuiesurdesrectangles.L’id éedePringsheimestd’utiliser
destrianglesqui rendla preuvedirectementapplicablèadesdomaineśetoilés.

Soit alors � un triangle et soit
�

holomorphesur un voisinagede � (voir Fig.II.3). Nous
devonsdémontrer(4.1).A l’aide descentresdechacundestroiscôtés,ondécoupe� en4 triangles
semblables,maisdeuxfois pluspetits.Deces4 triangles,nousenchoisissonsun, �¹M , pourlequel
l’int égrale(4.1)estmaximale(envaleurabsolue).Ensuitenouscontinuonsdesubdiviser � M dela
mêmefaçon etarrivonsàunesuite �����¹M���� 1 ��� O��.o'o;o avec

×�� �£���]�! 9� W.¤ ×�� µ �����]�! 9� W.o;o'ojW}¤
®
×���� ���°�]�! 9� W.o;o;oco (4.2)

L’intersectiondecettesuitecontientun point
� $ , car les � ± sontcompacts.Comme

�����]�
est +, -

différentiableen
� $ , nousavons

���°�]� ? ����� $ � Q � ÷ ��� $ �;��� T � $ � QwÝ ���]�b²;��� T � $ � où Ý ����� estcontinue
en
� $ et Ý ��� $ � ?}V . Cetteformule,inséŕeedansl’int égrale,donne

×���� �����]�! 9� ? ���°� $ � ×����  "� Q � ÷ �°� $ � ×���� ��� T � $ �! 9� Q ×���� Ý �°�]�6²j��� T � $ �! 9� o (4.3)

Lesdeuxpremìeresintégralessontnulles,car lesfonctions Z et
��� T � $ � poss̀edentuneprimitive.

Estimonsencorela dernìere: la continuit́e de Ý ���]� en
� $ signifiequepour tout �@ànV il existeun

x�àöV tel que
� Ý ����� � ��� pour

� � T � $ � ��x . Prenonsalors ã assezgrandpourque � ® ô û ´ ��� $ � .

� �¹M
� 1

FIG. II.3: Preuve deGoursat–Pringsheimpourun triangle
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Alors
� � T � $ � W������	 "! ² a z

®
et
� � �#� ®"� W �����	 "! ² a z

®
. On peutalorsmajorerla troisième

intégralede(4.3) à l’aide du Théor̀eme2.4et avecl’estimation(4.2)on obtient

×�� ���°�]�! 9� W}¤
® ² � ² �����	 "! ² a z

® ² �����	 "! ² a z
®
o (4.4)

Le � étantarbitraire,cetteintégraledoit êtrenulle.

Noussommesmaintenantenpositiondedémontrerle résultatprincipaldecechapitre.

Théorème4.2(Cauchy 1825) Soit ó ô +, un domaineétoilé aveccentre
,

, et soit
� 4Ró = +,

unefonctionholomorphedans ó . Alors,
�����]�

poss̀edeuneprimitive ñ ���]� , donńeepar

ñ �°�]� ? í 
 î � ï
�����b�! ��

pour
� ßêóUo

En particulier, ona ¯ �����b�! �� ?}V pourchaquecheminfermédans ó .

Démonstration. L’affirmation est une conśequenceimmédiatedu lemme de Goursat(Théo-
rème4.1)et ducritèred’intégrabilit́e (Théor̀eme3.3).

ó

3

3

óUM

ó 1

3iM

3 13"O

FIG. II.4: Couperundomainenon-́etoilé endomaineśetoilés

Domainesplus généraux. Le fait qu’une fonction holomorphesatisfait ¯ �����b�! $� ? V pour
chaquecheminfermé(etdoncl’existenced’uneprimitive)restentvalablespourundomainequi se
laissedécouperenun nombre fini dedomaineśetoilés(voir Fig.II.4). Il estnéanmoinsnécessaire
quele chemin3 traversechaque“ligne decoupe”danschaquedirectionle mêmenombredefois.
Celaestcertainementvrai, si le domaineó estsimplementconnexe. Ainsi, l’int égralesur 3 se
laissedécomposer(pourlescheminsdela Fig.II.4) en

¯ ? ¯'µ Q ¯L¶ Q ¯&% ?}V�QBV¨QBV ?}V (4.5)

car 3kM , 3 1 et 3"O sontchacundansundomaineétoilé.

Remarquonsencorequesansconditionssurl’ouvert ó , l’affirmationdu Théor̀emedeCauchy
n’estpascorrecte.Consid́eronspar exemplela fonction

���°�]� ? � z M sur l’ensembleouvert ót?
+, ü �FVF� . La fonction ñ �°�]� ? Log

�
estuneprimitivesurle domainéetoilé +,@üõ/ 0 z (plancomplexe

sansl’axe réelnégatif)maispassur ó . En effet, la conditionnécessairē
�����]�! 9� ?�V n’estpas

satisfaitepourle chemin3 � ( � ?.Þ � J (cercleautourdel’origine).
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Exemple4.3(int égralesde Fresnel) Commepremìereap-
plicationdu théor̀emedeCauchy, consid́erons

¯ Þ z �
¶  9� ? ¯'µ Q ¯L¶ T ¯�%

où le chemin3 secomposedetroisparties:de V à
0

le long
de l’axe réel,puis on monteverticalement,et retoursur la
diagonale(voir la figureà droite; lescourbesdeniveaudes
partiesréelleet imaginairede

���°�]� ?('P�*) � T � 1 � sontaussi
dessińees).L’int égralesur 3 1 est

/ 1 ?
+
$ Þ z æ + �F� J è ¶ ª  (2?

+
$ Þ z + ¶ � J ¶ ² Þ z 1 � + J ª  ( 0

0

0 Q¬ª 0

3iM

3 13"O

donc � / 1 � W.Þ z + ¶
+
$ Þ J ¶  (`W.Þ z + ¶

+
$ Þ + J  (c?.Þ z + ¶ Z0 � Þ + ¶ T Z � W Z0 o

Ainsi,
¦ G � +*,.- / 1 ?âV , et le Théor̀emede Cauchynousdonne

¦ G � +/,0- / M ? ¦ G � +*,.- / O . Du
cours“AnalyseI” noussavonsque

¦ G � +*,.- / M{? -$ Þ z J ¶  (^? � ��\�a [HW, p.346]. Ainsi nous
arrivonsà -

$ Þ z æ M �F� è ¶ J ¶ � ZÇQlª �! (2?
� �
a o (4.6)

En partageantpartiesréelleet imaginaire,onobtient
-
$ C'D]E aK(

1  (c?
-
$ E

GhH a'( 1  (`?
� �
¤ & (4.7)

et, à l’aide desubstitutions,-
$ C'D]E (

1  (`?
-
$ E

GIH ( 1  (`? Z
a

�
a et

-
$ C'DFE (� (

 (`?
-
$ E

GIH (� (
 (2? �

a & (4.8)

formulesaffirméesen[HW, p.131] et démontŕeesdemanìereplusélégantequ’en[HW, p.350].

II.5 Formule int égraledeCauchy

“La plusbellecréationdeCauchy, et l’une desplusbellescréationsmath́ematiquesdetousles
temps����� ” (GeorgesdeRham,Discoursd’Installation,Lausanne1943)

La Révolution de juillet 1830entrâıne la chutede la dynastiedesBourbons. Cauchy, royaliste
et ultracatholique,quitte Paris, laissantfemmeet enfants,et s’exile à Fribourg. Là, il chercheà
fonderuneacad́emiecatholiqueet partpour l’Italie, où il pensetrouver le soutiendessouverains
réactionnaires.Finalement,soutenupar les jésuites,on lui offre à Turin unechairede“physique
suṕerieure”.Sonenseignement“ étaitdetouteconfusion,passanttoutd’un coupd’uneidée,d’une
formule à uneautre,sanstrouver le cheminde la transition. Sonenseignement́etait un nuage
obscurparfoisilluminépardeséclairsdegénie;maisil étaitfatigantpourdesjeuneśelèves,aussi,
bienpeupurentle suivre jusqu’aubout et de trentequ’ils étaientau début du cours,il restaitun
seulderniersurla brèche”(voir Belhoste, p.130).

À Turin, Cauchydécouvresacélèbreformule.Sapremìerepublicationestdansunarticleinti-
tulé Sur la mécaniquecélesteet sur un nouveaucalcul appeĺe calcul deslimites, lu à l’Académie
de Turin le 11 octobre1831. La formule estdevenueplus accessibleen 1841quandCauchyla
plubiedansle tome2 desesExercicesd’analyseetdephysiquemath́ematique.
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Théorème5.1(formule int égralede Cauchy 1831) Soit ó un domaineétoilé et 3 une courbe
ferméeparcourant �!ó dansle senspositif. Soit

�£���]�
holomorphedansun voisinage de l’adhér-

ence óá?}ó213�!ó . Alorspour tout
� ßòó���°�]� ? Z

a'�kª ¯
�����9�
� T �

 �� o (5.1)

ó
,

�

7

3

3

T�4

5T 5

FIG. II.5: Chemin3�6 pour la preuve de la formuledeCauchy(à droite: manuscriptdeRiemann,
[Neuenschwander1996,p.120])

Démonstration. On fixe un
� ß ó . La fonction

�87= �����b� \ ��� T �]�
dansl’int égrale(5.1) est

holomorphepartouten ó , saufen
� ? �

. Ondoit doncôtercepoint “chirurgicalement”.Soit
,

le
“centre”dudomainéetoilé ó (voir Fig.II.2), etsoit 7 la projectionde

�
àpartirde

,
surle bordde

ó voir Fig.II.5 (si
� ? ,

onchoisitpour 7 unpointarbitrairede �!ó ). Le domaineó 6 ?}ó ü 5 � &;7b<
estdoncétoilé (pourle mêmecentre

,
).

La continuit́een
�

dela fonction
�����b�

impliquequepourtout �³àúV il existeun x àðV tel que� �£���b� T �£���]� � W9� pour
� � T � � W©x . Notons 4 le cerclecentŕe en

�
de rayon x . Nousallons

démontrerque

¯
�����b�
� T �

 �� ? :
�����b�
� T �

 �� ? �£���]�6² : Z� T �
 �� Q2; � � � ? ���°�]�R² a'�kªRQ<; � � � o (5.2)

Pourmontrerla premìereégalit́e dans(5.2), nousprenonsle chemin 3 6 ? 3 Q 5 T=4ÊT 5
dansó>6 (Fig.II.5) etappliquonsle Théor̀eme4.2pourle chemin3�6 . Celadonnele résultatdésiŕe,
carlesintégralessur Q 5 et T 5 s’annulent.

La deuxìemeégalit́ede(5.2)résultedu fait que
�������

estcontinue.Nousestimonsla différence

:
�����b� T �����]�� T �

 �� W �w�K�?  z � ? � ´
� �����9� T ������� � ² �w�K�?  z � ? � ´

Z� T �
² � � 4 � W<� Zx a'��x�?áaK�/��o (5.3)

La dérnìereégalit́e dans(5.2) suit d’un calculdirect commedansl’Exemple2.3. La formule
(5.2)estvraiepourtout � àáV . On obtientdoncl’affirmation(5.1)enconsid́erant��= V .

Le pouvoir extraordinairedela formuledeCauchy(5.1) résidedansle fait quela variable
�

à
gaucheseretrouve à droitedansla simpleforme

��� T �]� z M ; touteslesbellespropríet́esdecette
dernìerefonction setransmettent,̀a travers l’int égrale,à n’importe quelle fonction holomorphe.
Elle vanousdonnerunesuitedeconśequencessurprenantes.

Propri été de la moyenne. En prenantcomme ó un disquede rayon Ýáà V avec centre # et
3 � ( � ?}#fQ¬ÝrÞ � J avec V^WY(W.a'� , la formuledeCauchydonne

�£� # � ? Z
a'�

1På
$

��� #ÇQ¬ÝrÞ � J �! ( (5.4)

si
���°�]�

estholomorphedansun voisinagede û>@ � # � . Cecisignifiequela valeur
��� # � aumilieu du

disqueestla moyennedesvaleursde
�£���]�

surle borddudisque.
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II.6 Dérivéessupérieuresd’une fonction holomorphe

L’applicationla plusspectaculairedela formuledeCauchyestle résultatsuivantqui montreque
chaquefonctionholomorphe(c.-à-d., +, -différentiable)estinfiniment +, -différentiableet peutêtre
repŕesent́eeparunesérieavecrayondeconvergencepositif.

Théorème6.1(ThéorèmedeCauchy–Taylor) Soit
���°�]�

holomorphedansun ouvert ó . Alors
pour tout #ßêó la fonction

�����]�
poss̀edeundéveloppementensérie

�����]� ?}7�$UQm7"M �°� T # � Qm7 1 ��� T # � 1 Qm7�O �°� T # � O Qmo'o;or?
-
± � $ 7

±ø�°� T # �
±

(6.1)

aveccoefficientsdonńespar

7 ± ? Z
a'�kª ¯

�����b�
��� T # � o ± � M

 �� o (6.2)

Le chemindanscetteintégrale est 3 � ( � ?[#�QòÝrÞ � J &r( ß.5gVb&'a'�£< où V �áÝu��ý et ý|àöV esttel que
û ÿ � # � ôâó . La série (6.1) poss̀edeun rayonde convergence A ý (ý est la plus petitedistance
entre # et le bord �!ó ) etelle repŕesente

���°�]�
dansle disqueû ÿ � # � .

Démonstration. Onutilise l’identité
� Z T2B � z M ?[Z£Q B Qmo;o;o�Q B

±
Q B

± � M \ � Z TCB � pourobtenir

Z� T � ? Z��� T # � T �°� T # � ?
Z� T #

Z
Z T � z � z �

? Z� T # Q
� T #��� T # � 1 Qmo;o;o�Q

��� T # �
±

��� T # � ± � M Q
��� T # �

± � M��� T # � ± � M ��� T �]� o
(6.3)

Inséŕeedansla formuledeCauchy(5.1),cecidonne

�����]� ? 7�$cQY7�M ��� T # � QYo;o;o�QY7 ±ø��� T # �
±
Q Z
aK�kª ¯

� T #� T #
± � M �£���b�

� T �
 �� o (6.4)

Pourdémontrerle théor̀eme,il fautvoir quele restedela sériedans(6.4),qu’ondénotepar
02±r���]�

,
converge verszéro pour tout

� ß.û ÿ � # � . Fixonsun tel
�

et choisissonsÝlàtV et Du�þZ tels que� � T # � W�DLÝ��eÝ��Êý . Alors pourtout
� ß 3 ona

� � T # � W�D � � T # � . Avec ë , unebornesuṕerieure
de
�������

surla courbe3 , et l’in égalit́e
� � T � � A � � T # � T � � T # � A � Z T D � Ý pour

� ß@3 , l’estimation
du Théor̀eme2.4donne � 02±r���]� � W Z

aK�
D
± � M ² ë ² � � 3 �� Z T D � Ý (6.5)

où
� � 3 � ?na'Ý�� estla longueurde la courbe.Ce termetenddoncverszérosi E|= F et la série

convergevers
�����]�

.

En comparantla série (6.1) avec la sériedeTaylor du Théor̀emeI.6.3 on obtientuneformule
intégralepourlesdérivéesd’unefonctionholomorphe.

Corollair e6.2(formule de Cauchy pour la dérivée) Sousleshypoth̀esesdu Théor̀eme6.1ona

� æ ± è � # � ? EHG
a'�kª ¯

���°�]�
��� T # � ± � M

 9� o (6.6)

Le théor̀emede Cauchy–Taylor est la dernìere piècedansune théorie qui nouspermetde
démontrerl’ équivalencedetroisproporíet́esfondamentales.
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Théorème6.3 Soit ó ô +, un ensembleouvert et
� 4�ó = +, une fonction continue. Les

affirmationssuivantessontéquivalentes:

> ���°�]� estholomorphedans ó , c.-à-d., +, -différentiabledans ó ,> ���°�]� estanalytiquedans ó , c.-à-d.,pour tout #^ß�ó la fonction
�������

peutêtre dévelopṕee
enunesérieconvergentedansunedisqueû ÿ � # � avecý�à�V ,> ���°�]� est localementintégrable, c.-à-d., pour tout #Bß ó il existe un voisinage où

�£���]�
poss̀edeuneprimitive.

Si ó estun domaineétoilé, on peutsupprimerle mot “localement” dansla troisièmepropriét́e,
c.-à-d.,

���°�]�
poss̀edeuneprimitive sur tout ó .

Démonstration. Ce théor̀emeestun résuḿe desrésultatsdéjà démontŕes(voir Fig.II.6). Pour
la preuve de“int égrableimpliqueanalytique”on appliquele Théor̀eme6.1 auprimitive ñ �°�]� de���°�]�

.

holomorphe analytique

intégrable

Thm.I.6.1
Thm.II.

4.2
Thm.II.6.1

Exer. I.25

FIG. II.6: Équivalencedetroispropríet́esfondamentales

II.7 Théorèmefondamentalde l’alg èbre

Ce théor̀emeaffirme quechaquepolynômede degré ãðàÕV poss̀edeau moinsune(et, apr̀esdi-
vision, exactementã ) racine(s)dans +, . Suiteà la Géoḿetrie de Descartes(1638),ce théor̀eme
a ét́e chaudementdiscut́e pendantdessiècles. Plusieursapplications(intégrationde fonctions
rationnelles(Joh.Bernoulli 1702),équationsdifférentielles̀a coefficientsconstants(Euler1743),
valeurspropres(Lagrange1770))ont toujoursréactualiśe le probl̀emeetconduitàplusieurstenta-
tivesdedémonstration.Finalement,Gauss(1799)a consacŕe toutesathèseà 4 démonstrationsde
ce“Grundlehrsatz”.Unerevuesurunecentainededémonstrations(correcteset fausses)̀a travers
l’histoire parE.NettoetR.Le VavasseursetrouvedansEncycl.desSc.MathématiquesT. I, vol. 2,
p.189–205,et vautla peined’êtreconsult́ee.

La démonstrationest baśee sur les inégalit́es de Cauchyet sur le Théor̀emede Liouville,
qui sontdesconśequencessimplesde la formule (6.6). Le fait quele théor̀emefondamentalde
l’algèbredevienneici un “jeu d’enfants”dequelqueslignes,nousmontreunefois deplusla puis-
sancedela théoriequenousvenonsdedécouvrir.

Théorème7.1(inégalitésdeCauchy) Soit
�£���]�

holomorphedansle disqueû ÿ � # � . Avecla nota-
tion ë � Ý � 4h?����L� ? � z � ? � @

� ������� �
ona pour V^�BÝw�eý l’estimation

� � æ ± è � # � � W EHG ² ë � Ý �
Ý ± o (7.1)

Démonstration. Onobtientcesestimationsenappliquantl’estimation“standard”duThéor̀eme2.4
à l’int égraledans(6.6)et enutilisant

� � 3 � ?áaK�kÝ pourle cerclederayonÝ .
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Le Théor̀emedeLiouville estdevenucélèbreapr̀esla publicationde“Leçons... faitesen1847
parM. J.Liouville” dansle Crelle Journal 88, (1879),p.277,parC.W. Borchardt.Cependantle
théor̀emeadéjà ét́epubliéen1844parCauchy.

On appelleunefonction
���°�]�

entìere si elle estholomorphesurtout le plancomplexe +, . Des
exemplessontlespolynômes,lesfonctions 'P�I) ���]� , CKDFE

�°�]�
, E
GhH �°�]�

.

Théorème7.2(ThéorèmedeLiouville) Chaquefonctionentìereet bornéeestconstante.

Démonstration. Par le Théor̀emede Cauchy–Taylor unefonction entìere
�£���]�

peut être écrite
sousla forme d’une série

�£���]� ? 7�$¨Q}7"M � Q.7 1 � 1 Qáo;o;o aveccoefficients 7 ± donńespar (6.2).
Comme 7 ± ? � æ

± è � V � \JEHG , l’in égalit́edeCauchy(Théor̀eme7.1) impliqueque

� 7 ± � W ë � Ý �
Ý ± pour E�?áVb&bZ'&'aF&;o;o;o

pour tout Ý@à�V . Si on fait tendreÝ@= F (parhypoth̀eseë � Ý � estmajoŕeepar ë $ indépendant
de Ý ), onarrive à 7 ± ?}V pour EKA[Z .

La mêmepreuve montreaussiquesi unefonctionentìeresatisfait
� �����]� � WL�����	 "! ² � � �

®
pour� � � = F (donc ë � Ý � WM�����	 "! ² Ý

®
), alorsla fonctionestun polynômededegréauplus ã .

Théorème7.3(ThéorèmeFondamentalde l’Alg èbre) Pour chaquepolynôme

N ����� ?á7 ®r�
®
QY7 ® z M

� ® z M QYo;o;o�QY7�$ avec 7 ± ßâ+, et 7 ® ä?áV (7.2)

il existeun
� ßâ+, avecN ���]� ?}V .

Démonstration. L’in égalit́edetriangleappliqúeeà 7 ®"�
®
? N ���]� T 7 ® z M

� ® z M T o;o;o T 7�$ donne

� N �°�]� � AYÝ
® ² � 7 ® � T

� 7 ® z M
�

Ý Qmo;o'o]Q
� 7�$ �
Ý ® pour

� � � ?BÝ�o (7.3)

Ceciimpliquel’existenced’un Ý�$«àáV tel que
� N �°�]� � AYÝ

® � 7 ® � \�a pour
� � � ?BÝOAYÝ�$ .

La démonstrationdu théor̀emeest par l’absurde. Supposonsque N ���]� n’ait pasde racine
dans +, . La fonction

���°�]� 4h?[ZK\ N ����� seraitdoncentìere.La minorationpréćedentede N ���]� montre
alorsque � ���°�]� � W a� 7 ® � Ý ® pour

� � � ?YÝPAYÝ�$�o (7.4)

Par compacit́e de � � ß©+, � � � � W Ý�$;� , la fonction
���°�]�

estdoncborńeepartout(cf. [HW, p.289]).
Celacontreditle Théor̀emedeLiouville, car

�£���]�
n’estpasconstante.

Si
� M estuneracinede N ����� ?áV , onpeutdiviser N ���]� par

��� T � M � (algorithmed’Euclide)eton
obtientN ���]� ? �°� T � M � B �°�]� où B ����� estunpolynômededegré ã T Z . En appliquantitérativement
le Théor̀eme7.3on arrivefinalement̀a unefactorisationN �°�]� ? ��� T � M �R² o;o;o ²!��� T ��®"� .

II.8 Principe du maximum

On doit cethéor̀emeà Riemann[1851,p.22] pourlesfonctionsharmoniques.D’après[Remmert
1991,p.259],l’auteurdecerésultatimportant,pourle casdesfonctionsholomorphes,estinconnu.
Lespremìerestracessemblent̂etreunarticledeSchottky (1892)et deCarath́eodory(1912).

Lemme8.1 Soit
�����]�

holomorphedansun ouvert ó , continuedans ó . Si un point # ß_ó estun
maximumlocal de

� �£���]� �
, alors

���°�]�
estconstantedansun voisinagede # .
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#

�
Ý

�
ë

��� # �

rotationet
translation

ë

FIG. II.7: DémonstrationduLemme8.1

Démonstration. Si
��� # � ? V , le lemmeest évident. Sinon, posonsë ? � ��� # � � . D’après

l’hypothèse,il existe Ý�à V tel que
� ���°�]� � Wðë pour

� ?}#RQ	ÝøÞ � J , VùWY(2W}a'� . Regardonsl’image
decettecourbeplaćeedansledisquefermé ûRQ � V � . Avecunerotationparl’angle T 5 ? T �JS §

��� # �
suivie d’une translationpar T � ��� # � � , nous ramenonsle point

�£� # � sur l’axe réel et ensuiteà
l’origine. Aprèscettetransformationla courbeestdonńeepar A � ( � ?.Þ z �UT ��� #6Q¬ÝrÞ � J � T � �£� # � � ou
A � ( � ?.Þ z �UT ����� #ÇQ¬ÝrÞ � J � T �£� # �� . Par la propríet́edela moyenne(formule(5.4))nousavons

1På
$ A � ( �! (c?áVbo (8.1)

La courbeA � ( � étantdansû>Q � T ë � , nousavons ReA � ( � � V saufsi A � ( � ? V . La continuit́e de
A � ( � et (8.1) impliquentque ReA � ( � ? V pourtout ( (cf. [HW, p.233,exercice5.5]). Mais le seul
point, où le cercleenquestiontouchel’axe imaginaire,est V . Ainsi A � ( � ?nV pour ( ßö58VF&'a'��< et���°�]�

estconstantesurle bordde ûV@ � # � . Le facteur
�����b�

peutdoncsortirdel’int égrale(5.1),cequi
entrâıneque

���°�]�
estconstantepartoutdanscecercle.

Rappelonsqu’un ensembleódô +, s’appelleconnexe (plusprécisementconnexepar arcs) si
pour deuxpointsarbitraires7"&': ßdó il existe un chemincontinu 3 4�5gVb&bZL<�= ó dans ó avec
3 � V � ?}7 et 3 � Z � ?}: .

Théorème8.2(Principe du Maximum, FonctionsHolomorphes) Soit ó un ensembleouvert,
borné et connexe, et soit

�£���]�
holomorphedans ó et continuedans ó . Si

� ���°�]� � W ë pour� ßW�Ûó , alors � ������� � �áë pour tout
� ßòó (8.2)

saufsi
���°�]� ?X�����	 "! dans ó .

Démonstration. Soit ëY÷w? EZY ) � ì [
� ������� �

. Si les seulspoints maximauxsont sur �!ó , alors
ëY÷W ë et les autrespointssatisfont(8.2). Sinon,il existe #�ßúó (notonsque ó estouvert et
donc #eäß\�!ó ) avec

� ��� # � � ? ëY÷ . Le clou de la démonstrationconsisteà regarderl’ensemble] ?ð� � ßòó � �����]� ? ��� # � � , qui estnonvide (car #ß ] ), fermé dansó (Théor̀emedeHausdorff
[HW97, p.295]),etouvert (Lemme8.1).

Pourmontrerque
] ? ó , cequi compl̀etela démonstrationpar la continuit́e de

���°�]�
sur ó ,

nousprenonsun point :^ß_ó et un chemincontinue3Ê4`58Vb&FZK<R= ó qui relie # avec : (cechemin
existecar ó estconnexe). Consid́eronsle nombre(P$�4I? E^Y )!�'( ßú58Vb&FZK< � 3 � ( � ß ] � . Il existecar
3 � V � ?t7@ß ] , on a 3 � (P$ � ß ] car

]
estférmé, et (P$ nepeutpasêtrepluspetit que Z car

]
est

ouvert. Parconśequent(P$«? Z et ona :c?Y3 � Z � ß ] .
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Dans les démonstrationsdu Lemme 8.1 et du Théor̀eme 8.2 on n’a pas vraiementutilisé
l’holomorphiede

�����]�
. Onaseulementutilisé la propríet́edela moyenne(qui estsatisfaiteparles

fonctionsholomorphes,maisaussiparleurspartiesréelleset imaginaires).
Rappelonsqu’unefonctionréelle_ � )6&�* � s’appelleharmonique(voir le Théor̀emeI.4.3)si elle

estdeuxfois continûment
/ 0

-différentiableetsi �`_	?<_Ia�a2Qb_*cdc�?�V .
Théorème8.3(Principe du Maximum, FonctionsHarmoniques) Soit ó un ensembleouvert,
borné et connexe, et soit _ � )6&�* � harmoniquedans ó et continuedans ó . Si e Wf_ � )6&�* � Wdë
pour

� )6&�* � ß8�!ó , alors

e �g_ � )6&%* � �áë pour tout
� )6&�* � ßêó (8.3)

saufsi _ � )6&%* � ?(�����	 "! dans ó .

Démonstration. Par le Lemme8.4, la fonctionharmonique_ � )6&�* � estlocalementla partieréelle
d’unefonctionholomorphe.Donc,ellesatisfait la propríet́edela moyenne.Aveccetteobservation
lesdémonstrationsdeviennentidentiques̀a cellesdu Lemme8.1 et du Théor̀eme8.2. Commela
fonction _ � )6&�* � estréelle,on n’estpasobligédetravailler avecla valeurabsolueet on obtientles
majorationsdanslesdeuxdirections.

Lemme8.4 Une fonctionqui estharmoniquesur un domaineó ô +, , est localementla partie
réelled’une fonctionholomorphe. En conśequence, chaquefonctionharmoniqueest infiniment
différentiable.

Démonstration. Soit _ � )6&�* � deux fois continûmentdifférentiablesatisfaisant _Ia�aXQ2_Icdc¬?©V
sur ó . On vérifie facilementquela fonction�£���]� ? �£� )³Qlª¢* � 4h?g_Ia � )6&�* � T ª�_*c � )6&�* � (8.4)

satisfait leséquationsdeCauchy–Riemann(
� _Ia � a�? � T _*c � c et

� T _Ic � a�? T � _Ia � c ). Elle estdonc
holomorpheparle CorollaireI.3.3,et localementintégrableparle Théor̀eme4.2deCauchy. Dans
un disqueautourd’un point fixé #^?d7 Q ª�: il existealorsuneprimitive ñ �°�]� qui estdonńeepar
ñ ���]� ?.ñ � # � Q ¯ �£���b�! �� où 3 estunecourbearbitrairedansle disquequi rélie # avec

�
. Prenons

comme3 le chemincompośeparlessegments587�Q¬ªN:L&%)³Q¬ªN:�< et 5 )¹Q¬ªN:L&%)³Q¬ª�*i< . On adonc

ñ ���]� ? ñ � # � Q a
� _Ia � (L&;: � T ªh_Ic � (L&;: �  (fQ c

� _Ia � )6&�( � T ªh_Ic � )6&%( � ª  (
? ñ � # � Qb_ � )6&;: � T _ � 79&;: � Qi_ � )6&�* � T _ � )6&;: � Q¬ª c

� _Ia � )6&�( �! ( T
a
� _*c � (L&;: �! (

et on voit qu’avecle choix ñ � # � ?j_ � 79&;: � dela constanted’intégration,la fonction _ � )6&�* � estla
partieréelledela fonctionholomorpheñ �°�]� .
Remarque(interprétationphysiquedesfonctionshar-
moniques).Consid́eronsunemembranéelastiqueat-
tach́eeàunfil defer (courbeferméedans

/ 0 O
). La sur-

facedela membraneestdécriteparunefonctionhar-
monique_ � )6&�* � dansóöô / 021

qui pour
� )6&�* � ßk�Ûó

décrit la courbedufil defer. Cetteinterpŕetationnous
permetdebiencomprendrele principedumaximum.

Le dessinde droite montrela partie réelle de la
fonction holomorphe

������� ? ��l
au-dessusdu carŕeeT Z¨WY)	W[Z'& T Z�Wm*�WdZ .
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II.9 Prolongementanalytique et “open mapping theorem”

Le théor̀emed’unicité, pośe comme“Exercice”par Abel dansle Crelle Journal, vol. 2, p.286,a
ét́e postuĺepourlesfonctionsholomorphessanspreuve rigoureuseparRiemann[1851,p.28]. La
démonstrationfacilesuivantedémontre,unefois deplus,la grandeutilit édessériesentìeres.

Théorème9.1(unicit é) Soient
� M ����� et

� 1 �°�]� deuxfonctionsholomorphesdansun ouvert ó et
soit

� M ����m�� ? � 1 �°��mL� pour unesuite
� M�& � 1 & � O�&;o'o;o , qui converge vers #Xß�ó et qui satisfait

��m ä?n#
pour tout n . Alors, il existeý�à V tel que

� M ���]� et
� 1 ����� sontidentiquesdansle disqueû ÿ � # � .

Démonstration. D’aprèsle Théor̀eme6.1, lesdeuxfonctionssontanalytiquesdansun voisinage
de # . Aprèsunetranslation,noussupposonsque #`?}V etnousconsid́eronsla différence

� M �°�]� T � 1 �°�]� ?á7�$cQY7�M � Qm7 1 � 1 Qm7�O � O Qmo'o;o`o (9.1)

Nousdevonsdémontrerque 7 ± ?ðV pourtout E . Supposons,parl’absurde,quececin’estpasvrai
et soit 7 ± le premiercoefficientnonnul. Alors

� M ����� T � 1 �°�]� ? �
± ² A ���]� où A ���]� ?}7 ± QY7 ± � M � Qm7 ± � 1 � 1 Qm7 ± � O � O QYo;o;o`o (9.2)

On voit que A � V � ä?áV . CommeA ����� estcontinue,il existeun voisinagede V où A ���]� ä?}V . Ceciest
unecontradiction,carla suite � ��m � convergevers #2?}V et A �°��m�� ?�V pourtout n .

Le prolongementanalytiqueestunprincipe,“vu” parRiemann,qui estdevenuunpointcentral
de la théoriede Weierstrass.Il permet,entreautres,d’étendrele théor̀emede l’unicit é à tout le
domaineó .

Théorème9.2(prolongementanalytique) Soient
� M ���]� holomorphedans l’ouvert óUM et

� 1 ���]�
holomorphedansl’ouvert ó 1 . Si l’intersectionóUMpo¬ó 1 estconnexeet si

� M ���]� ? � 1 �°�]� dansun
disqueû ÿ � # � ô.ócMqo@ó 1 , alors (voir Fig. II.8)

� M �°�]� ? � 1 �°�]� pour tout
� ßêócMqo	ó 1 o (9.3)

Démonstration. Soit : un point quelconquede óUM.oYó 1 . Par connexité, il existe un chemin
3 465gVb&bZK<Û= óUMqo	ó 1 reliant # avec : , c.-à-d., 3 � V � ?ð# et 3 � Z � ?}: . Commedansla démonstration
du Théor̀eme8.2 nousposons(P$X4h? E^Y )!�'( ß}58Vb&FZK< � � M � 3 � �

�� ? � 1 � 3 � �
���

pour � ßð58Vb&%(�< � . Un tel
(P$wà�V existecar

� M ���]� ? � 1 ����� sur û ÿ � # � . La continuit́e de
� M �°�]� T � 1 �°�]� implique

� M � 3 � (P$ �� ?� 1 � 3 � (P$ ��� , etgraceauThéor̀eme9.1le nombre(P$ nepeutpasêtrepluspetitque Z . Parconśequent,
(P$¨?[Z eton a

� M � : � ? � 1 � : � .

#ý

ócM

ó 1
óUMqo	ó 1

FIG. II.8: Prolongementanalytique;̀adroiteuneillustrationdu coursdeRiemann
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Une situationtypiquedu prolongementanalytiqueest la suivante: soit
���°�]�

donńeepar une
sériedansun disqueû^ÿ � V � ; parexemple,

�£���]� ?ÕZ�Q � Q � 1 Q � O Q�o'o;o . Nousprenonsun point
#|ßtû ÿ � V � et nousconsid́eronsla série de Taylor de

���°�]�
devélopṕeeautourde ce point (voir

le Théor̀emeI.6.3). La série
������� ? #%$«Q}#KM ��� T # � Q.# 1 ��� T # � 1 Q.o'o;o ainsi obtenueconverge

certainementpour
� � T # � �þý T � # � . Mais, il est possibleque le rayon de convergencede la

nouvelle sériesoit plusgrandque ý T � # � et convergedoncdansun domaineplusgrand.Pourla
fonctionde notreexempleet avec # ? T Vbosr , la nouvelle sérieposs̀edeun rayonde concergence
ý³? Z'otr .

La fonction
�����]�

a ét́e prolonǵeeen dehors du disqueinitial, et ceci de manìere unique. Ce
proćed́e peut être réṕet́e plusieursfois et permetde remplir un domainede plus en plus grand,
jusqu’̀aarriver, éventuellement,̀aunbordnaturel.L’unicitéestgarantieseulementsi l’intersection
du domaine ócM où la fonction est déjà définie avec le nouveaudisqueest connexe (un contre-
exempleestle logarithmeapr̀esuncontourdel’origine). Voir la Fig.II.8 pourundessinhistorique
illustrantcephenom̀ene.

Exemple9.3(fonction sansprolongement) Il existedesfonctionsqui convergentdansundisque
et qui nepermettentaucunprolongementendehorsdecedisque.L’exemplele plussimpleest

�£���]� ? � Q � 1 Q � s Q ��u Q � M l QYo;o;où?
-
± � $

� 1&v
(9.4)

ayantun rayondeconvergenceý³?[Z . Évaluéen ÝøÞ �Uw avec
Ýw� Z prochede Z , cettesériedonnepourla partieréelle(la
figuremontrela partieréelleau-dessusdu disqueû�M � V � )

x ?áV^4 Ý Q Ý 1 QÊÝ s Q¬Ý u Q¬Ý M l QYo;o;ox ?Y�¬4 T Ý Q Ý 1 QÊÝ s Q¬Ý u Q¬Ý M l QYo;o;ox ? å 1 & O å1 4 V T Ý 1 QÊÝ s Q¬Ý u Q¬Ý M l QYo;o;ox ? å s & O ås &Jy ås &	z ås 4 Ýr\ � a¬Q�V T Ý s Q¬Ý u QlÝ M l Qmo'o;o
etc. À part un nombrefini de termes,la série devient A � Ý � ? ±|{F® Ý 1 v et pour Ýú� Z on a
A � Ý � ? Ý 1 � QBA � Ý 1 � . Cetterelationmontrequela limite

¦ G �>@ , M]A � Ý � ne peutpasêtrefinie et on
ne peutdoncpasprolongerla fonction

�������
en dehorsdu disque û�M � V � . Il parâıt paradoxalque

surtoutlessériesconvergeanttrèsvite ont cettepropríet́e.

Le théor̀emesuivantmontrequepourunefonctionholomorphel’image d’un ensembleouvert
estouvert (on dit quel’applicationestouverte).Cettepropríet́e topologiquea ét́edécouvertedans
uncadreplusgéńeralparL.E.J.Brouwerdanslesanńees1910,etdémontŕeedefaçon élémentaire
parStöılow (1938)et H.Cartan.

Pour mieux comprendrecettepropríet́e, étudionsd’abord la fonction
� 4 / 021 = / 0`1

de la
Fig.II.9 (voir aussi[HW, p.295]) qui estinfiniment

/ 0
-différentiablemaispasholomorphe.Pr̀es

de chaquepoint
� Me? � )fM&�*jM � où la matrice jacobienneest inversible, l’application

�
est un

difféomorphismelocal. Parconśequent,pourtoutvoisinage} de
� M l’image

��� } � estunvoisinage
de
�£��� M � . Examinonsalorslespointsoù la matricejacobienneestsingulìere: cespointsforment

unecourbe2, le longdelaquellecetteapplicationformeun“pli”. Si onchoisitunpoint
� $ surcette

courbe,l’imaged’un disqueó centŕe en
� $ seraplié à cetendroit,et neserapasouverte.

2Pourl’exempledela Fig.II.9 cettecourbeestdonńeeparla formule ~ùÃ@Ë������q���&���|�������0� ÒKÒLÎ��;Ë��������*�³Ò��FÎ
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−1 1

−1

1

−1 1

−1

1

� $� M
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*

ó}

�
�£��� $ �

����� M �
_

�

��� ó �

�£� } �

FIG. II.9: Contre-exemple: _@?Y) Q c1 & � ? � )³QBa � * O T O1 � ) Q.Z � * Q a s
Théorème9.4(“open mapping theorem”) Soit ó unouvertet

�£���]�
unefonctionholomorphequi

estnulle part localementconstante. Alors pour chaqueouvert } ô ó l’image
��� } � estouverte

(on dit que
�

estune“application ouverte”).

Démonstration. Soit }þô ó et
� M�ß�} un point avec

� ÷ ��� M � ä? V . La fonction estlocalement
biholomorpheprèsde

� M (CorollaireI.7.7) et parconśequent
�£��� M � estun point intérieurde

��� } � .
Il resteà consid́ererlespoints

� $ ß�} avec
� ÷ ��� $ � ?nV . Par le Théor̀eme9.1 cespointssont

isolés, car
���°�]�

n’estpaslocalementconstante.Dansun voisinaged’un tel point, la fonction
�£���]�

s’enroule,similairement̀a la fonction
� ±

, quenousavonsétudíe dansle ChapitreI (voir Fig.I.5).
L’ensemble

��� } � contournetotalementle point
���°� $ � (voir Fig.II.10) et estdoncouvert.

−1 1

−1

1

−1 1

−1

1

� $
� M

)

*
�

���°� M �
_

�

FIG. II.10: Illustration de la preuve du Théor̀eme9.4, � ? ��� Q.Vbos� � Z�Q_ª ��;��� T � $ � 1 T VbopS ;� $¨?}Vbop¤¨QBVbopS'ª , � M�? T Vbo ¥ QBVbot�Kª .
La preuve rigoureuseutilise les séries: apr̀es des translations,noussupposons

� $�? V et���°� $ � ?}V . Soit 7 ± ( EKA}a ) le premiertermenonnul dela sériepour
�£���]�

:���°�]� ?}7 ±]�
±
QY7 ± � M �

± � M Qmo'o;oø?}7 ±]�
± � Z£QY:KM � Qm: 1 �'1 Qmo'o;o � o (9.5)

Pour
� � �

suffisammentpetit, Z�Q�:LM � Q�: 1 � 1 Q_o'o;o peutêtreécritecomme
� Z�Q�#KM � Q�# 1 � 1 Q�o'o;o �

±
(utiliser la sériebinomiale)et la fonction

�����]�
de(9.5)devient������� ?}7 ±����ø� Z�Qm#KM � QY# 1 � 1 QYo;o;o ��

±
?á7 ±ø� A �°�]��

±
o (9.6)

La fonction
���°�]�

estdoncla compositiond’une fonctionbiholomorpheA �°�]� et de la fonction �
±

bienconnue.Notreinspirationgéoḿetriqueestdoncvérifiéeet chaquepoint prochede
����� $ � ?}V

poss̀edeE préimagesde
�£���]�

qui sontprochede
� $ .
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II.10 Exercices

1. Consid́eronsledemi-disque� � �*�h� ��� � 1 ��� 1��g� ���R�g |¡ . Donnerunchemincontin̂umentdifférentiable
parmorceauxqui décrit le borddecetensemble.

2. Donnerdeuxparaḿetrisationśequivalentesmaisdifférentesdel’ellipse

� �/�h� �*� �
1

 1 �

� 1
� 1 � � �

3. Démontrerendétail quela longueurd’unecourbeestindépendentedela paraḿetrisation(consid́erer
descheminsqui sontcontin̂umentdifférentiablesparmorceaux).

4. Calculerla longueurd’arcdela cyclöıde �i� � � �Ê� � Ú>¢�£ ¤ � � �X��� � Ú¦¥h§|¢ � � pout   � � �©¨^ª . Dessiner
cettecourbe.

5. Intégrerla fonction « ��¬ � �© � surlesdeuxchemins� M � � � � � ��� � 1 (pour
�p®i¯  |� �^° ) et � 1 � � � � � 1 ��� �

(aussipour
��®i¯  |� �^° ) ainsiquesurle chemin� M Ú¹� 1 .

Fairele mêmecalculpourla fonction « ��¬ � ��± ¬²± 1 .
6. Soit ³²´ le bord(avecuneparaḿetrisationqui estcontin̂umentdifférentiableetorient́eepositivement)

d’un ensemblecompact́�µ·¶¸ . Sonaireestdonńe par

aire� ´ � �
�
¨ � ×&¹ ¬2�º¬ � (10.1)

Démontrercerésultatd’abordpouruntriangleetensuitepouruneunionfinie detriangles(parexem-
ple,un rectangle).

7. À l’aide de la formule (10.1)calculerl’aire de l’ensemblefini limit é par la courbe �i� � � �2»ø� � �  � J
(pour   � � �©¨^ª ) où »ø� � � � � �½¼H¢�£ ¤ � . Faireun dessin.
Quelairerepŕesentel’in égrale � ¨ � � z M ¯ ¬2�"¬ si l’on intègresuttout l’intervalle

¯  |� ¨^ª	° .
8. En vousaidantdu calculde ¯

�º¬
¬��l
 avec �i� � � �W � J pour

��®i¯  |� ¨^ª	° , montrerque

1På
$

� � 
�¥h§|¢ �� � ¨ 
¾¥h§|¢ � � 
 1 � � �g  pour ± 
¿±�À � �Û
 ®ÂÁ Ã �
Indication.Montrerque « ��¬ � �Ê��¬��l
 � z M poss̀edeuneprimitive surle disqueÄ ÿ ��  � avec »ù��± 
	± .

9. En utilisantlestechniquesfamilièrespourle calculdans
Á Ã

, calculerlesprimitivespour:

¬� � ¶ � ¬� � � ¬ 1 ¢�£ ¤��ÆÅ$¬ � �
10. Si � est l’arc de courbede l’ équation �|��� O Ú©¼� 1 �ÇÅ��¹Ú � joignantles points � � � � � et � ¨ ��¼ � ,

trouver la valeurde

¯ �|¨ ¬ 1 �¦Å��Z¬ �"¬ �
11. En évaluant ¯  � �º¬ surle cercle ± ¬²±�� � , montrerque

1På
$ ÉÈ�Ê�Ë�J�¥h§|¢'� � �¦¢�£ ¤ � � � � �©  et

1På
$ dÈÌÊ�Ë�J�¢�£ ¤�� � �¦¢�£ ¤ � � � � �©  �

12. Enutilisantla formuledeCauchypourl’int égrale ¯ ¬ z M �"¬ où � et le contourd’uneellipse,montrer
la formule 1På

$
� �


 1 ¥h§|¢ 1 � �l� 1 ¢�£ ¤ 1 � �
¨^ª

�� �
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13. En s’inspirantdu calculdesintégralesdeFresnel(Exemple4.3)démontrerque-
$  z æ M �F� � è ¶ J ¶ � � �ÎÍ ª¨ � � Ú���
� � 
 1 pour 
 ®ÏÁ Ã avec ± 
	± �©� �

14. PourÐ ��Ñ ®ÂÁ Ã , Ð �g  et Ò � Ð 1 �½Ñ 1 démontrerque-
$  z�Ó a ¥h§|¢'��Ñ�� �Í �

���³�ÔÍ ªÒ
Ò � Ð¨ et

-
$  z�Ó a ¢�£ ¤���Ñ�� �Í �

�����ÔÍ ªÒ
Ò Ú Ð¨ �

Indication.Utiliser la substitution�³� � 1 dansl’int égraledel’exercice13.

15. Soit 
��|� $�Õ � M�Õ ����� Õ � ® �Ê� unesubdivision del’intervalle
¯ 
º��� ° et notons

Ö ® ��¬ �Ø× �Ê��¬UÚ³� $�� ��¬cÚ¹� MN� � ����� ����¬�Ú�� ® � �
Consid́eronsunecourbefermée � autourdu segment

¯ 
º��� ° , orient́eepositivement,et satisfaisantles
conditionspourpouvoir appliquerla formuledeCauchy. Pourunefonction « ��¬ � qui estholomorphe
dansl’int érieurdela courbeet dansun voisinagedela courbe,démontrerque

Ð ® � � �q× �
�
¨^ª � ¯ «

��¬ �¬�Ú³� �
Ö ® ��¬ � Ú¦Ö ® � � �Ö ® ��¬ � �"¬

estun polynômede degré Ù qui satisfait Ð ® � � ± � � « � � ± � pour Ú �� |� � � ����� � Ù (polynômed’inter-
polation;voir le cours“AnalyseNumérique”).

16. Soit « ��¬ � holomorphedansÄ ÿ ��  � etsoit �i� � � � Ò  � J ,   � � �g¨^ª avec   Õ Ò Õ » . Calculer

¯ « ��Ù ���ÙcÚ 
 � ��ÙcÚ � � ��Ù
endépendancedela positionde 
 et � parrapportaucercle� .

17. Soit ÛCµÎ¶¸ ouvert et Ü ® Û . Si « × ÛCÜ ¶¸ estcontinuedansÛ et holomorphedansÛiÝÞ� Üß¡ , alors
« ��¬ � estholomorphedanstout Û .
Indication. Démontrerquela fonction à ��¬ �0× �.��¬Ú Ü � « ��¬ � est ¶¸ -différentiableen Ü et doncaussi
dansÛ . Appliquerensuitele Théor̀eme6.1 à la fonction à ��¬ � .

18. Soit « ��¬ � holomorphedansÄ ÿ ��  � avec »áÀ � . Calculerlesintégrales

¯ ¨ãâ ¬�� �¬ « ��¬ �¬ �"¬
avec �i� � � �© � J pour

�p®i¯  |� ¨^ª	° dedeuxmanìeresdifférentesetendéduirelesformules�
ª

1På
$ « �� � J � ¥h§|¢ 1 � ��ä ¨ � � � � « ��  � � « ÷ ��  �¨ et

�
ª

1På
$ « �� � J � ¢�£ ¤ 1 � ��ä ¨ � � � � « ��  � Ú « ÷ ��  �¨ �

19. LesnombresdeBernoulli å ± sontlescoefficientsdela série¬
 � Ú � � å $ � å M�|æ ¬�� å 1¨|æ ¬ 1 � å O¼ æ ¬ O � å sÅ æ ¬ s � �����£� (10.2)

En utilisantle Théor̀emedeCauchy–Taylor et le résultatdel’exercice17,démontrerquele rayonde
convergencedecettesérieest»�� ¨^ª .

20. Démontrerquela fonction

« ��¬ � � ¬
 � Ú � �

¨
� �½¬ 1 ä Å ª 1

estholomorphedansle disqueÄ ÿ ��  � avec » �çÅ ª . EndéduirequelesnombresdeBernoullisatisfont
pour ÚVÜéè ,

å 1 ±ëê ��Ú � �
± � M � ¨ Ú � æ� ¨^ª � 1 ± �
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21. Différentiationnuḿeriqued’unefonctionholomorphe. Si « ��¬ � estholomorphedansle disqueÄ ÿ ��Ü �
etsi   Õ Ò Õ » , on aque

« æ
± è ��Ü � � Ú æ¨^ª Ò

± 1På
$ « ��Ük� Ò  � J �  z �

± Jb� � �
Démontrerquel’approximationnumérique

« æ
± è ��Ü � ê Ú æì Ò

± � z Mm � $ «
��Ük� Ò  � Jîí �  z �

± Jîí avec
� m � ¨^ª	ïì

donnele résultatexactsi
ì À Ú etsi « ��¬ � estunpolynômededegré Õ Ú � ì .

22. Pourla fonction « ��¬ � �©¬ 1 �½¬UÚ � calculerle maximumde ± « ��¬ � ± dansle disque ± ¬²± �©� .
23. Consid́eronsla fractionrationnelle

Ã ��¬ � �
� � MO ¬� Ú 1 O ¬�� Ml ¬ 1 �

En appliquantle principedu maximumsurun demi-disque� ¬ � Re ¬ �  |�¾± ¬²± � Ã ¡ avecun
Ã

très
grand,démontrerque ± Ã ��¬ � ± �©� pour Re ¬ �   �

24. Soit « ��¬ � holomorphedansÄ ÿ ��  � . Pour   � Ò Õ » , ondéfinit

ð � Ò �q× �gñVò^ó ± « ��¬ � ± � ± ¬²±;� Ò �
Montrer quela fonction ÒõôÜ ð � Ò � estcontinueet croissante.Elle eststrictementcroissantesi et
seulementsi « ��¬ � n’estpasuneconstante.

25. Soit « ��¬ � unefonctionholomorphedansle disqueÄ M ��  � . Montrerqu’il existeun entierpositif Ù tel
que « � � ä Ù �Þö� � ä � Ù � ¨ � .

26. Surle disqueÄ M ��  � consid́eronsla fonctiondéfinieparla série

« ��¬ � �
-
± � $ Ú

1 ¬ ± �
Déterminerle domainemaximaloù « ��¬ � peutêtreprolonǵeecommefonctionanalytique.Donnerla
valeurde « � ¨ � deceprolongement.
Indication.En dérivant l’identité � � Ú½¬ � z M � � �½¬U�b¬ 1 �b¬ O � ����� deuxfois, essayerd’exprimer
la fonction « ��¬ � commefractionrationnelle.

27. Soit « ��¬ � �©¬ 1 ÚÇ¼|¬c� ¨ . Calculerexplicitementlesimages« � Û � pourlesdisquesouverts

Û � Ä $�÷ y � � � et Û � Ä M � � ��ø � �
Montrerdanschacundescasque « � Û � estouvert.
Indication.Ecrire « ��¬ � sousla forme ��¬UÚlÜ � 1 �l� , et le bordde Û sousla forme Üõ� Ò � � �  � J .

28. Démontrerle “principedumaximum”à l’aide del’“open mappingtheorem”.


