Chapitrelll

Singulariteset fonctionsmeromorphes

“Les singularies sontextrememenimportantesar on peutentirer quelguechoseen analyse
complee, cettebranchedesmatlematiquesyui étudieles fonctionsdéfiniessur un domaine
duplancomple...” (www. t echno- sci ence. net , Astrophysique)

Desfonctionsreélles avec dessingularies noussontfamilieres(coursAnalysel), par exemple,
1/x, sinz/z, xsin(1/z), etc. Pourdesfonctionscompleces, I' étudedessingulariés est tres
différenteet on peut obtenir des classificationantéressantegui ne sont pas possiblesdansle
casréel. Lessingulariésjouentun role importantdansle calculdesintégralegrésidus).

1.1 Le point alinfini etla sphere de Riemann

Dansle casréel, il estfréquentde “compactifier’l'axe enajoutantun point —oo et un deuxeme
point +oco; engéornétrie projective, on introduit une“droite a l'infini”.  En analysecomplexe, il
estplusnaturelde consicerertoutl’infini commeun seulpoint

Une prem#ire motivation pour cettecorventionsontles fonctionsrationnellescommel /z, la
transformatiorde Cayley (1.2.7) ou celle de Joulovski (1.2.10). On voit, parexemple,enFig.1.6,
que les deux “tachesblanches” repiesentant’extérieur de la figure d’'a coté, se rapetissentiu
point 1, si 'on imagineque I'extérieur s’agrandita I'infini. Donc, le “point 1" correspondau
“point co” parcetteapplication.

Unedeuximemotivationestfournie parla projectionsteréagraphique(Fig. I11.1), qui projette
unesphere S? a partir du “pole nord” NV surun planparalkleal’ équateurElle estbijective entre
le planetla sprere,sande point N. Cepoint N correspongustementiu“point co” duplan. Cette
identificationde ¢ = €' U {co} avecunesphereestconnuesousle nomsplere de Riemann

FiG. lll.1: Projectionsteréographique
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On saitdepuisl’Antiquit & (Hipparchus Ptolemaiosjue cetteprojectionpréservees cercles
(coursGeéonttriel, voir aussiFig.lll.1). Spécialemenintéressanenanalysecomplece estle fait
(connudepuide 17emesiecle,Halley 1696)quela projectionsteréographiqu@réservdesangles
c.-a-d.,elleestconforme Celaestdl aufait quechaquaayondeprojectionN A C' traversele plan
tangentAB sousle mémeangle que le plan de projection BC' (voir Fig.lll.1, a droite: on a
a1 = ay, car BC estparalkleauplantangent@ NV, puisa; = as etas = az, doncas = ay).

Les proprietes d'un point complexe ou d’une fonction complece en un point peuwent étre
étendueswupointoo al'aide del'applicationz — 1/z qui ervoie co au point0.

C’estainsiqu’on peutdéfinir qu'unesuite{z; } corveme versle pointoo, c.-a-d.,

kh—»IEc 2k = 00, (1.2)
sila suite{1/z;} corvergevers0, c.-a-d.,si pourtoute > 0 il existe K tel que|l/z;| < e pour
k > K (ou,enposantR = 1/e, si pourtout R > 0 il existe K telque|z;| > R pourk > K).
La suitesurla spherede Riemannqui corresponda unetelle suitedans, corverge versle pole
nord N. Parexemple la suite0, i, —2, —3i, 4, 5i, —6, —7i, 8, . . . corvergeversoo dansC. La suite
0,—1,2,-3,4, —5,... corvergeaussiversco dans, maiselle ne corverge pasdansii.

Siunefonctioncomplexe f(z) estdéfiniepour|z| > R, ondénote

f(oo) := lim f(z) = kh_}r{.lo f(zx) pour{z,} satishisant 1}1_{20 2, = 00

Z—00

si cettelimite existe et nedependpasdela suite{z;}. Aveccettenotationon peutdéfinir qu'une
fonction f(z) estholomorphe(analytique)au point co, si la fonction f(w) := f(1/w) estholo-
morphe(analytique)au pointw = 0. La fonction f(z) = 1/z pourlaquellef(w) = w estalors
holomorpheenco. La fonctionde Cayley f(z) = (2 + 1)/(z — 1) satishit f(co) = 1 etelle est

holomorpheenco carla fonction f(w) = f(1/w) = (1 + w)/(1 — w) estholomorpheenw = 0.

1.2 Le déweloppementde Laurent

“L’extensiondonréeparM. Laurent. .. nouspardt dignederemarqué.
(Cauchyl1843,voir Remmertl991)

Siunefonctionholomorpheendversl’infini oucesseal’&étreholomorphedansunerégion,on peut
néanmoinssau\er la série entiere,a condition d’admette aussidespuissanceségatives Cette
extensiona ét€ présenéepar PA. Laurent(1813-1854jngénieurde 'armée)a Cauchy qui ena
parle al’Académie(voir citation),maisqui nel'a pastrouvee“digne” de publication.

Théoreme?2.1 Soit f(z) unefonctionholomorphedansun ouvertqui contientla couronnecircu-
laire C, ,(c) == {2z € C; 0 <|z—¢| < p}. Alors,pourz € C, ,(c) ona

f(z)...+<za__20)2+ aj +ag+ay(z—c)tay(z—c)P+...= i ar(z— )" (2.1)
k=—o00
ou
ak:%/y%dg, k=..-3,-2-10123,... (2.2)

estla mémeformuleque(l1.6.2), maisaussivalableici pourlesk négatifs.Le chemind’intégration
esty(t) = c+net,t € [0,27] aveco < n < p (lesvaleuso = 0 etp = co sontadmises).
Lasériey";~q ax(z—c)* corverge pour|z—c| < p, etla série ¥ .o ax(z—c)* pour|z—c| > o.
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Fic. lll.2: Preuve du Théo®emede Laurent

Démonstation. Nous suivonsde tres pres les idéesde la démonstratiordu Théoemell.6.1
de Cauchy—aylor qui estbaesurla formule inégrale(ll.5.1) de Cauchy Commela couronne
C,,»(c) nestpasun domaineétoile, on ne peutpasdirectementppliquercetteformule intégrale.
On estalorsobligé dediviserla couronnesn plusieurspartiesétoilees(voir la Fig.111.2).

Pourun z fixé a l'int érieurde la couronneC;, ,(c) nouschoisissons, s > 0 etf < 1 tels
quec < s < s/0 < |z —c| < 0r < r < petnousconsiceronslescheminsy,(t) = ¢ + re”,
vs(t) = c + se etdy(t),. .., 0,(t), dessiesdansla Fig.1ll.2 pourn = 5. Laformuleintégralede

Cauchy(11.5.1) appliqguieeauchemind,, etle Théoremell.4.2 appliqe auxautress; (notonsque
lafonction ¢ — f(¢)/(¢ — z) estholomorphedansl'int érieurded; pour;j # 1) donnent

L f©)

T omi 6 (—z

f(2) ¢ et % /5j /() d¢ =10 pour j =2,...,n. (2.3)

C—z ’
En additionantiesintégralessurles?;, la contribution dessegmentsreliantlescerclesy, et+, se
simplifie, etonobtient [;, +...+ [;, = [, — [, . Ainsi

1 f(©) 1 f(©)
f(z)_%/wé_deJr%.%Z_Cdc. (2.4)

La premeireintégraledans(2.4) peutétretraitée commedansla preuwve du Théoemell.6.1
etdonnenaissancauxtermesaveck > 0 dans(2.1). Commel'int égrantdesintégraleq2.2) est
holomorphedansla couronne e chemin~, peutétre dépla& librementvers~ sanschangena
valeurdel'int égrale.

Pourla deuximeintégrale nousechangeons$ < z dans(l1.6.3), ainsila sériedevientcorver-
gentepour|¢ — ¢| < |z — ¢|. Celadonne

N S -9 (-9

= . : 2.5
z—C z—c+(z—c)2+ +(z—c)’“+1 (z =)t (z =)’ (2:5)
etinséré dansla deuxiemeintégralede (2.4) creelestermesaveck < 0. Le restepeutétreesting
dela mémemaneére,car | — c|/|z — ¢| < 6 < 1 pour( sedepla@antsurle cheminys. O
L'in égali& de Cauchy(voir (7.1))
M
ol < M avec M(r) = max [5(2) 2.
T z—c|=r

(0 < r < p) restevalablepourlesk positifset négatifs.
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Exemple2.2 Consictronsla fonction f(z) = 1/(1 + 2%) etcherchonde développementieLau-
rentautourdu pointc = 0.4 + 0.6 7. Pourcalculerlescoeficients,lesformulesintégraleq2.2) ne
sontpastoujourspratiques.On essayerlutdt d’utiliser dessériesde Taylor connues.

La fonction f(z) = 1/(1 + 2%) estholomorphepartoutsaufau points+: qui sonta distance
o =~ 0.566 etp ~ 1.65 dec (voir la Fig.lll.3). Pourcalculerle développementle Laurentdansla
couronneentrecesdeuxrayons,nousdecomposonta fonctionenfractionssimples,

1 1 1 1

— B ) 2.7

1) =175 2i<z—i+—i—z> 7

On suitla demonstratiorprécedenteet on remplacdes deuxfractionssimplesparles deuxséries

géonetriques(2.5) et (11.6.3), unefois avec ( remplaé& par: et I'autre fois par —i, en faisant

attentionala corvergence Ainsi, on obtientpour(2.7)

1 _1( (1 —c)? i—c N 1 n 1 z—c (z —c)? )
1+22 2\ (z—¢)3 (2—¢? 2z—c —i—c (=i—¢c)? (—i—c3 )

La valeurabsoluade cettesérietronquee(—24 < k < 24) peutétreadmieeenFig. l11.3.
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FIG. 111.3: Domaineet modulede 4-24 termesd’'une sériede Laurentpour 1/(1 + 22).

I11.3 Singularitésisolees

Siunefonction f(z) estholomorphedansun disqueépoingé (p > 0)
Di(c)={z€ €; 0<|z—c| < p}=D,(c)\ {c}, (3.1)

nousappelons: unesingularité isolee Le but de ce paragraphestde classifierles singularies
isoléesetd’étudierlesfonctionsholomorphegprochesdeleurssingulariésisolées.
Le disqueépoingé D;(c) estunecouronneC; ,(c) aveco = 0. On peutdoncappliquerle
Théoreme2.1etconsicererle développementle Laurent
a_o a_1 e

f(z):...+(2_0)2+z_c—|—a0+a1(z—c)+a2(z—c)2+_..:k; ar(z —c)"

pourz € D5(c). Ondistinguelestrois possibiliessuvantes:
1. singularite supprimablesi a;, = 0 pourtoutk < 0;
2. poled’ordrem > 0, siay = 0 pourk < —m, maisa_,, # 0);
3. singularite essentiellesi un nombreinfini dea; aveck < 0 sontnonnuls.
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1) Singularitéssupprimables

Unesingularie supprimables’appelleaussisingularig virtuelle. Commele théoemesuivantnous
montre,il nes’agitpasd’unevraiesingularié.

Théoreme3.1 Soit f(z) holomorphedansun disqueépoing Dj(c). Lespropositionssuivantes
sontéquivalentes:

1. f(2) pos®deunesingularite supprimableenc;

2. f(z) seprolonge holomorphiquemerdu disqueentier D ,,(c);

3. lalimite lim,_,. f(z) existedans(,

4. f(z) estbornéeau voisinage dec.

Démonstation. L'implication (1) = (2) suitdudéweloppementle Laurentenposantf(c) := ay.
La condition(2) entrane(3), carchaqudonctionholomorpheestcontinue.L’existencedela limite
lim,_.. f(z) = a implique quepourtout z dansun voisinagede c la valeurde f(z) estprochede
a € ¢',donc(3) = (4).

Il rested démontrer(4) = (1). Si|f(z)] < M, dansun voisinagede ¢, alors M (r) :=
max|,_c, | f(z)| < My. Parcongquentlesinégaliesde Cauchy(2.6), pourr — 0, montrent
quea; = 0 pourtoutk < 0. Ainsi, le développementie Laurentdevient unesérieentiere. m|

2) Poles

Si f(z) pos®deun pdle d'ordrem enc, on peutmettreen évidencde facteur(z — ¢)~™ dansle
développemente Laurentet on obtient

fz)=(z=¢c)™™ (a_m + Umy1(2 =€)+ Aemya(z — )2 + .. ) (3.2)

Théoreme3.2 Soit f(z) holomorphedansun disqueépoing D’ (c). Lespropositionssuivantes
sontéquivalentes:

1. f(z) posedeenc unpbdled'ordrem > 0;
2. f(z) = (2 — ¢) ™y(z) ou g(z) estholomorphedansle disqueentier D ,(c);
3. lalimite lim,_.. f(z) = oo existedans(.

Démonstation. Lesimplications(1) = (2) = (3) sontunecongquenceémmédiatede (3.2).
Supposonsnaintenanguelim,_.. f(z) = oco. Lafonction f(z) estalorsnonnulle dansun voisi-
nagedu pointc etl'inverseh(z) = 1/f(z) estbiendéfinie et holomorphedansun disqueépoingé
D} (c) avecO < r < p. Commelim,_,. h(z) = 0, ondéduitdu Theoeme3.1 queh(z) estholo-
morphedansle disqueentier D,.(c) etqueh(c) = 0. Parcongquenth(z) = (z — ¢)™ho(z) avec

unm > 0 etavechy(c) # 0. Lafonction f(z) = 1/h(z) posdedoncun développemente
Laurentdela forme(3.2). O
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3) Singularitésessentielles

Dansle casd’unesingularié essentiellele comportementle f(z), quandz serapprochealec, est
caracéris parle theoemesuivant.

Théoreme3.3(Casorati 1868,Weierstrass1876) Soit f(z) holomorphedansun disqueépoiné
D7 (c). Lespropositionssuivantesontéequivalentes:

1. f(z) posedeenc unesingularite essentielle;
2. pourtoutr avecO < r < p, I'ensemblef (D} (c)) estdensedans(’;
3. lalimite lim,_.. f(z) n'existepasdans(.

Démonstation. L'implication (2) = (3) estevidentecar, aucasou lim. .. f(z) = a € €' existe,
f(z) estprochedea si z estprochedec et f(D?(c)) nepeutdoncpasétredensedansc.

Sila limite lim,_.. f(z) n'existe pasdans, le point c ne peutpasétreunesingularie sup-
primableni un pdle. Donc,l'implication (3) = (1) estvraie.

Pourdémontrer(1) = (2), supposonsgjuec estunesingularie essentiellest (par 'absurde)
qu’il exister > 0 telque f(D}(c)) n'estpasdensedansC. Il existealorsa € € ete > 0 telsque
|f(2) — a| > ¢ pourtoutz € D}(c). Cecinouspermetde consicererla fonction

1 R 1
g(z) : o —a c.-a-d. f(z)=a+ @) (3.3)
Elle estholomorpheet borrée (|g(z)| < 1/¢) dansD?(c). D’aprésle Théoeme3.1, g(z) se
prolongeholomorphiquemer& D,.(c). Sig(c) # 0, alors1/g(z) estholomorphedansD,.(c) etsi
g(c) = 0 (zérodemultiplicité m), alors1/g(z) aunpbled’ordrem enc. Onendéduit(voir (3.3))
que f(z) estholomorpheou que f(z) a un pdle d’ordre m enc. Cecicontreditle fait que f(z)
pos®deunesingularié essentiellenc. |

UneillustrationestdonréeenFig.ll1.4, pourla fonction

e’l/zgzl—inLi—i—F !

22 224 626 2428
unefonction qui, dansle casréel, estsi aimable(voir [HW, p.253]). Les deuxtoursqui appa-
raissenformentunesingularig, leslignesde niveaude | f(z)| sontdeslemniscategExercice7).
L'argumentde f(z) se comportebeaucoupplus violemment,avec uneinfinité de rotationssur

chacunaleceslemniscateslLa validité du Théoemede Casorati—\Wierstrasgstévidentaci.

F...

FiG. Ill.4: Fonctione~'/=* avecsingularié essentiellela valeurabsoluei gaucheet leslignesde
niveauavecvaleurskr (k = 0, 1, +2,...) dearg f(z) adroite.
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1.4 Theoremedesreésidus

“résidu[ré-zi-dg n.m. (dulat. residuusqui estdereste).Cequireste...”
(LarousseDictionnaireUniversel)

Le Theoemedesrésidusgéréralisele théoremede Cauchyll.4.2 auxfonctionsayantdessingu-
laritésisoléesal'int érieurdu chemind’intégration.ll fut pour Cauchyl’instrumentprincipal pour
trouver desvaleursd’intégralesiéfinies.

Définition 4.1 Soit f(z) holomorphedansun disqueépoing D’ (c). La quantie

a= 5 [ $€1d¢ = Res(1.o (4.)

ou y(t) = c+re’ pour) <t <27 et0 < r < p, estappeeele résidude f(z) au point c
(c.-a-d.la seulechosequirestede f(z) apesintégration).

Le résiduestle coeficientde (z — ¢)~! du développementle Laurent.On peutle calculerpar
déweloppemenenseries.Pourdespdlessimples,onalesformulescommodes

Res(f.c) = lim(: —)f(z) et Res(f.c) = (<)
e f3(c)
si f(z) = fi(2)/f2(2) avec fi(c) # 0 etsi fo(z) posedeunzérosimpleenz = c.
Sic estunpdled’ordrem de f(z), onposeg(z) = (z — ¢)"™ f(z). Alors, le résidude f(z) enc
estle m—1-iemetermedela sériede Taylordeg(z), c.-a-d.

ﬁ 9" (c). (4.3)

(4.2)

Res(f,c) =

Théoreme4.2 (Cauchy 1826) Soit U un domaineétoilé et v une courbefermée parcourant oU
dansle senspositif. Soit f(z) holomorphedansun voisinage de 'adhérenceU = U U dU , a

I'exceptiond’'un nombe fini desingularitesisoleescy, ¢y, . . ., ¢, dansU. Alors,
1 k
= [ 70 dc =Y Resi/.c,). (4.4)
T Jy =1

Démonstation. La preuwe esttres similaire a celle du Theoemell.5.1 (formule intégralede
Cauchy). La seuledifferencerésidedansle fait que nousavons maintenanplusieus pointssin-
guliersa contournermar de petits cercles(voir Fig.lll.5). Commeaupar&ant, celamarchesans
autrecomplicationsi le domainede définition estétoilé. On projetteles singulariésversle bord

FiGc. lll.5; Preuve duthéoemedesrésidus



56 Singulari€esetfonctionsméromorphes

eton appliquele Theoemell.4.2 de Cauchya un cheminy* qui comprendy, les cerclesautour
dessingularieésetlesconnectionsLesintégralesurlescheminsaller etretourdisparaissentl ne
resteque

[r@dc=3 [ r@yac=o (4.5)

ou les 3; sontles cerclesqui contournentes pointssinguliersdansle senspositif. On obtientla
formule (4.4) enrempla@ntlesderniresintégralegar(4.1). 0

Si unefonction f(z) estholomorphedansun domainel/ etsi z € U estun pointfixé, alorsla
fonction

9(¢) = 1)

(—=z

posede z commeseul point singulier avec Res(g, z) = f(z) (voir (4.2)). Dansce cas,le
Théoreme4.2 desrésidusdevientla formuleintégralede Cauchy(l1.5.1).

(4.6)

I11.5 Calcul d’int égralespar la méethodedesrésidus

“La théoriedesrésidussepréteavec unemeneilleusesimplicité a la recherchalesintégrales
définies,etvoici comment:” (H. Laurent, ThéoriedesRésidus 1865)

Noussommesnaintenanteretouralatoutepremiremotivationde Cauchypourentreprendrees
recherchesnanalysecomplexe,asavoir lajustificationetla géréralisatiordescalculsd’intégrales
entreprispar Euleret Laplace.

“L’art” detrouver desintégralegdéfiniesa été cultivé tout aulong des18emeet 19emesiecle,
Dirichlet et Kronecler ont donré descours(jusqua 6 heureshebdomadairesjur le sujet. Au-
jourd’hui, il existedelonguegables(parex. cellesde GrobnerHofreiterou Gradstein—Ryshikui
temoignentd’un travail incroyable) et desprogrammesnformatiques(par ex. Maple ou Mathe-
matica),qui “crachent’cesintégralesenquelquesnillisecondesMais, pourun espritscientifique,
il est,encoreettoujours,intéressantle voir commentestrésorsdu sa/oir ont été trouvés.

L'id ée esttres simple: on choisit une fonction f(z), on choisit un chemin~ et on évalue
l'int égrale(4.4) encalculantlesrésidusiensuiteon la partagesn partiesréelleetimaginaire eton
trouve deuxformulesd’intégrales(dont une estsouwenttriviale). Discutonsquelquessituations
typiquesqui conduisent desintégralesntéressantes.

1) Int égralesimpr opres. Consideronslesintégrales

ou la fonction f(z) n’a qu’'un nombrefini de singulariés —R
(aucunesurl’axeréel)etsatishit lim, .., z - f(z) = 0.

Commechemind’intégrationon prendl’intervalle réel [— R, R], suivi d’'un granddemi-cercle
R - €, 0 <t < 7 (voir la petitefigure). Sousla condition lim, ., z - f(z) = 0, I'int égralesurle
demi-cerclegendvers( pour R — oo etontrouve

/O:of(l’) dr =2mi ), Res(f cp). (5.1)

Im c>0

ou la sommeestsurtouteslessingulariésc;, de f(z) dansle demi-plansugérieur
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Exemple De cettemanireon obtient

* dr 2w
[oo ®+1 3
sansavoir besoinde calculerune primitive de la fonction f(z) = 1/(z% + 1). En effet, les
singularieés concergessontc, = %, cp = 1 eteg = Pl Les résiduscorrespondantsont
¢;°/6 parla deuxemeformule de (4.2). Ainsi, Res(f,c;) = e 6 /6, Res(f,c;) = —i/6 et
Res(f,c3) = e /6 dontla sommeest—2i /6.

2) Int égralestrigonométriques. Pouruneintégraledela forme
2w
/ F(cost,sint) dt
0
on consictrele cercleunite (t) = ¢ avec0 < ¢t < 2r eton obsene que
2 —1 1 d
/ F(cost,sint)dt-/F(ZJrz ,Z Z )—z (5.2)
0 y 2 21 1z
Il suffit alorsde calculerlessingulariésetleursrésiduspourla fonctiondela deuxemeintégrale
dans(5.2). Si F'(u, v) estunefonctionrationnelle)'int égrantde (5.2) estaussirationnel.
Exemple Onobtientlesformules(pourp € IR)

2m dt 1 d 2 .
/ = _./ : _— si |p| <1 (5.3)
o 1—2pcost+p> iJy(z—p)(1l—pz) 1-—p?

et
2 dt 2 dz 2T .

- = = Si > 1. 54
/o P+ cost i/yz2+2pz+1 vp?—1 P (5-4)
Pourle deuxemeexemple,il y aun pble c; = —p + /p? — 1 alintérieurdu cercleunité v de

residuRes(f,c;) = 1/(2y/p* — 1).

L'intégrale
2m dt 2mp .

= si > 1 55
b i - S 55

nécessitde calculdu résidud’un pdle double. Pouréviter cela,on peutdériver I'int égrale(5.4)
parrapportau parangtrep.

3) Transformation deFourier. Il s’agitdesintégrales 2
impropresdela forme
o] . L X&)
/_oo g(z)e " dx, s oy "
ou lafonctiong(z) n"aqu’'unnombrefini desingularies(au-

cunesurl'axeréel)etsatishit lim,_,., g(z) = 0. - i

Commecheminnousconsiceronsle bord du carié (voir la petitefigure)our > 0 ets > 0
sontsuffisammenigrandspour quetoutesles singulariessoientdansl’int €rieurdu care. Notant
M (r) := max).>, |g(z)| quicorvergeverszéropourr — oo, lintégralesur vo(t) = —t+i(r+s),
t € [—s,r| peutétremajoréepar(poura > 0)

‘/ g(z)e" dz‘ < M(r+s)e U (r 4 5) =0 Si r+s— 0.
72

Pourl'intégralesur ~,(t) = s +it, t € [0, s + t] on obtient

‘/71 g(z)eiade’ < M(s) /0r+seatdt < @(1 _efa(rJrs)) <

etl'int égralesur~;(t) peutétremajo€edela mémemanere.Ainsi nousobtenons

M(s)

—0 Si s — 00
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/oo g(z)e™dr =2mi > Res(f,c) si a>0 (5.6)
- Im ¢ >0

ou f(z) = g(z)e"* et la sommeest sur toutesles singulariés ¢;, de g(z) dansle demi-plan
superieut
Exemple On obtientalorssanscalculscompliquesque,poura > 0 etpourb € ¢’ avec Reb > 0,

/ € - dx = 2mie” et / € dz = 0.

o L — 1 —00 T + Zb
Uneadditionresp.soustractiorde cesdeuxintégralesdonnele formulesde Laplace(1810)
oo peos(ax) c© gsin(ax) b
/—oo I'2+b2 dm:/—oo .T2+b2 dx:ﬂ-e '

4) Transformation de Mellin. Consictronsaveca € €
et 0 < Rea < 1 l'intégraleimpropre

/OO g(z)2" tdx s
0

ou la fonction g(z) n’a qu’'un nombrefini de singulariés(au-
cunesur l'axe réel) et satishit lim,_, g(z)z* = 0 ainsique
lim, . g(2)2* = 0.

Rappelongjuela puissance:* esten géréral multivaluée et donréepar z* = exp(alogz).
Pourobtenirunefonction holomorphell fautfixer unebranchedu logarithme.Nousconsicerons
log z = log |z| + i arg z ou 'argumentestchoisipourque 0 < arg z < 27 . Parle Théoemel.8.2
la fonction log z et alorsaussiz® sontholomorphesdansle plan complexe privé de I'axe réel
positif. Pourunréelz > 0 etpourz — z, lalimite d’en hautet celled’en bassontdifférentespn
arespectiementz® ete? 9z,

Pourdéfinir le chemind’intégration,nousprenonsun s > 0 trespetitetun» > 0 tresgrand,
et nousconsickeronslesdeuxcerclesderayonss etr reliespardessegmentshorizontauxproches
del'axe réelpositif (voir la petitefigure). Avec M (r) := max.|=, |g(2)2z|, lesintégralessurles
cerclespeuentétremajoreespar

r

’/T g(z)z" 1 dz’ < 27w M(r) et ’/s g(z)z* 1 dz‘ < 2mM(s) (5.7)

et cornvergentverszéropourr — oo ets — 0 (parhypothesesurla fonctiong(z)). Le theoeme
desrésidusmpliguealorsque,dansla limite » — oo ets — 0, 0na

o0 ) ) k
/0 g(x)x* tdx — 627”“/0 g(z)z* " dr =271 Y _Res(f,¢;)

j=1

oucy,...,ck sontlessmgularr’esdeg( ) etlesrésidussontcalcuéspour f(z) = g(z)z* . En
utilisantle fait que 1 — ™ = —¢'™ 2i sin(7wa) cetteformuledevient
/Oog(ar:)a:‘“1 de = — =€ B Z Res(f, ¢;). (5.8)
0 sm(7ra

Exemple Avec g(z) = 1/(1+ z) on obtientlaformule(pouro < Rea < 1)
a—1

/00 2 7
T =
o l+a sin(ma)’

carle résidude f(z) = 271 /(1 4+ z) enc; = —1 est(—1)?"1 = ele=Dlos(=1) — pla—1)im — _gima,
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5) Uneformule d’Euler. Pourdemontrer

o gin & T Jr
/ dr = —,
0o x 2
. : . Js
nousposonsf(z) = e'*/z etnousconsideronge chemin — ]

delafigureavecs petitetr grand.
Le petit demi-cercleest nécessairgour éviter le pole a I'origine. L'intégralesurle grand
demi-cercley,(t) = re', t € [0, 7] peutétreestiméeal’aide de sint > 2t/m sur|0, 7/2] par

iz T . /2 ) w/2
(/ = dz| g/ e It g < 2/ e It g < 2/ e imir="(1-e7) < .
r 2 0 0 0 T T

Elle corverge verszérosi r — co. Commela fonctione® /> estholomorphedansl’int érieurdu
cheminfermé, uneintégrationsurce chemindonnepourr — oo

/_ 6_ dr — Z/ 6s(cost-i—isint) dt +/ 6_ dr = 0.
0 s x

L'intégraleaumilieu corvergeversr sis — 0. Enéchangeant par—x dansla premereintégrale
etenutilisant ¢* — e = 2isin x housobtenonda formulecherclee.

6) Encore desintégralesimpr opres. Cherchons calculer

/ f(z)dx
0
ou la fonction f(z) n’a qu’'un nombrefini de singulariés(aucunesur'axe réel positif, I'origine
incluse)etsatishit lim, .., z - f(z) -logz =0.
L'id ée estde consicerer la fonction g(z) := f(z) - logz etle mémecheminque pour la

transformationde Mellin. Commedans(5.7) on démontrequel’int égralede g(z) surle grand
cercledispardt sir — oo. Cellesurle petitcercleavecrayons, peutétreestimeecommesuit:

‘L 9(2) dz‘ < 27rs-1|£1|i>§|f(z)| - (|log s| + 2m).

Elle corverge aussivers zéro pour s — 0, car f(z) n’a pasde singularié a I'origine. Pour
I'int égralesurle cheminentieril restealors(pourr — oo ets — 0)

/Ooo f(z)logxdx — /Ooo f(x)(logx + 27rz') dx

etle theoemedesrésidusdonne

00 k
/0 f(x)dr =— Z Res(g. ¢;). (5.9)
j=1
Exemple Commeapplicationconcete,calculond’int égralesuivante:
/‘00 dx B 213
o 1+z3 9
Pourlestrois singulariesc; = €/, ¢, = —1, ¢3 = e~/ lesrésidusde g(z) = log z/(1 + 2%

sontrespectiement—in(1 + iv/3)/18, ir/3 et —5ir(1 — iy/3)/18. La formule (5.9) donnela
valeuraffirméedelint égrale.
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1.6  Fonctionsméromorphes

“uépog, partie” et “poperj, forme” (DictionnaireGrecFrana@is,Hachette)

Lesfonctionsméromorphesontdesfonctionsqui ont presqudgen partie)la forme desfonctions
holomorphesPlusprécisemenbna:

Définition 6.1 (Briot—Bouquet 1875) Une fonction f(z) estméromorphedansun ouvert U, si
elle estholomorphedanstU saufendespointsisolésou elle peutavoir despoles.

Les fonctions méromorphesdansun domainelU peuwent étre additionrees, multipliéeset
dériveessanssortir de 'ensembledesfonctionsméromorphesL’avantagepar rapportaux fonc-
tionsholomorphegstquelesfonctionsméromorphepeuventaussiétrediviséesentreelles.

Théoreme6.2 Si f(z) etg(z) sontméromorphesiansU, leur quotientf(z)/g(z) estaussiméro-
morphe L’ensembledesfonctionsméromorphesianstU formealors un corps.

Démonstation. Lessingulariésde f(z)/g(z) sontlespdlesde f(z) etg(z) etleszérosdeg(z).
Pouruntel pointcona f(z) = (z — ¢)" fi(z) avecm < 0 et f1(c) # 0 etg(z) = (2 — ¢)"g1(2)
avecn € Z etgy(c) # 0. Le quotientf(z)/g(z) = (¢ — ¢)" " fi(2)/91(2) posedeen c une
singularie supprimabldgsi m > n) ouunpdled’ordren — m. 0

Exemples.Toutesles fonctionsholomorphesmais aussiles fonctionsrationnellesainsi que les
fonctionstan z = sin z/ cos z, cot z = cos z/sin z, f(z) = z/(e* — 1), etc.,sontméromorphes.

Décompositionen fractions simples. Pourles fonctionsrationnellesja decomposition
enfractionssimplesestsouwenttresutile. Nousreprenonsin exemplede[HW, p.119-120]:

62% — 2022 + 42 + 19 62* — 2022 + 42+ 19
f2) = %= 3_ 2 - 3 2 (6.1)
204+ 24 =523 — 224+ 82— 4 (z—1)3(z+2)
Nousavonsun pdle d’'ordre3 enz = 1 etund’ordre2 enz = —2. La fonction f(z) - (z — 1)?

n'a plusde pole en z = 1. Nousdéwelopponscettefonction en série de Taylor et obtenonde
développementle Laurent(qui corvergepour( < |z — 1] < 3)

1 2 3 8 7 2

2
= - —— —(z— —(z — 2
G Al e s el e ¥ - o S R TACARE T ACaa (6-2)
etsimilairementpourl'autre pdle (cettefois pour0 < |z 4 2| < 3)
1 3 34 14 17
=— - - — 2) — — 2%+ ... . 6.3
IO =Gt o Bt gy (6:3)
Idée: Si on dénoteles“parties principales” de cesdéweloppementpar
1 2 3 1 3

(z—13 (2—1)2 z2-1 (z+2)2  z+27

alors f(z) — 01(z) — £3(z) n'a plusde pole et, par le Theéoeme 3.1, estholomorphedans'.

Commelim,_,, f(z) = 0, il suitduThéoremell.7.2 deLiouville quecettedifféerencesstzéroet
1 2 3 1 3

f(z) =

Co1PF G=-1P -1 (127 z+2 (6:5)
(cf. [HW, formule (11.5.11)]).
Rappelongjue f(z) posedeun pdle d’ordrem enc = oo, si f(w) = f(1/w) enaunaupoint
w = 0. Cecisignifieque f(w) = w™™ f1(w) ou fi(w) estholomorpheproche0 et f,(0) # 0.
Alors, f(z) = 2™ f1(z) ou f,(z) estholomorphedansun voisinagede z = oo et f(o0) # 0. Par
exemple,un polyndbmede degré m posedeenoco un pdle d’ordrem.
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Théoreme6.3 Si f(z) estunefonctionméromorphesur ¢ = €' U {oo}, alors f(z) neposede
gu’unnombe fini depbleset estunefractionrationnelle

Démonstation. Commelessingulariés(ici le pointinfini estinclus)d’'unefonctionméromorphe
sontisoléesijl existe R > 0 tel que f(z) nepos®depasdesingularieal’exterieurde Br(0) (sauf
éventuellemenen z = oo) etseulementin nombrefini dansBx(0). Soientc,, ... ., ¢ lespdlesde
f(z) situésdans'. Sim; estl'ordre dec;, on consicrela fonction

g(z)i=(z—c))™ ... (z— )™ - f(2)

qui estholomorphedanstout ¢'. Si f(z) aunpdled’ordrem > 0 enoco ou si f(z) estholomorphe
dansun voisinagede co (m = 0), ona|g(z)| < Const|z|™ ™+ Parlaremarquesuivantle
Théo’mell.7.2 deLiouville, lafonctiong(z) estunpolyndmededegréauplusm-+ms +. . .+my.
Par congquent,f(z) estunefonctionrationnelle. O

Casd’une infinit & de poles. Soit, parexemple,f(z) = cot z = cos z/ sin z. I y adespdles
simplesauxpointsz = kr, k € %, avec Res( f, kr) = 1. Laformuleanaloguei (6.5) seraitici

NN
OV NN Y 69

o z+27r z+7r+; zZ—1T z—27r+“'

formuletrouvéeparEuler, al'aide desonproduitpoursin z (voir Introductiol748,Chap X, §178).
Voici d’autresexemples.

sin 2z ) -7 X ™ 72
e
1 1 1 1
= - — + - - —+..
z 427 z+7 z Z—T z— 21
ouencore
1 B Z /\-j\ v /\/J\ /\/ \/
1 2 - N e N d \\ // \\ // AN ///
sin® z S5 — 0 it 5 (6.8)
= S I U VU S ——
B (z4+21)2 " (z+m)2 2 (z—m2  (z—2m)?
et

\

v LA LA
\ T / \% / (6.9)

1
= ...— (z+27r) _(z+7T)2 +§ - (z—7r)2 (2 — 2m)?

—+...
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Notre but estde démontrercesformules.Toutd’abordremarquonsjuelesséries(6.6) et (6.7)
ne corvergentpassansautreprécision(série harmonique) Pourdonnerunesensa cesformulesil
fautgrouperensembldestermes(z + km)~! + (2 — km)~!t = 22/(2? — k*7?).

Pourunefonction méromorpheavec pole ¢; nousnotonspar /;(z) la partie principale dans
le developpementle Laurentautourde c; (c.-a-d., les termesavec indicesnégatifs). Pourune
courbefermée~ autourdel’origine, nousnotonspard(y) la distancede al'origine etpar L(~)
salongueur

Théoreme6.4 (Mittag-Leffler) Soit f(z) méromorphedans' avecpolescy, cs, cs. . .. (¢; # 0).
Consiceronsunesuite{v;} decourbesferméescontournant’origine etsatisfaisantd(vy;) — oo
pour k — oo et L(vy)/d(vx) < C, surlesquelles

lf()| <M pour z € v, et k=1,2,3,.... (6.10)
Alorsona
J@) = J0)+ Tim > ((2) = 4(0)) = £0)+ D (¢5(2) = 4(0) (6.11)
cielnt () j=1

ou Int () désignd'int érieurdela coubevy;.
Sicy = 0 estunpdlede f(z), il fautremplacerf(0) dansla formule(6.11)par /(=) plusle
termeconstantdansle développemernde Laurentautourdecy = 0.

&&&\

i

FiG. III.6: lllustrationdela preuwe du “Théo®mede Mittag-Leffler” pour f(z) = cot z

Démonstation. Cethéoemeestuneversionsimplifieedu cekebre
théoeme de Mittag-Leffler, qui fut publié dansActa Math.vol. 4,
1884.

Commelessingulariesde f(z) sontisolees,l n’y agqu’'unnom-
bre fini despbles a l'int érieur de ~, (voir Fig.111.6). L'idée est
d’enlever cessingularieset de consicererla fonction

@)= > 42

cjelnt ()

qui estholomorphedansunvoisinagede Int () (voir Fig.lll.7). La
formuleintégralede Cauchydonnealors

(O = . eintn G(€)
Z 0, / selnt ()

cgelntm) ¢=2

%ﬁ?}‘—;gj,/

=5 ¢ (6.12)

pour z danslintérieurde ~, et différentde pbdles. Dans cette situation, la fonction g](g) =
0;(¢)/(¢ — z) posdelespdles:z etc; avecrésidusRes(g;, z) = ¢,(z) etRes(g;, ¢;) = —{;(z).
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5%§,

FIG. 1Il.7: Courbesdeniveaupourla valeurabsoluede f(z) = cot z — 35_ £;(z)

Le theoemedesrésidusdonnealorsque

1 219
%Lkgjdg_o (6.13)

etla formule(6.12) (appligteeunefois pour z etunedeuxiemefois pourz = 0) impliqueque

1 7 1 1 1 f(Q) =
f(z) = £(0) = li(2) =4;(0) = o= | [(O\7— — = )dC == | z7——d¢.
chInZt('Ykg ) 2mi /7’“ (C - <> 2mi Jy, C(C — 2)

Nousmajoronscettederniereintégraleenutilisant (6.10)) et I’hypothesesur+;, ce qui donne

_ 0y — (2 0. M 2| L(w) M|z C
e - 50 cje%t:(vkggj( ) 60)] < 27 d( i) d( 7k, 2) = o d(x, )

(6.14)

ou d(~, z) estladistanceminimaleentrez etla courbey,. Pourz fixé, cettedistancetendvers
l'infini pourk — oo etla majorationdans(6.14)tendverszeéro.

Dansle casou l'origine estun pdle dela fonction f(z), on appliquecettedémonstratiora la
fonction f(z) — ¢y(z) qui estholomorpheprésdel’origine. |

Exemple6.5(formules d’Euler) Consicronsla fonction f(z) = cot z (voir la formule (6.6)).
Pourla courbey;, nousprenonde borddu caré avecsommetsk + 1/2)n(+£1 + 7). Onad(y;) =
(k+1/2)Tr — oo et L(;) = 8d(+x). Lafonction f(z) peutétremajoreeal’aide de

|2

| cos(z + iy)|*> = cos® z + sinh? y, | sin(z + 4y)|* = sin® z + sinh?® y.

Sur les partiesverticalesde v, ona |f(z)| < 1 etsurles partieshorizontales f(z)| < /2 car
|sinhy| > 1 pour|y| > 37/2. Laformule (6.11)du Théo®emede Mittag-Leffler implique alors

que
corz——+z(< - )L +.i>):_+z

z+gm  gm zZ—Jm T

—J 7T2
cequijustifie d'une partla formule (6.6). D’'autre part,enmultipliant cetteformule par z, la série
devient (avec 1%, = 372, q")

22

z-cotz:l—Qi _1—222 2,%%: i@%l) 222k. (6.15)

j=1 _j27T2 j=1k= 1-7 Jj= 1-7
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Cettesérie,compaeea (1.9.5), donnelesformules

— 1 _ k—1(27r)2k

Zj% = (=1 2(2k)!

j=1

Boy pour k=1,2,3,..., (6.16)
I'un desplusformidablestriomphesd’Euler. Mémele cask = 1 fut uneénigmepourLeibniz et
Joh.Bernoullipendanun demi-secle(plus préci€ment:de 1673a1740).

La formule (6.7) peutétrejustifiee de la mémemanire. Pourla fonction f(z) = 1/sin?z
(voir la formule (6.8)) on adespdlesd’ordre2 etle Théoemede Mittag-Leffler donne

Si11122 - %+ % * i(((z +1j7r)2 B (j71r)2) * ((z —1j7r)2 B (j71r)2))'

j=1

En utilisant la formule (6.16) pour & = 1 et B, = 1/6, les termesconstantss’annulentet on
retrouwe la formule (6.8). La formule (6.9) peutaussiétrevérifieede cettemankire.

I1I.7  Principe del'ar gument

A l'aide du theoemedesrésidusnousdémontronsci le célebre“principe de l'argument”. La
premireapplicationdeceprincipeestduea Riemann(1859,Werke p. 148, pourestimere nombre
de zérosde sa“fonction ("), unedeuximepar E.J. Routh (1877,dansun travail surla stabilite
d’'un syséme).

Théoreme7.1 (Principe deI'ar gument) Soit U un domaineétoilé et v la courbefermée par-
courant OU dansle senspositif. Si f(z) est méromorphedansun voisinage de I'adhérence
U = U U AU etsanszéro ni pblesur~, alors

1 IQ g g
3w | i =200 = PU) (7.1)

ou Z(f) et P(f) sont, respectivemente nombe de zéros et le nombe de pdlesde f(z) a
I'int érieur de~y, compésavecleur multiplicité.

Démonstation. La fonction f(z)/f(z) estméromorpheet posededespdleslaou f(z) estsoit
zérosoitinfinie. A I'aide de (4.2),on voit que

si f(z)=(z—¢c)"g(2), g(c)#0 alors Res(f/(z) : c> =m

f(2)
: 9(2) (f’(»‘c“) >
Si z2) =——""5—, g(c)#0 alors Res ,¢) =—m.
Le théoremedesrésiduspour cettefonctiondonnel’affirmation (7.1). m|

Inter prétation géométrique du principe de I'ar gument. Le quotientf’(z)/ f(z) estla dérivée
delog(f(z)). Aussilongtempsquela valeurde f(z) restedansun domaineou log w estdéfinieet
analytiquepnatrouve uneprimitivede f'(z)/ f(z) etparcongquenbna

J'(€
[ 2 4~ 10g(£(341) — toa(£(0) (7.2)
v f(C)

ou v; = 7|,y dénoteune partie de la courbey. Sion veutappliquercetteformule a la courbe
entiere~, il fautinterpeterlogw commefonction multi-valuée. Néanmoinda partie réelle de
log w (qui estlog |w|) estle mémepourw = f(vy(1)) = f(v(0)) (la courbey estfermée). Ainsi
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FiG. 111.8: Le principedel’argumentpourlafonction f(z) = sin(z/2)/(e** — b)

/ J}EES A¢ =log(f(v(1))) —log(f(+(0))) = i(are(f(2(1)) — ara(f(+(0)))). ~ (7:3)

Ceciestunmultiple entierde 27 etcomptele nombredetoursqu’effectuele vecteurf(z), quand
z parcourty dansle senspositif.

Exemple Dansla Figurelll.8 sontdessislesvecteursf(z) attaclesaupointz pourla fonction
f(z) = sin(z/2)/(e** —b) oua = 1.75 etb = 11.4. Cettefonction posededeuxzéros(z = 0
etz = 2x) etdeuxpdles(z = (Inb)/a etz = (Inb + 2ir)/a &l'intérieurdu cheminy. On peut
obsenrer quel’entier (7.1) vaut0 pourlescourbesyy, 71 ety,, il vaut—1 pour~; etdenouweaul
pourla courbey.

Ce theoemepos®ded’innombrablesapplications,entreautresle “théoemede Roucte” et
unen+ 1-emepreuwe du theoemefondamentatel'algebre.

Théoreme7.2 (théoremede Rouché) Soientf(z) et g(z) desfonctionsméromorphesdansun
ouvertU etsoity unecourbetelle quele principedel’ar gumenipeutétre appliqué. Si

[/ (2) —g(2)] <lg(2)]  pourtout z € 7, (7.4)

alors

Z(f) = P(f) = Z(g) = P(9)-

En particulier, quand f(z) et g(z) sontholomorphesalors ellesont le mémenombe de zéros a
l'int érieurde-.



66 Singulari€esetfonctionsméromorphes

Démonstation. Encongquenceale(7.4),lesfonctionsf(z) etg(z) n'ont ni zérosni pdlessur-.
Il existealorsun voisinagel” dela courbey ou le quotienth(z) = f(z)/g(z) estholomorpheet
tel que

|h(z) —1] <1 pour z € V.
Ceciimplique quela fonction Log (h(z)) estbien définie dansV et qu’elle estune primitive de
W' (z)/h(z). Pourla courbefermée~ on obtientdonc [ h'(z)/h(z)dz = 0. L'égalie h'/h =
f'/f — ¢’/ g etle principedel’argumentpermettentle conclure. 0

Donnonsencorequelquesapplicationgypiquesde cerésultat:

¢ Unedémonstationduthéoremefondamentatlel’algébre. Soitp(z) = a,,z"+. ..+ a1z +ag
un polyndme de degréen. Surun cerclede rayon R (avec R suffisammentgrand)on a
Ip(2) —a,2"| < |a,z"|. Le theoemedeRoucteimpliquequep(z) posedele mémenombre
de zérosdansDg(0) que g(z) = a,2" (c.-a-d., exactementn zéros,compgs avec leurs
multiplicités).

e Continuit deszérosd’un polymdme Soit p(z,\) = a,(N\)2" + ... 4+ a1(N\)z + ag(A) un
polyndmea coeficientsdépendantontinimentd’un parangtre A\. Si z = ¢ estuneracine
dep(z, \g) demultiplicité m, alorspoure et|\ — \o| assezetits,le polyndmep(z, ) am
racinesdansle disqueD.(c). CecisuitduthéomedeRoucte, caril existeund > 0 tel que

Ip(z, A) — p(2, Mo)| < d < |p(z, A\o)| pour |z —c|=ce.

Un d > 0 satishisantla deuxemeinégali€ existe, parcequeles zérossontisolés. La pre-
miereinégalie estduea la continuit descoeficients,si A estsuffisammenprochede ).

e Lemmede Hurwitz. Soit {f,(z)},>1 unesuitede fonctionsholomorphesianstU qui con-
verge localementuniformémentversunefonction holomorphef(z) (c.-a-d.,corverge uni-
formémentsur chaguesous-ensembleompactde U). Supposonsjue f(z) nes’annulepas
surle bord 9D, (c) d’'un disque. Alors, pour n sufisammentgrand, f,,(z) et f(z) ontle
mémenombrede zérosdansD,.(c). Pourla demonstratiorde ce lemmeon remarquejue

[fn(2) = F(2)| <d < |f(2)] surdD:(c).

1.8 Exercices

1. Calculerleslimites suvantesdans( (si ellesexistent)

2+ z -1 1
lim 2%+ 3z — 4, lim i lim — lim exp z, lim tan(—)

1m
2Z—00 200 22 — 3’ z—00 3z + 1’ 2Z—00 2Z—00 z

2. Lesquellesdesfonctionssuivantessontholomorphesiansunvoisinagede z = oc:

1+ 2
2—3z2’

sin z, exp(ﬁ).

3. Soit (¢,1,¢) un point de la sptere de Riemann,c.-a-d., £2 + n? + ¢? = 1. Calculersaprojec-
tion stereographique:y a partir du pdle nord (0,0, 1) surle plan passanpar |’ équateur Calculer
égalemensaprojectionzg a partir du pdle sud(0, 0, —1). Montrerque

2y -zs = L.

Cecimotive I étudedel'infini al'aide delatransformatiore — 1/=.
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i

FiG. I1.9: Fonctione/* avec singularig essentielleja valeurabsoluea gaucheet les lignesde
niveauavecvaleurskr (k = 0, =1, +2,...) dearg f(z) adroite.

4.

10.

11.

Pourla fonction f(z) = exp(1/z), démontremparun calculdirectquepourtoutw € €\ {0} etpour
toutp > 0 il existeunz € D,(0) avec f(z) = w (voir la Fig.lIl.9).

La fonction 6

J(z) = 2(z+1)(z —2)
estholomorphedans'\ {0, —1, 2}. Calculerlestrois développementsleLaurent:pour0 < |z| < 1,
pourl < |z| < 2etpour2 < |z| < co.

Lesfonctionssuivantespos&dentunesingularie aupointc = 0. Déciders’il s’agitd’unesingularie
supprimabled’un pdle (quelordre)ou d’'unesingularit essentielle:

3+z 1 sin z cos(1>. z

24(5 + 322)’ tan 2’ z z et —1—z—22/2

Pourla fonction f(z) = e~1/#*, demontremueleslignesdeniveaude| f(z)| etdearg f(z) sontdes
lemniscategvoir la Fig.111.4).

Rappel.La célebre“lemniscate’de Jac.Bernoulli estdéfinie par (22 + y?)? = a?(z? — y?) (voir
[HW, p.314,315et329).

Pourchacunelesfonctionssuivantesdétermineldes pdlesetlesrésidusencespoles:

2z +1 (z+1>2 sin z CoS z
22— z2-9 z—1/"

Enutilisantle theoemedesrésiduscalculerl’int égrale

z —z
/%dz
¥ z

ou ~ parcourtle borddu care desommetst2 + 2i dansle senspositif.

/Oo dx
oo T+ 224+ 1
Démontrerquepourdesentiersm, n satishisantd) < m < n

/'OO zm—1 w/n

227 sin z

Calculerl'intégrale

dx = .
o 1+4+zn v sin(mm/n)

o eiw/n

Indication. Considererle chemindela figure. am/n
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Singulari€esetfonctionsméromorphes

Soitp(z) un polyndmededegréen > 2. Démontrerquela sommedesrésidusdela fonction1/p(z)
estzéro.

Parla méthodedesrésidusmontrerque
/oo COS(CLI) dr — E e_a’ /27r cos 3t di — 1, /27r dt' _ 5_7T
o 1422 2 o H—4dcost 12 o (5—3sint)?2 32

Calculerl'intégrale
X cosx — 1
0 x

Indication. Utiliser lesmémesdéesquepourl’int égraledu type (5) dansle paragraphd|.5.

® logx
dx = 0.
/0 1+ 22 v

Indication. Prendreun chemincommedansl’intégraledu type (5) dansle paragraphdll.5 et
une déterminationdu logarithmequi estune fonction holomorphedans' privé de la demi-droite
d’argument—m /2.

Démontremque

Vérifierla formule

o0 1 log?a — log?b
/ L xzu pour Cl>b>0
o (z+a)(z+0b) 2(a —b)

Calculerlesintégralessuivantes

o0 dx  sin? (k) > logx
[t e, e s
0o x*+6x+13 0 x 0 (l‘ + 1)

Enapplicante theoemede Mittag-Leffler demontrerda formule

1 1 1
tan # = 22((71'/2)2 2 T Grap =2 G2 )

Endéduireque

11 1 1 w2

ﬁ+§+5—2+ﬁ+...=§.
Démontrerquetouteslesracinesdu polyndme f(z) = 27 — 523 + 12 sontsituéesentrelescercles
|z| = Let|z| = 2.
Indication. Appliquerle theomede Roucte avec g(z) = 12 surle petit cercleetavec g(z) = z”
surle grandcercle.

Soiif(z) holomorphesurle disqueunite U := D1 (0) etcontinuesurl’adhérencel etsupposongue

F(U) c U. Démontreralors(al'aide du theomedu Roucle) que f(z) = z posedeexactement
unesolutionz € U.

Soit f(z) unefonctionholomorpheet supposonsgjuele borddel’ensemble
A={zeC;|f(2)]>1}

soit parangtré parun chemin~(¢) ausenspositif. Rappelongjuead = +(t) estle vecteurtangenta
cettecourbeeti = —i 4(t) le vecteumormalorieng versl'extérieur

a) Expliquerpourquoiona 9dlog | f(z)|/07 < 0 danscettesituation;

b) En utilisantleséquationgle Cauchy—Riemanpourlog(f(z)), montrerque d arg f(z)/0d < 0.
c) Montrerque arg f(z) eststrictementécroissantelongde-y (dériver f(v(t)) = e* 22 f(v(1)),
Cerésultatestillustré dansla Fig. 111.10 pourla fonction

1+ 2(1 - 2a) +2%(1/2 — 2a + a?)
/(@)= (1 —az)?exp(z) )

(8.1)
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22.

23.

By

|
ps
AR

NS

FIG. [11.10: L'ensembleA = {z € €'; | f(z)| > 1} pourlafonction f(z) de(8.1).

Dansla Fig. l11.10! sontdessislesvecteursf(z) attactesaupoint z = ~(t) surla courbequi décrit
le borddel'ensemble A = {z € C'; |f(z)] > 1} (pourlafonction f(z) de (8.1)). Uniquement
en regardantcettefigure, décidercombiende zérosou pdles sontdanschacunedescomposantes

conneesborréesde A etde A°.

En utilisantle theoemede Roucte, demontrere résultatsuvant qu’on appelleaussile “lemme de
Zarantonello™:soit |c| > r etsoitp(z) un polyndmededegré k satishisantp(c) = 1. Alors,ona

max [p(2)] > ()

|z|=r ||

Indication. Compareta fonction f(z) = (z/c)* — p(z) avecg(z) = (z/c)".

Cettefigure estprisedu livre “Solving OrdinaryDifferential Equationd!” deHairer& Wanner



