
Chapitr e III

Singularit éset fonctionsméromorphes

“Les singularit́essontextrêmementimportantescaron peutentirer quelquechoseenanalyse
complexe, cettebranchedesmath́ematiquesqui étudieles fonctionsdéfiniessur un domaine
du plancomplexe ����� ” (www.techno-science.net, Astrophysique)

Desfonctionsreéllesavec dessingularit́esnoussont familières(coursAnalyseI), par exemple,�����
, �	��
 ����� , � ���
�� ������� , etc. Pour des fonctionscomplexes, l’ étudedessingularit́es est très

différenteet on peut obtenir desclassificationsintéressantesqui ne sont paspossiblesdansle
casréel.Lessingularit́esjouentun rôle importantdansle calculdesintégrales(résidus).

III.1 Le point à l’infini et la sphèrede Riemann

Dansle casréel, il estfréquentde“compactifier” l’axe enajoutantun point ��� et un deuxìeme
point ��� ; en géoḿetrieprojective, on introduit une“droite à l’infini”. En analysecomplexe, il
estplusnatureldeconsid́erertout l’infini commeun seulpoint.

Unepremìeremotivationpourcetteconventionsontles fonctionsrationnellescomme
�����

, la
transformationdeCayley (I.2.7) ou celledeJoukovski (I.2.10). On voit, parexemple,enFig.I.6,
que les deux “tachesblanches”,repŕesentantl’extérieurde la figure d’à côté, se rapetissentau
point

�
, si l’on imagineque l’extérieurs’agrandità l’infini. Donc, le “point

�
” correspondau

“point � ” parcetteapplication.
Unedeuxìememotivationestfournieparla projectionst́eréographique(Fig.III.1), qui projette

unesph̀ere ��� à partir du “pôle nord” � surun planparall̀eleà l’ équateur. Elle estbijectiveentre
le planet la sph̀ere,sansle point � . Cepoint � correspondjustementau“point � ” duplan.Cette
identificationde �� � ��"!$# �"% avecunesph̀ereestconnuesousle nomsph̀eredeRiemann.
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FIG. III.1: Projectionst́eŕeographique
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On sait depuisl’Antiquit é (Hipparchus,Ptolemaios)quecetteprojectionpréservelescercles
(coursGéoḿetrieI, voir aussiFig.III.1). Sṕecialementintéressantenanalysecomplexeestle fait
(connudepuisle 17èmesiècle,Halley 1696)quela projectionst́eŕeographiquepréservelesangles,
c.-à-d.,elleestconforme. Celaestdû aufait quechaquerayondeprojection� & � traversele plan
tangent

& '
sousle mêmeangleque le plan de projection

' �
(voir Fig.III.1, à droite: on a(.) � (/- , car

' �
estparall̀eleauplantangent̀a � , puis (*) � ( � et ( � � (,+ , donc (,+ � (/- ).

Les propríet́es d’un point complexe ou d’une fonction complexe en un point peuvent être
étenduesaupoint � à l’aide del’application

�102 ���3�
qui envoie � aupoint 4 .

C’estainsiqu’onpeutdéfinir qu’unesuite
# ��5 % convergevers le point � , c.-à-d.,

6 ��7598;: ��5 � �"< (1.1)

si la suite
# ������5 % convergevers 4 , c.-à-d.,si pour tout =?>@4 il existe A tel que B ���3��5 BDC = pourEGF A (ou, en posantH � ��� = , si pour tout HI>I4 il existe A telque B ��5 B�>JH pour

EKF A ).
La suitesur la sph̀eredeRiemannqui correspond̀a unetelle suitedans �� , convergeversle pôle
nord � . Parexemple,la suite 43<	L�<9�NMO<9�NP�LQ<�RO<�S�LQ<9�NTO<9�NU�L�<�V3<9W9W9W convergevers � dans �� . La suite4 , � � , M , �NP , R , �NSO<9W�W9W convergeaussivers � dans �� , maiselle neconvergepasdansX H .

Si unefonctioncomplexe YZ� ��� estdéfiniepour B � B3>[H , ondénote

YZ�\� �Z] � 6 ��7^ 8_: Y`� ��� � 6 ��75a8_: YZ� ��5b� pour
# ��5 % satisfaisant

6 ��75a8_: ��5 � �
si cettelimite existeet nedependpasdela suite

# ��5 % . Aveccettenotationon peutdéfinir qu’une
fonction YZ� ��� estholomorphe(analytique)aupoint � , si la fonction YZ�dc �e] � YZ� ��� c � estholo-
morphe(analytique)aupoint c � 4 . La fonction YZ� ��� � ���3� pour laquelle YZ�fc � � c estalors
holomorpheen � . La fonctiondeCayley YZ� ��� � � � � ���� � � � ��� satisfait YZ�\� � � � et elle est
holomorpheen � carla fonction YZ�dc � � Y`� ��� c � � � � �gc �� � � �Gc � estholomorpheen c � 4 .

III.2 Le développementdeLaur ent

“L’extensiondonńeeparM. Laurent ����� nousparâıt dignederemarque.”
(Cauchy1843,voir Remmert1991)

Si unefonctionholomorphetendversl’infini oucessed’êtreholomorphedansunerégion,onpeut
néanmoinssauver la série entìere, à conditiond’admettre aussidespuissancesnégatives. Cette
extensiona ét́e présent́eeparP.A. Laurent(1813-1854,ingénieurde l’armée)à Cauchy, qui ena
parĺe à l’Académie(voir citation),maisqui nel’a pastrouvée“digne” depublication.

Théorème2.1 Soit YZ� ��� unefonctionholomorphedansun ouvertqui contientla couronnecircu-
laire

�Zhai j �lk �m] �n# ��o ��qp�r CsB � �"k3B�Cut,% . Alors,pour
�1o �Zh9i j �\k � on a

YZ� ��� � W9W9Wb� vxw �� � �"k � � � vxw
)� �"k � vay � v ) �

� �zk � � v � �
� �"k � � �zW�W9W �

:
59{
w
: v
5 � � �"k � 5 (2.1)

où

v
5 � �
M�|}L ~

YZ�\� �
�l���"k � 59� )`� ��<

E � W9W9W3�zP3<9��M3<9� � <�4O< � <�MO<�PO<9W�W9W (2.2)

estla mêmeformuleque(II.6.2),maisaussivalableici pourles
E

négatifs.Lechemind’intégration
est ���d� � � k*�q������� , � o"� 4O<�M�|Z� avec

r C���C�t (lesvaleurs
r�� 4 et t � � sontadmises).

La série
5a�
y v
5 � � ��k � 5 convergepour B � ��k3B3Cut , et la série

5��
y v
5 � � ��k � 5 pour B � ��k3B3> r .
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FIG. III.2: PreuveduThéor̀emedeLaurent

Démonstration. Nous suivons de très près les idéesde la démonstrationdu Théor̀emeII.6.1
de Cauchy–Taylor qui estbaśeesur la formule inégrale(II.5.1) de Cauchy. Commela couronne�Zhai j �lk � n’estpasun domaineétoilé,on nepeutpasdirectementappliquercetteformuleintégrale.
On estalorsobligédediviserla couronneenplusieurspartiesétoilées(voir la Fig.III.2).

Pourun
�

fixé à l’int érieurde la couronne
�Zhai j �lk � nouschoisissons�b<9�G>�4 et ��C � tels

que
r CJ��CJ� � �� ¡B � �nk3B} ¢���qC£�qC£t et nousconsid́eronsles chemins�¤���f� � � k¥�¦�§����� ,���¨�f� � � k*�©�¨� �ª� et

� ) �f� � <�W9W9W�< �« �f� � , dessińesdansla Fig.III.2 pour ¬ � S . La formuleintégralede
Cauchy(II.5.1) appliqúeeauchemin

� ) , et le Théor̀emeII.4.2 appliqúe auxautres
�	

(notonsque
la fonction � 02 YZ�\� �� �\�®� ��� estholomorphedansl’int érieurde

�
pour ¯?°� � ) donnent

Y`� ��� �
�
M�|}L ±Q²

YZ�\� �
��� � � � et

�
M�|}L ±´³

YZ�l� �
��� � � �

� 4 pour ¯ � MO<�W9W9W�<	¬ . (2.3)

En additionantles intégralessur les
�

, la contribution dessegmentsreliant lescercles��� et ��� se
simplifie,eton obtient ± ² �GW9W9Wb� ±¶µ � ~�· � ~�¸ . Ainsi

YZ� ��� �
�
M�|�L ~�·

Y`�\� �
�;� � � �_�

�
M�|�L ~�¸

YZ�\� �� �z� � �xW (2.4)

La premìereintégraledans(2.4) peut êtretrâıtéecommedansla preuve du Théor̀emeII.6.1
et donnenaissanceauxtermesavec

E$F 4 dans(2.1). Commel’int égrantdesintégrales(2.2) est
holomorphedansla couronne,le chemin ��� peut êtredéplaće librementvers � sanschangerla
valeurdel’int égrale.

Pourla deuxìemeintégrale,nouséchangeons�1¹ � dans(II.6.3), ainsila sériedevientconver-
gentepour Bº���"k�B�C»B � �"k�B . Celadonne�

� �"�
� �
� �"k �

�;�"k
� � �zk � � �zW9W9W¨�

�l���"k � 5
� � �"k � 5a� ) �

�\�;�"k � 5a� )
� � �"k � 5a� ) � � �z� � < (2.5)

et inséŕe dansla deuxìemeintégralede(2.4)créelestermesavec
E C 4 . Le restepeutêtreestiḿe

dela mêmemanìere,car Bº���"k�B � B � �zk�BO n�NC � pour � sedeplaçantsurle chemin��� .
L’in égalit́edeCauchy(voir (7.1))

B v
5 B� 

¼ �f� �
� 5 avec

¼ �d� � � 7¾½�¿À ^ w3Á À
{ � BºYZ� ��� B (2.6)

(
r C���C¦t ) restevalablepourles

E
positifset négatifs.
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Exemple2.2 Consid́eronsla fonction YZ� ��� � ��� � � � � � � etcherchonsle développementdeLau-
rentautourdupoint k � 43W�R_�©43W�TÂL . Pourcalculerlescoefficients,lesformulesintégrales(2.2)ne
sontpastoujourspratiques.On essayeraplutôt d’utiliser dessériesdeTaylorconnues.

La fonction YZ� �b� � ��� � � � � � � estholomorphepartoutsaufaupoints Ã_L qui sontà distancerÅÄ 4OWfS3T3T et t Ä � WfT3S de k (voir la Fig.III.3). Pourcalculerle développementdeLaurentdansla
couronneentrecesdeuxrayons,nousdécomposonsla fonctionenfractionssimples,

YZ� ��� �
�

� � � �
� �
M�L

�
� �qL �

�
�®L*� � W (2.7)

On suit la démonstrationpréćedenteet on remplacelesdeuxfractionssimplespar lesdeuxséries
géoḿetriques(2.5) et (II.6.3), une fois avec � remplaće par L et l’autre fois par �_L , en faisant
attentionà la convergence.Ainsi, on obtientpour(2.7)�
� � � �

� �
M�L W�W9W��

�fL.�zk � �
� � �"k � + �

L��"k
� � �zk � � �

�
� �©k �

�
�®L.�"k �

� �"k
�l�_L.�zk � � �

� � �"k � �
�l�_L.�zk � + �zW9W�W W

La valeurabsoluedecettesérietronqúee( ��M3R�  E   M3R ) peutêtreadmiŕeeenFig.III.3.
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FIG. III.3: Domaineet modulede ÃNM3R termesd’unesériedeLaurentpour
��� � � � � � � .

III.3 Singularit ésisolées

Si unefonction YZ� ��� estholomorphedansun disqueépoint́e (tÆ>[4 )ÇÆÈj �\k �Z] �n# ��o ��Ép 4�C»B � �"k�B�Cut,% � Ç j �lk ��Ê # k�%O< (3.1)

nousappelonsk unesingularité isolée. Le but de ce paragrapheestde classifierles singularit́es
isoléeset d’étudierlesfonctionsholomorphesprochesdeleurssingularit́esisolées.

Le disqueépoint́e
Ç Èj �lk � estunecouronne

�Zh9i j �lk � avec
rË� 4 . On peutdoncappliquerle

Théor̀eme2.1et consid́ererle développementdeLaurent

YZ� ��� � W�W9Wb� vxw �� � �"k � � � vxw
)� �"k � vay � v ) �

� �"k � � v � �
� �"k � � �zW9W9W �

:
5a{
w
: v
5 � � �"k � 5

pour
��o Ç Èj �\k � . Ondistinguelestroispossibilit́essuivantes:

1. singularitésupprimable, si v
5 � 4 pourtout

E CÌ4 ;
2. pôled’ordre ÍÎ>[4 , si v

5 � 4 pour
E C[�®Í , mais vxw3Ï °

� 4 );
3. singularitéessentielle, si unnombreinfini de v

5
avec
E C[4 sontnonnuls.
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1) Singularit éssupprimables
Unesingularit́esupprimables’appelleaussisingularit́evirtuelle. Commele théor̀emesuivantnous
montre,il nes’agit pasd’unevraiesingularit́e.

Théorème3.1 Soit YZ� ��� holomorphedansun disqueépoint́e
Ç Èj �\k � . Lespropositionssuivantes

sontéquivalentes:

1. YZ� ��� poss̀edeunesingularitésupprimableen k ;
2. YZ� ��� seprolongeholomorphiquementaudisqueentier

Ç j �\k � ;
3. la limite

6 ��7 ^ 8 Á Y`�
���

existedans �� ;
4. YZ� ��� estbornéeau voisinagede k .

Démonstration. L’implication � ���mÐ �lM � suitdudéveloppementdeLaurentenposantYZ�\k �Z] � v�y .La condition(2) entrâıne(3),carchaquefonctionholomorpheestcontinue.L’existencedela limite6 ��7 ^ 8 Á Y`�
��� �

v impliquequepour tout
�

dansun voisinagede k la valeurde YZ� ��� estprochede

v
o �� , donc �lP �mÐ �ÑR � .

Il resteà démontrer �lR �ÒÐ � ��� . Si BÓYZ� ��� BÔ  ¼ y dansun voisinagede k , alors
¼ �d� �Ò] �7¾½�¿ À ^ w3Á À

{ � BÓYZ� ��� B�  ¼ y . Par conśequent,les inégalit́esde Cauchy(2.6), pour � 2 4 , montrent
que v

5 � 4 pourtout
E CÕ4 . Ainsi, le développementdeLaurentdevientunesérieentìere.

2) Pôles
Si YZ� �b� poss̀edeun pôle d’ordre Í en k , on peutmettreenévidencele facteur � � �Ìk � w3Ï dansle
développementdeLaurentet onobtient

YZ� ��� � � � �"k � w3Ï vxw3Ï � vxw3Ï
� ) � � �"k � � vxw3Ï

� � � � �zk � � �zW9W9W W (3.2)

Théorème3.2 Soit YZ� ��� holomorphedansun disqueépoint́e
Ç Èj �\k � . Lespropositionssuivantes

sontéquivalentes:

1. YZ� ��� poss̀edeen k un pôled’ordre ÍÎ>[4 ;
2. YZ� ��� � � � �"k � w3Ï`Ö � ��� où Ö � ��� estholomorphedansle disqueentier

Ç j �\k � ;
3. la limite

6 ��7 ^ 8 Á Y`�
��� � � existedans �� .

Démonstration. Les implications � ���1Ð �lM �1Ð �lP � sontuneconśequenceimmédiatede (3.2).
Supposonsmaintenantque

6 ��7 ^ 8 Á YZ�
��� � � . La fonction YZ� �b� estalorsnonnulle dansun voisi-

nagedu point k et l’inverse×�� ��� � ��� YZ� ��� estbiendéfinieet holomorphedansun disqueépoint́eÇ È� �lk � avec 4ÆC[�? Ët . Comme
6 ��7 ^ 8 Á ×.�

��� � 4 , on déduitdu Théor̀eme3.1 que ×�� ��� estholo-
morphedansle disqueentier

Ç �3�lk � et que ×.�lk � � 4 . Par conśequent,×.� ��� � � � �Ék � Ï × y �
���

avec
un Í >Ø4 et avec × y �lk

� °� 4 . La fonction Y`� ��� � ��� ×�� �b� poss̀ededoncun développementde
Laurentdela forme(3.2).

Un pôle d’ordre Í esttypiquementpré-
sentdansunquotientY`� ��� � Y ) � ���� Y � � ��� de
deux fonctionsholomorphesoù Y ) �\k � °� 4
et le dénominateurY � � ��� poss̀edeun zérode
multiplicité Í en k .

Uneillustrationestdonńeepour la fonc-
tion
�3� �l� ^ � ��� , qui poss̀ededespôlessim-

ples en k � ÃNM�L´| E , E °� 4 et une singu-
larité supprimableen k � 4 . La figuremon-
tre la valeurabsolueau-dessusdu domaine� ��VO<�V3�¶Ù � � � T3< � T3� .
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3) Singularit ésessentielles
Dansle casd’unesingularit́eessentielle,le comportementde Y`� ��� , quand

�
serapprochede k , est

caract́eriśe parle théor̀emesuivant.

Théorème3.3(Casorati 1868,Weierstrass1876) Soit YZ� ��� holomorphedansun disqueépoint́eÇ Èj �lk � . Lespropositionssuivantessontéquivalentes:

1. YZ� ��� poss̀edeen k unesingularitéessentielle;
2. pour tout � avec 41C¦�� ©t , l’ensembleYZ� Ç È� �\k �� estdensedans �� ;
3. la limite

6 ��7 ^ 8 Á Y`�
���

n’existepasdans �� .

Démonstration. L’implication �lM �ÚÐ �lP � estevidentecar, aucasoù
6 ��7 ^ 8 Á YZ�

�b� �
v
o �� existe,YZ� ��� estprochede v si

�
estprochede k et YZ� Ç È� �\k �� nepeutdoncpasêtredensedans �� .

Si la limite
6 ��7 ^ 8 Á YZ�

���
n’existepasdans �� , le point k nepeutpasêtreunesingularit́e sup-

primableni un pôle. Donc,l’implication �ÑP �mÐ � ��� estvraie.
Pourdémontrer � ����Ð �ÑM � , supposonsque k estunesingularit́e essentielleet (par l’absurde)

qu’il existe ��>[4 tel que YZ� Ç È� �\k �� n’estpasdensedans �� . Il existealors v
o �� et =Û>[4 telsqueBÓY`� ��� � v B

F = pourtout
�1o Ç È� �\k � . Cecinouspermetdeconsid́ererla fonction

Ö � ���Z] �
�

YZ� �b� � v
c.-à-d. YZ� �b� � v �

�
Ö � ��� W (3.3)

Elle est holomorpheet borńee ( B Ö � ��� BÔ  ��� = ) dans
Ç È� �\k � . D’après le Théor̀eme3.1, Ö � ��� se

prolongeholomorphiquement̀a
Ç �3�lk � . Si Ö �lk � °� 4 , alors

��� Ö � �b� estholomorphedans
Ç �3�lk � et si

Ö �\k � � 4 (zérodemultiplicité Í ), alors
��� Ö � ��� aunpôled’ordre Í en k . Onendéduit(voir (3.3))

que YZ� �b� estholomorpheou que YZ� ��� a un pôle d’ordre Í en k . Ceci contreditle fait que Y`� ���
poss̀edeunesingularit́eessentielleen k .

UneillustrationestdonńeeenFig.III.4, pourla fonction

� w )ÝÜ ^�Þ � � �
�
� � �

�
M � - �

�
T ��ß �

�
M3R ��à1á W�W9W

unefonction qui, dansle casréel, estsi aimable(voir [HW, p.253]). Les deuxtoursqui appa-
raissentformentunesingularit́e, les lignesdeniveaude BºYZ� ��� B sontdeslemniscates(Exercice7).
L’argumentde YZ� ��� se comportebeaucoupplus violemment,avec une infinité de rotationssur
chacunedeceslemniscates.La validitédu Théor̀emedeCasorati–Weierstrassestévidenteici.

−.4 .0 .4

−.4

.0

.4

FIG. III.4: Fonction � w )ÝÜ ^ Þ avecsingularit́eessentielle;la valeurabsoluèa gaucheet leslignesde
niveauavecvaleurs

E | (
E � 4O<9Ã � <9ÃNMO<9W9W9W ) de ½3âãÚYZ� ��� à droite.
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III.4 Théorèmedesr ésidus

“ r ésidu [ré-zi-du] n.m. (du lat. residuus, qui estdereste).Cequi reste����� ”
(LarousseDictionnaireUniversel)

Le Théor̀emedesrésidusgéńeralisele théor̀emedeCauchyII.4.2 auxfonctionsayantdessingu-
laritésisoléesà l’int érieurduchemind’intégration.Il fut pourCauchyl’instrumentprincipalpour
trouverdesvaleursd’intégralesdéfinies.

Définition 4.1 Soit YZ� ��� holomorphedansundisqueépoint́e
Ç Èj �lk � . La quantit́e

v�w )
� �
M�|�L ~ YZ�l�

� � � � ] Res�\Y�<9k � (4.1)

où �¥�d� � � k¥�©�¤����� pour 4ä »�å ¢M�| et 4ÒCæ�GCæt , estappeĺee le résidude YZ� �b� au point k
(c.-à-d.la seulechosequi restede YZ� ��� apr̀esintégration).

Le résiduestle coefficientde � � �"k � w ) du développementdeLaurent.On peutle calculerpar
développementenséries.Pourdespôlessimples,on a lesformulescommodes

Res�\Y�<9k � � 6 ��7^ 8 Á �
� �zk � YZ� ��� et Res�\Y�<9k � � Y ) �\k

�
Y¤ç� �\k � (4.2)

si Y`� ��� � Y ) � ���� Y � � ��� avec Y ) �\k � °� 4 et si Y � � �b� poss̀edeunzérosimpleen
� � k .

Si k estunpôled’ordre Í de Y`� ��� , onposeÖ � ��� � � � �¦k � Ï Y`� ��� . Alors, le résidude YZ� ��� en k
estle Í©� � -ièmetermedela sériedeTaylor de Ö � ��� , c.-à-d.

Res�lY¤<9k � �
�

�dÍI� ���	è Ö�é Ï¥w
)¶ê �\k � W (4.3)

Théorème4.2(Cauchy 1826) Soit ë un domaineétoilé et � unecourbeferméeparcourant ì/ë
dansle senspositif. Soit YZ� ��� holomorphedansun voisinage de l’adhérence ë � ë ! ì,ë , à
l’exceptiond’un nombrefini desingularitésisoléesk ) <�k � <�W9W9W�<�k 5 dans ë . Alors,�

M�|}L ~ Y`�\�
� � � �

5
 { ) Res�\Y�<9k  � W (4.4)

Démonstration. La preuve est très similaire à celle du Théor̀emeII.5.1 (formule intégralede
Cauchy).La seuledifférencerésidedansle fait quenousavonsmaintenantplusieurs pointssin-
guliersà contournerpar de petitscercles(voir Fig.III.5). Commeauparavant, celamarchesans
autrecomplicationsi le domainededéfinition estétoilé. On projettelessingularit́esversle bord

k )
�_í )
k �

�_í �

k +
�_í +

�

�

FIG. III.5: Preuvedu théor̀emedesrésidus
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et on appliquele Théor̀emeII.4.2 deCauchyà un chemin� È qui comprend� , lescerclesautour
dessingularit́eset lesconnections.Lesintégralessurlescheminsalleret retourdisparaissent,il ne
resteque

~ YZ�l�
� � �_�

5
 { ) î ³ YZ�\�

� � � � 4 (4.5)

où les í  sontlescerclesqui contournentlespointssinguliersdansle senspositif. On obtientla
formule(4.4)enremplaçantlesdernìeresintégralespar(4.1).

Si unefonction Y`� ��� estholomorphedansun domaineë et si
�Ûo ë estun point fixé,alorsla

fonction
Ö �\� � � YZ�l�

�
��� � (4.6)

poss̀ede
�

commeseul point singulier avec Res� Ö < ��� � YZ� ��� (voir (4.2)). Dans ce cas, le
Théor̀eme4.2desrésidusdevient la formuleintégraledeCauchy(II.5.1).

III.5 Calcul d’int égralespar la méthodedesr ésidus

“La théoriedesrésidusseprêteavecunemerveilleusesimplicité à la recherchedesintégrales
définies,et voici comment:” (H. Laurent,ThéoriedesRésidus, 1865)

Noussommesmaintenantderetourà la toutepremìeremotivationdeCauchypourentreprendreses
recherchesenanalysecomplexe,àsavoir la justificationetla géńeralisationdescalculsd’intégrales
entreprisparEuleret Laplace.

“L’art” detrouver desintégralesdéfiniesa ét́e cultivé tout aulong des18èmeet 19èmesiècle,
Dirichlet et Kronecker ont donńe descours(jusqu’̀a 6 heureshebdomadaires)sur le sujet. Au-
jourd’hui, il existedelonguestables(parex. cellesdeGröbner–HofreiterouGradstein–Ryshikqui
témoignentd’un travail incroyable)et desprogrammesinformatiques(par ex. Maple ou Mathe-
matica),qui “crachent”cesintégralesenquelquesmillisecondes.Mais,pourunespritscientifique,
il est,encoreet toujours,intéressantdevoir commentcestrésorsdu savoir ont ét́e trouvés.

L’id ée est très simple: on choisit une fonction YZ� ��� , on choisit un chemin � et on évalue
l’int égrale(4.4)encalculantlesrésidus;ensuiteon la partageenpartiesréelleet imaginaire,et on
trouve deuxformulesd’intégrales(dont uneestsouvent triviale). Discutonsquelquessituations
typiquesqui conduisent̀adesintégralesintéressantes.

1) Int égralesimpr opres. Consideronsdesintégrales:
w
: YZ� ��� � � k )k �k +

4

�

H��Hoù la fonction YZ� ��� n’a qu’un nombrefini de singularit́es
(aucunesurl’axe réel)et satisfait

6 ��7 ^ 8_:Å��ï YZ� ��� � 4 .
Commechemind’intégrationon prendl’intervalle réel

� ��He<9Hð� , suivi d’un granddemi-cercleH ï � �ª� , 4ñ z�_ z| (voir la petitefigure).Sousla condition
6 ��7 ^ 8_:Ò�;ï YZ� ��� � 4 , l’int égralesurle

demi-cercletendvers 4 pour H 2 � et on trouve:
w
: YZ� ��� � � � M�|}L

Im Áóòôby
Res�\Y�<9k 5¨� < (5.1)

où la sommeestsurtouteslessingularit́es k 5 de Y`� ��� dansle demi-plansuṕerieur.
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Exemple. Decettemanìereonobtient :
w
: � �� ß � �

� M�|
P

sansavoir besoinde calculerune primitive de la fonction YZ� ��� � ��� � � ß � ��� . En effet, les
singularit́esconcerńeessont k ) � �§õ÷öø , k � � L et k + � �úùÝõ÷öø . Les résiduscorrespondantssontk w
�5 � T par la deuxìemeformule de (4.2). Ainsi, Res�\Y¤<�k ) � � �Dû ùÝõÓöø � T , Res�lY¤<9k � � � �_L � T et

Res�\Y�<9k + � � � û õÓöø � T dontla sommeest �NM�L � T .
2) Int égralestrigonométriques. Pouruneintégraledela forme

�ýü
y
þ �lÿ��3�3��<��	��
m� � � �

on consid̀erele cercleunité �¥�f� � � � �ª� avec 4� "�¥ nM�| et on observeque

�ýü
y
þ �Ñÿ��3�3��<����
m� � � � � ~ þ

� � � w )M <
� � � w )M�L

� �
L � W (5.2)

Il suffit alorsdecalculerlessingularit́eset leursrésiduspourla fonctiondela deuxìemeintégrale
dans(5.2).Si

þ ���*<�� � estunefonctionrationnelle,l’int égrantde(5.2)estaussirationnel.
Exemple. On obtientlesformules(pour � o X H )

�ýü
y

� �� �zM��;ÿ����3�*��� �
� �
L ~

� �
� � �	� � � � �
� �b� � M�|� �
� � si B �.B�C � (5.3)

et �ýü
y

� ����uÿ��3�3� � M L ~
� �� � �uM�� � � �

� M�|� � � � � si �Æ> � W (5.4)

Pourle deuxìemeexemple,il y a un pôle k ) � ��� � � � � � � à l’int érieurdu cercleunité � de
résiduRes�\Y�<9k ) � � ��� �lM � � � � ��� .

L’int égrale �ýü
y

� �
����uÿ��3�3� � �

� M�|��
� � � � � ��� + si � > � (5.5)

nécessitele calculdu résidud’un pôle double. Pouréviter cela,on peutdériver l’int égrale(5.4)
parrapportauparam̀etre� .

3) Transformation deFourier. Il s’agitdesintégrales
impropresdela forme :

w
: Ö � ��� � ����� � � < k )

k � � )
� �

� +

�®� �où la fonction Ö � �b� n’a qu’unnombrefini desingularit́es(au-
cunesurl’axe réel)et satisfait

6 ��7 ^ 8_: Ö � ��� � 4 .
Commecheminnousconsid́eronsle bord du carŕe (voir la petitefigure) où �¦>¢4 et �Å> 4

sontsuffisammentgrandspourquetouteslessingularit́essoientdansl’int érieurdu carŕe. Notant¼ �d� �m] � 7¾½�¿ À ^ À � � B Ö � �b� B quiconvergeverszéropour� 2 � , l’int égralesur � � �f� � � �®���;La�f�§��� � ,� oz� ����<	�¤� peutêtremajoŕeepar(pour v >Õ4 )
~ Þ Ö �
��� � ��� ^ � �   ¼ �f�N�z� � � w � é � � � ê �d�e�z� �Ú2 4 si �e�z� 2 �"W

Pourl’int égralesur � ) �f� � � �Ú�qL\� , � o"� 4O<9�Ú�q� � on obtient

~ ² Ö �
��� � ��� ^ � �   ¼ �\� � �

� �
y � w �	� � �® 

¼ �l� �
v
� �z� w � é � � � ê  

¼ �\� �
v
2 4 si � 2 �

et l’int égralesur � + �d� � peutêtremajoŕeedela mêmemanìere.Ainsi nousobtenons
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:
w
: Ö � ��� � ����� � � � M�|}L

Im Á ò ôby
Res�lY¤<9k 5�� si v >[4 (5.6)

où YZ� �b� � Ö � ��� ����� ^ et la sommeest sur toutesles singularit́es k 5 de Ö � ��� dansle demi-plan
suṕerieur.

Exemple. On obtientalorssanscalculscompliqúesque,pour v >Õ4 et pour � o �� avec Re ��>Õ4 ,:
w
: � ������ �GL�� � � � M�|}L�� w ��� et

:
w
: � ������ �qL�� � � � 43W

Uneadditionresp.soustractiondecesdeuxintégralesdonnele formulesdeLaplace(1810):
w
: �,ÿ��3�a� v ���� � ��� � �

� � :
w
: � �	��
Â� v

���
� � ��� � �

� � |m� w ��� W
4) Transformation deMellin. Consid́eronsavec v

o ��
et 4�C Re v C

�
l’int égraleimpropre:
y Ö �

���l� � w ) � �
���

�®�¤�
où la fonction Ö � ��� n’a qu’un nombrefini desingularit́es(au-
cunesur l’axe réel) et satisfait

6 ��7 ^ 8 y Ö �
���� � � 4 ainsi que6 ��7 ^ 8_: Ö � ���Q� � � 4 .

Rappelonsque la puissance
� � esten géńeral multivaluéeet donńeepar

� � ��� ¿���� v 6 �3ã ��� .Pourobtenirunefonctionholomorpheil fautfixer unebranchedu logarithme.Nousconsid́erons6 �3ã � � 6 �3ãÔB � B	��L/½3âã � où l’argumentestchoisipourque 4�  ½�âã � C[M�| . Par le Théor̀emeI.8.2
la fonction

6 �3ã � et alors aussi
� � sont holomorphesdansle plan complexe privé de l’axe réel

positif. Pourun réel
� >[4 et pour

�ñ2��
, la limite d’en hautet celled’en bassontdifférentes;on

a respectivement
� � et �Q�ýü���� � � .

Pourdéfinir le chemind’intégration,nousprenonsun �Û>æ4 trèspetit et un �?>s4 trèsgrand,
et nousconsid́eronslesdeuxcerclesderayons� et � reliéspardessegmentshorizontauxproches
del’axe réelpositif (voir la petitefigure). Avec

¼ �f� ��] � 7¾½�¿ À ^ À { �`B Ö � �b�Q� � B , les intégralessurles
cerclespeuventêtremajoŕeespar

~�· Ö �
���� � w ) � �  nM�| ¼ �f� � et ~�¸ Ö �

���� � w ) � �   M�| ¼ �l� � (5.7)

et convergentverszéropour � 2 � et � 2 4 (parhypoth̀esesur la fonction Ö � ��� ). Le théor̀eme
desrésidusimpliquealorsque,dansla limite � 2 � et � 2 4 , ona:

y Ö �
���\� � w ) � � �z� �ýü����

:
y Ö �

���l� � w ) � � � M�|}L
5
 { ) Res�\Y�<9k  �

où k ) <9W9W9W�<9k 5 sontlessingularit́esde Ö � ��� et les résidussontcalcuĺespour YZ� �b� � Ö � ���Q� � w ) . En
utilisantle fait que

� �z� �ýü���� � ��� �ªü�� M�L/�	��
Â�f| v � cetteformuledevient:
y Ö �

���\� � w ) � � � � |m� w ��ü���	��
��d| v
�
5
 { ) Res�\Y�<9k  � W (5.8)

Exemple. Avec Ö � ��� � ��� � � � �b� onobtientla formule(pour 4�C Re v C
�
):

y
� � w )� � � �

� � |
�	��
��d| v

� <
carle résidude Y`� ��� � � � w ) � � � � ��� en k ) � � � est �l� ��� � w ) � � é � w )¶ê��! #" é w )¶ê � � é � w )¶ê ��ü � ��� �ªü�� .
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5) Une formule d’Euler. Pourdémontrer:
y
���
 �� � � � | M <

���
���

��®� ����nousposonsYZ� ��� � � � ^ �3� etnousconsideronslechemin
dela figureavec � petit et � grand.

Le petit demi-cercleest nécessairepour éviter le pôle à l’origine. L’int égralesur le grand
demi-cercle�¤�b�f� � � �¤� ��� , � oÉ� 4O<ó|Z� peutêtreestiḿeeà l’aide de �	��
m� F M�� � | sur

� 4O<	| � M3� par

~ ·
� � ^� � �   ü

y � w
�%$'&!( � � ��  M ü

Ü �
y � w �)$*&!( � � �¥  M ü

Ü �
y � w � � � Ü ü � � � | �

� �"� w �   | � W
Elle convergeverszérosi � 2 � . Commela fonction � � ^ �3� estholomorphedansl’int érieurdu
cheminfermé,uneintégrationsurcechemindonnepour � 2 �

w �
w
: ������ � � �GL üy �

� é!+  $ � � � $*&!( � ê � �*�
:
� ������ � � � 43W

L’int égraleaumilieu convergevers| si � 2 4 . Enéchangeant
�

par � � dansla premìereintégrale
et enutilisant �������z� w ��� � M�L/���
 � nousobtenonsla formulecherch́ee.

6) Encoredesint égralesimpr opres. Cherchons̀acalculer:
y YZ�

��� � �
où la fonction YZ� ��� n’a qu’un nombrefini desingularit́es(aucunesur l’axe réel positif, l’origine
incluse)et satisfait

6 ��7 ^ 8_:ä��ï YZ� ����ï 6 �3ã � � 4 .
L’id ée est de consid́erer la fonction Ö � ���g] � YZ� ���;ï 6 ��ã � et le mêmecheminque pour la

transformationde Mellin. Commedans(5.7) on démontreque l’int égralede Ö � ��� sur le grand
cercledisparâıt si � 2 � . Cellesurle petit cercleavecrayon � , peutêtreestiḿeecommesuit:

~ ¸ Ö �
�b� � �  ËM�|m� ï 7¾½�¿À ^ À { � BÓYZ� ��� B ï �B 6 ��ã ��B��uM�| � W

Elle converge aussivers zéro pour � 2 4 , car Y`� ��� n’a pasde singularit́e à l’origine. Pour
l’int égralesurle cheminentieril restealors(pour � 2 � et � 2 4 ):

y YZ�
��� 6 ��ã � � � �

:
y YZ�

��� 6 �3ã � �©M�|}L � �
et le théor̀emedesrésidusdonne :

y YZ�
��� � � � �

5
 { ) Res� Ö <9k  � W (5.9)

Exemple. Commeapplicationconcr̀ete,calculonsl’int égralesuivante::
y

� �� � � +
� M�| � P, W

Pourlestrois singularit́es k ) � � ��ü Ü + , k � � � � , k + � � w ��ü
Ü +

lesrésidusde Ö � ��� � 6 �3ã �3� � � � � + �
sont respectivement �®L´|_� � �zL � P ��ú� V , L\| � P et �NS�L\|;� � �"L � P ��ú� V . La formule (5.9) donnela
valeuraffirméedel’int égrale.
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III.6 Fonctionsméromorphes

“ -/.02143�5 , partie” et “ - 3�146 .7 , forme” (DictionnaireGrecFrançais,Hachette)

Lesfonctionsméromorphessontdesfonctionsqui ont presque(enpartie)la formedesfonctions
holomorphes.Plusprécisementona:

Définition 6.1(Briot–Bouquet 1875) Une fonction YZ� �b� est méromorphedansun ouvert ë , si
elle estholomorphedansë saufendespointsisolésoù elle peutavoir despôles.

Les fonctions méromorphesdansun domaine ë peuvent être additionńees,multipliéeset
dérivéessanssortir de l’ensembledesfonctionsméromorphes.L’avantagepar rapportaux fonc-
tionsholomorphesestquelesfonctionsméromorphespeuventaussiêtrediviséesentreelles.

Théorème6.2 Si YZ� �b� et Ö � ��� sontméromorphesdansë , leur quotientYZ� ���� Ö � ��� estaussiméro-
morphe. L’ensembledesfonctionsméromorphesdans ë formealorsun corps.

Démonstration. Lessingularit́esde YZ� ���Q� Ö � ��� sontlespôlesde YZ� ��� et Ö � ��� et leszérosde Ö � ��� .
Pourun tel point k on a YZ� �b� � � � �Ék � Ï Y ) � ��� avec Í  s4 et Y ) �lk � °� 4 et Ö � �b� � � � �Õk �

«
Ö ) � ���

avec ¬ o98�8
et Ö ) �\k � °� 4 . Le quotient YZ� ���� Ö � ��� � � � �Ëk � Ï¥w

« Y ) � ���� Ö ) � ��� poss̀edeen k une
singularit́esupprimable(si Í F ¬ ) ou unpôle d’ordre ¬��GÍ .

Exemples.Toutesles fonctionsholomorphes,maisaussiles fonctionsrationnellesainsi queles
fonctions:a½3
 � � �	��
 �3� ÿ��3� � , ÿ���: � � ÿ���� �3� ���
 � , Y`� ��� � �3� �\� ^ � ��� , etc.,sontméromorphes.

Décompositionen fractions simples. Pourles fonctionsrationnelles,la décomposition
enfractionssimplesestsouventtrèsutile. Nousreprenonsun exemplede[HW, p.119–120]:

YZ� ��� � T � - �zM�4 � � �©R � � �;,� � � � - �zS � + � � � �©V � �zR
� T � - �zM34 � � �uR � � ��,

� � � ��� + � � �©M � � (6.1)

Nousavonsun pôle d’ordre 3 en
� � �

et un d’ordre2 en
� � ��M . La fonction YZ� ���mï � � � ��� +

n’a plus de pôle en
� � �

. Nousdévelopponscettefonction en série de Taylor et obtenonsle
développementdeLaurent(qui convergepour 4�CæB � � � B�CÕP )

Y`� ��� �
�

� � � ��� + �
M

� � � ��� � �
P� � � �

V, � UM�U � � � ��� � MM3U � � � ��� � �zW9W9W (6.2)

et similairementpourl’autrepôle (cettefois pour 4�CæB � �©M,B�CÕP )
YZ� �b� � �

�
� � �uM � � �

P� �©M �
P3R
M3U �

� R
M�U �
� �©M � �

� U
V � �
� �uM � � �zW�W9W¥W (6.3)

Idée: Si ondénoteles“parties principales” decesdéveloppementspar< ) � ��� � �
� � � ��� + �

M
� � � ��� � �

P� � � et
< � � ��� � �

�
� � �uM � � �

P� �©M < (6.4)

alors YZ� �b� � < ) � ��� � < � � ��� n’a plus de pôle et, par le Théor̀eme3.1, est holomorphedans �� .
Comme

6 ��7 ^ 8;: Y`� ��� � 4 , il suit duThéor̀emeII.7.2 deLiouville quecettedifférenceestzéroet

YZ� ��� �
�

� � � ��� + �
M

� � � ��� � �
P� � � �

�
� � �uM � � �

P� �uM (6.5)

(cf. [HW, formule(II.5.11)]).

Rappelonsque YZ� �b� poss̀edeun pôled’ordre Í en k � � , si Y`�fc � � YZ� ��� c � enaun aupointc � 4 . Ceci signifie que Y`�fc � � c w3Ï Y ) �fc � où Y ) �fc � estholomorpheproche 4 et Y ) �l4 � °� 4 .
Alors, YZ� ��� � � Ï Y ) � ��� où Y ) � �b� estholomorphedansun voisinagede

� � � et Y ) �l� � °� 4 . Par
exemple,un polynômededegré Í poss̀edeen � un pôled’ordre Í .
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Théorème6.3 Si YZ� ��� estunefonctionméromorphesur �� � ��Õ!q# �"% , alors YZ� ��� neposs̀ede
qu’unnombrefini depôleset estunefractionrationnelle.

Démonstration. Commelessingularit́es(ici le point infini estinclus)d’unefonctionméromorphe
sontisolées,il existe HÕ>[4 tel que Y`� ��� neposs̀edepasdesingularit́e à l’exterieurde

'>= �l4 � (sauf
éventuellementen

� � � ) et seulementunnombrefini dans
'?= �l4 � . Soientk ) <9W9W9W�<9k 5 lespôlesdeYZ� ��� situésdans �� . Si Í  estl’ordre de k  , on consid̀erela fonction

Ö � ���m] � � � �"k ) � Ï ² ï W9W9W ï � � �"k 5b� Ï¥ò ï YZ� ���
qui estholomorphedanstout �� . Si YZ� ��� aunpôled’ordre ÍÎ>[4 en � où si YZ� ��� estholomorphe
dansun voisinagede � (Í � 4 ), on a B Ö � �b� B� A@�B�CEDGF�B � B Ï � Ï ² �IH!H!H � Ï¥ò . Par la remarquesuivantle
Théor̀emeII.7.2 deLiouville, la fonctionÖ � ��� estunpolynômededegréauplus Í���Í ) � W9W9W\�NÍ 5 .
Parconśequent,YZ� ��� estunefonctionrationnelle.

Casd’une infinit é depôles. Soit,parexemple,YZ� ��� � ÿ���: � � ÿ��3� ��� �	��
 � . Il y adespôles
simplesauxpoints

� � E | ,
E oJ8�8

, avec Res�\Y�< E | � � � . La formuleanaloguèa (6.5)seraitici

ÿ���: � � ÿ��3� ��	��
 � � KMLON KPN Q N LON

� W�W9WÅ�
�

� �©M�| �
�
� �g| �

�
� �

�
� �G| �

�
� �©M�| �zW9W�W

(6.6)

formuletrouvéeparEuler, à l’aide desonproduitpour ���
 � (voir Introductio1748,Chap.X, R 178).
Voici d’autresexemples:

�
���
 �

� KMLON KPN Q N LON

� W�W9W3�©�
�

� �©M�| �
�
� �q| �

�
� �

�
� �G| �

�
� �zM�| �©�KW�W9W

(6.7)

ou encore

�
�	��
 � �

� KSLON KPN Q N LON
� W9W9WI�

�
� � �©M�| � � �

�
� � �q| � � �

�
� � �

�
� � �G| � � �

�
� � �©M�| � � �zW9W�W

(6.8)

et

ÿ��3� �
�	��
 � �

� KSLON KPN Q N LON

� W9W9W3�©�
�

� � �uM�| � � �
�

� � �g| � � �
�
� � �

�
� � �G| � � �

�
� � �zM�| � � �©�KW�W9W

(6.9)
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Notrebut estdedémontrercesformules.Tout d’abordremarquonsquelesséries(6.6)et (6.7)
neconvergentpassansautreprécision(sérieharmonique).Pourdonnerunesens̀a cesformulesil
fautgrouperensemblelestermes� � � E | � w ) �n� � � E | � w ) � M �3� � � � � E � | � � .

Pourunefonction méromorpheavec pôle k  nousnotonspar
<� � ��� la partie principale dans

le développementde Laurentautourde k  (c.-à-d., les termesavec indicesnégatifs). Pourune
courbefermée � autourdel’origine, nousnotonspar � �d� � la distancede � à l’origine et par T;�f� �
salongueur.

Théorème6.4(Mittag-Leffler) Soit YZ� �b� méromorphedans �� avecpôles k ) <9k � <9k + <9W9W9W ( k  °� 4 ).
Consid́eronsunesuite

# � 5 % decourbesferméescontournantl’origine et satisfaisant � �f� 5��¥2 �
pour

E 2 � et T;�d� 5¨�Q� � �d� 5��   � , sur lesquelles

BÓYZ� ��� B�  ¼ pour
�1o � 5 et

E � � <�MO<�P3<9W9W9WmW (6.10)

Alorsona

YZ� ��� � YZ�l4 � � 6 ��75a8_:
Á ³�U Int é ~ ò ê

<� � ��� � <� �Ñ4 � � YZ�Ñ4 � �
:
 { ) <� � ��� � <� �Ñ4 � (6.11)

où Int �d� 5b� désignel’int érieurdela coube� 5 .
Si k y

� 4 estun pôle de YZ� �b� , il faut remplacerYZ�l4 � dansla formule(6.11)par
<
y �
���

plus le
termeconstantdansle développementdeLaurentautourde k y

� 4 .

−2

2

−3π −2π −π 0 π 2π 3π

� ) � �

FIG. III.6: Illustrationdela preuvedu“Théor̀emedeMittag-Leffler” pour YZ� ��� � ÿ���: �
Démonstration. Cethéor̀emeestuneversionsimplifiéedu cel̀ebre
théor̀emede Mittag-Leffler, qui fut publié dansActa Math. vol. 4,
1884.

Commelessingularit́esde YZ� ��� sontisolées,il n’y aqu’un nom-
bre fini des pôles à l’int érieur de � 5 (voir Fig.III.6). L’id ée est
d’enlevercessingularit́eset deconsid́ererla fonction

Y`� ��� �
Á ³�U Int é ~ ò ê

<� � ���

qui estholomorphedansunvoisinagede Int �d� 5�� (voir Fig.III.7). La
formuleintégraledeCauchydonnealors

YZ� ��� �
Á ³VU Int é ~ ò ê

<� � ��� � �
M�|}L ~ ò

Y`�\� � � Á ³#U Int é ~ ò ê
<� �l� �

�;� � � � (6.12)

pour
�

dansl’int érieur de � 5 et différentde pôles. Danscettesituation, la fonction Ö  �\� � �<� �\� �Q� �l�Ô� ��� poss̀edelespôles
�

et k  avecrésidusRes� Ö  < ��� �W<� � ��� et Res� Ö  <9k  � � � <� � ��� .
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2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

E � 4 E � M

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

E � R E � � M

FIG. III.7: Courbesdeniveaupourla valeurabsoluede YZ� ��� � ÿ���: � � 5 {
y
<� � �b�

Le théor̀emedesrésidusdonnealorsque�
M�|}L ~ ò

<� �\� �
�;� � � �

� 4 (6.13)

et la formule(6.12)(appliqúeeunefois pour
�

et unedeuxìemefois pour
� � 4 ) impliqueque

YZ� ��� �"YZ�Ñ4 � �
Á ³�U Int é ~ ò ê

<� � �b� � <� �Ñ4 � � �
M�|}L ~ ò YZ�\�

� �
�;� � �

�
� � �

� �
M�|�L ~ ò

YZ�l� �/�
�,�\�;� ��� � �xW

Nousmajoronscettedernìereintégraleenutilisant(6.10))et l’hypothèsesur � 5 , cequi donne

YZ� ��� �zYZ�l4 � �
Á ³�U Int é ~ ò ê

<� � ��� � <� �l4 �   ¼ B � BOT;�f� 5b�
M�| � �f� 5a� � �f� 5 < ���  

¼ B � B �
M�| � �f� 5 < ��� (6.14)

où � �f� 5 < ��� estla distanceminimaleentre
�

et la courbe� 5 . Pour
�

fixé, cettedistancetendvers
l’infini pour

E 2 � et la majorationdans(6.14)tendverszéro.
Dansle casoù l’origine estun pôle de la fonction YZ� ��� , on appliquecettedémonstratioǹa la

fonction YZ� ��� � < y � ��� qui estholomorpheprèsdel’origine.

Exemple6.5(formulesd’Euler) Consid́eronsla fonction YZ� ��� � ÿ���: � (voir la formule (6.6)).
Pourla courbe� 5 nousprenonsle bordducarŕeavecsommets� E � ��� M � |;�lÃ � ÃäL � . Ona � �f� 5�� �� E � ��� M � | 2 � et T��d� 5¨� � V � �d� 5¨� . La fonction YZ� ��� peutêtremajoŕeeà l’aide de

B	ÿ��3�9� � �gL�X � B � � ÿ��3� � � �©�	��
4Y � X�< B	�	��
Â� � �qL�X � B � � ���
 � � �u���
ZY � X}W
Sur les partiesverticalesde � 5 on a BÓY`� ��� BZ  � et sur les partieshorizontalesBÓYZ� ��� B`  � M carB	���
ZY[XZB F � pour B XZB F P�| � M . La formule (6.11)du Théor̀emedeMittag-Leffler impliquealors
que

ÿ���: � � �� �
:
 { )

�
� �q¯�| �

�
¯¨| �

�
� �G¯�| �

�
¯�|

� �� �
:
 { ) M �� � �g¯ � | �

cequi justifie d’unepartla formule(6.6). D’autrepart,enmultipliant cetteformulepar
�
, la série

devient (avec \) w \
� :5a{ )Z] 5 )

�;ï ÿ��;: � � � �©M
:
 { )

^�Þ Þ ü Þ� � ^ Þ Þ ü Þ
� � �©M

:
 { )
:
5a{ )

� � 5
¯ � 5 | � 5

� � �
:
5a{ )

:
 { )
�
¯ � 5

��M
| � 5
� � 5 W (6.15)
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Cettesérie,compaŕeeà (I.9.5),donnelesformules:
 { )
�
¯ � 5
� �\� ��� 5 w ) �lM�|

� � 5
M/�ÑM E �è

' � 5 pour
E � � <�MO<�PO<9W�W9W < (6.16)

l’un desplusformidablestriomphesd’Euler. Mêmele cas
E � �

fut uneénigmepourLeibniz et
Joh.Bernoulli pendantundemi-sìecle(pluspréciśement:de1673à1740).

La formule (6.7) peutêtre justifiéede la mêmemanìere. Pourla fonction Y`� ��� � ��� ���
 � �
(voir la formule(6.8))onadespôlesd’ordre M et le Théor̀emedeMittag-Leffler donne�

�	��
 � �
� �
� � �

�
P �
:
 { )

�
� � �q¯�| � � �

�
�d¯�| � � �

�
� � �q¯�| � � �

�
�d¯¨| � � W

En utilisant la formule (6.16) pour
E � �

et
' � � ��� T , les termesconstantss’annulentet on

retrouve la formule(6.8). La formule(6.9)peutaussîetrevérifiéedecettemanìere.

III.7 Principe de l’ar gument

À l’aide du théor̀emedesrésidusnousdémontronsici le célèbre“principe de l’argument”. La
premìereapplicationdeceprincipeestdueàRiemann(1859,Werkep.148,pourestimerle nombre
de zérosde sa“fonction � ”), unedeuxìemepar E.J.Routh(1877,dansun travail sur la stabilité
d’un syst̀eme).

Théorème7.1(Principe de l’ar gument) Soit ë un domaineétoilé et � la courbefermée par-
courant ì/ë dans le senspositif. Si YZ� ��� est méromorphedans un voisinage de l’adhérenceë � ë ! ì/ë et sanszéro ni pôlesur � , alors�

M�|}L ~
Y ç �l� �
YZ�l� � � �

� 8 �lY � �_^ �\Y � (7.1)

où
8 �\Y � et ^ �\Y � sont, respectivement,le nombre de zéros et le nombre de pôles de YZ� ��� à

l’int érieurde � , compt́esavecleur multiplicité.

Démonstration. La fonction Y ç � ���� YZ� �b� estméromorpheet poss̀ededespôleslà où YZ� ��� estsoit
zérosoit infinie. À l’aide de(4.2),onvoit que

si YZ� ��� � � � �"k � Ï Ö � ��� < Ö �\k � °� 4 alors Res
Y ç � �b�
YZ� ��� <9k

� Í
si YZ� ��� � Ö � ���� � �"k � Ï < Ö �\k

� °� 4 alors Res
Y ç � ���
YZ� ��� <9k

� �®ÍgW
Le théor̀emedesrésiduspourcettefonctiondonnel’affirmation(7.1).

Inter pr étation géométrique du principe de l’ar gument. Le quotient Y ç � ���� YZ� �b� estla dérivée
de
6 �3ã,�\Y`� ���	� . Aussilongtempsquela valeurde Y`� ��� restedansundomaineoù

6 �3ã�c estdéfinieet
analytique,ona trouvéuneprimitivede Y ç � ���Q� Y`� ��� etparconśequentona

~a` Y ç �l�
�

YZ�l� � � �
� 6 �3ã YZ�d�¥�f� �� � 6 �3ã YZ�f�¥�l4 �� (7.2)

où � � � �®Bcb y i ��d dénoteunepartiede la courbe� . Si on veut appliquercetteformule à la courbe
entìere � , il faut interpŕeter

6 �3ã�c commefonction multi-valuée. Néanmoinsla partie réellede6 �3ã�c (qui est
6 ��ãeB c�B ) estle mêmepour c � YZ�f�¥� ���� � Y`�f�¥�l4 �	� (la courbe� estfermée).Ainsi
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FIG. III.8: Le principedel’argumentpourla fonction YZ� �b� � ���
�� �3� M �Q� �l� � ^ �_� �

~
Y ç �\� �
YZ�l� � � �

� 6 �3ã YZ�d��� ���� � 6 �3ã YZ�f�¥�l4 �� � L ½3âã,�lYZ�f�¥� ����	� �©½3âã,�lYZ�f�¥�Ñ4 ��	� W (7.3)

Ceciestunmultipleentierde M�|}L etcomptele nombredetoursqu’effectuele vecteurYZ� ��� , quand�
parcourt� dansle senspositif.

Exemple. Dansla FigureIII.8 sontdessińeslesvecteursYZ� ��� attach́esaupoint
�

pourla fonctionYZ� ��� � ���
�� ��� M �Q� �\� � ^ �W� � où v
� � WfU3S et � � �3� WfR . Cettefonctionposs̀ededeuxzéros(

� � 4
et
� � M�| ) et deuxpôles(

� � � 6 
M� �Q� v et
� � � 6 
M�Z�ÉM�L´| �Q� v à l’int érieurdu chemin� . On peut

observer quel’entier (7.1)vaut 4 pourlescourbes� y , � ) et � � , il vaut � � pour � + et denouveau4
pourla courbe� .

Ce théor̀emeposs̀eded’innombrablesapplications,entreautresle “théor̀emede Rouch́e” et
une¬®� � -èmepreuvedu théor̀emefondamentaldel’algèbre.

Théorème7.2(théorèmede Rouché) Soient YZ� �b� et Ö � ��� desfonctionsméromorphesdansun
ouvert ë et soit � unecourbetellequele principedel’argumentpeutêtreappliqúe. Si

BºYZ� �b� � Ö � ��� B�CæB Ö � ��� B pour tout
��o �*< (7.4)

alors 8 �lY � ��^ �\Y � � 8 � Ö � �_^ � Ö � W
En particulier, quand YZ� ��� et Ö � ��� sontholomorphes,alors ellesont le mêmenombre dezéros à
l’int érieurde � .
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Démonstration. En conśequencede(7.4),lesfonctionsY`� ��� et Ö � �b� n’ont ni zérosni pôlessur � .
Il existealorsun voisinagef dela courbe� où le quotient ×�� ��� � YZ� �b�Q� Ö � �b� estholomorpheet
tel que Bº×.� ��� � � B�C � pour

��o f�W
Ceci implique quela fonction Log �\×�� �b�� estbien définiedansf et qu’elle estuneprimitive de× ç � ���Q� ×�� ��� . Pour la courbefermée � on obtientdonc ~ × ç � ���� ×�� ��� � � � 4 . L’ égalit́e × ç � × �Y ç � Y¾� Ö ç � Ö et le principedel’argumentpermettentdeconclure.

Donnonsencorequelquesapplicationstypiquesdecerésultat:

g Unedémonstrationduthéoremefondamentaldel’alg èbre. Soit ��� �b� � v « �
« �åW9W9W\� v )

� � v�yun polynômede degrée ¬ . Sur un cerclede rayon H (avec H suffisammentgrand)on aB ��� ��� � v « �
« BOCsB v

« � « B . Le théor̀emedeRouch́e impliqueque��� ��� poss̀edele mêmenombre
de zérosdans

Ç/= �l4 � que Ö � ��� � v
« � «

(c.-à-d., exactement¬ zéros,compt́esavec leurs
multiplicités).

g Continuit́e deszérosd’un polynôme. Soit ��� � <%h � � v « �ih �Q�
« �[W9W9Wx� v ) �ih �Q� � v�y �jh � un

polynômeà coefficientsdépendantcontinûmentd’un param̀etre h . Si
� � k estuneracine

de ��� � <%h y � demultiplicité Í , alorspour = et BchÛ�kh y B assezpetits,le polynôme ��� � <%h � a Í
racinesdansle disque

Ç/l �lk � . Cecisuitdu théor̀emedeRouch́e,caril existeun � >[4 tel que

B ��� � <%h � ����� � <�h y � B�C �  @B ��� � <�h y � B pour B � �"k�B � =�W
Un � >æ4 satisfaisantla deuxìemeinégalit́e existe,parcequeleszérossontisolés. La pre-
mièreinégalit́eestdueà la continuit́edescoefficients,si h estsuffisammentprochede h y .g LemmedeHurwitz. Soit

# Y « � ��� % « � ) unesuitede fonctionsholomorphesdans ë qui con-
verge localementuniformémentversunefonctionholomorpheYZ� ��� (c.-à-d.,convergeuni-
formémentsurchaquesous-ensemblecompactde ë ). Supposonsque Y`� ��� nes’annulepas
sur le bord ì Ç �O�lk � d’un disque. Alors, pour ¬ suffisammentgrand, Y « � ��� et Y`� ��� ont le
mêmenombrede zérosdans

Ç �3�lk � . Pourla démonstrationde ce lemmeon remarquequeBºY « � ��� �"YZ� ��� B3C �  @BÓYZ� ��� B sur ì Ç �3�lk � .

III.8 Exercices

1. Calculerleslimites suivantesdans mn (si ellesexistent)

o�p�q^ 8_:sr -[tvu r
Ksw x o�p�q^ 8_:

L t rr �
K u x o�p�q^ 8_: r Kvyu r t y x o�p�q^ 8;:{z�|~}�r x o�p�q^ 8_:{�;�O�

y
r �

2. Lesquellesdesfonctionssuivantessontholomorphesdansun voisinagede rS��� :L r + t r K u x
y t rL[K u r x � p ��r x z�|�} ry t r � �

3. Soit �'� x 7 x��~� un point de la sph̀ere de Riemann,c.-à-d., � � t 7 � t � � �
y
. Calculersa projec-

tion st́eŕeographiquer�� à partir du pôle nord �
Q x Q x y � sur le plan passantpar l’ équateur. Calculer

égalementsaprojection r�� à partir du pôle sud �
Q x Q x KSy � . Montrerque

r���� r���� y �
Cecimotive l’ étudedel’infini à l’aide dela transformationrM��

y)� r .
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.0.0

FIG. III.9: Fonction � )ÝÜ ^ avec singularit́e essentielle;la valeurabsolueà gaucheet les lignesde
niveauavecvaleurs

E | (
E � 4O<9Ã � <9ÃNMO<9W9W9W ) de ½3âãÚYZ� ��� à droite.

4. Pourla fonction �E� r � ��z�|�} �
y)� r � , démontrerparuncalculdirectquepourtout �_��mn����

Q)�
etpour

tout 1��
Q

il existeun r ��� j �
Q � avec �E� r � � � (voir la Fig.III.9).

5. La fonction �E� r � �  r � r t
y � � r

K�L �
estholomorphedans mn¡�Z�

Q x KSy x L � . CalculerlestroisdéveloppementsdeLaurent:pour

QS¢¤£ r £)¢ y ,
pour

y ¢W£ r £%¢ L etpour

L ¢¤£ r £¥¢ � .

6. Lesfonctionssuivantesposs̀edentunesingularit́e aupoint ¦ �
Q
. Déciders’il s’agitd’unesingularit́e

supprimable,d’un pôle (quelordre)où d’unesingularit́e essentielle:u§t rr - �#¨ tvu r � � x
y

�;�O��r x � p �Mrr x ©�ª)�
y
r x r« ^ Kvy¬K r K r �

�)L �
7. Pourla fonction �E� r � � « w )ÝÜ ^�Þ , démontrerqueleslignesdeniveaude

£
�E� r �

£
etde �OV® �E� r � sontdes

lemniscates(voir la Fig.III.4).
Rappel.La célèbre“lemniscate”deJac.Bernoulli estdéfiniepar �'¯ � t±° � � � �W² � �'¯ �

K ° � � (voir
[HW, p.314,315et329).

8. Pourchacunedesfonctionssuivantesdéterminerlespôleset lesrésidusencespôles:L r t yr �
K r K³L x r t yr Kvy � x � p �Mrr � x

©�ª)� r� p ��r �
9. En utilisantle théor̀emedesrésiduscalculerl’int égrale

~
« ^ t « w ^r + ´ r

où µ parcourtle bordducarŕe desommets¶
L
¶
LO·

dansle senspositif.

10. Calculerl’int égrale :
w
: ´ ¯¯ - t ¯ � t

y �
11. Démontrerquepourdesentierş x�¹ satisfaisant

QS¢
¸
¢ ¹:

y
¯ Ï¥w )y t ¯ « ´ ¯ �

N�� ¹� p � �
N
¸
� ¹�� � « �ªü Ü «Þ öaº µQ »Indication. Consid́ererle chemindela figure.
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12. Soit ¼½� r � un polynômededegrée ¹±¾
L
. Démontrerquela sommedesrésidusdela fonction

y)�
¼½� r �

estzéro.

13. Par la méthodedesrésidus,montrerque:
y

©�ª)� � ² ¯ �y t ¯ � ´ ¯ �
N L « w � x �ýü

y
©�ª)� uO¿¨
KÀw ©�ª)� ¿ ´

¿ �
Ny)L x �ýü

y
´ ¿

�#¨
K u � p � ¿ � � � ¨

N
u L �

14. Calculerl’int égrale :
y

©�ª)� ¯
Kvy

¯ � ´ ¯ �
Indication.Utiliser lesmêmesidéesquepourl’int égraledu type(5) dansle paragrapheIII.5.

15. Démontrerque :
y

o ª ® ¯y t ¯ � ´ ¯ �
Q
�

Indication. Prendreun chemin commedansl’int égraledu type (5) dansle paragrapheIII.5 et
unedéterminationdu logarithmequi estune fonction holomorphedans mn privé de la demi-droite
d’argument

KPN��)L
.

16. Vérifier la formule :
y

o ª ® ¯�'¯ t ² � �'¯ t³Á � ´ ¯ �
o ª ® � ²

K o ª ® � ÁL
� ²
K Á � pour ² � Á � Q �

17. Calculerlesintégralessuivantes:
y

´ ¯¯ � t   ¯ t
y u x

:
y

� p � � �#Â�¯ �¯ � ´ ¯ x
:
y

o ª ® ¯�'¯ t
y � + ´ ¯ �

18. En applicantle théor̀emedeMittag-Leffler démontrerla formule

�;�O�?rS� L r
y

�
N��)L � �

K r �
t y
� u
N��)L � �

K r �
t y
�#¨
N��)L � �

K r �
t ����� �

En déduireque yy
�
t y
u �
t y
¨ �
t y
Ã �
t ����� �

N
�Ä �

19. Démontrerquetouteslesracinesdu polynôme �E� r � �_rGÅ K ¨ r + t
y)L

sontsituéesentrelescercles£ r £ � y et

£ r £ � L .
Indication. Appliquer le théor̀emedeRouch́e avec Æ½� r � �

y)L
sur le petit cercleet avec Æ½� r � �Wr~Å

surle grandcercle.

20. Soit �E� r � holomorphesurle disqueunité ÇÉÈ � � ) �
Q � etcontinuesurl’adhérenceÇ etsupposonsqueÊ � Ç �>Ë Ç . Démontreralors(à l’aide du théor̀emedu Rouch́e) que �E� r � �Ìr poss̀edeexactement

unesolution r ��Ç .

21. Soit �E� r � unefonctionholomorpheetsupposonsquele borddel’ensembleÍ � � r �ÎmnÐÏ
£
�E� r �

£ � y �
soit paraḿetŕe parun cheminµ�� ¿ � ausenspositif. Rappelonsque Ñ²¡�ÓÒµÔ� ¿ � estle vecteurtangent̀a
cettecourbeet Ñ¹ �

K[· Òµ�� ¿ � le vecteurnormalorient́e versl’extérieur.
a)Expliquerpourquoiona Õ o ª ®

£
�E� r �

£ �
ÕPÑ¹�Ö

Q
danscettesituation;

b) En utilisantleséquationsdeCauchy–Riemannpour
o ª ® �#�E� r �#� , montrerque Õ �OV® �E� r �

�
Õ×Ñ² Ö

Q
.

c) Montrerque �O�® �E� r � eststrictementdécroissantlelongde µ (dériver �E�'µ�� ¿ �#� � « �#Ø#Ù "�Ú é ~ é � ê�ê ).
Cerésultatestillustré dansla Fig.III.10 pourla fonction

�E� r � �
y t r �

y¬KvL ² � t r � �
y)�)L¬KvL ² t ² � ��

y§K ²�r � � z�|�} � r � � (8.1)
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v
� �ÑP;� � P �� T

v
� �lP_� � P �Q� T

FIG. III.10: L’ensemble
& � # ��o ��Gp BÓYZ� ��� B�> � % pourla fonction Y`� ��� de(8.1).

22. Dansla Fig.III.101 sontdessińeslesvecteurs�E� r � attach́esaupoint r�� µÔ� ¿ � surla courbequi décrit
le bord de l’ensemble

Í � � r �Ûmn±Ï
£
�E� r �

£ � y �
(pour la fonction �E� r � de (8.1)). Uniquement

en regardantcettefigure, décidercombiende zérosou pôles sont danschacunedescomposantes
connexesborńeesde

Í
etde

Í Á .
23. En utilisant le théor̀emedeRouch́e, démontrerle résultatsuivantqu’on appelleaussile “lemmede

Zarantonello”:soit

£
¦
£ � » etsoit ¼½� r � unpolynômededegré Â satisfaisant¼4�#¦ � �

y
. Alors, on a

q �O|À ^ À { �
£
¼½� r �

£ ¾
»£
¦
£ �

Indication. Comparerla fonction �E� r � � � r
�
¦ � 5

K
¼4� r � avec Æ½� r � � � r

�
¦ � 5 .

1Cettefigureestprisedu livre “Solving OrdinaryDifferentialEquationsII” deHairer& Wanner.


