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Résumé

Dans de nombreuses applications, la dynamique d’un systéme peut étre
modélisée par des équations différentielles. L’étude de systemes mécaniques
(par exemple en astronomie ou en dynamique moléculaire), 'analyse des cir-
cuits électriques, ou la théorie du controle (robotique) nous fournissent de tels
problémes. Souvent, pour les problemes dits raides, les méthodes standards ne
fournissent pas une solution correcte en un temps de calcul acceptable.

Cet article récapitulatif explique les phénomeénes qui apparaissent dans les
équations différentielles raides, en s’appuyant sur des exemples issus des réactions
chimiques ainsi que des équations aux dérivées partielles discrétisées en espace.
Les propriétés essentielles des intégrateurs numériques pour la résolution des
équations raides sont discutées (A-stabilité, domaine de stabilité). Pour des
problémes généraux les méthodes de Runge—Kutta implicites, les méthodes mul-
tipas (BDF) et les méthodes d’extrapolation sont traitées. Pour des problémes
raides particuliers de grande dimension, sont également abordées les méthodes
explicites avec grande région de stabilité, les méthodes de séparation et les
méthodes implicites-explicites. Une liste de programmes informatiques du do-
maine publique conclue I'article.

Comme références sur la résolution numérique des équations différentielles
raides, on peut consulter les livres [Wil74], [Mir81], [DV84], [Aik85], [HW96] et
[HV03].



1 Reconnaitre une équation différentielle raide

Les équations différentielles raides, écrites sous forme autonome, sont des systemes
d’équations différentielles

y=f(y) y(to) = vo

ou les méthodes standards (explicites) se revelent inefficaces. Il est cependant utile
de commencer par présenter ces méthodes, car elles permettent de comprendre les
phénomenes et les difficultés qui interviennent dans la résolution des problemes raides.

1.1 Meéthodes standards pour équations différentielles

Méthode d’Euler. L’algorithme le plus simple pour calculer des approximations
numériques y,, de la solution y(¢) aux points t1, to, t3,... est donné par

Yn+1 = Yn T+ hf(yn) ol h =t —t,

est appelé longueur de pas. Cette formule représente le début de la série de Taylor
pour la solution, et posséde donc une erreur locale de O(h?) pour h — 0. L’erreur
accumulée sur un intervalle fixe de longueur ¢, c.-a-d., apres O(%) pas de calcul, se
comporte donc comme O(h), et nous disons que la méthode est d’ordre 1.

Méthode du trapeze. Une possibilité pour augmenter I'ordre est de rendre la formule
symétrique

o =+ 5 (F) + )

Cette formule possede une erreur locale de O(h?), donc une erreur accumulée de O(h?)
et la méthode est dite d’ordre 2. Mais cela est au prix d’étre implicite, c.-a-d., le
calcul de y,, 1 nécessite la résolution d'un systéme (en général non linéaire) d’équations
algébriques.

Méthode de Runge. Pour transformer la méthode précédente en une méthode ex-
plicite, tout en conservant son ordre, nous utilisons I'idée du prédicteur-correcteur,
c.-a-d., nous “prédisons” la valeur de y,,1 par un pas de la méthode d’Euler, que nous
“corrigeons” ensuite par la formule du trapeze, ce qui donne

Vimye  VmpthfOD), v =t o (FOR) 4 (D).

Méthode de Kutta. En généralisant la classe de ces méthodes, apres un développe-
ment en série de Taylor de I'erreur locale (voir les exemples dans le §2.1.2 ci-apres),
W. Kutta trouve la méthode d’ordre 4

h h

ot = 9+ 5 (FOR) 4 20(05) + 2£(¥) + (¥3))
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que nous écrivons sous la forme

i—1 0
}Q:ynJthGz'jf(Y}): (i=1,...,s) 1/2]1/2
Yot = v+ B S BV o o 1
~ 1/6 2/6 2/6 1/6

Cette méthode, qui généralise la regle de Simpson, fut pendant des décennies la
méthode standard pour la résolution des équations différentielles.

Controle de la longueur des pas. Une importante amélioration des algorithmes
fut I'introduction des méthodes avec controle de la longueur de pas h, dans les années
60. L’idée est de rajouter a la formule précédente une deuxieme formule

Ynt1=Yn +h Z/b\zf(Y;)
i1

(normalement d’un ordre inférieur) et d'utiliser err = || y,11 — Yns1|| 0w err = || Y1 —

Yni1|l/||Yns1] et le critére err < Tol pour accepter ou rejeter un pas. Une formule de
la forme

B = 0.9 - h <@>1/r

err

aide a trouver un meilleur A pour le pas suivant. On parle alors de méthodes emboitées.

Les meilleures méthodes de ce type, connues actuellement, sont la méthode DOPRI5

d’ordre 5(4), de Dormand and Prince,

0

1/5 1/5

3/10|  3/40 9/40 DOPRI5
4/5 | 44/45 —56/15 32/9

8/9 [19372/6561 —25360/2187 64448/6561 —212/729
1 ] 9017/3168 —355/33  46732/5247 49/176 —5103/18656

1 35/384 0 500/1113  125/192 —2187/6784 11/84
Y1 35/384 0 500/1113  125/192 —2187/6784 11/84 0
1 | 5179/57600 0 7571/16695 393/640 —92097/339200 187/2100 1/40

et la méthode DOP853 d’ordre 8, dont la construction des coefficients est expliquée
dans le livre [HNW93, §IL5].

Méthodes multipas (Adams). Une autre possibilité pour augmenter 1'ordre des
méthodes d’Euler et du trapeze est d'utiliser les valeurs f; = f(y;) sur plusieurs pas
antérieurs. Cela donne les méthodes explicites d’Adams (voir [HNWO93, §II1.1])

k—

1 1/
Ynt1 = Yn + hzij]fn avec Vi = (_1)]/ ( .8) ds
0

Jj=0 J
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d’ordre k, et les méthodes implicites d’Adams

k 1
Ynt+1 = Yn + hZ’YjV]fn+1 avec Y = (_1)J/ < . > ds
0

=0 J

d’ordre k + 1. Rappelons que Vf, = f, — fn_1, et récursivement VIt1f, = Vif, —
V7 f,_1. L’implémentation de ces méthodes dans des codes comme DEABM, VODE,
ou LSODE est expliquée dans [HNWO93, §I11.7]. Nous reviendrons sur la théorie des
méthodes multipas pour des problemes raides dans le §2.2 ci-apres.

1.2 Phénomenes numériques avec les problemes raides

Le premier prototype d'une équation différentielle raide est apparu dans des calculs de
réactions chimiques [CH52]. 11 s’agit de problemes ou des réactions rapides se tiennent
en équilibre pour produire des mouvements lents. Curtiss and Hirschfelder s’inspirent
du modele (voir Fig. 1)
y=Ay—o(t))

ot ¢(t) (pour notre exemple ¢(t) = arctan(20¢)) est une fonction donnée et A (pour
notre exemple A = —4, —20, —100) est une constante négative de grande taille. Cette
constante mesure la vitesse avec laquelle les solutions voisines se rapprochent (étape
appelée transition de phase) vers une solution lente proche de ¢(t). La raideur
augmente en Fig. 1 de gauche a droite.

T e
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FIGURE 1: Equation de Curtiss-Hirschfelder § = A(y—arctan 20¢) ; valeur initiale y(—3.5) =
1. Images du haut : méthode explicite a pas h fixe; images du bas: code DOPRI5 avec
controle du pas; pas rejetés symbolisés par des croix noires.

Nous appliquons a ce probleme une méthode explicite (Euler) avec longueur de
pas h fixe (h = 0.095), et constatons que des que la raideur dépasse un certain seuil,
la solution numérique explose (troisieme des images supérieurs en Fig. 1). Par contre,
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un algorithme avec controle automatique des pas h (images inférieures) empéche cette
explosion par la réduction automatique de h. Lorsque la raideur augmente, la longueur
des pas et les pas rejetés (croix noires) ne dépendent plus de l'allure de la solution
(comme dans la premiere image proche de ¢t = 0), mais sont limités uniquement par la
raideur du probleme, indépendamment de la précision Tol prescrite. Plus la raideur
devient forte, plus ces algorithmes deviennent inefficaces. Bien que 1'ceil humain voit
immédiatement qu’il y a un probleme avec cette solution en observant la Fig. 1, il est
plus difficile de remarquer la raideur dans un calcul automatique. Néanmoins, des
algorithmes pour la détection de la raideur ont été développés (voir [HW96, p. 21]).
Ainsi, si la valeur de —A augmente encore d’avantage, le code DOPRI5 affiche le
diagnostique “the problem appears to be stiff”. Ce code possede aussi un dispositif
pour “stabiliser” le controle de h, dans le but d’éviter ce grand nombre de pas rejetés.
Ici, cette option a été supprimée pour notre démonstration.

1.3 Autres exemples de problemes raides

Souvent, la raideur d'un probléme saute aux yeux par la présence de coefficients de
grande taille dans 1’équation, comme pour 1'équation de Curtiss Hirschfelder ou la
réaction de Robertson ([HW96, p. 3]).

L’Oregonator. Par contre, les équations du célebre Oregonator, une réaction chim-
ique entre HBrOq, Br—, et Ce(IV) (voir [FN74] et [HNW93, p.118])

U1 = 77.27 (yo + y1(1 — 8.375 x 1075y, — 1))

Yo = o (Y3 — (1 +y1)12)

yg = 0.161 (yl — yg)

n’ont, a premiere vue, rien de méchant. Apres 'état initial, que nous choisissons
arbitrairemment comme y;(0) = 3, 12(0) = 1, y3(0) = 2, la valeur de y; explose
en premier, a cause du terme y; = 77.27y;, et yo tend vers zéro a cause de 7, =
—le Y1 - Yo. Ensuite y3 explose avec y3 = 0.161y;, suivi par ys qui explose a son
tour avec 1o = leyg. Une fois que y; et yo atteignent une certaine taille, les termes
négatifs dans 1'équation pour y; deviennent dominants et y; chute vers zéro. Tout
cela se passe dans un intervalle de temps 0 < ¢ < 3 (voir Fig.2). Ainsi commence
la longue agonie de y; avec y; ~ —77.27 - yo - y;. C’est en fait ici que se cache la
forte raideur du probleme, car le facteur négatif —77.27 est multiplié par yo, qui est
de lordre de grandeur 10%. Parce qu’on désire calculer la solution sur un intervalle
de temps 3 < t < 300, il faut encore rajouter un autre facteur 102 et la raideur du
probleme correspond finalement & une valeur de A ~ —102 - 10® - 10> = —10". La
solution s’approche d'un cycle limite et son comportement se repete périodiquement.

Il est sans espoir d’essayer de résoudre cette équation par une méthode explicite.
Nous utilisons donc un des algorithmes les plus efficaces que nous ayons pour les
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FIGURE 2: Solutions de 1’Oregonator. A gauche comme fonction de ¢, a droite vision tri-
dimensionelle du cycle limite, et (en petits carrés) les points calculés par RADAUS avec
Tol = 10~4.

problemes raides, le code RADAU5S (décrit au §2.1.1; voir aussi §4) qui calcule avec
une précision de 10~* une période de la solution en environ 150 points. Ces points sont
indiqués dans la Fig.2 a droite. La longueur h des pas, qui varie dans un intervalle
entre 1073 et 20, montre I'importance du controle automatique de h pour cet exemple.

Diffusion et problemes paraboliques. Une autre source de problemes raides est
la discrétisation de la diffusion dans les problemes paraboliques a 'aide de la méthode
des éléments finis ou des différences finies en espace, écrite sous forme d'un large
systeme d’équations différentielles en . Nous choisissons comme exemple le probleme
appelé le Brusselateur, auquel nous rajoutons de la diffusion en dimension 1 d’espace
0<x<1:

U = - 0%u; + 1+ udv; — du;

U = - 6% + 3u; — udy;

ol 0%u; = (uip1 — 2u; +us_1)/Az?, avec Ax = 1/N, représente la diffusion. Dans
cet exemple, la réaction chimique, qui produit un cycle limite, n’est pas raide du tout,
contrairement a la réaction d’Oregonator. Ici, ¢’est en fait la diffusion qui est raide.
Les valeurs propres de la matrice tridiagonale tridiag(1, —2,1) sont toutes réelles et
varient entre —4 et 0. Ainsi, la raideur du probléme correspond, pour o = 1/50
et N = 41 (donc 1/Az* = 1681), & un A ~ —4da/Az* =~ —130. Le probleme est
moyennement raide, et DOPRI5 reste encore applicable (voir Fig.3 a gauche), mais
un code spécialisé pour problemes a valeurs propres réelles négatives comme ROCK4
(voir la description en §3.1.2 ci-dessous) est bien meilleur.



;’0’;“\}3}33\““‘\\\\\\
,,;.03‘)‘.“" f \\\\&\\\\\%\\\
T

Al
\7-‘7’7"/""””’\\ \ \\“\\ N
"ll@"»"'&“o‘\\“\‘\\‘\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
:,,;&g{\\\\\\ W\
L

10

A
A o \‘\‘\\\‘

DOPRI5 n Y ROCK4
406 pas 23 pas

FIGURE 3: Solutions du Brusselateur avec diffusion. A gauche DOPRIb, a droite les solu-
tions calculées par ROCK4. Valeurs initiales u;(0) = 1+ sin(27a;), v;(0) = 3, conditions aux
bords up(t) = un(t) = 1, vo(t) = vy (t) = 3, calcul pour l'intervalle de temps 0 < ¢ < 10.

1.4 Meéthodes numériques simples pour équations raides

La regle du trapeze. Cette méthode, que nous avons chassée dans le §1.1, n’aimant
pas son caractere implicite, revient maintenant nous secourir avec nos problemes raides.
Dans le cas de I'équation de Curtiss—Hirschfelder (§1.2), nous pouvons facilement
résoudre la formule du trapeze pour obtenir

o= (13- 2 o0+ 00) 1 ),

Dans le cas d'un systeme linéaire d’équations différentielles, nous avons a résoudre un
systeme algébrique linéaire (dans ce cas la méthode est connue sous le nom “Crank—
Nicholson”), tandis que dans le cas d’un systéme non linéaire d’équations différentielles,
nous avons un systeme algébrique non linéaire (voir §2.4 ci-apres).

Grace aux propriétés géométriques de la parabole (la pente d'une sécante est la
moyenne des pentes de la parabole aux deux bouts), la régle du trapeze peut étre in-
terprétée comme une interpolation par une parabole satisfaisant les pentes du probleme
aux deux bouts (voir les méthodes de collocation en §2.1.1 ci-apres).

Nous voyons en Fig.4 (images supérieures), que la méthode du trapeze est déja
beaucoup mieux qu'une méthode explicite (au moins les solutions n’explosent pas),
mais il reste encore du progres a faire sur la stabilité, et surtout sur la précision des
paraboles, quand le probleme devient tres raide.
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FIGURE 4: Equation de Curtiss Hirschfelder ¢ = A(y—arctan 20¢t) ; valeur initiale y(—3.5) =
1. Images du haut : méthode du trapeze a h fixe ; images du bas : méthode théta.

La méthode théta. Pour un parametre % < 0 <1 fixé, cette méthode s’écrit,

1
—(Y1 — .
9(1 yn)

Géométriquement, elle correspond a une interpolation par une droite satisfaisant la
pente de I’équation a un point de collocation t,, + 8h. Pour les problemes tres raides,

Y1 :yn—l’@hf(yl)a Yn+1 :yn+hf(yl) = Yn +

elle se comporte beaucoup mieux (voir Fig.4). Si 6 s’approche de %, la méthode théta
s’approche de la regle du point-milieu, qui possede le méme ordre 2 que la regle du
trapeze — et les mémes défauts. Pour § — 1, elle s’approche de la méthode d’Euler
implicite (ou Euler rétrograde)

Yn+1l = Yn + hf<yn+1) )

de moins en moins précise, mais de plus en plus stable. On choisira un bon compromis
% < 0 < 1 entre les deux extrémes, ou mieux encore, une des méthodes Radau ITA
(voir §2.1.1 ci-apres), qui réunissent les deux avantages.

1.5 Définition et discussion de la A-stabilité

Les phénomenes de stabilité s’expliquent facilement a I'aide de I’équation de Curtiss—
Hirschfelder du §1.2. Pour ce probleme, nous supposons que ¢(t) ne bouge pas beau-
coup et remplagons y — ¢(t) par y. Cela donne I’équation linéaire

Y= A\y.

Pour un probleme général, on linéarise 1'équation dans le voisinage d'une solution
supposée stationnaire et diagonalise la matrice jacobienne f’(y). Pour chaque com-
posante on obtient ainsi cette méme équation, dite équation test de Dahlquist, ou
A représente une des valeurs propres de la matrice f'(y).
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Appliquée a cette équation, la méthode d’Euler explicite devient
Y1 =1 +hN)y, ou  yYp1=R(2)y, avec R(z)=1+4+2, z=h\.

On appelle R(z) la fonction de stabilité de cette méthode. Pour avoir stabilité
(c.-a-d. que la solution numérique n’explose pas), il est nécessaire que

|R(z)] < 1.
Cette condition définit le domaine de stabilité. Pour la méthode d’Euler explicite,
elle devient |1+ 2| = |z — (—1)] < 1 et représente dans le plan complexe un cercle

de centre —1 et de rayon 1. Pour avoir stabilité, il faut donc, pour un A réel, que
—2 < hA <0, ce qui explique les observations de la Fig. 1.

FIGURE 5: Domaines de stabilité des méthodes de Runge-Kutta (& gauche), domaines
équitablement réduits (a droite) ; El=Euler, R2=Runge ordre 2, H3=Heun ordre 3,
K4=Kutta ordre 4, D5=Dopri5, D&8=Dop8&53.

Stabilité des méthodes Runge—Kutta. Sil'on applique les méthodes de Runge,
Kutta, et DOPRIb5 a I'équation linéaire test, on obtient les fonctions de stabilité cor-

respondantes

2
Runge : R(z)zl—i—z—i—z—

2
2 Z3 z4
Kutta: R(z)=1 — 4+ =+ =
utta (2) ~|—z+2+6—|—24
2 .3 4 5 6

z z z z
Doprib : =1 Lz 2 2 L2
oprib R(z) + 2+ 5 + G +24+120+600
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Ce n’est pas un hasard si beaucoup de ces termes correspondent a ceux de la série
exponentielle, car les méthodes approchent la solution exacte, qui est justement y(h) =
e*yo avec z = h\. Les domaines de stabilité correspondants (avec également la méthode
de Heun d’ordre 3, et DOP853) sont présentés a gauche dans la Fig.5. On voit
que les méthodes d’Euler, Runge2 et Doprid ne sont pas recommandables pour des
valeurs propres imaginaires pures (problemes oscillatoires et hyperboliques), et que
les méthodes Heun3, Kuttad et DOP853 sont applicables aussi bien pour des valeurs
propres réelles négatives que pour des valeurs propres imaginaires pures.

Domaines de stabilité réduits. Le domaine de stabilité pour DOP853 dans la Fig. 5
possede une taille impressionante, mais au prix de s = 12 évaluations du champs de
vecteur f(y) par pas de la méthode. Si nous voulons une comparaison plus équitable
des méthodes, il convient de réduire ce domaine par le facteur 1/s. Les domaines ainsi
réduits sont représentés a droite de la Fig.5 et la figure change considérablement.
Un théoreme intéressant de Jeltsch-Nevanlinna [JN81] exprime que deux de ces do-
maines réduits (certaines méthodes multipas inclus) ne sont jamais contenus I'un dans
I'autre, autrement dit il n’y a pas de méthode explicite supérieure a une autre méthode
explicite.

FIGURE 6: Domaine de stabilité de la méthode théta pour 6 = 0.6.

A-stabilité de la méthode théta. Cette méthode étant implicite, appliquée a
I’équation test, elle conduit a une fonction de stabilité rationnelle

_1+%z 1

= 1+1-6) cad pour 0 =1etl: R(2) et R(z) =

R(2) 1— 0z 1—

1
2

La condition de stabilité devient ici |1 + (1 — 0)z| < |1 — 0z|, que nous écrivons sous
la forme
(1-10) |z—%|§0‘z—%| ou (1—=0)re <0mr
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1 PR B
557 tangent a l'axe

imaginaire. Nous constatons que tout le demi-plan gauche Rz < 0 est contenu dans le

(voir Fig.6). Cela représente I'extérieur d'un cercle de rayon

domaine de stabilité. Ce demi-plan est 'ensemble des valeurs propres pour lesquelles
la solution exacte est stable.

Une méthode est dite A-stable si sa fonction de stabilité satisfait |R(z)| < 1 pour
tout z dans le demi-plan gauche Rz < 0. La méthode théta est donc A-stable pour
% <60 <1. Pour 0 < %, le cercle passe dans le demi-plan gauche et la méthode cesse
d’étre A-stable.

Méthodes du point milieu et du trapeze. Sif — %, la méthode théta tend
vers la méthode du point milieu (ayant la méme fonction de stabilité que la régle du
trapeze) et le domaine de stabilité tend vers le demi-plan gauche. La méthode est
donc théoriquement A-stable, mais pour des probleme tres raides, ou z — —o0, nous
avons R(z) — —1. Cela explique le trées mauvais amortissement des erreurs dans les
images du haut de la Fig. 4.

L-stabilité de la méthode d’Euler implicite. Par contre, si § = 1, nous avons, en
plus de la A-stabilité, la propriété R(—oo) = 0, et donc un amortissement maximal des
erreurs pour les problemes tres raides, et la méthode est dite L-stable. L'importance
pratique de cette propriété a été découverte par Ehle [Ehl69] et Prothero Robinson
[PR74].

12



2 Intégrateurs numériques d’ordre supérieur

Les méthodes numériques comme la regle du trapeze, la regle du point-milieu et surtout
la méthode d’Euler implicite (voir le §1.4) sont certes adaptées a la résolution des
problemes raides, mais leur grand défaut est leur manque de précision. En pratique,
on a besoin de méthodes d’ordre supérieur qui toutefois restent efficaces pour des
problemes raides. Nous allons discuter des méthodes de Runge Kutta implicites, des
BDF (méthodes multipas) ainsi que des méthodes d’extrapolation. Plus de détails et
d’autres classes d’intégrateurs peuvent étre trouvés dans le livre [HW96].

2.1 Méthodes de Runge—Kutta implicites

Parmi les méthodes a un pas, les méthodes de Runge-Kutta implicites sont les plus
importantes. Nous considérons deux cas particuliers.

2.1.1 Meéthodes de collocation

Considérons une équation différentielle y = f(y) et supposons connaitre une approxi-
mation y, de la solution y(t,). Pour des nombres 0 < ¢; < ¢y < -+ < ¢y < 1 donnés,
nous cherchons un polynéme u(t) de degré s qui vérifie

u(tn) = Yn et u(t, + ch) = f(u(t, + ch)), i=1,...,s.

L’approximation de y(t,+1) = y(t, + h) est alors donnée par y,,+1 = u(t, + h).

L’idée de la collocation (c.-a-d., satisfaire I'équation a un nombre fini de points,
les points de collocation) se retrouve souvent dans la littérature numérique. Pour les
équations différentielles ordinaires elle est due a [GS69] et [Wri70].

Equivalence avec des méthodes de Runge—Kutta implicites. Posons Y; =
u(t, + c;h) et exprimons la dérivée 4(t) en termes de f(Y;). Apres une intégration de
ce polynome, les conditions de collocation deviennent équivalentes a

Vi = gothd ayf(V), i=1,...s
j=1
Yntl = Yn + hz bif(Y3)
i=1
ot les coeflicients a;; et b; sont déterminés par

S

. C; .
E aijc;? E k=1,...,s8, i=1,...,s
Jj=1

k
° 1
§ k—1
iZIbZ‘Ci = E’ k—l,...,S.
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Cette reformulation ne montre pas seulement ’existence de la solution numérique pour
h suffisament petit, mais elle est aussi utile pour la programmation de ces méthodes.
La grande difficulté de la programmation se trouve dans la résolution du systeme non
linéaire pour les inconnues Y;,2=1,...,s.

Les intégrateurs vus au §1.4 sont tous des méthodes de collocation. La régle du
trapeze est obtenue avec s = 2 et ¢; = 0, co = 1, la regle du point-milieu avec s = 1 et
c1 = 1/2, et la méthode d’Euler implicite avec s = 1 et ¢; = 1.

Ordre et superconvergence. Pour le probleme § = f(t), la méthode de Runge—
Kutta devient une formule de quadrature ft:“Lh f@)dt =~ hY_ b f(t, + c;h). Cette
formule de quadrature possede 'ordre p (c.-a-d., elle integre les polynomes de degré
< p — 1 de maniere exacte) si ses coefficients vérifient

> 1
ZbiCéﬂil:E, k:L,p
i=1

Un résultat intéressant [GS69] est que sous cette condition, une méthode de collocation
possede également 1'ordre p pour toute équation différentielle et pas seulement pour
les problemes de quadrature.

En choisissant les ¢; comme les zéros du polynome de Legendre L (z*(1 — z)*),
on obtient une méthode numérique d’ordre p = 2s (méthode de Gauss). Parmi les
méthodes de Runge-Kutta a s étages, c’est I'unique méthode avec I'ordre maximal

possible.

Fonction de stabilité. En appliquant une méthode de Runge Kutta implicite au
probleme de test linéaire y = Ay, 'approximation numérique est donnée par

Ynt1 = R(AN)y, R(z) =1+ zb" (I —2A)*1

ot = (b;)i_y, A= (a;);;—; et 1=(1,...,1)". La fonction R(z) s’appelle la fonction
de stabilité. Pour avoir A-stabilité (voir le §1.5), il faut satisfaire |R(z)| < 1 pour tout
z € C dans le demi-plan gauche Rz < 0.

Pour beaucoup de méthodes de Runge-Kutta avec un ordre élevé, la fonction de
stabilité est une approximation de Padé de la fonction exponentielle, c.-a-d.,

_ Biy(2)
Qui(2)’

ot Qk;(2) = Pjp(—=2) et Py;(2) est le polynoéme de degré k donné par

Ry;(2)

k kE(k—1) 22 k(k—1)---1  2F
T A Ty sy e s B PNy Sy ST

Pyj(z) =1+

La fraction rationelle Ry;(z) est A-stable si et seulement si £ < j < k + 2 [WHNTS|.
L'unique méthode d’ordre p = 2s (méthode de Gauss) possede 'approximation de
Padé diagonale Rgs(2) comme fonction de stabilité. Elle est donc A-stable, mais son
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défaut est que R,s(00) = %1 et il n’a pas suffisamment d’amortissement dans I'erreur
correspondant au modes le plus raides.

Précision pour des problémes trés raides (“stiff accuracy”). Pour des
problemes a perturbation singuliere § = f(y,z), €2 = ¢g(y,2) avec 0 < ¢ < 1 tres
petit et sous une condition de stabilité pour I'équation différentielle, la solution exacte
s’approche rapidement d'une sous-variété qui est O(e)-proche de g(y,z) = 0. Sila
matrice A = (a;;) de la méthode de Runge-Kutta est inversible, les étages internes Y;
possedent la méme propriété. En imposant la condition

b; = ag; pour 7=1,...,s,

la solution numérique devient un étage interne et hérite donc de cette propriété
d’approximation. Si 0 < ¢; < --- < ¢ = 1, la méthode de collocation satisfait
cette condition, et est donc bien adaptée pour approcher numériquement la solution
de problemes a perturbation singuliere.

Les méthodes Radau ITA. Parmi les méthodes de Runge-Kutta implicites, celles
de type Radau ITA ont des propriétés tres favorables pour résoudre des problemes
raides. Il s’agit des méthodes de collocation o les ¢; sont les zéros du polynome

£ euna)

Ces zéros sont distincts et tous dans 'intervalle (0, 1]. Ils sont strictement positifs et la

matrice A = (a;;) est donc inversible. Comme ¢, = 1, les coeflicients satisfont b; = a;
pout tout i. Pour les cas s = 2 et s = 3, les matrices des coefficients sont données
dans le tableau 1, les ¢; = > ;aij (somme des lignes de la matrice) sont a gauche et
les poids b; = ag; en-dessous.

La formule de quadrature construite a partir des abscisses c¢1,...,¢5_1,¢5 = 1
s’appelle une formule de Radau. Elle est d’ordre p = 2s — 1 et donc d’ordre max-
imal parmi les formules de quadrature satisfaisant ¢, = 1.

La fonction de stabilité de méthodes Radau ITA est l'approximation de Padé
Ry 1 4(2). Elle est A-stable. Comme Ry ; (00) = 0, elle est aussi L-stable.

TABLEAU 1: Méthodes Radau 1IA d’ordre 3 et 5

4 -6 88 — 76 206 — 169v6 —2+ 36
115 1 10 360 1800 225
3012 12 446 | 296 +169v6  88+7V6  —2-3V6
3 1 10 1800 360 295
i L 16 — /6 16 4+ /6 1
3 1 36 36 9
4 4 16 — /6 16 + /6 1
36 36 9
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2.1.2 Meéthodes de Runge—Kutta diagonalement implicites

Si on veut programmer une méthode de Runge-Kutta implicite dont tous les coeffi-
cients a;; sont non-nuls (par exemple Radau ITA), on est confronté a la difficulté de
devoir résoudre un grand systéme non linéaire d’inconnues Y7, ..., Y. En renoncant a
I'ordre maximal (super-convergence) on peut considérer des méthodes

Vo= yth) ayf(}), i=l...s
j=1

S
Uni1 = Un+h Y bif(Y)
i=1
ou la somme dans la définition de Y; s’arréte avec l'indice i. Par conséquent, les Y;
peuvent étre calculés I'un apres I'autre en résolvant chaque fois un systeme non linéaire
Y; = n; + ha; f(Y;) de méme dimension que y. La résolution de cette suite de systemes
non linéaires est rendue encore plus efficace si tous les a; = v prennent la méme valeur.

Etude de 'ordre. Apres cette simplification du systeme non linéaire, on n’a plus
une étude de l'ordre aussi élégante que précédemment. On est obligé de développer
la solution exacte de I'équation différentielle et la solution numérique en séries de
Taylor (autour de h = 0, comme pour des méthodes de Runge-Kutta explicites) et
de comparer les puissances de h jusqu'au terme h?”. Ceci donne pour ordre p = 3 les
conditions

S

s s s %
1 1 1
Sht Yhasg Shdeh SuSae-
i=1 i=1 i=1 i=1  j=1

Le nombre de conditions pour les coefficients b;, a;;, c; augmente exponentiellement

avec I'ordre p et il est donc difficile de construire des méthodes diagonalement implicites
avec un ordre p > 5.

Fonction de stabilité. En supposant a;; = v pour tout i, la fonction de stabilité
prend la forme

P(z)

M= T

TABLEAU 2: A-stabilité de méthodes diagonalement implicites d’ordre p > s

s | A-stabilité A-stabilité et p = s + 1 | L-stabilité
11/2<v<o0 1/2 1

2 | 1/4<y< 0 (3++/3)/6 (2++2)/2
3| 1/3<+v<1.06857902 1.06857902 0.43586652
4 | 0.39433757 < v < 1.28057976 | — 0.57281606
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Si l'ordre de la méthode est p > s, on a R(z) = e€* + O(2%"!) et donc le polynome
P(z) = €*(1 —v2)* + O(2*) de degré s est uniquement déterminé par le coefficient .
Le tableau 2 indique les valeurs de v pour lesquelles on obtient une méthode A-stable,
une méthode A-stable avec ordre p = s+ 1, ou bien une méthode L-stable. Si on
impose la condition b; = ay pour tout 7, la méthode sera automatiquement L-stable.
Cette condition est importante pour la résolution de problemes tres raides.

Example. Pour une méthode avec s = 3 étages, qui satisfait la condition b; = ag;
pour tout i, on a quatre coefficients (y, co, by, by) a déterminer pour satisfaire les
quatre conditions d’ordre p = 3. Il existe une seule méthode L-stable qui satisfait ces
conditions. Elle est donnée dans le tableau 3. La valeur de v est obtenue comme zéro
du polynéme 6z° — 1822 + 92 — 1 = 0.

TABLEAU 3: Une méthode L-stable d’ordre p = 3

0 v 0 0
ey | 1y N = 0.4358665215084590
N bi(7) = L(=1+16y—69
1(y) = F(~1+416v—06+?)
Lo bi(y) b20v) v o )
ba(v) = 1(5—207+67%)
bi(y) ba(y) v

2.2 Méthodes multipas (BDF)

Les intégrateurs numériques pour § = f(y) qui exploitent I'information de plusieurs
pas consécutifs sont les méthodes a pas multiples (méthodes multipas). Pour une
application a pas constant h, elles sont définies par

k k
Z Qi Ynyi = h Z Bi f (Yn+i)
i=0 i=0

ou |ag| + 8] > 0 et oy # 0, de sorte que Papproximation y,x de y(t,+x) peut étre
calculée a partir de y,,, ..., ynsx—1. Cette méthode est caractérisée par les polyndémes
générateurs

k k
0= aic,  olc)= Y
i=0 i=0

Pour des problemes raides, on consideére des méthodes implicites (c.-a-d., G # 0), qui
nécessitent la résolution d'un systéme non linéaire v, r = Muix + MYef (Ynix) pour
Yntks OU Y = B/ €t Mpyx est une expression connue.

Ordre et zéro-stabilité. On dit qu'une méthode multipas possede I'ordre p, si pour
chaque fonction lisse y(t) on a Zf:o a; Y(tnyi) — hZf:o Bi Y(tnsi) = O(hPT). Cette
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propriété ne suffit pas encore pour que la solution numérique converge vers la solution
exacte du probleme. Il faut en plus que la méthode soit zéro-stable, ce qui signifie
que tous les zéros du polynome p(¢) sont bornés par 1, et ceux sur le cercle unité sont
simples.

A-stabilité et domaine de stabilité. Pour le probleme de test y = Ay, la méthode
multipas devient 1'équation aux différences Zf:o(ai — 103;) Yni = 0 avec p = Ah.
Sa solution y, est une combinaison linéaire des (;(u)™ (multipliée par un polynome
en n en cas de racines multiples), ou (;(p), ..., x(p) sont les racines du polynome
caractéristique

p(¢) —po(C) = 0.

La solution vy, reste bornée pour n — oo si p est dans le domaine de stabilité

g ~ toutes les racines (;(u) satisfont |(;(p)| < 1,
" " et les racines multiples satisfont |¢;(u)| < 1

Il est souhaitable que le domaine de stabilité contienne le demi-plan gauche. Dans ce
cas la méthode est dite A-stable. Un résultat tres célebre de G. Dahlquist [Dah63] est
que l'ordre maximal d'une méthode multipas A-stable est 2.

La condition de A-stabilité est tres restrictive, et dans beaucoup situations pra-
tiques il suffit qu'un secteur S, = {u € C; |arg (—p)| < a } avec a proche de 7/2 soit
contenu dans le domaine de stabilité. Dans ce cas, la méthode est dite A(a)-stable.

Les méthodes BDF. Si p — oo, les zéros de p(¢) — po(¢) tendent vers les zéros
de o(¢). Pour avoir un bon amortissement des composantes trés raides, il faut que
¢i(00) = 0 pour tout i. Ceci est possible seulement si 0(¢) = B avec Gy, # 0 (c.-a-d.,
B; = 0 pour i < k). Une fois les coefficients 3; fixés, on peut déterminer les coefficients
a; pour obtenir I'ordre p = k. Les formules ainsi obtenues peuvent étre écrites a ’aide
des différences rétrogrades (d’ott le nom “backward differentiation formulae”) sous la

forme

Ey

Z_-vjyn-i-k = h f(Yn+k)-

=1
Rappelons que Vy,ir = Ynik — Ynik—1, €t récursivement VIitly, .. = Viy, i —
\% Yn+k—1-

Pour k£ =1 on retrouve la méthode d’Euler implicite, et pout £ = 2 on obtient

3 1
5 Yn+2 — 2yn+l + 5 Yn = hf(yn+2)

TABLEAU 4: A(a)-stabilité des méthodes BDF

1 2 3 4 5 6
90° 90° 86.03° 73.35° 51.84° 17.84°
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Ces deux méthodes sont A-stables. Pour 3 < k < 6, les méthodes obtenues sont
A(a)-stables avec des angles o donnés dans le tableau 4. Pour k& > 6 un des zéros du
polynome p(¢) possede un module strictement plus grand que 1. Les méthodes corre-
spondantes ne sont pas zéro-stables et donc pas utiles pour l'intégration numérique.

Pour dessiner le domaine de stabilité d’'une méthode multipas, I'observation suiv-
ante est tres utile: le point p est au bord 95 du domaine de stabilité si une racine
de p(¢) — po(¢) = 0 possede un module 1. Ceci implique que le bord 95 est contenu
dans la courbe donnée par (“root locus curve”)

_ ple)
v(t) = REDE

0<t<2m.

Ces courbes sont dessinées pour les méthodes BDF d’ordre £k = 1,...,6 dans la Fig. 7.
Pour k£ = 1 c¢’est un cercle de rayon 1 centré au point 1, et le point d’intersection avec
I’axe réel croit avec k. Le domaine de stabilité est I'extérieur de la courbe.

FIGURE 7: Domain de stabilité pour les méthodes BDF d’ordre £k =1,...,6.

2.3 Méthodes d’extrapolation

L’extrapolation est une technique qui permet de créer, a partir d'une méthode de base
tres simple, des approximations de grande précision. Pour des équations différentielles
raides, un bon choix de la méthode de base [Deu85] est la méthode d’Euler linéairement
implicite
Yir1 =i +h (I —hJ)" f(y:)

ou J =~ f’(yo) est une approximation de la matrice jacobienne de f(y). Pour un
probleme linéaire y = Jy, elle est équivalente a la méthode d’Euler implicite. L’idée
d’extrapolation repose sur le fait que I'erreur globale de cet intégrateur possede un
développement asymptotique en puissances de h.
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Prenons une suite de nombres entiers n; < ny < ng < ...; par exemple n; = j.
Notons ensuite T};; 'approximation de y(t, + H) obtenue en appliquant la méthode de
base n; fois avec h = h; = H/n;. Ensuite, avec 'algorithme de Aitken Neville

Tiw —Tj—1
Ty =Tip + Lo—272
J,k+ 7 n]/n]_k —1

on peut éliminer les premiers termes du développement asymptotique et on obtient
ainsi un tableau des approximations de y(t, + H):

Tll
T21 T22
T31 T32 TSS

Les approximations dans la premiere colonne sont d’ordre 1, celles de la deuxieme
colonne d’ordre 2, et celles de la kieme colonne d’ordre k.

A (a)-stabilité. En appliquant cette procédure a I’équation de test § = Ay on obtient
Tix = Rji(hA\)yo ot la fonction de stabilité de I'approximation T} est obtenue par

Rji(2) = Rj—1(2)

nj/nj_k —1

Ra@) = (1=1) 70 Rusnl) = Bule) +

On peut vérifier que les approximations R;i(z) et Rjs(2) sont toutes A-stables, les
autres approximations sont A(«)-stables avec a tres proche de 7/2 (voir le tableau 5).

TABLEAU 5: A(a)-stabilité des méthodes d’extrapolation

90°

90°  90°

90° 90° 89.85°

90° 90° 89.90° 89.77°

90° 90° 89.93° 89.84° 89.77°

90° 90° 89.95° 89.88° 89.84° 89.77°

2.4 Programmation des intégrateurs numériques

La programmation des intégrateurs numériques pour des équations différentielles raides
est beaucoup moins évidente que pour des problemes non-raides o1 on utilise en général
des méthodes explicites. Il existe quelques méthodes pour des problemes raides qui
évitent des équations non linéaires (par exemple la méthode d’extrapolation discutée
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au §2.3 précédent) mais la plupart des méthodes utilisées en pratique sont implicites
et nécessitent donc la résolution d’un systeéme non linéaire.

Résolution du systéme non linéaire. Pour les méthodes implicites du §1.4, pour
les méthodes de Runge—Kutta diagonalement implicites, et pour les méthodes multipas
(BDF), on est amené a la résolution d'un systeme de la forme

y=n+hyf(y)

ot  (un vecteur) et hy > 0 sont donnés. On ne peut pas appliquer une itération
de point-fixe, car ceci restreindrait la longueur du pas h de manieére inacceptable
(notons que les valeur propres de la matrice jacobienne f’(y) sont tres grandes et
que litération converge seulement si hy < || f'(y)||™!). On est obligé d’appliquer la
méthode de Newton ou une variante. Pour réduire I'influence des erreurs d’arrondi, il
est recommandé de travailler avec le vecteur z = y — n (qui, en général, est plus petit
en norme que le vecteur y) et d’appliquer la méthode de Newton simplifiée au systéme
F(z)=z—=hyf(n+ z) = 0. Ceci donne l'itération

2P = 2R AR (I — hyJ)AZY = 2% + hyf(n + 29)

ou J = f'(n). Pour linitialisation 2°

on peut prendre le vecteur 1 ou une autre
approximation de la solution cherchée. L’utilisation de la méme matrice J pour toutes
les itérations rend cet algorithme efficace.

Pour une méthode de Runge-Kutta implicite avec plusieurs étages (par exemple
Radau IIA) on est conduit a un systéme non linéaire de dimension n - s ot n est
la dimension de y et s le nombre d’étages. Pour une programmation efficace il faut

exploiter la structure de la matrice jacobienne (voir [HW96, §IV.8]).
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3 Meéthodes pour des problemes particuliers

En pratique, on rencontre souvent des équations différentielles raides de tres grande
taille pour lesquelles la résolution numérique du systeme non linéaire de la méthode
implicite est tres couteuse ou meéme impossible. Il arrive aussi que la raideur de
I’équation différentielle soit présente seulement dans une petite partie de 1’'équation,
on aimerait alors tirer profit de cette situation. Ce paragraphe présente quelques
approches intéressantes pour ces problemes particuliers.

3.1 Meéthodes explicites avec longues régions de stabilité

Selon le théoreme de Jeltsch-Nevanlinna évoqué au §1.5, il n’existe pas de méthode
explicite qui soit supérieure, du point de vue de la stabilité, a une autre méthode
explicite pour tous les problemes. Par contre, en présence de l'information sur la
localisation des valeurs propres, on peut désigner des méthodes efficaces pour cette
classe de problemes. La classe la plus importante est celle des problemes ot les valeurs
propres sont réelles et localisées sur I'axe réel négatif. Comme référence on pourra

consulter [HV03, chap. V] et [HW96, §IV.2].

3.1.1 Meéthodes de Runge—Kutta—Chebyshev

Commengons par chercher la meilleure fonction de stabilité. Pour une méthode d’ordre
(au moins) 1, explicite a s étages, R(z) est un polynome de degré s de la forme
R(z) = 1+ z + O(z?). Le polynome de Chebyshev Ty(t) étant équioscillant entre —1
et +1 sur Pintervalle —1 < ¢ < 1, avec T'(1) = s?, il fournit le polynéme désiré

R(z) = T,(1+ z/s?)
avec un intervalle de stabilité —2s* < z < 0 le plus long possible (voir la premiere
image de la Fig. 8).

Réalisation comme méthode de Runge—Kutta. Il faut maintenant trouver un
algorithme pour équations différentielles qui possede cette fonction de stabilité. 1l y a
deux possibilités :

e par factorisation de R(z) = [[;_,(1 + 6,2) et une composition de pas d’Euler
Yo = Yn, Y= K,1+h5if(}/;,1>, (Z: 1727"'78): Yn+1 =Y

(méthode proposée par Guillou-Lago [GL61], élaborée par Lebedev [Leb89]).
Elle a le désavantage que certains de ses pas sont tres grands et que la méthode
est tres sensible a l'ordre de grandeur des ¢; ;
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FIGURE &: Fonctions de stabilité des méthodes de Chebyshev

e par récurrence en utilisant 7;(t) = 2tT;_1(t) — Tj_2(t). Ainsi les grandeurs
Rj(z) = Tj(1 + z/s*) satisfont R;(2) = %R;_1(z) + 2R;_1(2) — Rj_2(2). On
obtient alors la méthode suivante

h 2h
Yo=vyn, Yi=Yo+ Ef(yo)y Y; = ?f(yj—l) +2Y,0 = Y2, Ypp1 =Y,

proposée par van der Houwen—Sommeijer [HS80] et Sommeijer—Verwer [SV80].

Méthode d’ordre 2 (code RKC). Comme 77(1) = s?(s? — 1)/3, la fonction R(z)
ci-dessus ne satisfait pas la condition d’ordre 2, qui est R”(0) = 1/2. On peut corriger
cela par une transformation affine

3 s?—1

— Us bs‘Te]- 5% ), s T o 1> bs: ) s:]-_bs-
R(2) = as + b, T5(1 + ws2), Wy = 5 sz ¢

Cette formule améliorée par un facteur d’amortissement, et la formule de récurrence
ci-dessus modifiée, constituent la base du code RKC d’ordre 2 [SSV98§].

3.1.2 Approche de Lebedev, Medovikov et Abdulle (code ROCK)

Comme le montre la deuxieme image de la Fig. 8, les intervalles de stabilité pour RKC
ne sont pas optimaux parmi les approximations d’ordre 2. Mais si 'on veut utiliser les
polyndomes optimaux (troisitme image), on perd la belle formule récursive ci-dessus.
[’idée (due a Abdulle et Medovikov [AMO1]) est alors d’approcher ces polynomes par
une suite de polynomes orthogonaux

w, ()
V1i—22

Grace a un théoréeme de Bernstein (1930), ces polyomes vont étre presque optimaux,

Ry(2) = wy(2) Ps_p(2), P;(z) pol. orthog. par rapport a

et grace a l'orthogonalité, il existe une formule récursive de calcul. Nous obtenons
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alors une méthode, qui possede les deux avantages, un intervalle de stabilité presque
optimal, et une relation de récurrence. De plus, nous pouvons déterminer le polynome
wy(2) de fagon a ce que Rg(z) possede l'ordre p.

Réalisation comme méthode de Runge—Kutta. Pour 'ordre 4, une méthode de
Runge Kutta n’a plus automatiquement le méme ordre que sa fonction de stabilité,
car des conditions supplémentaires pour les problémes non linéaires sont a satisfaire.
Abdulle et Medovikov résolvent ce probleme a 1'aide d’une théorie tres élaborée, la
théorie du groupe de Butcher. Le code correspondant, ROCK4, fournit d’excellents
résultats dans des problémes tres complexes en calcul scientifique [Abd02]. Ce code a
produit la solution dessinée en Fig. 3 du §1.3.

3.2 Méthodes de séparation (splitting)

Considérons une équation différentielle de la forme

g =) + H)

et supposons que la résolution des systémes partiels § = fll(y) et § = fB(y) soit
beaucoup plus simple que celle du systéme entier. Notons par ¢;(y) le flot exact
de I'équation différentielle (c.-a-d., 'application yo — ¢;(yo) représentant la solution
exacte y(t) au temps ¢ pour la valeur initiale y(0) = yo) et par ol ](y) et o7 (y) les
flots des sytemes partiels. L’idée est d’approcher la solution exacte ¢;(y) par une
composition (90£ Lo goiz])(y) (901[52] o go,[fl])(y) (Lie-Trotter splitting), ou mieux encore
par une version symétrique
(ermopl oop)y)  ou (g, o0t o))

Cette approximation est connue sous le nom de Strang splitting [Str68], mais elle
peut également étre appelée Marchuk splitting [Mar68] ou méthode des pas frac-
tionnaires [Tem68]. Ces compositions représentent la solution exacte ¢.(y) unique-
ment dans la situation oft les deux flots ¢! ]( ) et o ]( ) commutent (ce qui est rarement
le cas). Dans le cas général on introduit une erreur qui est (c,og] o gof])(y) —pnly) =
O(h?) pour le Lie-Trotter splitting et (@2}2 ol o @2}2)(2/) — pon(y) = O(h?) pour le
Strang splitting (vérification par un développement en série de Taylor).

Si les flots exacts 90[ ]( ) et gol[?} (y) sont connus explicitement, alors chacune de ces
compositions donne une méthode numérique pour la résolution du probleme original.
Sinon, on peut remplacer les flots exacts go[ ](y) par des approximations numériques

CD,[Z]( ), et ensuite considérer I'intégrateur numérique Py, (y) = (<I>[h2}2 o @m o @E}Q( ).

Exemple 3.1 (probléme de réaction-diffusion) Une réaction chimique céleébre con-
vergeant vers une solution périodique est la réaction “Oregonator” déja étudiée au
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paragraphe §1.3. En ajoutant de la diffusion nous obtenons apres discrétisation en
espace le systeme (pour i =0,1,...,n)

ai = 6%+ T7.27(b; + a; (1 — 8.375 - 10 5a; — b;))
bi = 62bi + (Ci — (1 + ai) bz)/7727
éi = 5207; -+ 0161(&1 — Ci)

olt 6%a; = (a1 —2a;+a;_1)/Az* avec Ax = 1/n est une approximation du Laplacien,
et les relations a_y = a1 et a,41 = a,_; simulent des conditions de Neumann au bord
de l'intervalle [0,1]. Comme valeurs initiales nous prenons a;(0) = 1 + x;, b;(0) =
exp(—300(x; — 0.5)?) et ¢;(0) = 0.5+ 10x;(1 — z;), ot 7; = i Az. En rassemblant
dans le vecteur y toutes les composantes de a;,b; et ¢;, le probleme est de la forme
v = fl(y)+f2(y), ot fl(y) représente la diffusion et f2/(y) la réaction. Le probleme
7 = f(y) est constitué de n + 1 systémes séparés de dimension 3, qui peuvent étre
résolus sans difficultés avec des programmes existants (par exemple avec RADAUS5).
L’autre probleme ¢ = fl (y) est une équation de la chaleur pour laquelle il existe des
algorithmes tres efficaces, aussi en dimension 2 et 3. La programmation du Strang
splitting est alors simple et directe.

Pour I'expérience numérique de la Fig. 9 nous choisissons tepq = 400, h = topq /5 =
80 et nous considérons la méthode @5}2 o @Ej] o <I>[h2/]2 ol (PE] et @f] représentent
I'application du programme RADAUS5 avec tolérance Rtol = Atol = 107" au systémes
i = fM(y) et y = fP(y) respectivement. C.-a-d., pour le premier pas de la méthode,
on applique d’abord le programme sur I'intervalle [0, 40] a la réaction, ensuite sur [0, 80|
a la diffusion avec la nouvelle valeur initiale, enfin sur [40, 80] a la réaction et ainsi de
suite. Dans la Fig. 9, 'approximation numérique obtenue par (I>£l2] est colorée en bleu
et celle de CIDE en noir. Les valeurs initiales pour chaque intégration sont indiquées
par un symbole plus grand.

Pour I'exemple considéré, I'influence de la diffusion est marginale (la difference
entre les solutions exactes avec ou sans diffusion est a 'instant ¢ = 400 de la grandeur
0.66 - 10~° pour la norme ¢3). Avec I'expérience de la Fig.9 (mais avec Rtol = Atol <

T B B P S N SN T B
0 40 80 120 160 200 240 280 320 360 400

FIGURE 9: Strang splitting appliqué au systéme de réaction-diffusion avec n = 100; Sont
dessinées les composantes b; et ¢; pour x; = 0.75.
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1077) Terreur est réduite & 0.24 - 105 bien que la solution soit corrigée par la diffusion
seulement en cing points de I'intervalle [0, 400].

Plusieurs études théoriques, dont celles de [Spo00] et de [DMO04], indiquent qu’il est
préférable de choisir le Strang splitting qui se termine avec un demi-pas correspondant
au flot de ’équation la plus raide.

3.3 Meéthodes implicites-explicites (IMEX)

Comme dans le §3.2 nous considérons un systeme

v=f(y)+9)

ot le champs de vecteur est partitionné. La premiere partie y = f(y) est supposée étre
non raide, et la deuxieme y = g(y) raide. L’idée est d’appliquer une méthode implicite
(et A-stable) a la partie raide, mais une méthode explicite a la partie non raide.

3.3.1 Méthodes implicites-explicites de Runge—Kutta

Prenons les coefficients de deux méthodes de Runge-Kutta (une explicite et I'autre
diagonalement implicite) et considérons le schéma

i—1 i
Y, = yn+hzaijf(yj)+h2aijg(%) 1=1,...,s
J=1 j=1
Yot = Yo+ _bif(Y)+ R big(Y).
=1 i=1

Chaque étage nécessite seulement une évaluation de f(y) et la résolution d’un systeme
non linéaire du type Y; = n; + hay;g(Y;) avec n; donné, si a;; # 0. Initialement [Gri78]
ces méthodes ont été étudiées sous une forme équivalente ou le vecteur y, et non le
champ de vecteurs, est partitionné en raide et non raide. Des réferences plus récentes
sont [ARS97], [PRO1] et [KCO03].

Pour que Y; soit une approximation consistante de la solution y(t, + ¢;h), nous
supposons que

i—1 i
E a;j = E ajj = ¢ pour i=1,...,s.
=1 =1

Ceci nécessite que a;; = ¢; = 0, de sorte que le premier étage de la méthode soit ex-
plicite. Sans cette condition il est beaucoup plus laborieux de construire des méthodes
avec un ordre élevé.

Conditions d’ordre. Pour 'ordre 2, seulement les conditions de quadrature

igz = ibi =1, ES:ECZ = ibici — %
i=1 i=1 i1 i1
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doivent étre satisfaites. Pour avoir I'ordre 3, il faut en plus que

s s s s s s
Zbic? = Z bic? = %, Z ba;jc; = Z ba;jc; = Z bja;jc; = Z ba;jc; = é
i=1 i=1 ij=1 ij=1 ij=1 ij=1
On remarque qu'il ne suffit pas que chacune des méthodes pour f(y) et g(y) soit

d’ordre 3, des conditions de couplage doivent aussi étre satisfaites. Une théorie générale

pour les conditions d'un ordre arbitraire est donnée dans [HNWO93, §I1.15].

Fonction de stabilité de la méthode implicite. La fonction de stabilité est
donnée par R(z) = 14+b" (1 —2A)""1, otb = (b;);_,, A = (ag);;— et 1=(1,...,1)".
Elle n’est pas nécessairement bornée car A est singuliere. Si a;; = 0 mais a; > 0 pour
1 > 2, son développement de Laurent autour du point infini est

S
R(Z) =12+ oo+ O(Z_1> avec @oq — bl — E biwijaﬂ,
ij=2
N . s N . . . s e
ott la matrice (wj;); ;_o est U'inverse de la matrice triangulaire (ai;); ;_o. Pour satisfaire
a1 = 0, une de deux conditions suivantes suffit:

(a) ag =20 pour i=1,...,s,
(by b1=0 et a; =0 pour i=1,...,s.

Si les deux conditions, (a) et (b), sont satisfaites on a a3 = oy = 0 et la fonction de
stabilité de la méthode satisfait R(oo) = 0.

Précision pour des problemes trés raides (“stiff accuracy”). Pour des
équations différentielles tres raides (par exemple des problémes a perturbation sin-
guliere) les étages internes sont de bonnes approximations de la solution y(t, + ¢;h)
dans le cas (b) ci-dessus. On peut obtenir la méme propriété pour I'approximation
numérique y,41 en imposant la condition
Zi:asi, b; = ag pour i=1,...,s,

ce qui implique que y,+1 = Y est égal au dernier étage interne. Avec ce choix on a
bs = 0, et par conséquent seulement s — 1 évaluations de la fonction f(y) a effectuer a
chaque pas d’'intégration.

Un exemple d’une méthode implicite-explicite de Runge Kutta qui satisfait toutes
les conditions de ce paragraphe et qui est d’ordre 3 est donnée dans le tableau 6.
Les coefficients de la méthode explicite sont a gauche, ceux de la méthode implicite
a droite. Une collection de méthodes implicites-explicites de Runge-Kutta avec des
méthodes emboitées (pour une estimation de I’erreur et donc pour une programmation
a pas variables) est donnée dans [KC03].

Cette classe de méthodes est souvent utilisée pour des semi-discrétisations d’équa-
tions aux dérivées partielles. Par exemple, des systeémes avec convection (non-raide)
et diffusion (raide), ou des systemes avec réaction (tres raide) et convection-diffusion
(moins raide).
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TABLEAU 6: Coefficients d'une méthode IMEX d’ordre 3, [ARS97].

0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0
12| 1/2 0 0 0 0 1210 1/2 0 0 0
2/3 | 11/18 1/18 0 0 0 2/310 1/6 1/2 0 0
12| 5/6 —5/6 1/2 0 0 1200 —1/2 1/2 1/2 0
1| 1/4 7/4 3/4 —7/4 0 110 3/2 -3/2 1/2 1/2

1/4  7/4 3/4 —7/4 0 0 3/2 =3/2 1/2 1/2

3.3.2 Meéthodes multipas implicites-explicites

L’idée de méthodes implicites-explicites ne se restreint pas aux méthodes de Runge—
Kutta. On peut également considérer des méthodes du type

K k-1 K
D s =h)y Bif Ynei) + 1 > Big(Yn+i)-
i=0 i=0 i=0

Une seule évaluation de f(y) par pas est nécessaire, ainsi que la résolution d’un systeme
de la forme v, x = 1n + AYg(Ynir) avec v, = Bi/ay et ni donnés. Cette classe de
méthodes est introduite dans [Cro80|. Pour I'étude de ces méthodes nous référons aux
publications [ARW95], [ACM99] et [FHVI7].

3.4 Equations différentielles-algébriques

Dans I'équation de Curtiss—Hirschfelder (§1.2), les solutions s’approchent rapidement
d’une variété qui est proche de y = arctan(20t). Le méme phénomene, mais dans
une situation plus réaliste et dans une dimension supérieure, est caractéristique des
problémes a perturbation singuliere

y:f(yvz): EZ:g(y,Z),

ol 0 < € < 1 est tres petit et les valeurs propres de %(y,z) possedent une partie
réelle négative le long de la solution exacte (pour garantir la stabilité). Les solutions
s’approchent rapidement d’une variété qui est e-proche de g(y, z) = 0.

Indice 1. En posant ¢ = 0 dans un probléme a perturbation singuliere on obtient
une équation différentielle-algébrique (EDA)

v=f(y,2), 0=g(y,2),

c.-a-d., un systeme ou une équation différentielle est couplée avec une équation algé-
brique. Si la matrice jacobienne %(y, z) est inversible dans un voisinage de la solution,
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on parle d'une EDA d’indice 1. Formellement, on peut résoudre 'équation g(y, z) = 0
par rapport a z pour obtenir z = G(y). Ainsi la dynamique du probleme est com-
pletement décrite par 'équation différentielle (non raide) y = f(y, G(y)).

Indice 2. Si la matrice %(y, z) n'est pas inversible, la situation devient beaucoup
plus complexe. Considérons par exemple

v=f(y,2), 0=g(y),

oll z représente un controle qui permet de maintenir la solution y(t) sur la variété
g(y) = 0. En dérivant cette relation algébrique par rapport au temps, on obtient une
restriction supplémentaire ¢'(y)f(y,z) = 0. Si ¢’ (y)%(y./ z) est inversible, on peut de
nouveau exprimer z en fonction de y et on obtient une équation différentielle pour y.
Dans cette situation on parle d’'une EDA d’indice 2.

Résolution numérique par des méthodes de Runge Kutta. Appliquée a un
probleme a perturbation singuliere, une méthode de Runge-Kutta implicite donne

Yi—yn = by _ay f(Y;, Z)) e(Zi—2) = h)_a;9(Y;, Z))
j=1 j=1

Ynt1 — Yn = hzbif(Yi,Zi) 5(Zz'+1 —Zn) = hzbig(YiaZi)'
i—1 i=1

Dans le cas limite ¢ = 0, si la matrice de Runge-Kutta (a;;) est inversible, on a
9(Y;,Z;) =0 pour j =1,....s et les étages internes sont sur la méme sous-variété que
la solution exacte. Pour avoir cette propriété aussi pour I'approximation numérique
Yns+1 NOUS supposons que b; = az pour ¢ = 1,...,s de sorte que y,4+1 = Y.

Pour un probleme d’indice 1, cette approche est équivalente a une application
de la méthode au systeme § = f(y, G(y)). Par conséquence, 1'erreur globale satisfait
Yn—Y(tn) = O(?) et z,—2(t,) = G(yn) —G(y(t,)) = O(hP) ou p est I'ordre (classique)
de la méthode. Rappelons que pour les méthodes Radau IIA du §2.1 'ordre est
p=2s—1.

Pour un probleme d’'indice 2 (ou 1’équation algébrique ne dépend que de y) on
peut démontrer que le systéeme non linéaire de la méthode de Runge Kutta possede
une solution si les valeurs g(y,) et ¢'(yn) f(Yn, 2,) sont suffisamment petites. L’erreur
globale satisfait y,,—y(t,) = O(h¥) comme pour des équations différentielles non raides,
mais on a seulement z, — z(t,) = O(h?) avec un ¢ < p (phénomene de réduction
d’ordre; on peut appeler ¢ l'ordre interne de la méthode). Par exemple, pour les
méthodes Radau ITA on a p = 2s — 1 et ¢ = s. Plus de détails se trouvent dans
[HLR89] et [HW96, §VL.3].

Considérons de nouveau un probleme a perturbation singuliere qui est un cas parti-
culier tres important des équations raides, et supposons que les valeurs initiales soient
proches d’une solution lisse. Appliquons une méthode de Runge-Kutta d’ordre p,
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d’ordre interne ¢, qui est L-stable, qui possede une matrice (a;;) inversible et qui satis-
fait as; = b; pour tout i (par exemple, Radau ITA). En développant la solution exacte
et la solution numérique en série de puissances de e, et en utilisant les résultats de
convergence pour les équations différentielles-algébriques, on peut démontrer que

Yn — Y(tn) = O(KP) + O(*h?), zn — 2(tn) = O(RP) + O(eh?).

Ce résultat montre la continuité de 'erreur pour € — 0. Ainsi, ces méthodes ont le
méme comportement pour € = 1074, ¢ = 1072 ou ¢ = 0.

4 Appendice: Programmes informatiques

Pour la résolution des équations différentielles raides, il existe d’excellents programimes
du domaine publique qui peuvent étre téléchargés sur internet.

e http://www.unige.ch/~hairer/software.html

RADAUS5 est basé sur une méthode de Runge-Kutta implicite (Radau IIA,
§2.1.1) d’ordre 5; RADAU est une version avec ordre variable (ordres 5, 9,
et 13); SEULEX est la méthode d’extrapolation basée sur la méthode d’Euler
linéairement implicite, discutée au §2.3; ROCK est une méthode de Runge-Kutta
explicite avec un grand intervalle de stabilité (§3.1.2).

e http://www.netlib.org/ode/index.html
DASSL est un programme célebre de L. Petzold basé sur les méthodes BDF
[BCPY6]; RKC est la méthode explicite discutée dans le §3.1.1.

e http://www.llnl.gov/casc/odepack/download/lsode_agree.html

LSODE est une programmation des méthodes multipas BDF.

e http://www.zib.de/Numerik/numsoft/CodeLib/ivpode.en.html
EULSIM est la méthode d’extrapolation basée sur la méthode d’Euler linéairement
implicite, discutée au §2.3. LIMEX est une extension aux problemes différentiels-
algébriques.

e http://www.ma.ic.ac.uk/~jcash/IVP_software/readme.html
MEBDF est synonyme de “Modified Extended BDEF” [CC92].

e http://pitagora.dm.uniba.it/~mazzia/ode/gam.html

GAM est une méthode de Runge—Kutta implicite, basée sur I'idée de “boundary
value methods” [IM9§].
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Plusieurs de ces programmes informatiques sont écrits pour des équations différentielles
de la forme

My = f(tay)a y(t(]) = Yo

ou la matrice M peut étre singuliere pour permettre d’inclure des relations algébriques.
Le vecteur f(tg,yo) doit étre dans l'image de l'application linéaire M. D’autres pro-
gramimes sont écrit pour des problemes encore plus généraux

F(yayvt) = 07 y(tﬂ) = Yo, y(tO) = ?)0

avec des valeurs initiales consistantes, c.-a-d., F'(¢o, %0,t0) = 0. Remarquons qu’avec
I'introduction d’une nouvelle variable pour la dérivée z = g, le probleme devient
équivalent au systeme

U=z, 0= F(z,uy,t),

qui est de nouveau sous la forme MY = G(Y,t) o le vecteur Y est composé par y
et z.

Sur la page internet http://pitagora.dm.uniba.it/~testset/ on peut trouver
la description de plusieurs programmes pour des problemes raides et différentiels-
algébriques, une collection importante d’exemples intéressants et aussi des compara-
isons numériques.
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