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Si vous avez des questions ou des remarques, vous pouvez nous écrire a : Maxime.Gagnebin@unige.ch ou
Jhih-Huang.Li@unige.ch. Les exercices en gras comptent pour le bonus et les séries sont & rendre avant le
vendredi de chaque semaine dans le casier de votre assistant (a la section de maths).

1. Soit I' € C un chemin fermé. Pour a € C\ T', on définit I'indice du chemin I'" au
point a comme :

1 1
Indp : a — / dz = Indp(a).
2w Jr z —a

(a) Soit v : [a, 8] — C un chemin C!' paramétrisant I'. Ecrire Indr(a)
comme ﬁff f(s)ds pour un f(s) bien choisi.
(b) Pour a <t < 3, on définit ¢(t) = exp (foi f(s)ds), ou f est la fonc-

tion de la question précédente. Montrer que Indr(a) est un nombre
entier si et seulement si ¢(5) = 1, puis montrer que ¢'(t) = f(t)o(t)

(c) Montrer que g(t) = Wzi()tza est différentiable et que ¢'(¢t) = 0.
(d) Montrer que ¢(t) = 3((;))__'2 et en déduire que Indp(a) est entier.

(e) Montrer que Indr est holomorphe sur C \ I' et en déduire que Indr est
constante sur chaque composante connexe de C \ T".

2. Soit R > 0.
(a) Donner un exemple de deux suites {b,} et {c,} satisfaisant limsup |b,|"/" =
limsup |¢,|"/" = 1/R et limsup |b,c,|'/" = 0. Quel est le rayon de

convergence des séries correspondantes 7

(b) Soient {b,} et {c,} deux suites de réels positifs telles que lim b,, existe dans
RU{oo} et limsup ¢, > 0. Montrer que lim sup by, ¢,, = (lim sup by, ) (lim sup ¢y,).

(c) Soit {a,} une suite de complexes tel que limsup|a,|"/™ = 1/R. Utili-
ser le résultat du point précédent pour calculer le rayon de conver-

gence de :
oo o0 o

. In2m, . Y. napz”, . Y nlayz".
n=0 n=0 n=0

3. La fonction zéta de Riemann.
(a) Montrer que, pour tout n > 1,
fnize—n®
est une fonction analytique sur C et que |n?| = nRe(®),

(b) Pour € > 0, montrer que la série

)= n*
n=1

converge uniformément sur {z € C| Re(z) > 1 + €} et converge absolument
sur {z € C| Re(z) > 1}.



4. Intégrer les fonctions suivantes
a) f(z) =¢*  b) g(z) = |2]?
sur les deux chemins 1 (t) = t + it?, y2(t) = t? + it pour t € [0, 1].
5. Soient U C C un ensemble ouvert, f : U — C une fonction continue, et

7 :[0,1] = U, 72 : [0,1] — U deux chemins composables (tels que 71 (1) = 72(0)).
Démontrer la formule :

/ f(z)dz :/ f(z)dz+ [ f(z)d=.
Y1Uy2 1 Y2
ou
Y1 Uy [0,2] —C
t = y1(t) Lgo) + v2(t — Dliepn g



