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Série d’exercices 9 : Petite révision et prolongement analytique

Si vous avez des questions ou des remarques, vous pouvez nous écrire a : Maxime.Gagnebin@unige.ch ou

Jhih-Huang.LiQunige.ch. Les exercices en gras comptent pour le bonus et les séries sont a rendre avant le
vendredi de chaque semaine dans le casier de votre assistant (a la section de maths).

1.

Soit f une fonction entiére (i.e. holomorphe sur C). Supposons que
sa partie réelle est toujours positive (Ref > 0). Montrer qu’elle est
constante. En déduire que les seules fonctions harmoniques positives
sur R? sont les fonctions constantes.

Indication : Considérer la fonction g(z) = exp(—f(2)).

. On définit la fonction suivante

flz) = k(k—1)(k—2)z*
k>0
sur le disque B;(0). Déterminer le domaine maximal ou f peut étre
prolongée comme fonction analytique. Par abus de notation, on note
ce prolongement f. Calculer f(2).

. Soit I'(z) la fonction définie par la formule

I‘(z):/ t*~ e tdt,
0

oul 771 = ez=Dlogt Cette fonction est appelée fonction gamma.
(a) Montrer que ’intégrale est bien définie sur {z,Rez > 0}.

(b) Démontrer la relation I'(z + 1) = 2I'(z). Indication : Utiliser I'inté-
gration par parties.

(c) Calculer I'(1) et en déduire les valeurs I'(n) pour n € N.

(d) Calculer I'(n+ 3) pour tout n € N en se rappelant que

oo 'r2
/ e Fdr =,/ .
0 2

Indication : Commencer par réécrire ’intégrale ci-dessus en fonc-
tion de I'(3).

Calculer [(—1+1)%)" et (—1+4)? a 'aide de la branche principale du logarithme.
Qu’en tirez-vous comme conclusion 7

. Soit f une fonction entiére. Montrer que s’il existe £ > 0 et C' > 0 tels que

f(2) < Cleff, VzeC,
alors f est polynomiale de degré au plus E(k) ou
E(k) :=sup{n € N,n <k}

est la partie entiére de k.



. Théoreme des trois cercles d’Hadamard.

Soient r, R deux réels tels que 0 < r < R. On considére la couronne fermée
C:={z€C,r <|z|] < R}. On prend f une fonction holomorphe sur U un ouvert
contenant C. Pour p € [r, R], on pose

My(p) := mas{| ()], 2] = p}.
(a) Montrer que pour tout o € Q puis « € R on a
p“ My (p) < max{r®My(r), R*M(R)}.
(b) En déduire I'inégalité

Inp—Inr

In R—In
M;(p) < Mj(r)mis My(R)W s,

. Prolongement analytique de la fonction zéta.
On rappelle que la fonction zéta de Riemann a été définie dans ’exercice 3 de la
série 6 par
1
((2) = pr
n=1
sur {z,Rez > 1}. Ici, on cherche a la prolonger analytiquement sur un domaine

plus grand. Posons
D"
7](2) - Z n?

n=1

(a) En utilisant le critére des séries alternées, justifier pourquoi 7 est bien définie
pour z > 0. La méme question pour z € C avec Rez > 0 en utilisant la
sommation d’Abel.

(b) Démontrer la relation entre ¢ et 7 :
n(z)

C(2) = 15—
pour tout z € C tel que Rez > 1.
(c) A l'aide de la relation précédente, sur quel domaine peut-on prolonger ¢ ?

(d) (Pour aller plus loin.) Comment prolonger ¢ sur {z,Rez > 0} 7



