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Processus stochastiques en temps discret

TD 6 - Applications des martingales
ler novembre 2013

Si vous repérez des erreurs dans les feuilles d’exercices ou si vous avez des questions,
n’hésitez pas a m’envoyer un mail a l’adresse suivante : jhihhuang.1i@gmail.com

Exercice 6.1 (Récurrence de la MASS sur Z?).

Le but de I’exercice est de montrer la récurrence de la marche aléatoire simple symétrique
sur Z2. On note II la matrice de transition de la marche. Pour R € N, on note 7 =
inf{n, X,, € 9Br(0)}. Soient I,L € Net z € {y,l < |y| < L}.

1. Montrer que V (z) := log |z| satisfait :
Mv(z) —V(z) <0

pour |z| grand.

2. Montrer que Py (77, < 00) = 1.

3. Montrer que
V(z)

inf|y‘:L V(y) '

4. En déduire la récurrence de la marche, i.e. P,(7; < oo) = 1 pour tout x.

Px(TL < Tl) <

Exercice 6.2 (Formule de Feynman-Kac). On s’intéresse au systéme d’équations sui-
vant :
II—-I+V)f(x) = g(x) pourze A
f(x) = h(z) pourz¢g A
ou A C S borné, II est une matrice stochastqiue correspondant a une chaine de Markov
irréductible, V' : A — R telle que

_ -1
max(1-V(z))™" <1,

et h: A° — R bornée. Le but de 'exercice est de construire la solution en utilisant une
méthode probabiliste.

1. Montrer que, si g = 0, alors la solution est donnée par

TAC 1
E;: [h(Xr,. _ ourx € A
fla) = (Xry )g 1-vix_y| ?
h(z) pour x ¢ A,

ou (X,,) est une chaine de Markov de matrice de transition II.
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2. Montrer que la solution est unique lorsque g = 0. (On peut voir que

L 1
F(X0) [[1 TV E)

est une martingale si et seulement si f est solution.

3. Montrer que, si h = 0, alors la solution est donnée par

’T'Ac—l '3
1
E, |- X)) ———| powrazeca
fx) = 2 v | v
0 pour x ¢ A,

ou (X,) est une chaine de Markov de matrice de transition II.

4. Montrer que la solution est unique lorsque A = 0. (On peut voir que

n—1 1 n—1 % 1
f(Xn) i:l_lo m — f(Xo) — = Q(Xi)jl;ll m

est une martingale si et seulement si f est solution.

5. En déduire la solution dans le cas général.



