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Processus stochastiques en temps discret

TD 10 - Chaines de Markov :
couplage, variation totale et temps de mélange

5 décembre 2013

Si vous repérez des erreurs dans les feuilles d’exercices ou si vous avez des questions,
n’hésitez pas a m’envoyer un mail a I’adresse suivante : jhihhuang.1i@gmail.com

Dans cette série, on considére E un ensemble dénombrable et P la matrice de tran-
sition d’une chaine de Markov irréductible et apériodique sur E. On note 7 sa mesure
stationnaire.

Exercice 10.1 (variation totale). La distance en variation totale entre deux mesures de
probabilité u et v sur E est définie par

= vy = 5 3 lle) — v()]
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1. Vérifier que c’est bien une distance.

2. Montrer que cette définition se réécrit :
1
= vllry = 2SUP{Z f@)(u(x) —v(z)), f: E— R, sup|f(z)| < 1} :
zeE zeE
3. On dit que (X,Y) est un couplage de pet v si X ~ p et Y ~ v. Montrer 1’égalité
Il — v|lry = inf{P(X #Y),(X,Y) est un couplage de u et v}.
Exercice 10.2. Soient p et v deux mesures de probabilité. Montrer que
|pP = vPl|ry <||lp—v|lTv.

En déduire qu'une chaine de Markov se rapproche toujours de la loi stationnaire en
avangant.

Exercice 10.3. On définit les deux quantités suivantes :

d(t) := max ||P(x,-) — 7||Tv,
d(t) = max [[P'(z,) = P'(y,")llrv-.
zyek

1. On note P I'ensemble des mesures de probabilité sur E. Montrer que

d(t) = sup||uP' —=||py

. neP

d(t) = sup HuPt — VPtHTV
w,veP
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2. Montrer, pour tout t € N, que d(t) < d(t) < 2d(t).
3. Montrer que d est sous-multiplicative : d(s +t) < d(s)d(t).
4. Supposons que pour chaque couple d’états (x,y) € E?, il existe un couplage avec

Xy =z et Yy = y. On note 7. le premier instant ou les deux chaines se rencontrent
(¢ pour couplage). Montrer que

< .
d(t) < gj@gpm,y(n > t)

Indication : Pensez a utiliser 'exercice 10.1.

Exercice 10.4 (temps de mélange). On introduit le temps de mélange, le temps né-
cessaire pour que la différence entre la chaine de Markov et la mesure stationnaire soit
petite. On définit d’abord

timiz(€) := min{t, d(t) < €},

puis
tmiz 1= tmzx(1/4)
Montrer que
tmiz(€) < [10g2(1/5)—| Uiz

Exercice 10.5 (temps de mélange pour une marche paresseuse sur le cercle).

On s’intéresse & la marche paresseuse qui reste immobile avec probabilité 1/2 et se
déplace a droite (ou a gauche) avec probabilités 1/4 sur Z/nZ, qui est représenté par un
cercle. Ici, on veut montrer que son temps de mélange est majoré par n.

Pour cela, on considére deux marches paresseuses (X, )nen €t (Y )nen avec Xog = x
et Yy = y. On note Dy la distance de X; a Y; en suivant le sens des aguilles d’une montre
sur le cercle. On couple ces deux chaines de la maniere suivante : on tire a pile ou face
deux pieéces de monnaies parfaites indépendamment. Si la premiére donne pile (ou face),
alors X (ou Y') reste immobile et Y (ou X) choisit sa direction en fonction du résultat de
la seconde piece. On impose aussi que X se coalesce avec Y quand elles se rencontrent.
On note 7, ce temps. Calculer E; ,(7.) et montrer que

n2

() < .

En déduire que 5, < n?.



