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J’ai observé que les Géometres modernes ont la pluspart négligé la
synthese des anciens ...

(Cette phrase ne date pas des années 1980, ni des années 1960,
il s’agit des premiers mots du Methodus de Newton, écrit 16711!..)

“Quoique la Géométrie soit par elle-méme abstraite, il faut avotier
cependant que les difficultés qu’éprouvent ceux qui commencent &
s’y appliquer, viennent le plus souvent de la maniére dont elle est
enseignée dans les Elémens ordinaires. On y débute totijours par un
grand nombre de définitions, de demandes, d’axiomes, & de principes
préliminaires, qui semblent ne promettre rien que de sec au lecteur”.

(Clairaut, Elemens de Geometrie, 1741)

Pendant plus de 2 millénaires la géométrie a fait partie fondamentale de I’enseignement
des mathématiques ; soudainement, dans les années ‘60 du 20e siecle, elle a été noyée dans
la vague des “maths modernes”. 20 a 30 années supplémentaires ont été nécessaires pour
redécouvrir la beauté et I'importance de la géométrie.

Votre dtdaokalos remercie ses nombreux collegues pour leur aide et leurs remarques
utiles, en particulier P.-A. Cherix, St. Cirilli, M. Cuenod?, R. Curtiss, W. Pitsch, E. Hairer,
J.-Cl. Hausmann, A. Kessler. Grand merci a D. Savoy, Prof. de grec, pour la traduction
d’expressions comme “boite postale” en grec classique.

1. auteur, avec C. Duverney, d’un livre & paraitre Matériauz d’histoire er de philosophie des sciences.



Chapitre 1

Géométrie classique
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Fic. 0.1 — Vocabulaire de la géométrie
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I.1 Thales et Pythagore

“T'n, la Terre, personnif. comme divinité ...”
“petpéw, mesurer c. a d. prendre la mesure de ...”
(A. Bailly, Dictionnaire Grec Frangais, Hachette 1950)

En Babylonie, en Egypte et en Grece, la “géométrie” permet a ses débuts de mesurer
la terre, de construire des temples, de retrouver les champs apres les inondations du Nil
et de mesurer le mouvement des étoiles. Quelques-unes des plus belles découvertes de
cette époque concernent les longueurs (Théoréme de Thales), les angles (Théoréeme de
Pangle au centre) et les aires (Théoreme de Pythagore); elles vont nous intéresser dans
ce paragraphe.

B Thales | | |
I Pythagore | 3
I Platon |

'Synopsis des scientifiques grecs

Eudoxe |
" I Aristote | |
| Bl Euclide | |
| M Archimede |
| ' M Apollonios | | |
i i Il Hipparque i i Proclus, I
-400 -300 -200 -100 0 100 200 300 apr.J.-C.

B Ptolémée |

Pappus il

i i
av.J.-C. -500

Un document babylonien extraordinaire.

Fi1G. 1.1 — Tablette de 1 a . . . image retouchée ar t. irilli

Regardons en gure 1.1 une tablette babylonienne datant de 1900 av.J.-C., un bon siecle
antérieur a Abraham, Isaac et Jacob. Cette tablette représente un carré de coté 30 dont
la diagonale porte les chi res 1, 24 51 10 et 42, 25 35. Comment l'interpréter

Eh bien, en base 60, nous avons les valeurs exactes

2=1,2451107466 4 30 2=142, 253535332
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et, nous voyons en déplacant les deux triangles gris clair, que

pour un triangle rectangle et isocéle.

Ainsi, la tablette témoigne de la connaissance du Théoréme de Pythagore (pour le cas a =
b), des reégles des proportions et d’une formidable maitrise du calcul. Aujourd’hui encore
toutes les décimales restent parfaitement correctes. Sans doute, les mat ématiques sont
la science la lus ancienne et la lus ri oureuse de 1 umanité

e eoreme de ale .

“... la théorie des lignes proportionnelles et la proposition de ytha-
gore, qui sont les bases de la Géométrie ...”
( oncelet 18 | p. xxix)

n sait de Thales qu’il est né a Milet (Asie Mineure), voyage en Babylonie et en Egypte,
calcule les hauteurs de pyramides, I’éloignement des bateaux et prédit une éclipse de soleil
en 585 av.J.-C.

Tout porte a croire que le théoréme suivant est e ectivement de lui

éoreme Soit BC parallele & B C', alors les longueurs satisfont (voir gure 1.2 a
gauche)

F1G. 1.2 — Théoréme de Thalés

a b c . a a c c b b
— = =— ou bien — =, — =, —
b a

a b c
Ces rapports sont aussi préservés quand un des triangles est déplacé en conservant les
angles (voir gure 1.2 a droite). Les deux triangles s’appellent alors triangles semblables.

o
o
(=l

émonstration. Si on part d’un triangle ABC' et si on le déplace parallélement aux points
B et C, il est évident que le théoréme s’applique pour les rapports — = — = — = 2 (voir

gure 1.3 en haut). Si I'on répete plusieurs fois ces déplacements, a partir d’'un triangle
AB C' , on voit la validité pour, par exemple, le rapport - et puis pour cha ue ra ort
rationnel (voir gure 1.3 en bas, et la steéle néolithique motivant cette preuve 2000 ans
plus tot; elle nous permet d’appeler cette preuve la reu e alaisanne). QED.

esurer des lon ueurs rationnelles Supposons une droite avec deux points 0 et 1.
Déclarons cette distance unité. A 'aide d’'un compas, rapportons les points 2, 3 etc.
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F1G. 1.3 — Preu e du Théoréme de Thalés a droite stéle néolithi ue ion a . .
rens. Pro. allay

o—— o——
2 2
Fia. 1.4 —  esurer les longueurs rationnelles

Mais comment construire des valeurs rationnelles Tracons une droite arbitraire par le
point 0 et rapportons plusieurs longueurs égales a (disons 5 fois) pour arriver & un point
C (voir gure 1.4 & gauche). Tirons alors des paralleles & la droite C'1 (voir gure 1.4 &
droite) et obtenons ainsi, par Thales, les points %, - etc.

ro riete d an le .

Quelques propriétés (angles opposés, angles paralléles, angles orthogonaux), “triviales”
pour 'instant, sont représentées en gure 1.5.
Emil Artin (1898-196 ) fut célébre pour ses cours extrémement clairs,
superbement bien présentés, toujours donnés sans recours aux moindres
notes. n jour, tout & coup, en pleine démonstration, il bégaye et
dit “cette conclusion est triviale”. Apres quelques secondes il répéte
“c’est trivial, mais je ne sais plus pourquoi”. 1ré échit une minute et
ajoute “je sais que c’est trivial, mais je ne comprends plus”. 1ré é-
chit encore quelques instants, et dit finalement “excuse -moi, mais je
dois aller chercher mes notes”. 1 quitte la salle et revient dix minutes
plus tard en disant “c’est vraiment trivial”.
(Témoignage du rof. Josef chmid, ribourg)
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WJ'A

a=0 a=[ ‘ azﬂ

angles opposés angles paralleles angles orthogonaux
Fic. 1.5 — ngles o o0sés angles aralléles angles orthogonau

n les dans un trian le

éoreme a somme des angles d un triangle uelcon ue ABC ait deu angles droits

a (B vy=2b =180° (1.1)

Preuve pythagoricienne Preuve euclidienne Angle extérieur 6 = a 7y

Fic. 1.6 — ngles dans un triangle

Pour la reu e, les pythagoriciens tirent une droite paralléle au c6té opposé par C' (voir
gure 1.6 a)). Euclide (voir Eucl. 1.32) rallonge AB, fait passer une parallele & AC par B
( gure 1.6 b)) et rapporte les angles paralléles « et . De ce fait, il obtient le

orollaire n angle e térieur est la somme des angles intérieurs o osés ( gure 1.6 ¢))

d=a 7y (1.2)

n les dans un cercle Dans un cercle de centre et de diametre AB, rapportons un
angle vers un point C et relions C' & A (voir gure 1.7 a)). Le triangle A C étant isocele,
Pangle § en A est le méme qu’en C'. Donc, par (1.2), 'angle B C est le double de I’angle
BAC.

ercle de  ales Sinous appliquons la méme idée & 'angle § en B (voir gure 1.7 b)),
nous voyons que 23 26 = 2h, B 6 =~h,ie., langle en C est droit. Le cercle,
pour lequel tous les points forment un angle droit avec A et B est appelé ercle de Thalés
(voir gure 0.1).

éoreme de 1 an le au centre Appliquons encore la méme idée a I’angle v vers un
point D ( gure 1.7 c)), et e acons le diameétre AB ( gure 1.7 d)). Nous avons alors une
relation intéressante pour a = 3 v

« = angle éri héri ue 2a = angle au centre. (Euclide II1.20) (1.3)
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Fi1c. 1.7 — ngle au centre  angle éri héri ue

e enta one re ulier.

Les gures réguliéres ont fasciné les géometres depuis la nuit
des temps. Pour les Grecs, la gure culte par excellence est
bien le pentagone régulier, dont nous aimerions déterminer
la diagonale  (voir gure 1.8 a)).

olution. Tirons encore les autres diagonales (voir gure
1.8 b)). Nous avons alors une étoile qui orne maintenant de
nombreux drapeaux, des hotels de luxe et méme des mou-
vements révolutionnaires. Comme les angles au centre des
arcs AB, BC, etc. sont de 72°, tous les angles périphériques
visibles sont de o = 36° (Eucl. I11.20). Etudions le triangle
ACD (voir gure 1.8 ¢)) il contient le petit triangle CD qui lui est semblable. Donc

1
Thalés = — 1
=1 — (1.4)

isocele =1

ou

1
= 1 =—5 = 1 6180339

Ce nombre s’appelle le nombre d or; il joue un role primor-
dial dans la géométrie et dans architecture grecque (voir
le “Parthénon” sur 1’Acropole!, construit 447-432 av.J.-
C.). I est noté  en honneur de  :diag, Parchitecte de
' Ak 6 o\is.

1.i a ec piede
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Fic. 1.8 — e entagone régulier

a décou erte des nom res irrationnels 7Tout est
nombre a rmait Pythagore, ne pensant évidemment qu’aux
nombres rationnels. Alors éclate un terrible scandale Hippasus de Metapontum découvre

que 2et ne sont pas rationnels

Quel nombre rationnel = — pourrait satisfaire la formule (1.4) Supposons cette

fraction simpli ée, i.e., aucun nombre premier ne divise et a la fois. Alors, par
(1.4), on aurait

n nombre premier , qui diviserait et , doit diviser aussi; ainsi, la derniere
fraction se voit simpli ée elle aussi. Comme les deux fractions ne peuvent pas étre les
mémes, il est donc e clu wue  soit un nombre rationnel ...

Le fait que la gure la plus sacrée ait une diagonale non mesurable a été un choc la
découverte devait absolument rester secrete — et, la maniere la plus stire, on jeta Hippasus
a la mer.

Pire encore pour la théorie la preuve du Théoreme de Thales ci-dessus n’est pas va-
lable pour des rapports irrationnels Ce fait va compliquer beaucoup 1’édi ce des “lements
d’Euclide (voir section 1.2).

alcul d aire .
A study for the epartment of Education found nearly one in
three adults ( 9 ) in England could not calculate the oor area of
a room in feet or metres with or without calculators or paper and
pens. (BBC News Online Education, unday, ay 5, 00 .)

Le calcul d’aires va nous conduire au Théoreme de Pythagore, notre deuxieme grand but
de cette section. Commencons par [ aire d un rectangle qui est a b (voir gure 1.9 a
gauche); il s’agit du nombre de salades (= 28) qu’on peut planter dans un champ de 7
salades de long et de 4 salades de large.

aire d un arallélogramme est a (la hauteur); il y a deux facons de le voir 1.- on
découpe un triangle a gauche et on le rajoute a droite pour en faire un rectangle (preuve
d’Euclide) ; 2.- on découpe le parallélogramme en un grand nombre de rectangles treés
minces (“Méthode d’exhaustion” d’Eudoxe et Archimede, sous cette forme dans les com-
mentaires de Legendre 1796; voir gure 1.9 au milieu).
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aire rectangle = a b | aire parallél. = a ad ad = a aire trl. = = ¢
Fi1Gc. 1.9 — ires de rectangle arallélogramme et triangle

inalement, I’aire d un triangle est la moitié de I'aire du parallélogramme,

ire de triangle = base  hauteur divisé par 2 = 5 (1.5)

(voir gure 1.9 & droite).

ires de trian les sem la les Prenons le triangle ABC de la gure 1.3 (preuve du
théoréme de Thalés) ayant des cotés 5 fois plus longs que ceux du triangle AB C . Il est
composé de

—_———— e — —

e -5 (1.6)

(cette derniére preuve a été un des arguments favoris de Pythagore) copies du petit tri-
angle. Similairement, le triangle AB C' contient 8 copies. Ainsi, 'aire de AB C' est —
fois plus grande que celle de ABC. Nous voyons donc

triangle semblable a cotés  ois lus longs aire 01s lus grande. (1.7)

e eoreme de yt a ore.
This great theorem is universally associated with the name of ytha-
goras. roclus says f we listen to those who wish to recount ancient
history, we find some of them referring this theorem to ythagoras
and saying that he sacrified an ox in celebration of his discovery.’
( eath Euclid in Gree , 19 0, p. 19)

Ce théoreme est considéré comme le “premier grand théoreme” de '’humanité. Des millions
d’éleves dans le monde apprennent la formule

a b =c & (1.8)

Cc

ne deu i¢ e ac nde v ir ce re ultat re idedan la r ule 1.



1.1 Lhates et rrytnagore J

pour les trois cotés d’un triangle rectangle ; bien moins nombreux sont ceux qui connaissent
sa signi cation ou encore sa démonstration.

La légende veut que Pythagore ait découvert son théoreme en observant le carrelage du
palais de Polycrate, tyran de Samos. Mais comment était ce carrelage  ace a une question
d’une telle importance pour I’histoire de la pensée humaine, votre didaockados a demandé
au Rectorat la somme de 30 millions de dollars en vue d’organiser une petite expédition
sur I'lle de Samos pour chercher les ruines de ce palais, et véri er éventuellement cette
légende. Cependant, suite au refus de cette modeste requéte, nous sommes contraints a
des hypotheses (voir gure 1.10).

Fi1c. 1.10 — arrelages de Polycrate a gauche hy othése annerienne a droite hy othese
esslerienne.

es reu es classiques La gure 1.11 englobe trois civilisations chinoise, indienne et

>
b a
C \ d
a
b
b
|

FiGg. 1.11 — es trois reu es classi ues hou et wuan ching b has ara ¢ Thabit
Ibn  wrra d  a droite manuscri t de asir al in al Tust 1 11

arabe. Nous partons d’un carré ¢ (légérement en pente; gure 1.11 a)). Nous lui adjoignons
4 triangles rectangles a, b ( gure 1.11 b)). Cela donne un grand carré (¢ b) =a 2ab b .
Comme les quatre triangles rajoutés ont une aire de 2ab, le carré ¢ a une airedea b .
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C’est la preuve de Chou-pei Suan-ching (Chine, 250 av.J.-C.). Bhas ara (né en 1114
apr.J.-C., en Inde) enlé e les 4 triangles pour arriver & (¢ b) et conclut par un simple
“Regarde ” ( gure 1.11 ¢)). Mais pourquoi ne pas enlever deu triangles et en rajouter
deux autres ( gure 1.11 d)) Ainsi l'aire ¢ se transforme sans autres calculs en deux
carrés a b . Cette preuve, attribuée & Thabit Ibn Qurra (826-901), nous parait la plus
belle des trois, n’est-ce pas, cher Paris

a reu e d wuclide La preuve d’Euclide, géniale, admirée par Proclus (voir eath,

Fic. 1.12 - a reu ed wuclide au milieu manuscri t grec a droite manuscri t arabe
al wrra agdad

vol. I, p.349), rajoute les trois carrés a , b et ¢ au triangle rectangle AB (voir gure
1.12) les deux triangles grisés BA et B sont identiques, car tournés de 90°. n
triangle a méme base et hauteur que le carré BA ; Pautre a méme base et hauteur
que le rectangle B . Ces deux quadrilateres ont donc la méme aire. La conclusion
analogue s’applique aux quadrilateres a droite le théoréme de Pythagore en découle si
on additionne les deux résultats.

a reue ar let éoreme de ales Tirons la hauteur par C, ce qui reproduit

C

(0%

L 0 Q

C
Fi1G. 1.13 — Pythagore ar Thaleés

deux angles orthogonaux pour « et 3 (voir gure 1.13). Nous obtenons trois triangles
semblables et nous avons par le théoreme de Thales

= a b =( Je=c¢ (1.9)

o
o |10

Nous avons encore

= _ — = (Théoréme de la  auteur . (1.10)



€s

a reu ede

LEMENTS G UcCllae

a er (Haarlem 1908; voir

an der

aerden, Springer 1983, p. 30)

sans conteste la plus élégante de toutes. Les trois triangles de la gure 1.14 sont semblables

m

FiGc. 1.14 —

a reu e de aber

et proportionnels a a, b et ¢ respectivement. Les aires sont donc proportionnelles a a , b
et ¢ ; évidemment, la troisieme est la somme des deux autres.

Nous pensons avoir compris maintenant... Sinon, allons consulter un article de E.S. Loo-
mis (1940), énumérant 370 démonstrations ...

lication au  oly ones ré uliers

11— othémes et cercles circonscrits de olygones réquliers de coté 1

—— _ _
3 A =1 3=7 :?f -5
2 1

% - 3 =5
3 1 2 3 4

50O =1 75 -3 3 ~ 25
6| [ _ —1 =73
4

NG R

Fic. 1.15 — Triangle é uilatéral el entagone

Preu es Pour
par

= 3 et 5, les grandeurs
1; les valeurs pour

et se calculent par Pythagore; se simpli e
sont ensuite obtenues par Thales sur les triangles

1 par Pythagore (voir gure 1.15 & droite).

grises en gure 1.15. Il y a toujours
Pour =10 voir gure 1.8 (¢). QED.
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I. es le e tsd’ u lide

“ a Géométrie d’Euclide a certainement de trés-grands avantages,

elle accoutume ’esprit a la rigueur, a 1’élégance des démonstrations
et & ’encha’nement méthodique des idées ...”
( oncelet 18 | p. xxv)

“ emberton ... avait entendu plusieurs fois Newton se plaindre de

s’étre livré tout entier aux ouvrages de escartes et d’autres Algé-
bristes avant d’avoir étudié et médité les Eléments d’Euclide.”
( réface de wwres d FEuclide par . eyrard, 1819)

“There never has been, and till we see it we never shall believe that
there can be, a system of geometry worthy of the name, which has
any material departures ... from the plan laid down by Euclid.”

( e organ 1848 copied from the reface of Heath.)

“ tolémée agus ayant demandé & Euclide s’il n’y avait pas de ma-
niére plus facile que la sienne pour apprendre la géométrie Euclide
lui répondit qu’il n’y avait pas de chemin royal pour arriver a cette
science.” ( réface de  wwres d FEuclide par . eyrard, 1819)

Les léments d’Euclide, gigantesque ouvrage d’environ 500 pages, organisés en 13 “livres”,
écrits vers 300 av.J.-C., sont I’oeuvre mathématique la plus célebre de tous les temps. Ils
réunissent toutes les connaissances de I’époque en un systeme d’une architecture et d’une
rigueur inégalées pendant des milliers d’années. Ne ton, 2000 ans plus tard, en est un
fervant admirateur (voir citation).

Pendant cette période, les Eléments ont été sans cesse copiés, recopiés, modi és, com-
mentés, égarés; seule la fastidieuse comparaison de toutes les sources a permis de re-
constituer la version originale (Heiberg 1888), traduite depuis dans toutes les langues

scienti ques. La traduction la plus richement commentée est due a ir Thomas . eath
(1908). La source la plus importante (M.S. 190) fut découverte apres l'invasion de Rome
en 1809 par les troupes de Napoléon, qui se rendent aussitét — devinez — aux trésors
du Vatican. Cette version a été traduite en francais par . Peyrard (1819).

Les léments sont 1 des mathématiques; ils vont nous intéresser dans ce
paragraphe.

Les Eléments commencent par une longue liste de “Dé nitions”, qui rassemble a peu
pres le contenu de notre vocabulaire de la gure 0.1, tout en mots et sans dessins; elle est
suivie d’une liste d’“Axiomes” rassemblant grosso modo les regles de calcul avec égalités
et inégalités. Puis vient la célebre liste des cinq “Postulats”

ostulats (dans le francais de Peyrard 1819)
1. Conduire une droite d’un point quelconque a un point quelconque.
2. Prolonger indé niment, selon sa direction, une droite nie.

3. D’un centre quelconque, et par un point quelconque, décrire une circonférence de cercle.

4. Tous les angles droits sont égaux entre eux.

5. Si une droite, tombant sur deux droites, fait les angles intérieurs du méme c6té plus
petit que deux droits, ces droites, prolongées a I'in ni, se rencontrent du c6té ou les angles
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sont plus petits que deux droits.
o
Post. 1. A B A / B
o

Post.2. 7 /

B B
Post. 3. A°
Post. 4.
e

Post. 5.

emar ues. Les trois premiers postulats établissent les constructions par régle (1 et 2) et
com as (le 3); le postulat 4 dé nit I'angle droit comme mesure universelle pour angles; et
le postulat 5 est le célebre ostulat des aralléles, qui a fait couler plus d’encre que tout
le reste pendant des siecles.

es ro ositions Alors commence la valse des “Propositions” qui, a partir de ces 5
postulats, développe toute la géométrie, des résultats les plus simples aux plus di ciles.
Entre autres, les “trivialités” du paragraphe 1.1 deviendront de respectables propositions.

ro I1 wurune droite AB donnée et nie construire un triangle é uilatéral.

La construction se fait par un cercle  centré en A passant
par B (Post. 3) et un cercle  centré en B passant par A
(Post. 3). Le point d’intersection est ensuite relié & A et & B
(Post. 1). Ainsi, la distance A et celle de B est celle de AB
et le triangle est équilatéral. Ce qu’il fallait faire.

emar ue. 1 a beaucoup critiqué ( enon, Proclus ...) le fait
que [ e istence du oint  dintersection des deu cercles nest as du tout assurée et
qu’'un “Postulat de continuité” du style du Théoreme des aleurs intermédiaires manque
chez Euclide. Ce probleme a di attendre la théorie des nombres irrationnels du 1 e
siecle (Bolzano, Dede ind, Weierstrass, Cantor; voir [HW97], p. 206) pour étre clari é.

ro 1 un oint A donné lacer une droite A  égale a une droite donnée B .

Pour la construction, on érige un triangle équilatéral AB  sur
AB (Prop. I.1), prolonge les droites B et A (Post. 2), écrit
le cercle en B passant par (Post. 3) pour trouver le point
sur la droite B prolongée. Puis on écrit le cercle en
passant par  (Post. 3). L’intersection  de ce cercle avec la
droite A prolongée est le point recherché, car la distance B
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est la distance B , puis la distance est la distance
Ainsi, la distance A est la distance B , car la distance B
est égale & A. Pour nir en beauté, relions A &  (Post. 1).

emar ue. Le but de cette proposition est de démontrer qu’on peut lever la pointe du
compas et la placer a un autre point en gardant le méme rayon pour cela, on n’a pas
besoin d’un autre postulat. Rien d’étonnant que cette preuve, elle aussi, a été critiquée par
Proclus , suivant la position des points A, B et , de nombreux cas doivent étre distingués
avec chaque fois une argumentation légerement di érente. Mais le génie d’Euclide pour
lequel, une fois un cas compris, les autres cas deviennent triviaux, servira de modele a
nous aussi. Ces preuves sont déja assez pénibles ...

ro 1
C
a=a, tous les cotés b a b a
b="b, et tous les angles (2.1)
Y=, sont égau B
A D

Pour la preuve de ce résultat, véritable pierre angulaire de tout ce qui suit, Euclide parle
vaguement d’ “appliquer” le triangle AC B sur le triangle D, de “poser” le point C sur le
point , et de “poser” la ligne a sur la ligne a etc. Le tout fut, bien sir, vivement critiqué
par la suite. Dans la géométrie de D. Hilbert (1903), par exemple, cette “proposition” est
un “axiome”.

ro I5 (communément appelée Pons sinorum (Pont aux anes)).
t dans un triangle a = b alors a = 3.

ne des “trivialités” de la gure 0.1 devient alors un véritable théoreme. Voyons comment
Euclide I’a démontré (voir gure 2.1, image 1) on prolonge CA et CB (Post. 2) vers des

Fi1c. 2.1 — ngles dans triangle isocéle

points et avec A = B (Prop. 1.2). Relier B et A (Post. 1). Ainsi les deux
triangles CB et (A sont égaux par Prop. [.4,ie, a0 =8 , = et B= A
Maintenant, par Prop. 1.4, les triangles A B et B A sont égaux, = . Avec I’égalité

. partir de aintenantn u utili n ,c ntraire ental’ ri inal rec,de lettre inu cule p urle
c"te alp a etlatin etle an le alp a et rec.Cette d ctrine de De carte v ir C ap. rendra
le en nce etle calcul eauc up plu clair. urle p int, aintenant en lettre latin  a u cule ,
leur rdre alp a eti ueindi uel’ rdre dan le uel il nt ete ¢ n truit .
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de deux lignes plus haut, on a @ = . Apparemment génial, mais super u aussi Pappus
a remarqué, 600 ans plus tard, qu’il su rait d’appliquer la Prop. 1.4 aux triangles ACB
et BCA; I'un renversé et placé sur 'autre ( gure 2.1, images 2 et 3).

Cette proposition est immédiatement suivie par la Prop. 1.6, prouvant la réciproque
a=0 a=h.

Les propositions suivantes concernent l'unique détermination d’un triangle par les
longueurs de ses trois cotés.

ro 17 ideu triangles sont érigés sur la meme base AB et du meme coté de celle la
aea=a etb=>b alorsC=D.
Preuve d’Euclide supposons C' = D (voir gure 2.2, image 1). Car DAC est isocéle par

2. A 3.

Fi1a. 2.2 — Triangles a cotés égau

hypotheése, « (3 =~ (Prop. 1.5). Car DBC est isocele, 5 =+~ § (Prop. 1.5). Donc une
foisy [, et une fois v 3, ce qui est impossible.

emar ue. Voila notre premiere preuve “par ’absurde”. Bien entendu, ce genre de rai-
sonnement n’est pas resté sans critiques “on ne peut pas prouver quelque chose de vrai
a l'aide de quelque chose de faux” (L.E.J. Brou er 1881-1966) ...

ro 18 ideu triangles ABC et D ont les memes cotés ils ont aussi les memes
angles.

La preuve de Philo de Byzantium est plus élégante que celle d’Euclide nous appliquons

le triangle ABC (voir gure 2.2, image 2) au triangle D | en posant la ligne BC' sur

et en mettant le point A de lautre coté de D (voir gure 2.2, image 3). Par

hypothese, D est isocele, donc o = 3 (Prop. 1.5). De la méme facon, D est isocele,

donc v = ¢ (Prop. 1.5). Ainsi 'angle en A (= § ¢) est égal a 'angleen D (=a 7).
Pour les autres angles, on répete la preuve avec les coins permutés.

ro ositions I I1 Ces propositions traitent la bissection d’un angle BAC (voir -

10. 11.

A D BAD“CG B

Fi1G. 2.3 — Pro ositions 1
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gure 2.3, image 9), la bissection d’une droite AB (la médiatrice, voir gure 2.3, image 10)
et 1’élévation de la perpendiculaire & AB en un point C' (voir gure 2.3, image 11). L’ins-
trument universel pour résoudre ces trois questions est le triangle équilatéral (Prop. I.1).
Puis, I'abaissement d’une perpendiculaire & AB de wuis un point C' (voir gure 2.3, image
12) est e ectuée a l'aide d’un cercle (Post. 3) et de la médiatrice de D (Prop. 1.10).

ntree du ostulat Le Postulat 4 dé nit [ angle droit comme unité universelle. Nous
dénotons cet angle (90°) par le symbole b

ro ositionI1

A A
a f=2h Preu e (2.2)
Tirons la perpendiculaire B qui coupe 'angle S enbh . Ainsi
f=h
a f =2 bk QED
a =h

Proposition 1.14.

=2k DBC alignés Preu e

Soient DB alignés, i.e., par Prop. .13, 3 v = 2ku. Par hypothése § a = 2k. Par le
Postulat 4, ces deux angles sont égaux, donc v = a. QED.

ro I15
a=0 Preu e (2.4)

Par Prop. .13, v =2 kb etaussiy [ =2 k. Par Post. 4, ces deux angles sont
donc égaux. Si ’on soustrait v des deux cotés, on obtient le résultat. Et voila la premiére
“trivialité” de la gure 1.5 véritablement démontrée ...

ro I1 1 lon rolonge un coté d un triangle [ angle e térieur 0 satis ait

Preu e
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Soit  la bissection de AC (Prop. 1.10), on prolonge B  (Post. ), et on y coupe la
distance B pour trouver  (Post. 3). Les angles grisés en  sont égaux (Prop. 1.15),
ainsi les deux triangles grisés sont identiques (Prop. I.4). Donc I’angle gris en C' est «,
clairement plus petit que §. Pour la deuxiéme inégalité, on procede similairement avec
Pangle § déplacé de I'autre coté de C' (Prop. 1.15).

ro ositions 117 I Divers théoréemes de congruence d’Euclide (voir gure .4; le
dernier cas ambigu n’est pas mentionné), autres inégalités sur les angles et cotés d’un

0

s\

///y \\\

a ////\__“

b g \

// ‘\

///
c Q¢
Prop. 7-8, Prop. 6 Prop. 6 pas de Prop.

ccc aca aac acc

Fic. .4 — Théorémes de congruence our triangles
triangle. Le numéro I. 0 donne les célebres inégalités du triangle

a b ¢ b c¢c a ¢ a b (.6)
La preuve de ce résultat a été ridiculisée par la suite méme un ane le comprendrait ; car
si on le place sur un coin d’un triangle, et du foin sur un autre coin, I’ane traversera le
cOté qui les rejoint et ne fera pas le détour par le troisiéme coin (digni i si  ui cum  sino
oenum essent, Heath I, p. 87). Proclus a donné une longue réponse logico-philosophique;
il aurait pu dire brievement “Les Eléments n’ont pas été écrits pour les anes”.
es aralleles ostulat 5
“ es paralleles sont des droites, qui, étant situées dans un méme plan,
et étant prolongées & l'infini de part et d’autre, ne se rencontrent ni
d’un c6té ni de ’autre”.
( éfinition  d’Euclide, trad. de eyrard 1819).

ro 1 7 i une droite cou e deu droites a et b a ec angles o et 3 alors

si =0 allb Preu e

Si a et b ne sont pas paralleles, elles doivent se couper, d’un ou de 'autre co6té en un point
. Alors sera un triangle possédant o comme angle extérieur. Celui-ci devrait étre
plus grand que § (Prop. 1.16).
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i allb a=4 Preu e

Supposons o (. Par Prop. .13, « v= k. Donc g =~ k. Par le Post. 5, ces
droites doivent se couper une contradiction. Raisonnement similaire pour a (3.

emar ue 1. Combinées avec la Prop. 1.15, les Propositions I. 7 et I. 9 se transforment
en d’autres variantes, dont I'une est la “trivialité des angles paralleles” de la gure 1.5
(Prop. L. 8).

emar ue . Il est étonnant que la réciproque de la Prop. I. 7 soit tellement plus di cile
a démontrer. Pendant plus de 000 ans, les géomeétres n’ont pas cru a la nécessité de
ce Postulat 5 et de nombreuses tentatives se sont multipliées durant des siecles pour le
prouver. Gauss, en 1799, a été le premier a penser que c’était impossible. La géométrie
non euclidienne, qui débute avec J. Bolyai et N.I. Lobatchevs i dans les années 18 0, en
est la preuve vivante.

ro I 0 ¢ ourtrois droitesa b ¢

ﬂ
% al|b et bl|c alle Preu e

c

Par Prop. I. 7 et Prop. I. 9, les droites sont paralleles si et seulement si les angles sont
égaux.

ro I 1 Par un oint A donné conduire une ligne droite aralléle 4 une droite a
donnée.

A A

o

/ Preu e a (-10)

La preuve d’Euclide utilise une Prop. I. 3, qui elle repose sur une Prop. I. . Cependant,
on peut aussi faire deux orthogonales (Prop. I.1 suivie de Prop. I.11).

emar ue. Proclus a trouvé  Par un oint A donné e iste une unique aralléle d une
droite a donnée , ce qui peut remplacer le Postulat 5. Sous cette forme, on I’appelle
“Playfair’s Axiom” (1795) c’est la forme habituellement connue.

La ro I estlaformulea B = [k pour les angles d’un triangle quelconque
(voir (1.1) et la preuve en gure 1.6). Il s’agit d’un théoréme trés ancien, certainement
déja connu de Thales. Il vient relativement tard dans la liste d’FEuclide, car il nécessite le
Post. 5.

a suite du i re I Les Propositions 1.33-1.34 concernent des parallélogrammes; les
Propositions 1.35-1.41 les aires de parallélogrammes et triangles; les Propositions 1.4 -1.45
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la construction de parallélogrammes avec une aire donnée ; et le 1.46 traite la construction
d’un carré. Le couronnement du Livre I est le théoreme de Pythagore (Prop. 1.47, voir
preuve de la gure 1.1 ) et sa réciproque sia b =c alors le triangle est rectangle.

I II Contient I’algebre par preuves géométriques, comme par exemple les formules

bl ab b

¢ (.11)
b — (@ b) =a ab b @ a ab
a b
La ro II1 traitele calcul d’une racine ab (“Quadrature
d’un rectangle”), a 'aide du théoréme de la hauteur (1.10). o
ab
I IIT ro rietes de cercles et an les
Par exemple, la Prop. III. 0 est le “Théoreme de ’angle au a b

centre” (1.3) (voir igure 1.7).

Fic. .5 - ngles d un wuadrilatére inscrit dans un cercle

ro III oit ABCD un wuadrilatére inscrit dans un cercle oir gure . a
alors la somme de deu angles o o0sés aut deu angles droits

a 6= h (1)

Preu e d wuclide n regarde le triangle ABC (voir gure .5 b)). Par Eucl. III. 0, on
transporte les deux angles 3 et v au point D et on voit que 6 = [ . Ainsi le résultat
est une conséquence d’Eucl. 1.3 . QED.

utre reu e 1 voit en gure .5 c) que les angles au centre remplissent tout le tour de
, i.e., en appliquant Eucl. ITII. 0, que o« §=4hb. QED.

ro III 5 oientA B C et D wuatre oints situés sur un cercle a ec [ intersection
des segments [AB] et [CD]| située a [ intérieur du cercle. lors (voir gure .6 a))

A B=C D (.13)
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Fi1c. .6 — Puissance d un oint ar ra ort d un cercle

Preu e. Poussé par des soucis de rigueur, Euclide refuse ici obstinément de “connaitre”
le Théoréme de Thaleés (voir plus bas, Livre VI) et démontre ce résultat par de longs
calculs utilisant le Théoreme de Pythagore 1.47. Moins scrupuleux, nous voyons, a 1’aide
d’Eucl. III. 0, que les triangles A C et D B sont semblables (voir gure .6 b)). Ainsi,
la formule ( .13) vient du Théoréme de Thales. QED.

ro III Pour un cercle de rayon r et un oint  de distance d du centre et le
oint tangent on a tou ours

Cette valeur invariante d  r s’appelle wuissance du oint ar ra ort au cercle.

La Preu e d wuclide est longue et utilise le Théoreme de Pythagore. Pour nous, il est plus
facile de considérer ce résultat comme cas limite du corollaire suivant

orollaire (de Clavius 1574). oient A B C et D uatre oints situés sur un cercle a ec
lintersection des droites (AB) et (CD) située a l e térieur du cercle. lors

A B =C D (.14)

Preu e. Par Eucl. ITII. | 'angle BD est égal a 'angle CA  (voir gure .6 c)) et, une
fois de plus, les triangles A C et D B sont semblables. A nouveau, la formule ( .14)
provient du Théoréeme de Thales. QED.

emar ue La similitude de Eucl. I11.35 avec le Corollaire de Clavius n’est pas le fruit
du hasard. Plus tard, Poncelet (voir Chap. III) appellera ce genre de ressemblance le
“Principe de la continuité”.

I I  Cercles inscrits et circonscrits de triangles, carrés, pentagone régulier (Prop.
IV.11), hexagone (Prop. IV.15) et le 15-gone régulier (Prop. IV.16). Sans l'utilisation
du Théoreme de Thales, le traitement du pentagone est encore désagréable. La preuve
élégante, vue en Section 1.1, sera présentée bien plus tard (Prop. IIL.9).

I Théorie des 710 ortions, tres admirée, apparemment due a Eudoxe, concer-
nant les rapports de grandeurs irrationnelles et leurs propriétés. n travaille constamment
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avec des inégalités multipliées par des nombres entiers. n “coince” donc une grandeur ir-
rationnelle entre des grandeurs rationnelles, un peu dans le style des cou ures de ede ind,
00 ans plus tard.
“There is nothing in the whole body of the elements of a more sub-
tile invention, nothing more solidly established, and more accurately
handled than the doctrine of proportionals”
( . Barrow voir eath , p. 186)

| I ne fois le probléme des proportions réglé, on peut nalement s’attaquer aux
divers théoréemes de Thales. Prenons, comme exemple, les preuves d’Euclide suivantes

b
ro I oit BC aralléle & D alors © = 7 (voir dessin).
c

Preu e. nrelie B et DC. Cela crée deux triangles qui ont mémes aires et , (méme
base et mémes hauteurs; voir deuxiéme dessin). Ainsi

car — = — (voir troisiéme dessin); ces triangles ont la méme hauteur sur AD. Similaire-

ol

ment pour 'autre. QED.
ro I  (Théoreme de la bissectrice). oit C'D la bissectrice de | angle y alors % = —

(voir dessin).

Preu e. Soit et les aires des triangles DBC' et ADC. Ces triangles ont la méme
hauteur sur AB (voir deuxiéme dessin) et (il s’agit de la bissectrice) la méme hauteur sur
AC resp. BC (voir troisieme dessin). Ainsi

une fois — = —, et une fois — =

a
= ED.
b Q

Les autres propositions sont des variantes de Thales et des réciproques; la Prop.VI.9
explique la mesure des longueurs rationnelles (voir gure 1.4); la Prop.VI1.19 démontre le
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résultat (1.7) sur les aires de triangles semblables. C’est seulement maintenant qu’Euclide
serait prét pour la preuve de Naber du Théoréme de Pythagore (voir gure 1.14).

| IIT La théorie des nombres entiers (nombres premiers, algorithme d’Eu-
clide etc.) toujours traitée géométriquement.

I Classi cation des nombres irrationnels. La Prop. .9 montre que .3,

5, 6, etc. sont irrationnels. Livre tres long; au total 115 propositions.

I I Geometrie tridimensionnelle cor s solides (o 66). Dé nition d’une
yramide ( « s, un corps formé par un polygone, un sommet et des triangles),

pyramide autre pyramide ( .15)

d’'un risme ( {0 a,un corps formé par un polygone, un autre identique parallele et des
parallélogrammes),

prisme autre prisme ( .16)

d’une s hére (o ai &, corps formé par la rotation d’'un demi-cercle autour d’un diametre),
d’un cone (k" &g, corps formé par la rotation d’un triangle rectangle autour d’une ca-
thete), d'un cylindre (k"Av § og, rotation d’un rectangle autour d’un c6té),

sphere cone cylnre (.17)

d’un cube (k°Bos), d'un octaédre Cox & & o = 8 faces)
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d’un icosaédre ( “tkood § os = 0 faces), et dun dodécaédre (§ & kd § o =1 faces).

(.19)

Ces derniers corps (avec le tétraédre ( & 0 o =4 faces) qu'Euclide ne dé nit pas),
formés par des polygones réguliers identiques, sont les cor s latoniciens; Platon les décrit
dans son Tim us et les associe aux 5 éléments (cube  terre, icosaédre  eau, octaedre

air, tétraedre feu, dodécaedre éther). Kepler s’est passionné pour ces corps il
cherche & les utiliser pour expliquer les “harmonies” du monde (voir gure .7).

Fic. .7— or s latoniciens dessins de e ler armonices mundi 1 1

Notons encore le fait intéressant que tétraedre  tétraedre, octaedre  cube, et dodé-
caédre  icosaedre sont en dualité, si on relie les centres des polygones réguliers formant
les faces
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Euclide omet la dé nition d’un arallélé i éde ( @ aAX X [ dog, prisme basé sur un
parallélogramme) et du arallélé i éde rectangle (tous les angles sont droits)

ﬁ =

parallélépipede parallélépipede rectangle (.3

ro ositions
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