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Chapitrel

Int egration Numerique

La préhistoire:

Premiere période. Le calcul d’aires, de surfaces,de volumeset longueursd’arc était une des
préoccupationsnajeuresiesscientifiquesdepuisEuclideet Archimedejusqu’a Kepler Galilei et
Fermat.

Par exemple,Fermaten1638atrouve y=x3 Ba
pardesadditionsde seriesgéonetriques g;aBaa
quel’aire sousy = z“ entre( et B ezBB
. Bot! 6B
estégala A = : B
a+1

Deuxiere période. Puis,avecla découertedu Theoremefondamentallu calcul differentiel par
Newton et Leibniz, ces“intégrales’nétaientqu’une inversionde formulespour la dérivée. Par
exemple,la formule de Fermatci-dessus’explique parle fait quele dériveedela fonction

a+1
z a

estégala y=zx".

Z =
a+1

Ainsi, il sufiit detrouver lesinversesdesformulesdesdeérivées. Les Bernoulliset surtoutEuler,
danssongigantesquéraité (Inst. Calculi Integralis 1768,1769,1770,0peraXI|-Xlll), sesontdonc
mis avecenthousiasma la recherchale formulesanalytiquegpourles primitives.
Troisierepériode. Cependantienombreusemtégralesésistenencoreettoujoursal’envahisseur
(exemplesf%dx, S/ k%) etl’enthousiasmdéaisselentemenplaceaunrenoueaudel’int éretpour
lesformulesde quadraturequi avait & commené parNewton et sessuccesseuranglaisCoteset
Simpson.De nombreuxcalculsenastronomigperturbationglesorbitesplanétaires)contraignent
Gausgq1814)aintensifiercettethéorie.

Les premiersordinateursdansles anrees40 et 50, ont surtoutéte développespour le calcul
d’'intégralesetd’équationglifféerentielles Cesproblemessontlesplusfacilesa programmerPour
cettemémeraison,nouscommenonsici parle calculd’intégrales.
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a=1xy I T Tj Zjy1 ... xy=2b

FiG. I.1: Unedivisiond’un intenalle ensous-interalles

A.H. Stroud(1974):NumericalquadratureandSolutionof Ordinary Differential Equations Springer
[MA 65/89]

.1 Formulesde quadratureetleur ordre

“If therearefour ordinatesatequalintenvals,let A bethe sumof thefirst andthefourth, B the
sumof the secondandthird, and R the interval betweenthe first andthe fourth ; then... the
areabetweerthefirst andthefourth ordinateswill be (A + 3B)R/8.”

(I. Newton, Methoduspubl. 1711, cité d’'apresH.H. Goldstine p. 76)

Probleme. Etantdonré unefonction continuesurunintervalle borré f : [a, b] — IR, oncherche
la valeurdelint égrale

/bf(a:) dz. (1.1)

Subdivision de l'inter valle. Depuis Simpson(1743), la plupart des algorithmesnumériques
proccdentcommesuit: on subdvise [a, b] en plusieurssous-interalles(a = zp < =1 < 73 <
... <z = b) etonutilisele fait que

Tj+1

/abf(x) dx = Ng:/% f(z)dz. (1.2)

De cettemankre,on estramere au calcul de plusieursintégralespour lesquelleda longueurde
l'intervalle d’'intégrationestrelatvementpetite. Prenonainede cesintégraleset notonssoninter
valle d’intégrationpar[zq, o + h].

Probleme2. Donré unintervalle d’'intégration[z, xo + k| delongueurh petite,calculer

/Wh f(z)dz = h/o'l Flao + th) dt — h/olg(t) dt (1.3)

Zo

ou g(t) := f(zo + th).

Algorithme. Onchoisitunnombres etdespointsc, .. ., ¢,
dans(engéréral) [0, 1]. Puison pose

/Olg(t)dm/olp(t)dt

ou p(t) estle polyndomededegré s — 1
avecp(c;) = g(¢;), i=1,...,s.
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Idéede Lagrange (1797)* Si on poselespolyndmes(dedegré s — 1, voir Fig.1.2)

(t - Cg)(t — Cg)(t — C4)...
(Cl — 02)(61 — Cg)(Cl — 64)...

(t - Cl)(t — 03)(t — 64)...
(CQ — Cl)(CQ — 03)(62 — 04)...

61 (t) = s gg(t) = , etc. (14)

alorsti(c1) = 1,05(c2) = 1,. .. ettouteslesautresvaleursauxc; sontnulles.Par congquent

p(t) = gler)li(t) + glca)la(t) + ... 5 (1.5)

etnousavonsle theoeme

FiG. I.2: LespolyndomesdelLagrange

Théoremel.1l Laformulede quadmture estdonreepar
1 S 1
/ gt)ydt~ S bigle) ou b= / 0(t) dt. (1.6)
JO =1 JO

Lesc; sontlesnceudslela formuleetlesb; ensontlespoids.

Exemples.1. La formuledu point milieu

/(;lg(t) dt ~ g(1/2).

2. Laformuledutrapeze

[ atwyat = 5(o(0) + 9().

3. La formulede Simpson I'aire d’une parabole(polyndbmede degré 2) par les trois points

(0,9(0)), (1/2,9(1/2)), (1, 9(1)) :

[ oty at = L(o(0) + 49(1/2) + (1)

4. La “pulcherrimaet utilissimaregula” de Newton (degré 3) :

/01 g(t)dt ~ é(g(O) +39(1/3) +39(2/3) + g(l)).

0 1 2
1Archimedes,Newton, Leibniz, Euler, Gauss. ... . .. ; il ne manquaitque Lagrangepour faire le plein desplus
grandsmattematicienslela périodeclassique..
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TAB. |.1: Formulesde Newton-Cotes

s | ordre poidsb; nom
2 2 % % trapeze
3| 4 é % é Simpson
4| 4 é g g % Newton
5 6 % % % % % Boole
6 e |2 ©» 50 50 7B 19 —
288 288 288 288 288 288
7|8 | o Io on 2 2L 2 2L | Weddle
5. En continuantainsi (les ¢; sontles points équidistantsi/(s — 1), i = 0,...,s — 1), on

obtientlesformulesde Newton-CotegNewton 1676,Cotes1711). Pours < 7 cesformulessont
donréesdansle tableaul.1. Leur dessinenfigurel.3 montrequelesformules‘explosent’au-dea
de s = 10. Sion veutaugmenteta précision,il vaut mieux raffiner les subdvisionsen (1.2)
gu'augmentele degré s.

s=3 » s=4 i:/S\E/\ s=6 s=7
5 e R A | e T

1Y
D

(¢

B

U

(=]
H

1
E .

s=9 s=11 s=13 s=15 ? ? s=17
2+ 2 2 2 A H
1r x it A 1t A
-1 1 1 f* ) ilmll f& % ¥~1’
_17 “1H _1,,
T [ J [ ]

FIG. 1.3: Dessindespoidsdesformulesde Newton-Cotes

Calcul despoids par I'alg ebre linéaire. L'id éeestd’utiliser la propriete suivante:

Définition 1.2 Ondit quel’'ordre dela formulede quadrature (1.6) estp, si la formuleestexacte
pourtouslespolynrobmesdedegrép — 1, c.-a-d.,

1 s
/ g(t)dt = big(ci) pour  degg<p-1. (1.7)
/0 i=1
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Théoremel.3 Laformuledequadmature a unordre p si et seulemensi
s o1 1
> bl = - pour ¢=1,2,...,p. (1.8)
P q

Démonstation. C’estparcequelesfonctions

1L, t 3 ... !
formentunebasedespolynomesdedegrép — 1. O
Enfixantlesnceuds:, ..., ¢, (distincts),la condition(1.8) avecp = s repesentain syseme
linéairepourbdy, ..., b
1 1 . 1 by 1
c c co. Cy b 1/2
. . = / . (1.9)
e UG bs 1/s

Commela matricedans(1.9) estinversible(matricede Vandermonde)a résolutionde cesyseme
nousdonneuneformuledequadraturel’ordrep = s.

/\ /\

001 Cy C3 C4 C51 —1 "1 Y2 Y3 Ya Y51

FIG. |.4: Neeudsd'uneformule de quadraturesymétrique
Formules symétriques. La formule estappeéesynétriquesi
¢ =1—cCsp1-4 et by =bs1

pourtout:. Pourl’ étudier transformond’intervallet € [0, 1] enT € [—1, 1] (voir figurel.4) par
lesformules

T=2—1, dr = 2dt, g(t) = u(r), i =2¢; — 1, B; = 2b; .

Ainsi, la symétriedevient
Yi = —Vs+1—i (1.10)
etlesconditionsd’ordre (1.7) et (1.8) sechangentn
2 sigimpair;

S 1
Y Bt = / T dr = { (1.11)
= J—-1

0 Si ¢ pair.

Exemple. Calculonsles 3; et les b; pour la formule de Boole (s = 5) : nousavonsc¢; =
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(0,1.2,3.1) = ~ =(-1,-1,0,3,1) etle sysemearésoudralevient
Bi + B2+ B+ By + G5 =2
—5 — % % + 05 =0
B+ % + % + G5 = %
-6 -2 + B =0
B+ f—é + f—g + b5 = %

Leséquationsyauméro2 et4 donnent

0
0

(65 - 61)
(Bs — Br)

(81— B2)
(81 — B2)

= Bs =031 et By= (.

+ +
ol =N =

Par congquentjeséquations3 et 5 sontsimplifieesa

B 1
R O N
g+ 1 Ty PP
6 5

o . , 12 ,
et, parla premireéquation nousavonsfinalements; = T Par constructionnotreformule est
d’ordre5. Mais, acausedela symétrie, I’ @équationsuivante

—61—% +%+65:0

estsatisfaiteelle aussi! Notreformuleestdoncd’ordre 6. Similairement)a reglede Simpsonest
d’ordre4 etla formule de Weddled’'ordre 8. Nousrésumons

Théoremel.4 Sionsatisfaitpourdesnoeudssynetriquesc; = 1 — ¢,,1_; (pourtout:) lescondi-
tionspour ordre s, alorslespoidsb; vontétre synetriques(b; = b,,1_;). Laformuleaura toujours
unordrepair,i.e.,p > s+ 1 sis estimpair.

“Man siehthieraus,dassesim Allgemeinenvortheilhaftseinwird, bei Anwendungder Cotesis-
chenMethodeeineungeradéAnzahlvon Ordinatenzu benutzeri. (Gaussl814,Werke 3, p. 204)
.2 Etudedel’err eur
Commenonsparuneexperiencenunerique:

Prenonaunefonction f(x), définiesur [a, b], divisonslintervalle en plusieurssous-interalles

équidistantgh = (b — a)/N) etappliguonsuneformule de quadraturedu paragraphgrécdent.
Ensuite etudiond’erreur (enéchellelogarithmique)

err:/abf(m) dx — ' h. bif(z; + c;h) (2.1)
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en fonction de fe (hombred’évaluationsde la fonction f(z); onafe = N - (s — 1) + 1 pour
Newton-Cotes).Le nombrefe repesenteune mesurepour le travail (proportionnelau tempsde
calculsurun ordinateur).La fig. I.5 montrelesrésultatspour N = 1,2, 4,8, 16, 32, ...) obtenus
parlesformulesde Newton-Cotegpourlesdeuxintégrales

3 2
/ cos(z) exp(sin(z)) dx et / cos(z) dx.
0 0
10%¢ 10°¢
- fe - fe
10%- 107
101 ? 101 ? -/././
i erreur I erreur
LI ‘HHH\ | ‘HHH\ | ‘HHH\ | ‘HHH\ | ‘\HHH | ‘HHH\ | ‘HHH\ | ‘HHH Ll ‘HHH\ | ‘\HHH | ‘\HHH | ‘HHH (1IN ‘HHH\ | ‘\HHH 1 ‘\HHH 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH\ 1 ‘\HHH 1 ‘HH\H 1 ‘HHH\ 1 ‘HHH L1 ‘HHH
100 103 10 10° 10712 100 1073 10 107° 10712
trapeze(ordre2) == Boole(ordre6)
=== Simpson(ordre4) A—a—a 5=0(ordre6)
+—+—+ Newton (ordre4) w—w—n Weddle(ordre8)

FIG. I.5: Le travail fe enfonctiondel'erreur pourlesformulesde Newton-Cotes

En étudiantesrésultatdela fig. 1.5, nousconstatongjue:

e log,,(fe) dependinéairementunombrede chiffresexacts,donré par — log,(err);
¢ la pentede chaquedroiteest1/p (ou p estl'ordre dela formule);
¢ sila précisionaugmentelesformulesd’un ordreélevé finissentparétrelesmeilleures.

Explication desrésultats.
Etudionsd’abordl’erreur faite surun sous-interalle, doncdans(1.3),

1
enrloc:h(/0 Flao + th) dt — be 2o+ cih)). 2.2)

Ensupposanf sufisammentifférentiablepnremplacef (z,+th) parsasériedeTaylor (développees
autourde z, voir coursd’Analysel)

oo+ th) = 5= 20 0 )+ 70 10y - 000
q=0 : )

La premeresommeestun polyndmededegré < p — 1, sonerreurestnulle par Def.1.2. Donc,
dans(2.2)il neresteque

hp+1

errloc = (/(jtpdt Zbcp)f(p (z0) + O(RPF2) = ChPT f0) (20) + O(RPT?)  (2.3)

p!
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; (p +1 iblcﬁ’) (2.4)

s’appelleconstantede I'err eur. Supposonsjueh soit petit de manerea ce quele termeO(h?*?)
dans(2.3) soit négligeableparrapportautermeCh?**.

Erreur globale. On doit calculerla sommede tous les erreurslocales. Astuce: on séparedu
facteurh?*! un h pourfabriquerunesommede Riemann.Ainsi on obtient

err = Z errloc; ~ Ch? Z F® (z;) b~ Ch? / [P (@) de = CW (£2D(b) — f2 D (a)).

7=0
(2.5)
Cetteformule nouspermetde mieuxcomprendrdesrésultatsdela fig. 1.5. Commeerr ~ C - h?
etfe~ Cy/h, nousavons

—logyg(err) & —log,,(C1) — p - logyo(h) & Const + p - logy,(fe).

Cecimontrela dépendancénéaireentrelog,,(fe) et — log,,(err), etaussile fait quela pentesoit
del/p.

Conclusion. Le pluson désire dela précision,le plushauton doit choisir I'or dre.

Estimation rigour eusede I'err eur (noyaux de Peano).

On connat déja du coursd’Analysel I'esprit tresvif de G. Peanoqui, de nombreusegois, a
découertdeserreursdandescélebregraitesdel’Analyse (voir [HW97], p.291,309,316,328,329).
Riend’étonnanguece championde la rigueurmathématiqueait aussitrouvé uneformule exacte
del’erreurdequadrature.

n Q /
MATHESL i
e O AR e .
RESIDLUO IN FORMULAS DE QUADRATURA®Y
Nnta de G. Peavo [Turin]
ad omni formuln de quadratara responds uno nuiuero n, i modo

- i A i Py la  aradd
que formula va ale, sine crrove, pro funetiones j, lutegro, de radu

minore de 2.
S$i nos applica formula ad funectione f, que
aon nullo, resulia residuo, nut ervors; ct me alfirma que illo pote &3

hube derivata ds ordine a2

expre 530 per o

Residno == | (g2 X (D7Tx) do. &

LY
7

3 1ine s f
Frgo vesiduo vale integrale de pr. sducto de 1~-r1"-xta de ordine 7 de f,

de functione f, sed
per functione gz, que n.n depende ub natara de funciione 7, scd

depende ab nutura de for mula d» approximatione.

FIG. 1.6: Fac-similedu déhut de I'article de Peano(1914); duranttoute savie, Peanaoa lutté pour une
écritureuniverselleen science.Cet article estécrit dansun latin simplifié “que la plupartdeslecteurs...
comprenronsanspeine”. Il ne pouwait pass’imaginerquesonréwe seréaliseraun jour gracea I'anglais !
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|d ée.Nousexpliquonsici I'approcheoriginal de Peana 'exempledela formule du point milieu

errloc = h(/ol f(zo+ Th)dr — f(zo + %h)) :

L'id éeestd’écrirele deuxemetermeégalemensousformed’'uneintégrale ce qui donne

errloc:h./(:(l—é(r—%)) - f(xo + Th) dr (2.6)

enintroduisantune“functioneimpellente”d(r) tréesbizarreparla propriéte

d(T) =0 pourtoutr # 0 mais /oo o(r)dr=1. (2.7)

—0o0

Cette“fonction” s’appellede nosjours fonctiondelta de Dirac et estbien connuedes“cultores
de physica-mathematica” Peanosavait qu’une telle “fonction” allait contretout bon sensdes
“cultoresdeanalysiinfinitsimale” et s’excuseendisantquecettedéfinition “es commodo sednon
necessario..”.

Ensuite housappelonda fonctionentreparentiesesdans(2.6) par

eteffectuonsuneséried’intégrationgar parties

1 -1 1
errloc = h/ No(7) f(zo+Th)dr = —h2/ Ni(7)f'(zo+7h) dr = h® / No(7)f"(xo+Th) dT
0 0 JO
(2.8)
ou apparaisserdesprimitivesN, (1) = [ No(u) du €t No(7) = [§ Ni(u) du, i.e.,

T SiT<1/2
T—1 sit>1/2

T2 siT<1/2

Ni(7) = Ny(T) = 22— (r—YH=(1-7)?/2 sit>1/2

(voir la fig.1.7). Nousconstatongjuelesdeuxintégrationgpar partiesn’ont pasdonré determes
intégies,car

Ni(0)=0, M(1)=1-1=0 et Ny(0)=0, Ny(1) =5 —5=0.

Par contre,unetroisiemeintégrationpar partiesdonneun termesuppementairesar [, Ny (7) dr #
0.

Nl(T) NQ(T)

FIG. |.7: Noyauxde Peangoourla formuledu point milieu
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FIG. 1.8/ Le noyaudePeanaV, (1) d’'uneformuledequadrature

Dansle casgénéral on a plusieuesfonctionsdeltacentésaux noeudse; et multipliésparb;, le
noyau N, (7) estlinéairepar morceauxde pentel et avec dessautsde hauteur—b; aux pointsc;
(voir figurel.8). Ona N;(1) =0 carb; + by + b3+ ... = 1.

Apresla deuximeintégrationona

7-2/2 Sl T S [&]
Ny(1) = 72 /2 = by (T — 1) Sic; <7< ¢
2 722 — by (T —c1) —bo(T — ) Siea <7<y
etc.
La propriéte N(1) = 0 devient1 — b; (1 — ¢1) — ba(1 — ¢2) — ... = 0 etestla conditiond’ordre

(1.7)pourg(t) =1 —t.
Et ainsidesuite; aussilongtempsquek < p onobtientVy (1) = 0.

Nouspouwonsrésumer.
Théoreme2.1 (Peano1914). Consickeronsune formule de quadmature d’ordre p et un entier &
satisfaisantc < p. Si f : [zo, 20 + h] — IR estk fois continimentdifférentiable I'erreur (2.2)
verifie
1
errloc = (—1)FpF+L / Ni(7)f® (o + Th) dr (2.9)
0

ou Ni(7), lesnoyaux de Peang satisfont

a) N(7) = Ny_1(1) pourk > 2 (pourt # ¢; Sik = 2);
b) Ni(1)=0 pourk>1si¢;<1(i=1,...,s),
c) Ny(0)=0 pourk >2sic; >0@G=1,...,s);
1 1/ 1 z : _
d) /0 Ny(7)dr = 17<m - ;bicf) = (' (constantaedel’erreur(2.4)); |

LesnoyauxdePeangourla formulede Newton-Coteqs = 5) sontdessi@sdansla fig. 1.9.
Graceaurésultatdu theoemeprécedent,on peutfacilementestimerl’erreur pour l'intervalle
entier|a, b|. Pourunedivisionarbitraire(équidistant®unon; h; = z;1 — x;), notonsl'erreur par

N-1 s

err = /abf(x) dr — 3" by S bif (x; + cihy). (2.10)

j=0 =1
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Ni(r Na(T) N3(T)/\
/ / AN

VIV VY
AVARVARY/

FIG. 1.9: Noyauxde Peangourla formule de Newton-Cotesavecs = 5

Théoreme?2.2 Soit f : [a,b] — IR k fois continimentdifférentiableet soit I'or dre dela formule
dequadrmatureégala p (p > k). Alors,l'erreur (2.10)admet’estimation

1
ferr| < W*- (b= a)- [ INu(r)|dr - s 1) (2.11)
0 x€la,
ou h = max; hj.
Démonstation. Laformule(2.9)donne
1
jerrloc] < B+ [ IN()| - £ (a0 + 7h)| dr
0
1
< B [N dr e max [9(@)]
J0

z€[zo,x0+h]

Commel’erreur (2.10)estla sommedeserreurssurlessous-interallesdela division, on obtient

N—1 N—-1 1
err| < Y Jerrlog| < ST BAFL /0 ING(T)|dr - max |f®(2)]
=0

=0 .’L‘E[.’L‘j,l‘j+1]
< h*-h;
= < (k)
< max [f(2)]
cequi montrel’assertion(z.11),car§j_,1.N:51 h; =b—a. 0

Exemples.Pourla formuledu point milieu,ona

jerr| < B (b—a) - = - max | f(2)];

pourla formuledutrapeze

lerr| < h?-(b—a) - 11

|
8
m
B
=

pourla formulede Simpson

fob—a) —— )
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1.3 Formulesde quadratur e de Gauss

Aber Gausshat in den Gottinger Commentariergezeigt,dassman durch schicklicheWabhl
der Abscissenfur welchedie Ordinatenberechnetverden,den Grad der Naherungauf das
Doppeltetreibenkann; ... Die grosseEinfachheitund Eleganzder GaussischefResultate,
lassteineneinfachenWeg vermuten. (Jacobil826,Crelle J. 1, p. 302)

Si I'on fixe les nceudsey, . . ., ¢s (distincts),il existe une formule de quadrature(b;, ¢;) unique,
ayantunordrep > s. On obtientlespoidsb; parlesformulesdela sectionl.1.

Question(Buzengeige812).Y a-t-il unchoixdesc; permettant’avoir unordresugerieura s ?

La solution(difficile) de Gausg1814,Werke 3, p. 165-196)qui, selonseshabitudesnementionne
jamaisle nomdeBuzengeigerestbagesurla théoriedela seriehypegéomnetrigue(Gaussl812)

af  ala+1)BB+1) , ala+D(a+2)3B+1)(B+2) 4

F(a,B,7,2) =1 ' te.
(B2 =1+ et S0 D © T T T )0y © e

Douzeanreesplustard,Jacobi(1826,Crelle J. vol. 1) decouvrd’accesélegantsuivant:

Ideée.Posons

M@t)=(t—c) ... (t—c5) (3.1)
(“Man bilde dasProduct(z — a’)(x — a”)(z — a”") ... (z — a™) undnenneesy(z)”). Soit f(t)
unpolyndmededegré < s +m — 1. L'idéeestdediviser f(¢) parM(t), i.e.,d’écrire f(t) sousla
forme

f@) =M@ gt) + )
—~— —_— ~~ —
deg. <s+m-—1 s <m-1 <s-1

Alors, I'int égraleexacteet I'approximationnumériquesatisfont

1 1 1
[ rwa= [ m@gwde + [ )
0 . 0 . 0
e oo Nl
bif(ci) = bi M(c;) g(c;) + > bir(ci).
Suse)= Sotege) +3
La formule de quadratureestexactepourr(t) parhypothese(dernirecolonne).Par congquent,

les deuxégaliésmarqees*?” sontsatishitesen mémetemps. Nousconstatongjuela formule
estexactepour f(t) sietseulemensi [, M(t)g(t) dt = 0. Enrésung:

Théoreme3.1(Supercorvergence) Soit (b;, ¢;)i_; une formule de quadrature d’ordre p > s.
Alors,l'ordre dela formuleest> s + m si et seulemensi

1
/ M(t)g(t)dt =0 pourtout polyndbmeg(t) dedegré < m — 1. |
0

Exemple 3.2 Pourqu’uneformuledequadraturé s = 2 étagesit unordre> 3, il fautque

'L 1 1
/0 (t—c1)(t —co)dt = 3~ (c1 +02)§ + c1c9 = 0.

Similairementpouravoir I'ordre p = 4, il fautque

1
0102—5(01—1—02):— c1tep=1 =

N[

(3.2)

N Sy
| =

A

I

[

+

“f =l

10162 — %(Cl + Cg) = — Ci1Cy =

2
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Exemple 3.3 (Version symétrique ; GAUSS6,une formule d’ordr e 6) Travaillonssurl’intervalle
[—1,1] etremplaonsM (t) parP(r) = (T—1) ... (T —7,). |l fautsatishire [, 71 P(7) dr = 0
pourg = 1, 2,3. Sinousposonenrespectanka symétrie

P(r)=7"—a-1 (a constanté chercher),

nousavonsla premereet la troisiemeconditionautomatiquemerdatishite. Il suffit dedemander

/llTP(T)dT:/1(T4—G-T2)d7':2(1—a-l):O = P(T):T3—g7'

1 5 3
_ V15 - V15 o, 1 5 o -
= M= 5 72 =0, ’Y3—T, 51—53—372—57 Br=2-206,= ¢
cequi ameneauneformuled’ordre 6 basesur s = 3 ordonrées
Exemple 3.4 (Résune despremieresformules de Gauss)
! 1 T
s=1 / g(t)dt ~ g(§> (formuledu point milieu)
0
o ! 1o By 1 13
s=2: [ gWdt = 59(;-F) + 3903+ F)
. ! 5 /1 WI5\ 8 /1 5 (1 15
s=3: o~ Zo(5 - YF) + 50(3) + 59+ )
1
4 ~ _ r (1 r (1
s=4: /Og(t)dtNMg(— 5)+ug<2 5>+ug<2 ) u( +<5>
1
_=. 1 / 1
s=5: g t)dt ~ (5 6>+1/g§— )+2—259() ( €) +v ( +e)
_1 15+2\/_o 15—2 30 1 V30 ,_1+@
2\ T3 1T Mo

_1./354+2V70 gL [8-2vi0 322 — 1370 ) 322413V70
2 63 ' 2 63 - 1800 7 - 1800

Expériencenumérique. Apresavoir trouve denouwellesméthodesibelles,noussommegvidemment
impatientset joyeux d’aller au combatet de refaire les intégrales [ cos(x) exp(sin(z)) dz et
JZ cos(x) dz dela figure 1.5, Les résultatscorrespondantpeuwent étre admiés en figure 1.10 ;
ils montrentuneclaire amglioration.

Pourprogressedavantage housavons besoinde nouwellesidées; cherchons'un trés-grand
secours’aupesdes“polyndmesde Legendre™

.4 Polyndmesorthogonaux de Legendre

On saitquelesfonctions X,, etY,, introduitesdansl’analysepar Legendre,sontd’un trés-
grandsecourslansplusieursthéoriesimportantesen particulierdansla theoriede I'attraction
dessplerddesetdanscelledela figuredesplaretes; ...

(0. Bonnet,J.d.math.vol. 17,1852,p. 265)

Probleme. Trouver, pourchaqueentierpositif £, un polyndbme P, (¢) dedegré k tel que

/'1 Pg(t)di=0  si degg<k—1. (a.1)
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10%F 10%¢
- fe i
102 2 102 e
10t = ; 10t = -/:?*./
i erreur i erreur
M L ‘HHH\ Il ‘HHH\ Il ‘HHH\ Il ‘HHH\ Il ‘\HHH Il ‘HHH\ Il ‘HHH\ Il ‘HHH 1l ‘HHH\ Il ‘\HHH Il ‘\HHH Il ‘HHH (1[11TH] (NN ‘\HHH Il ‘\HHH Il ‘HHH\ Il ‘HHH\ Il ‘HHH\ Il ‘HHH\ Il ‘\HHH Il ‘HHH\ Il ‘HHH\ Il ‘HHH 11 ‘HHH
100 1073 1076 1079 1012 100 1073 1076 1070 10712
o o o GAUSS2(s=1) GAUSSS(s = 4)
r x x GAUSS4(s = 2) * *—* GAUSS10(s = 5)
a2 a2 GAUSS6(s = 3) w w w  Weddle(s =17)

FIG. I.10: Le travail fe enfonctiondel'erreur pourlesformulesde Gausgengris sontrepeteslesrésultats
pourWeddledela figurel.5)

Cespolyndmesontéteintroduitsen1785parLegendredansuntravail surl’attractiondessphreraddes;
ils sontd’'une importancedépassantargementles formulesde quadraturgvoir citation). On les
retrouve enchimie etenphysiquedanstousles calculsencoordonesspleriques ils y jouentle
mémerdle quecelui desfonctionstrigonomnétriquesdansles sériesde Fourier (voir Chap.ll). La
constructioreleganteci-dessougstduea O. RodriguegdanssaThésenonpublee1816al’ Ecole
Normale),rececouerteparJacobi(1826):

Solution. L’id éeestd’intégrerpar partiesk fois I'int égraledans(4.1), endérivantle facteurg(t)
etenintégrantle facteurP,(t) (rappel: [*u'vdt = u(b)v(b) — u(a)v(a) — [P ur' dt). Aprésla
k-émedifférentiation)e polyndmeg(t) disparétera.

Mais pourquecelamarchejl fautquelestermesntégréesu(b)v(b) — u(a)v(a) sonttousnuls,i.e.,
il fautque P, (t) pos®dek primitivessuccessivegui s'annulentent = —1 etent = 1!

Idée Riendeplussimple: onpose -1 1
(1)
Fty=E-Dr=@¢=-0DF- ¢+ 1)
F(t)
qui pos®dedeuxzérosde multiplicité £ a cespoints. Doncles 1 1
k — 1 dérivéesde F'(t) y serontnulles également la k-éme
dériveeseranotrepolyndmerechercie F(t)
B =C- (¢ -1%)" (4.2) !
o | | F’”“/\ yaN
N \/ 1
Exemple.Prenons: = 5 tel que AT
L /(\ /\ |

F(t)= (> —1)° = 1'% — 5t + 105 — 10t* + 56> — 1. -/ \/ \

11111 .
En dérivant5 fois celadonne F(t) = Ps(t)

|
[ERN

10-9-8-7-6-t° — 5-8-7-6-5-4-1> + 10-6-5-4-3-2-¢
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et, endivisantdesfacteurscommunsnousvoyonsque Ps(t) estun multiple de63t®> — 70t + 15t,
cequenousavonsdéja utilisé.

Théoreme4.1 Le polyrdme P, (t) défini dans(4.2) estorthogonal sur l'intervalle [—1, 1] & tous
lespolymdmesdedegré k — 1.

Démonstation. Commepromis,nousfaisonsunesuited’intégrationgparpartiesgetainsil’'int égrale
1, Pe(t)g(t) dt devient

1 1 1
—C. / F®O@)g(t)dt = —C - / FED@ () dt = ... = +C - / F4) g® () dt = 0.
-1 -1 1 ——

=0

Théoreme4.2 Touteslesracinesde P (t) sontréelles simplesstdansl’intervalle ouvert(—1, 1).

Démonstation. Celasevoit enappliquante “théoemede Rolle” auxdiversesdériveesde F'(t)
(voir la figure ci-dessus) entrechaquepaire de racinessuccessies (y comprislesracines—1
et 1) de FU)(t) doit setrouver uneracinede FU+Y(t). Ainsi, Py(t) doit posg€derau moinsk
racinesdifférentesal'int érieurde (—1, 1). Et, s’agissant’un polyndomede degréek, il n’'y ena
pasd’autres. 0

Donnonsune deuxemepreuve! Combiende fois n’est-on
passoulag a la fin d’'unelongueet pénibledémonstration?
Ici, c’estle contraire: onpeutchoisirentreplusieurgpreues,
lesunesaussibelleset élegantegjuelesautres Montronsle
résultatprécdenta l’aide du théoemesuivant:

Théoreme4.3 SoitunpolyndmeP(t) orthogonalsur [a, b] &
tousles polyrdomesdedegré » — 1. Alors P(t) doit pos€der
au moinsr racinesde multiplicité impaire danslintervalle
ouvert(a,b).

Démonstation. Supposons;ommedansle dessinci-contre,que P(t) pos®dedeuxracinest; et
t, demultiplicitéimpairedans(a, b), i.e.,desracinesou P changedesigne.ll suffit alorsdeposer
g(t) = (t —ty)(t — t2), carle produit P(t) - g(t) nechangepasdesignedans(a, b). L'intégralene
peutdoncpasétrenulle etlesdeuxpolyndmesne sontpasorthogonaux. O

Corollaire 4.4 (Gauss1814) Pour chaqueentier positif s, il existe une formule de quadrmture
uniquea s noeudsl’ordre 2s. Elle estdonreepar:

¢, ..., Cs Sontlesracinesde P, (2t — 1);

bi,...,bs sontdonrespar (1.9). O
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Normalisation des P, (t). SiI'on multiplie un polyndme orthogonalpar une constantejl reste
un polyndbme et resteorthogonal. Donc, en principe, on peut“normaliser” les polyndmes Py (t)
commeon veut; unenormalisationestadopéedansla litt érature glle demandeue

Pe(1)=1. (4.3)
Comme parlaregledeLeibniz,
dk
%«t + 1R = 1Y) = K2,

nouspouwvonsprécisera constantelans(4.2), etlespolyndmesde Legendredeviennent

Ps(t)

Py(t)

FIG. .11: Polyrobmesde Legendre

k -
Pit) = ﬁ : %((# — D)) = <2kk>tk — (’f) <2kk 2) 2 (4.4)

LespremiersdecespolyndomessontF,(t) = 1, Pi(t) =t,

_3p 1 _ 53 _ B 30,3 _ 8y 10 15
Pyt) =St =5, P(t) =5t =5t Pi(t) =Tt = T+ 2 B(t) = ot — ot + ot
(4.5)
lls sontdessi@sdansla fig. .11 et sontalternatvementdesfonctionspairesetimpaires:
Py (t) = Po(—t Si k estpair
k(1) k(—t) p (4.6)

Pr(t) = —P(—1) si k estimpair.

Formule derécurrence.Larelationsuivante découserteparO. Bonnet(1852,J. deMath. vol. 17,
p. 267), permetfacilementde calculerla valeurde P,(x) pourun z donré ; et serautile pourle
calculnumeériquedesc;.

Théoreme4.5 Lespolymdmesde Legendee satisfontla formulederécurrence

(k+ 1) Psr(t) = (2k + 1)t Py(t) — k Po_y (). 4.7)
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Démonstation. Sionmultiplie P, () part, il posedelesmémespuissancedet que P,1(t). On
peutdoncsoustraireavecun facteura bienchoisi,pourfairedisparétre le premiertermet**!. Le
prochainterme,t*~*, estéliminé parun multiplede P,_; (¢). Le termesuivantt*—3 estéliminé par
un multiple de P;._3(t) etc. Doncon peutécrire

Popi(t) =a-tPy(t) +b- Poa(t) +c- Pos(t) +d- Pes(t) +... . (4.8)

Grandesurprise: touslescoeficientse, d, ... sontnuls! Pourvoir cela, multiplions I’ équation
(4.8) par P, _3(t) etintégronde toutde —1 a 1. Par orthogonalig, touslestermesvont s’annuler
p.ex.,

/11 1P(1) - Po_s(t) dit = [ 11 Pu(t) - t- Py_s(t) dt =0,
g(t)

sauf[*, (P, s(t))%dt > 0, etc doit &trezéro. La mémechoses’appliquea d, e etc.
En comparante premiertermeavecceluide (4.4),ontrouve

= 2::11, etenposant = 1, ontrouve b=1—a= —% .
O
Ps = Gttttt: rmmmm———— Gr++tttttt === Okt oo, %{/‘“Z{ i ’M,
P, 44 r=mmmmm e G+++ttttttt mmmmm Gt e oo SRR
P3 === G4++++++++++4+ F=m———mmmmm Ghddd  2d L — b
Py #+44+4+ =———mmmmmmm e Gr+++++++ Y Al
P mmmmm e Gr++++++++++++++++++ - Do Say+ o) 4 e
L i T f‘ﬂt 67 4 4ga=—
-1 1 =

FIG. 1.12: Créationdesracinesdes Py (t) parla suitede Sturm;a droite: manuscritde Sturm(trouvé par
E. Neuenschanderdansun grenierenFrance)

Aveccethéo®me,on constate

Si Pi(t) estnul, alors P, 1(t) et P,_(t) sontde signesoppo£s!

C’estla célebrepropriéte dessuitesde Sturm(CharlesSturm 1829). Elle permetde prouver le
théoeme4.2 unetroisiemefois, enconsicerantuniquementvoir figurel.12)

1. lesvaleursdesP, en—1 eten—+1 ;
2. la propriéte de Sturm;
3. etle “théoemedesvaleursintermédiaires (([HW97], p. 206).

Il y acependantdesinformationscompEmentaires

lesracinesde P, _,(t) sontintercalesdanslesracinesde Py (t) !

et
# chang signede { P, (o), Pi(to), - - - Px(to)} = # deracinesde Py (t) étant> t,.
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FIG. 1.13: CalculdesracinesdesPs(t) parla méthodede bissection)

= algorithmede bissection(voir Fig.1.13).
Calcul despoids. Au lieu derésoudrde syseme(1.9), on peutaussiutiliser la formule explicite
(Christofel, Crelle J. vol. 55 (1858),p. 61-82,“formule (37.)")

b — 1 ;= - - (4.9)
(1 =) (Pi(vi)) s2(Ps-1(7:))

qui estdonreeici sansdémonstratior{exercices).

1.5 Un programmeadaptatif - TEGRAL

Posons-nouke problemed’écrireun programme
FUNCTIONTEGRAL ( FCN, A, B, TOL)

qui, pour unefonction f : [a,b] — IR donrée,calculela valeurde [’ f(z) dz & une précision
relatve deTOL. Sil'on fixe la formuledequadraturéparexemplela formulede Gaussd’ordre 30
avecs = 15), il fauttrouverunedivision A = {a = o < 21 < ... < zy = b} delintervalle
(a,b) afinquel’approximationnumérique/, satishsse

s - /abf(a:) e < TOL-/ab ()] da. (5.1)

Pourunefonction f ne changeanpasde signesur (a, b), la condition (5.1) signifie quel'erreur
relativeestborneepar TOL. On a mis la valeurabsoluesousl’int égralede droite pour éviter des
ennuisdansle casol [” f(z) dz esttréspetitou nul.

Pourécrireun tel programmegpn estconfrone auxdeuxproblemessuivants:

e choixdeladivision pourque(5.1) soit satishit;
e estimationdel’erreur Ix — [” f(z) d.

Détermination de la division. Pourun sous-interalle (zq, o + h) de(a,b), on saitcalculerles
valeurs

rES(.I'O, Ty + h) = hiblf(xo + Cih), (52)

i=1

resabszg, zo + h) = h > _ bl f(zo + ¢;h)|. (5.3)

i=1
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Supposonspourle moment,qu’on connaissaussiuneestimationdel'erreur

zo+h
err (xg,zo + h) ~ res(zg, o + h) — / i f(z)dz. (5.4)

o
L’algorithmepourtrouver unedivision corvenableestle suivant:
i) oncalculeres(a, b), resabga, b) eterr (a, b). Si

lerr (a,b)] < TOL - resabsa, b),

onacceptaes(a, b) commeapproximatiorde ff f(x) dz etonarrétele calcul;sinon

ii) on subdvise (a,b) endeuxsous-interalles!; = (a,(a + b)/2) etly = ((a + b)/2,b) eton
calculeres(I,), resabg/;), err (I,) etres(/y), resabs,), err (). OnposeN = 2 eton
regardesi

g: lerr (1;)] < TOL - (N resabs{[j)). (5.5)

Si (5.5) estvérifie, on acceptaes(I;) + res(,) commeapproximatiorde [” f(z) dz; sinon

lii) onposeN := N + 1 etonsubdivisd’intervalle ou I'err eur estmaximale(disons/;) endeux
sous-interalleséquidistantgju’on denotepar /. et [y, ;. Ensuite,on calculeres resabset
err pourcesdeuxintervalles.Si (5.5) estvérifie, on arrétele calculeton accepte

N b
> res(l;) ~ / f(@)de (5.6)

commeapproximatiordel'int égrale;sinononrépetela partie(iii) decetalgorithme.

Estimation de l'err eur (5.4). Malheureusementigs formulespour I'erreur, obtenuesdansle
paragraphd.2, ne sont pastres utiles pour un programmegéreral, car on ne connat que tres
rarementa p®M€déeriveedela fonction f(z) (dansnotresituationp = 30).

L'id ’eeestd’appliquerunedeuxiemeformuledequadrature{@-, Ei)f;l etd'utiliser la difference
dedeuxapproximationsiumeriquescommeestimatiordel’erreur du moinsbonrésultat.Pourque
le travail suppEmentairesoit négligeablepon supposes < s etonreprendes mémesévaluations
de f, c.-a-d.,on suppose; = ¢; pourtousi. Unetelle formule de quadratures’appelleformule
embdtég si pouraumoinsunindice: on a@i # b;.

Remaque Si (b;, ¢;);_, estuneformule de quadratured’ordre p > s, I'ordre d’'une formule
embdtéeestp < s — 1. Cerésultatdécouledu fait que, pouruneformule de quadraturel’ordre
> s, lespoidsb; sontuniquementétermirésparsesnceuds:;.

PourlaformuledeGausys = 15, p = 30), 0n obtientuneformuleembptée(@, ¢i)i_, d’ordre
14 en enlevantle point milieu cg = 1/2 (voir fig.1.14), c.-a-d., on posebs = 0. L'expression
calculable ) ,
ERRL:=hY b f(zo + c;h) — h Y b f(zo + c;h) = C1AY (5.7)
=1 =1
estuneapproximatiordel’erreur dela formuleembdatée,car

f(:r)da:)+(/ f(x)d:v—hi:@f(:vo+cih)>.

*o i=1

zo+h zo+h

0

ERR1= (hibif(-rO + c;ih) —/

= Ch’" + O(h*) = Ch" + O(h')
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Pourle programmeTEGRAL, on consicere encoreune deuxeme formule embdtée qui a pour
noeuds ¢y, ¢4, ¢4, C10, C12, C14} €LUNOrdre6 (voir lafig. 1.14). Ondénotelespoidsde cetteformule

de quadraturepar@i eton définit

=1 i=1

e 0 o o o o o6 o o o o o es formulede Gaussprdre30
oo o o o o I o o o o oes formuleembdtée,ordre14

OL.—.—.%S—.—.—M formuleembdtée,ordre6

FIG. I.14: Formulede Gausst sesformulesembadtées
Il 'y aplusieurspossibilispourdéfinir err (zq, 2o + h).

e i) err(xzg, 29 + h) := ERRJ, cetteestimationesttrop pessimiste En géréral, la formule de
Gausgdonneunrésultalargementmeilleurquela formule embdtéed’ordre 14.

e ii) dansle programmerEGRAL, on a choisil’approximation

err (zg, xo + h) := ERR1: (%)2, (= h"- (h_15>2 ~ h')

cequi donnedebonsrésultats.

Exemples. 1) Si I'on appliquele programmeTEGRAL avec TOL = 107'° ala fonction de la
fig.1.1, on obtientle résultatavecuneerreurde 2.0 - 10~ *. La division choisieestdonréedansla
fig.1.15.

]

FIG. I.15: Division choisiepar TEGRAL pour f(x) = 2 + sin(3 cos(0.002(z—40)?)) sur(10, 110)
2) Appliguonsle mémeprogrammea la fonction

f(z) =z logx sur (0,1), (5.9)

qui a une singularié au point 0 dansla dérivée. Les divisions successies de l'intervalle par
I'algorithme sontprésenéesdansla fig.1.16. On voit que l'intervalle ou I'erreur estmaximale
esttoujourscelui qui esttout a gauche.Les erreurssontdonréesdansle tableaul.2. La corver
genceesttreslenteeton sedemandes’il n'y a pasde possibilite d’accelérerla corvergencedela
suite{Sx}.
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TAB. |.2: Résultatde TEGRAL pour(5.9)

N Sn erry = Sy — [y f(z)dx | erry/erry_;
1| —0.4446200164956040 —0.176 - 10793 —
2| —0.4445133092592463 —0.689 - 107% 0.392
3| —0.4444711927155809 —0.267 - 107% 0.388
4 | —0.4444547502264998 —0.103 - 107% 0.385
5 | —0.4444483881989293 —0.394-107% 0.383
6 | —0.4444459448772271 —0.150 - 107% 0.380
21 | —0.4444444444449658 —0.521-10712 0.366
22 | —0.4444444444446352 —0.191- 10712 0.366

I 3 3 3

FIG. 1.16: Division choisiepar TEGRAL pour (5.9)

1.6 L’epsilon-algorithme

Soit donréeunesuite { Sy, S1, Sa, - . .} qui corverge lentementversunevaleur S. Le but estde
trouver uneautresuiteavecla mémelimite, maisqui corverge plusrapidement.

Id ée.(Aitken1926).Supposonsgjueles S, soientlesvaleursd’une série géonetrique

Sp=85+C-p"
AS, = Opn(p - 1)
Spy1 =S+ C - prt! A2S, =Cp™(p—1)? (6.1)
ASui1 = Cp™i(p—1)
Sn+2 =5 + C- ,0n+2

ou AS, = S,i1 — S, etA%S, = A(AS,) = AS,41 — AS, = S0 — 25,41 + S, sontdes
differencedinies Oncherchearemplacemnotresuiteparla limite S, pourlaquelleon obtient

AS,, - AS,i1

A2S,
Au casou I'hypothesen’est passatishit exactementja valeurde S dans(6.2) va dependrede n.
On obtientainsiuneautresuite {5’ } définie par(proccce A? d’Aitk en)

S = Spi1 — Cp™ =81 — (6.2)

AS, - AS, 41
A2S,
qui, engéréral,converge plusrapidementversS quela suiteoriginale{S,, }.

Sy = Sn+1 -

n

(6.3)

Exemple. Pourla suite{S, } dutableaul.2, le résultatestdonré dansle tableaul.3.
Géréralisation. Supposongourunesuite{s, }
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TAB. 1.3: Accélérationdela corvergencepour{ S, } dutableaul.2

n S, s S

1 | —0.44462001649560 | —0.44444373050429 | —0.44444444444445
2 | —0.44451330025925 | —0.44444421992844 | —0.44444444444444
3 | —0.44447119271558 | —0.44444437296661 | —0.44444444444444
4 | —0.44445475022650 | —0.44444442146079 | —0.44444444444444
5 | —0.44444838819893 | —0.44444443699301 | —0.44444444444444
6 | —0.44444594487723 | —0.44444444201188 | —0.44444444444444

Cettefois, onab paranetresadéterminer Lavaleurde S ainsiobtenueestdénogeparsS”. Shanks
(1955)afait cecalculetil atrouvélaformule (nousajoutonsuneformulesemblablepour S!)

Sn Sn+1 Sn+2

det( Sn Sntt ) det | Spt1 Shi2 Snss

S/ _ Sn+1 Sn+2 S//: Sn+2 Sn+3 Sn+4
n A2S, ’ n det( AZS,  AZS,. )

T\AS 1 A%S

(sansdémonstration).Mais, pour un calcul numérique,cesformulesne sontpastres pratiques.
Wynn (1956)atrouve uneformule beaucougplussimple:

Théoreme6.1 (e-algorithme) Etantdonréela suite{Sy, S, Ss, . ..}. Sil'on définit e,ﬁ”) par

6(_n1) =0, eéﬂ’) = S,
n n+1 1 (65)
6;—21 - el(ﬁt—j; ) + (n+1) (n)? k > O: n = 0:
k — &

alors,ey” = 5!, " = 5", €M =97 .

La demonstratiomecl” = 5’ sefait parunsimplecalculdee!™ etdecy”:

(n) 1 1
pu— 0 p—
“ * Sn+1 - Sn ASn,
(n) 1 o ASn : ASn+1 o
ASn—H ASTI

Le casgéréralestmoinsévidentet estdonré sansdémonstrationTousles détails(demonstration
etautresproprietes)sontdonrésdansun livre de Brezinsk?.

Exemple Pourla suite _
(-
Z- )

S, =% (6.6)

i=1

qui corverge verslog(2), les erreursde e,ﬁ"), k = 0,2,4,6,... sontdonreesdansla fig.1.17.

L’améliorationdela corvergenceparl’ e-algorithmesevoit clairement.

2C. Brezinski (1977): Accelération de la Corvergenceen AnalyseNunerique LectureNotesin Mathematics,
Nr. 584, SpringerVerlag.[MA 00.04/3584]
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FiG. I.17: Erreurdeeg‘) enfonctionden pourla suite(6.6)
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