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Chapitr e I

Int égration Numérique

La préhistoire:
Première période. Le calcul d’aires,de surfaces,de volumeset longueursd’arc était unedes
préoccupationsmajeuresdesscientifiquesdepuisEuclideet Archimèdejusqu’̀a Kepler, Galilei et
Fermat.

Par exemple,Fermaten1638a trouvé
pardesadditionsdesériesgéoḿetriques
quel’aire sous������� entre� et �
estégalà 	 � � ��

������ . B

Ba

θB

θaBa

θ2B
θ2aBa

y = x1/3

Deuxière période. Puis,avec la découvertedu Théor̀emefondamentaldu calcul différentielpar
Newton et Leibniz, ces“int égrales”nétaientqu’une inversionde formulespour la dérivée. Par
exemple,la formuledeFermatci-dessuss’expliqueparle fait quele dérivéedela fonction

��� ����

�
����� estégalà ����� ���

Ainsi, il suffit de trouver les inversesdesformulesdesdérivées.LesBernoulliset surtoutEuler,
danssongigantesquetraité(Inst.Calculi Integralis1768,1769,1770,OperaXI-XIII), sesontdonc
mis avecenthousiasmèa la recherchedeformulesanalytiquespourlesprimitives.

Troisièrepériode. Cependant,denombreusesintégralesrésistentencoreettoujoursàl’envahisseur
(exemples ������ � , � ��! #" � ) et l’enthousiasmelaisselentementplaceàunrenouveaudel’int ér̀etpour
lesformulesdequadrature,qui avait ét́ecommenćeparNewtonetsessuccesseursanglaisCoteset
Simpson.De nombreuxcalculsenastronomie(perturbationsdesorbitesplańetaires)contraignent
Gauss(1814)à intensifiercettethéorie.

Les premiersordinateurs,dansles anńees40 et 50, ont surtoutét́e dévelopṕespour le calcul
d’intégralesetd’équationsdifférentielles.Cesprobl̀emessontlesplusfacilesàprogrammer. Pour
cettemêmeraison,nouscommenc¸onsici parle calculd’intégrales.
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FIG. I.1: Unedivisiond’un intervalle ensous-intervalles

A.H. Stroud(1974):NumericalquadratureandSolutionofOrdinaryDifferentialEquations.Springer.
[MA 65/89]

I.1 Formulesdequadratur eet leur ordr e

“If therearefour ordinatesatequalintervals,let 3 bethesumof thefirst andthefourth, 4 the
sumof thesecondandthird, and 5 the interval betweenthefirst andthe fourth ; then... the
areabetweenthefirst andthefourthordinateswill be 6#387:9)4<;#5>=)? .”

(I. Newton,Methodus, publ.1711,cité d’apr̀esH.H. Goldstine,p. 76)

Problème.Etantdonńe unefonctioncontinuesurun intervalle borńe
.A@CB �EDF-HG2I J K , on cherche

la valeurdel’int égrale L
�
.0/ �21 � � � (1.1)

Subdivision de l’inter valle. Depuis Simpson(1743), la plupart des algorithmesnumériques
proc̀edentcommesuit: on subdivise

B �MDN-OG en plusieurssous-intervalles( �P�Q�&%ARS� � RS�&'TR�F�F� RU��+,��- ) et on utilise le fait que
L
�
.0/ �21 � �T�

+WV �
*YXZ%

��[]\_^
��[ .0/ �21 � � � (1.2)

De cettemanìere,on estrameńe au calcul de plusieursintégralespour lesquellesla longueurde
l’intervalled’intégrationestrelativementpetite.Prenonsunedecesintégraleset notonssoninter-
valled’intégrationpar

B �&%`D��&%C�,a
G .
Problème2. Donńeun intervalled’intégration

B �&%`Db�&%c��a&G delongueura petite,calculer

�Fd 
fe
�Fd .g/ �21 � �8�ha �% .g/ �&%i�kjla
1 � jm��a �%kn / jO1 � j (1.3)

où n / jO1 @ � .0/ �&%c�ojla
1 .
Algorithme. Onchoisitun nombrep et despoints q � D �N�F� D qbr
dans(engéńeral)

B � D_��G . Puisonpose

�% n / jO1 � jms �%ot / jO1 � j

où t / jO1 estle polynômededegré pcu �
avec t / q�v 1C� n / qbv 1wD�xi�y�ND �F�F� D p . 0 1

t

n

q � q ' qbz q|{
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Id éedeLagrange (1797)1 Si on poselespolynômes(dedegré pcu � , voir Fig.I.2)

} � / jO10�
/ j u~q 'N1 / j u,q|z 1 / j u~q|{ 1 �����/ q � u~q 'F1 / q � u,q|z 1 / q � u~q|{ 1 �����

D } ' / jO1C� / j u~q � 1 / j u~q|z 1 / j u,q|{ 1 �����/ q ' u~q � 1 / q ' u~qbz 1 / q ' u~q|{ 1 �����
D etc. (1.4)

alors
} � / q � 1C���ND } ' / q ')10���ND �F�F� et touteslesautresvaleursaux qbv sontnulles.Parconśequent

t / jO1C� n / q � 1 } � / jO1�� n / q '�1 } ' / jO1�� �F�F�l��� (1.5)

et nousavonsle théor̀eme

0

−1

0

1

0

−1

0

1

0

−1

0

1

0

−1

0

1

�

} � / �21
q � q ' qbz qb{

�

} ' / �21
q � q ' q|z q|{

�

} z / �21
q � q ' q|z q|{

�

} { / �21
q � q ' q|z qb{

FIG. I.2: LespolynômesdeLagrange

Théorème1.1 La formuledequadratureestdonńeepar

�% n / jO1 � jWs
r
v X �
- v n / qbv 1 où - v � �% } v / jO1 � j � (1.6)

Les qbv sontlesnœudsdela formuleet les - v ensontlespoids.

Exemples.1. La formuledupoint milieu

�% n / jO1 � jcs n / �N�Z�Z1 �
0 1 2

2. La formuledu trapèze

�%kn / jO1 � jcs��� n / � 1�� n / ��1 �
0 1 2

3. La formulede Simpson; l’aire d’une parabole(polynômede degré � ) par les trois points/ � D n / � 1�1 , / �N�Z�_D n / �N�Z�f1�1 , / �ND n / ��1w1 :

�% n / jO1 � jms �� n / � 1��U� n / �N�Z�Z1�� n / ��1 �
0 1 2

4. La “pulcherrimaet utilissimaregula” deNewton(degré � ) :

�% n / jO1 � jms��� n / � 1�� � n / �N� � 1�� � n / �_� � 1�� n / �l1 �
0 1 2

1Archimedes,Newton, Leibniz, Euler, Gauss���b�|���b� ; il ne manquaitqueLagrangepour faire le plein desplus
grandsmath́ematiciensdela périodeclassique...
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TAB. I.1: FormulesdeNewton-Cotes

p ordre poids - v nom

2 2 �� �� trap̀eze

3 4 �� �� �� Simpson

4 4 �� �� �� �� Newton

5 6 ��l� � ��l� � ���� � ���� ��l� Boole

6 6 � ��l�l� �#����l� � ����l� � ��l��� �#��l��� � ��l�l� —

7 8 � �� � �
� � �� � �

� �� � �
� � �� � �

� �� � �
� � �� � � � �� � � Weddle

5. En continuantainsi (les qbv sont les points équidistantsxH� / p�u ��1 , x�� � D �F�N� D p�u � ), on
obtientles formulesdeNewton-Cotes(Newton 1676,Cotes1711). Pour p���� cesformulessont
donńeesdansle tableauI.1. LeurdessinenfigureI.3 montrequelesformules“explosent”au-del̀a
de p � � � . Si on veut augmenterla précision,il vaut mieux raffiner les subdivisionsen (1.2)
qu’augmenterle degré p .
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FIG. I.3: DessindespoidsdesformulesdeNewton-Cotes

Calcul despoidspar l’alg èbre lin éaire. L’id éeestd’utiliser la propríet́esuivante:

Définition 1.2 On dit quel’ordre dela formuledequadrature (1.6)est t , si la formuleestexacte
pour touslespolynômesdedegré t u � , c.-à-d.,

�% n / jO1 � jc�
r
v X �
- v n / q�v 1 pour � �N¡ n � t u � � (1.7)
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Théorème1.3 La formuledequadraturea un ordre t si et seulementsi

r
v X �
- v¢q�£ V �v � �

¤ pour ¤<���NDN�_D �F�F� D t � (1.8)

Démonstration. C’estparcequelesfonctions

�ND jlD j ' D j z D �N�F� Dbjb¥ V �

formentunebasedespolynômesdedegré t u � .
En fixant lesnœudsq � D �F�F� D qbr (distincts),la condition(1.8)avec t � p repŕesenteun syst̀eme

linéairepour - � D �F�F� DF- r
� � �N�F� �
q � q ' �N�F� q�r
...

...
...

q r V �� q r V �' �N�F� q r V �r

- �-#'
...- r

�
�
�N�Z�
...��� p

� (1.9)

Commela matricedans(1.9)estinversible(matricedeVandermonde),la résolutiondecesyst̀eme
nousdonneuneformuledequadratured’ordre t � p .

� q � q ' qbz q|{ q|¦ � u �¨§ � § ' § z § { § ¦ �
FIG. I.4: Nœudsd’uneformuledequadraturesymétrique

Formulessymétriques. La formuleestappeĺeesyḿetriquesi

qbv ��� u~q�r 

� V v et - v ��- r 

� V v
pour tout x . Pourl’ étudier, transformonsl’intervalle j�© B � D_��G en ª © B u ��D_��G (voir figure I.4) par
lesformules

ª ���Nj u �ND � ª �h� � jlD n / jO10�U« / ª 1YD § v �¬� qbv
u �ND ­ v �h�f- v �

Ainsi, la symétriedevient § v � u § r 

� V v (1.10)

et lesconditionsd’ordre(1.7)et (1.8)sechangenten

r
v X �
­ v § £ V �v � �V � ª £

V � � ª �
'
£ si ¤ impair ;

� si ¤ pair .
(1.11)

Exemple. Calculonsles ­ v et les - v pour la formule de Boole ( p � ® ) : nous avons q�v �
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/ � D �{ D �' D z { Df��1 ¯ § v � / u ��D u �' D � D �' D_��1 et le syst̀emeà résoudredevient

­ � �°­&',�±­ z �°­ { �²­ ¦ � �
u ­ � u ³f´� � ³fµ� �²­ ¦ � �
­ � � ³f´

�
� ³fµ

�
�²­ ¦ � �

�u ­ � u ³ ´� � ³ µ� �²­ ¦ � �
­ � � ³f´� � � ³fµ� � �²­ ¦ � �

�

�

Leséquationsnuméro2 et4 donnent

/ ­ ¦cu ­ � 1�� �� / ­ {cu ­&'N1i� �
/ ­ ¦cu ­ � 1�� �� / ­ {cu ­&'N1i� �

¯ ­ ¦ ��­ � et ­ { ��­&' �

Parconśequent,leséquations3 et 5 sontsimplifiéesà

­ � � ³f´�
� �
�­ � � ³f´� � � �
�

¯ ­&'�� � �� �
D ­ � � �� �

et, par la premìereéquation,nousavonsfinalement­ z �¶� �
� �

. Par construction,notreformuleest
d’ordre5. Mais, à causedela symétrie,l’ équationsuivante

u ­ � u ³Z´� �
� ³Zµ� �

�±­ ¦ � �
estsatisfaiteelle aussi! Notreformuleestdoncd’ordre6. Similairement,la règledeSimpsonest
d’ordre4 et la formuledeWeddled’ordre8. Nousrésumons:

Théorème1.4 Sionsatisfaitpourdesnoeudssyḿetriquesqbv ��� u¨qbr 

� V v (pour tout x ) lescondi-
tionspourordre p , alors lespoids - v vontêtresyḿetriques( - v ��- r 

� V v ). La formuleaura toujours
un ordre pair , i.e., t¸· p ��� si p estimpair.

“Man siehthieraus,dassesim Allgemeinenvortheilhaftseinwird, bei Anwendungder Cotesis-
chenMethodeeineungeradeAnzahlvonOrdinatenzubenutzen.” (Gauss1814,Werke3, p. 204)

I.2 Etude de l’err eur

Commenc¸onsparuneexpériencenuḿerique:
Prenonsunefonction

.0/ �21 , définiesur
B �EDF-HG , divisonsl’intervalle enplusieurssous-intervalles

équidistants( a:� / - u �_1Y�F¹ ) et appliquonsuneformuledequadraturedu paragraphepréćedent.
Ensuite,́etudionsl’erreur (enéchellelogarithmique)

ºw»¼»½�
L
�
.g/ �21 � � u

+WV �
*YXZ% a

r
v X �
- v .0/ ��*¾� qbv a
1 (2.1)
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en fonction de fe (nombred’évaluationsde la fonction
.0/ �21 ; on a fe �¿¹ ( / p$u ��1m�À� pour

Newton-Cotes).Le nombrefe repŕesenteunemesurepour le travail (proportionnelau tempsde
calculsurun ordinateur).La fig. I.5 montrelesrésultats(pour ¹Á���ND��_DN�_DNÂfD_��Ã_D � �_D �F�F� ) obtenus
parlesformulesdeNewton-Cotespourlesdeuxintégrales:

z
%UÄNÅfÆ / �21 �bÇ�È / Æ�É�Ê / �21w1 � � et

'
%�Ä�ÅfÆ / �21 � � �

100 10−3 10−6 10−9 10−12

101

102

103

100 10−3 10−6 10−9 10−12

101

102

103

fe

erreur

fe

erreur

trap̀eze(ordre � )
Simpson(ordre � )
Newton (ordre � )

Boole(ordre Ã )
p ��Ã (ordre Ã )
Weddle(ordre Â )

FIG. I.5: Le travail feenfonctiondel’erreurpourlesformulesdeNewton-Cotes

En étudiantlesrésultatsdela fig. I.5, nousconstatonsque:

Ë�Ì Å ¡ � % / fe1 dépendlinéairementdunombredechiffresexacts,donńepar u Ì Å ¡ � % / ºw»¼»Í1 ;Ë la pentedechaquedroiteest �N� t (où t estl’ordre dela formule);Ë si la précisionaugmente,lesformulesd’un ordreélevéfinissentparêtrelesmeilleures.

Explication desr ésultats.
Étudionsd’abordl’erreur faitesurun sous-intervalle,doncdans(1.3),

errloc ��a �% .0/ �&%C�kjla
1 � j u
r
v X �
- v .g/ �&%i� qbv a
1 � (2.2)

Ensupposant
.

suffisammentdifférentiable,onremplace
.0/ �&%F�>jla&1 parsasériedeTaylor(dévelopṕees

autourde �&% , voir coursd’AnalyseI)

.0/ �&%i�kjla
1C� ¥
V �
£ XZ%

a £ j £¤`Î .�Ï £HÐ / �&%)1��
a ¥ j ¥
t Î
.�Ï ¥ Ð / �&%F1���Ñ / aE¥ 

� 1

La premìeresommeestun polynômededegré � t u � , sonerreurestnulle par Def.1.2. Donc,
dans(2.2) il neresteque

errloc � a ¥ 

�
t Î

�% jb¥ � j u
r
v X �
- vÒq ¥v .�Ï ¥ Ð / �&%)1��,Ñ / aE¥ 
 ' 1C��Ó�aM¥ 

� .�Ï ¥ Ð / �&%F12�,Ñ / aE¥ 
 ' 1 (2.3)
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où
Ó�� �

t Î
�

t ��� u
r
v X �
- vÒq ¥v (2.4)

s’appelleconstantedel’erreur. Supposonsque a soit petit demanìereà cequele terme Ñ / aE¥ 
 ' 1
dans(2.3)soit négligeableparrapportauterme Ó$aE¥ 

� .
Err eur globale. On doit calculer la sommede tous les erreurslocales. Astuce: on séparedu
facteura ¥ 

� un a pourfabriquerunesommedeRiemann.Ainsi on obtient

ºw»¼»½�
+WV �
*wXZ% errloc*Ws�Ó�a ¥

+mV �
*YXZ% . Ï ¥ Ð / ��*H1&aÔs�Ó$a ¥

L
�
. Ï ¥ Ð / �21 � �8��Ó�a ¥ . Ï ¥ V � Ð / -O1 u . Ï ¥ V � Ð / �_1 �

(2.5)
Cetteformulenouspermetdemieuxcomprendrelesrésultatsdela fig. I.5. Commeºw»¼»ÕsÖÓ � ( a ¥
et fe sÖÓg')�fa , nousavons

u Ì Å ¡ � % / ºw»×»Í1Cs u Ì Å ¡ � % / Ó � 1 u t ( Ì Å ¡ � % / a&1is�Ó�ØOÙ p jÚ� t ( Ì Å ¡ � % / fe1 �

Cecimontrela dépendancelinéaireentreÌ Å ¡ � % / fe1 et u Ì Å ¡ � % / ºw»×»Í1 , etaussile fait quela pentesoit
de �N� t .

Conclusion.Lepluson désiredela précision,le plushauton doit choisir l’ordre.

Estimation rigour eusede l’err eur (noyaux dePeano).
On connâıt déjà du coursd’Analyse I l’esprit très vif de G. Peanoqui, de nombreusesfois, a
découvertdeserreursdanslescélèbrestraitésdel’Analyse(voir [HW97], p.291,309,316,328,329).
Riend’étonnantquecechampiondela rigueurmath́ematiqueait aussitrouvé uneformuleexacte
del’erreur dequadrature.

FIG. I.6: Fac-similedu début de l’article de Peano(1914) ; duranttoutesavie, Peanoa lutté pour une
écritureuniverselleen science.Cet article est écrit dansun latin simplifié “que la plupartdeslecteurs...
comprenrontsanspeine”. Il nepouvait pass’imaginerquesonrêve seréaliseraun jour grâceà l’anglais !
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Id ée.Nousexpliquonsici l’approcheoriginal dePeanòa l’exempledela formuledu point milieu

errloc ��a �% .g/ �&%i� ª a
1 � ªÛu .0/ �&%c�y�� a
1 �

L’id éeestd’écrirele deuxìemetermeégalementsousformed’uneintégrale,cequi donne

errloc ��a �% � u,Ü / ª¸u �� 1 ( .0/ �&%c� ª a
1 � ª (2.6)

enintroduisantune“functioneimpellente” Ü / ª 1 trèsbizarreparla propríet́e

Ü / ª 1C� � pourtout ªPÝ� � mais ÞV
Þ
Ü / ª 1 � ª ��� � (2.7)

Cette“fonction” s’appellede nosjours fonctiondelta de Dirac et estbien connuedes“cultores
de physica-mathematica”.Peanosavait qu’une telle “fonction” allait contretout bon sensdes
“cultoresdeanalysiinfinitsimale”ets’excuseendisantquecettedéfinition“escommodo,sednon
necessario...”.

Ensuite,nousappelonsla fonctionentreparenth̀esesdans(2.6)par

¹�% / ª 1C��� u,Ü / ª¸u �� 1
et effectuonsuneséried’intégrationsparparties

errloc ��a �% ¹�% / ª 1 .g/ �&% � ª a&1 � ª � u a ' �% ¹ � / ª 1 .àßÒ/ �&% � ª a
1 � ª ��a z �% ¹�' / ª 1 .àß ßÒ/ �&% � ª a&1 � ª
(2.8)

où apparaissentdesprimitives ¹ � / ª 1C� á% ¹�% / «â1 � « et ¹�' / ª 1C� á% ¹ � / «â1 � « , i.e.,

¹ � / ª 1i� ª si ª Ry�N�×�
ªÛu � si ª · �N�Z� ¹�' / ª 1i� ª ' �Z� si ªã� �N�×�

ª ' �Z� u / ªÛu �' 1i� / � u¨ª 1 ' �Z� si ª · �N�×�
(voir la fig. I.7). Nousconstatonsquelesdeuxintégrationsparpartiesn’ont pasdonńe determes
intégŕes,car

¹ � / � 10� � Dk¹ � / �l10��� u �ä� � et ¹�' / � 10� � Dk¹�' / ��10� �� u �� � � �

Parcontre,unetroisièmeintégrationparpartiesdonneuntermesuppĺementairecar �% ¹�' / ª 1 � ªPÝ�� .
¹ � / ª 1 ¹�' / ª 1

FIG. I.7: NoyauxdePeanopourla formuledu pointmilieu
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0 1
q � q ' q|z qb{

- �
u -#' - z - {

FIG. I.8: Le noyaudePeanoå � 6�æ�; d’uneformuledequadrature

Dansle casgénéral on a plusieuresfonctionsdeltacentŕesauxnoeudsq�v et multipliéspar - v , le
noyau ¹ � / ª 1 estlinéaireparmorceaux,depente � et avecdessautsdehauteuru - v auxpoints q�v
(voir figureI.8). Ona ¹ � / ��10� � car - � ��-#'c��- z � �N�F� �y� .

Aprèsla deuxìemeintégrationona

¹�' / ª 1C�
ª ' �Z� si ªT��q �
ª ' �Z� u - � / ªçu�q � 1 si q � ��ªã��q 'ª ' �Z� u - � / ªçu�q � 1 u -#' / ªÛu~q 'F1 si q ' ��ªã��qbz�F�F� etc.

La propríet́e ¹�' / �l1W� � devient �' u - � / � uèq � 1 u -#' / � uèq 'F1 u �F�F� � � et estla conditiond’ordre
(1.7)pour n / jO10��� u j .

Et ainsidesuite; aussilongtempsque éÕ� t on obtient ¹ëê / ��1C� � .
Nouspouvonsrésumer:

Théorème2.1 (Peano1914). Consid́eronsuneformulede quadrature d’ordre t et un entier é
satisfaisanték� t . Si

.ì@�B �&%`D��&%ä�¬a&GCI J K est é fois continûmentdifférentiable, l’erreur (2.2)
vérifie

errloc � / u �l1 ê a ê 

� �% ¹ëê / ª 1 . Ï ê Ð / �&%c� ª a
1 � ª (2.9)

où ¹ëê / ª 1 , lesnoyauxde Peano, satisfont

a) ¹ ßê / ª 1C��¹�ê)V � / ª 1 pour é · � (pour ªPÝ� q�v si é �h� );
b) ¹ëê / ��10� � pour é · � si q�v�� � (xi���ND �F�N� D p );
c) ¹ëê / � 1C� � pour é · � si q�v · � (xi�y�ND �N�F� D p );
d)

�% ¹ ¥ / ª 1 � ª � �í_î �ímï � u
r
v X �
- vðq ¥v ��Ó (constantedel’erreur (2.4));

LesnoyauxdePeanopourla formuledeNewton-Cotes( p �h® ) sontdessińesdansla fig. I.9.
Grâceaurésultatdu théor̀emepréćedent,on peutfacilementestimerl’erreur pour l’intervalle

entier
B �MDN-OG . Pourunedivisionarbitraire(équidistanteounon; aE*W�ì��* 

� u ��* ), notonsl’erreurpar

ºw»¼»½�
L
�
.0/ �21 � � u

+WV �
*YXZ% aM*

r
v X �
- v .0/ ��*Ú� q�v aE*l1 � (2.10)
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¹ � / ª 1 ¹�' / ª 1 ¹ z / ª 1

¹ { / ª 1 ¹ ¦ / ª 1 ¹�ñ / ª 1

FIG. I.9: NoyauxdePeanopourla formuledeNewton-Cotesavec òmóõô
Théorème2.2 Soit

.o@WB �EDF-HGâI J K é fois continûmentdifférentiableet soit l’ordre de la formule
dequadrature égalà t (tç· é ). Alors, l’erreur (2.10)admetl’estimation

ö ºw»×» ö � a ê ( / - u �_1 ( �% ö ¹ëê / ª 1 ö � ª (0÷Ûø Ç�`ù×ú �Nû Lýü
ö . Ï ê Ð / �21 ö (2.11)

où aç� ÷Ûø Ç *�aE* .
Démonstration. La formule(2.9)donne

ö
errloc

ö � a ê 

� �% ö ¹�ê / ª 1 ö ( ö . Ï ê Ð / �&%i� ª a&1 ö � ª
� a ê 

� �% ö ¹�ê / ª 1 ö � ª ( ÷Ûø Ç�`ù¼ú �Fd û �Fd 
fe ü

ö . Ï ê Ð / �21 ö �
Commel’erreur (2.10)estla sommedeserreurssurlessous-intervallesdela division,on obtient

ö ºw»¼» ö �
+WV �
*YXZ%

ö
errloc* ö �

+WV �
*YXZ% a ê 

�*

� a ê ( aE*
( �% ö ¹ëê / ª 1 ö � ª ( ÷Õø Ç�`ù×ú ��[ û ��[þ\f^ ü

ö . Ï ê Ð / �21 ö

� ÷Ûø Ç�`ù×ú �Nû Lýü
ö . Ï ê Ð / �21 ö

cequi montrel’assertion(2.11),car
+WV �*YXZ% aE*W��- u � .

Exemples.Pourla formuledupoint milieu, on a

ö ºw»¼» ö � a ' ( / - u �_1 ( �� �
(C÷Õø Ç�`ù×ú �Nû Lýü

ö . ß ß / �21 ö ÿ

pourla formuledu trap̀eze

ö ºw»¼» ö � a ' ( / - u �_1 ( �� �
(C÷Õø Ç�`ù×ú �Nû Lýü

ö .àß ßÒ/ �21 ö ÿ

pourla formuledeSimpson

ö ºw»×» ö � a { ( / - u �_1 ( ��l���l� (0÷Õø Ç�`ù¼ú �Nû Lýü
ö . Ï { Ð / �21 ö �
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I.3 Formulesdequadratur edeGauss

Aber Gausshat in den Göttinger Commentariengezeigt,dassman durch schicklicheWahl
der Abscissen,für welchedie Ordinatenberechnetwerden,denGradder Näherungauf das
Doppeltetreibenkann ; ... Die grosseEinfachheitund Eleganzder GaussischenResultate,
lässteineneinfachenWeg vermuten. (Jacobi1826,CrelleJ. 1, p. 302)

Si l’on fixe les nœudsq � D �F�F� D qbr (distincts), il existe une formule de quadrature
/ - v D q�v 1 unique,

ayantunordretç· p . On obtientlespoids - v parlesformulesdela sectionI.1.
Question(Buzengeiger1812).Y a-t-il unchoixdesq�v permettantd’avoir unordresuṕerieurà p ?
La solution(difficile) deGauss(1814,Werke3, p. 165-196)qui, selonseshabitudes,nementionne
jamaisle nomdeBuzengeiger, estbaśeesurla théoriedela sériehypergéoḿetrique(Gauss1812)

� /�� D�­cD § D��21Ú���g� � ­
� ( § �Ô�

�W/�� ����1 ­ / ­8����1
� ( � ( § / § ����1 � ' � �m/�� ����1 /�� ���f1 ­ / ­ã����1 / ­ã���f1

� ( � ( � ( § / § ����1 / § �U�f1 � z ��ºwj q �
Douzeanńeesplustard,Jacobi(1826,Crelle J. vol. 1) découvrel’accèsélégantsuivant:
Id ée.Posons � / jO1i� / j u,q � 1 ( �F�F� ( / j u~qbr 1 (3.1)

(“Man bilde dasProduct
/ � u � ß 1 / � u � ß ß 1 / � u � ß ß ß 1 �F�F� / � u � Ï�� Ð 1 undnennees � / �21 ”). Soit

.g/ jO1
unpolynômededegré �Öp �
	 u � . L’id éeestdediviser

.0/ jO1 par
� / jO1 , i.e.,d’écrire

.0/ jO1 sousla
forme .0/ jO1 � � / jO1 n / jO1 � » / jO1

deg. ��p ��	 u � p � 	 u � ��pWu �
Alors, l’int égraleexacteet l’approximationnumériquesatisfont

�% .0/ jO1 � jc� �%
� / jO1 n / jO1 � j � �% » / jO1 � j��
 ��
 �

r
v X �
- v .0/ qbv 1C�

r
v X �
- v
� / qbv 1
� �

n / qbv 1 � r
v X �
- v » / q�v 1 �

La formuledequadratureestexactepour » / jO1 parhypoth̀ese(dernìerecolonne).Par conśequent,
lesdeuxégalit́esmarqúees“?” sontsatisfaitesenmêmetemps.Nousconstatonsque la formule
estexactepour

.0/ jO1 si et seulementsi �% � / jO1 n / jO1 � jc� � . En résuḿe :

Théorème3.1(Superconvergence) Soit
/ - v D qbv 1 rv X � une formule de quadrature d’ordre t�· p .

Alors, l’ordredela formuleest · p ��	 si et seulementsi

�%
� / jO1 n / jO1 � jW� � pour toutpolynômen / jO1 dedegré � 	 u � .

Exemple3.2 Pourqu’uneformuledequadraturèa p �h� étagesait un ordre · � , il fautque

�% / j u~q � 1 / j u,q ')1 � jc� �
�
u / q � � q ')1 �� � q � q 'ë� � �

Similairement,pouravoir l’ordre t ��� , il fautque

q � q ' u �� / q � � q 'F1�� u �
��� q � q ' u �

�
/ q � � q 'F1�� u �

�
¯ q � � q '¸�²�

q � q '¸� ��
¯ q � � �' u�� zñ

q � � �' � � zñ
� (3.2)
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Exemple3.3(Versionsymétrique ; GAUSS6,une formule d’ordr e 6) Travaillonssurl’intervalleB u �NDf��G etremplaçons
� / jO1 par � / ª 1i� / ªWu § � 1 �F�N� / ª>u § r 1 . Il fautsatisfaire �V � ª £ V � � / ª 1 � ª � �

pour ¤����NDN�_D � . Si nousposonsenrespectantla symétrie

� / ª 10� ª z u � ( ª ( � constantèachercher),

nousavonsla premìereet la troisièmeconditionautomatiquementsatisfaite. Il suffit dedemander

�V � ª�� / ª 1 � ª �
�V �
/ ª { u � ( ª ' 1 � ª ��� / �� u

� ( �
�
1i� � ¯ � / ª 1i� ª z u �� ª

¯ § � � u
� � ��

D § '�� � D § z �
� � ��

D ­ � �ì­ z � �
��� ´ �

� �� D ­&'���� u �N­ � �
��

cequi amèneàuneformuled’ordre6 baśeesur p � � ordonńees.

Exemple3.4(Résuḿe despremièresformulesde Gauss)

p ��� @ �% n / jO1 � jPs n �� (formuledu pointmilieu)

p ��� @ �% n / jO1 � jPs �� n �� u
�
�� � �� n �� �

�
��

p � � @ �%on / jO1 � jPs �� � n �� u
� � �� � � �

� � n �� � �� � n �� �
� � �� �

p ��� @ �% n / jO1 � jPs�� n �� u~Ü ��� ß n �� u�Ü ß ��� ß n �� � Ü ß ��� n �� � Ü
p ��® @ �% n / jO1 � jPs � n �� u�� ��� ß n �� u�� ß � � ��l� � n

�� ��� ß n �� � � ß ��� n �� � �
Ü � �� � � ï �

�
� �� �
D Ü ß � �� � ��� � � � �� �

D �k� �
� u

�
� �� �
D � ß ���

�
� �

� �� �
D

� � �� � � ï �
�
� �� �
D � ß � �� � ��� � � � �� �

D �Õ� � ��� � � � � � �� �l��� D � ß � � �l� ï � �
�
� �� ���l�
�

Expériencenumérique. Aprèsavoir trouvédenouvellesméthodessibelles,noussommeśevidemment
impatientset joyeux d’aller au combatet de refaire les intégrales

z% ÄNÅfÆ / �21 �bÇ�È / ÆwÉ�Ê / �21�1 � � et'% ÄNÅfÆ / �21 � � de la figure I.5. Les résultatscorrespondantspeuvent êtreadmiŕesen figure I.10 ;
ils montrentuneclaireamélioration.

Pourprogresserdavantage,nousavonsbesoinde nouvellesidées; cherchons“un très-grand
secours”aupr̀esdes“polynômesdeLegendre”:

I.4 Polynômesorthogonauxde Legendre

On sait que les fonctions  � et ! � , introduitesdansl’analysepar Legendre,sontd’un très-
grandsecoursdansplusieursthéoriesimportantes,enparticulierdansla théoriedel’attraction
dessph́eröıdesetdanscelledela figuredesplaǹetes; ...

(O. Bonnet,J.d.math.vol. 17,1852,p. 265)

Problème.Trouver, pourchaqueentierpositif é , unpolynôme � ê / jO1 dedegré é tel que

�V � � ê / jO1 n / jO1 � ji� � si deg n ��é�u � � (4.1)
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100 10−3 10−6 10−9 10−12

101

102

103

100 10−3 10−6 10−9 10−12

101

102

103

fe

erreur

fe

erreur

GAUSS2( p ��� )
GAUSS4( p ��� )
GAUSS6( p � � )

GAUSS8( p ��� )
GAUSS10( p ��® )
Weddle( p � � )

FIG. I.10: Le travail feenfonctiondel’erreurpourlesformulesdeGauss(engrissontréṕet́eslesrésultats
pourWeddledela figureI.5)

Cespolynômesontét́eintroduitsen1785parLegendredansuntravail surl’attractiondessph́eröıdes;
ils sontd’une importancedépassantlargementles formulesde quadrature(voir citation). On les
retrouveenchimieetenphysiquedanstouslescalculsencoordonńeessph́eriques; ils y jouentle
mêmerôle quecelui desfonctionstrigonoḿetriquesdanslessériesdeFourier(voir Chap.II). La
constructiońeléganteci-dessousestdueàO. Rodrigues(danssaThèsenonpublíee1816à l’ École
Normale),red́ecouverteparJacobi(1826):

Solution. L’id éeestd’intégrerparpartiesé fois l’int égraledans(4.1),endérivant le facteurn / jO1
et en intégrant le facteur � ê / jO1 (rappel:

L
� « ß#" � j�� « / -H1 " / -O1 u « / �_1 " / �_1 u L

� « "Mß � j ). Aprèsla
é -èmedifférentiation,le polynômen / jO1 disparâıtera.

Mais pourquecelamarche,il fautquelestermesintégŕes« / -H1 " / -H1 u « / �_1 " / �_1 sonttousnuls,i.e.,
il fautque � ê / jO1 poss̀edeé primitivessuccessivesqui s’annulenten jc� u � et en jW�y� !

−1 1

−1 1

−1 1

−1 1

−1 1

−1 1

� / jO1
� ß / jO1
� ß ß / jO1
� ß ß ß / jO1
� ß ß ß ß / jO1
� ß ß ß ß ß / jO1C� ��¦ / jO1

Idée. Riendeplussimple: on pose

� / jO1C� / j ' u ��1 ê � / j u ��1 ê ( / jÚ����1 ê

qui poss̀ededeuxzérosdemultiplicité é à cespoints.Doncles
é�u � dérivéesde

� / jO1 y serontnulles également; la é -ème
dérivéeseranotrepolynômerecherch́e

� ê / jO10��Ó ( / j ' u ��1 ê Ï ê Ð � (4.2)

Exemple.Prenonsé ��® tel que

� / jO10� / j ' u ��1 ¦ �Uj � % u ®Nj%$i��� � j ñ u � � j { �U®Nj ' u � �
En dérivant5 fois celadonne

� � ('&&( Â ( � ( Ã ( j ¦ u ® ( Â ( � ( Ã ( ® ( � ( j z �Ö� � ( Ã ( ® ( � ( � ( � ( j
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et,endivisantdesfacteurscommuns,nousvoyonsque ��¦ / jO1 estunmultiplede Ã � j ¦ u �f� j z � ��®Nj ,
cequenousavonsdéjàutilisé.

Théorème4.1 Le polynôme � ê / jO1 défini dans(4.2) estorthogonalsur l’intervalle
B u �NDf��G à tous

lespolynômesdedegré é�u � .

Démonstration. Commepromis,nousfaisonsunesuited’intégrationsparparties,etainsil’int égrale�V � � ê / jO1 n / jO1 � j devient

��Ó ( �V �
� Ï ê Ð / jO1 n / jO1 � jm� u Ó ( �V �

� Ï ê)V � Ð / jO1 n ß#/ jO1 � jc� �F�N� �)(�Ó ( �V �
� Ï jO1 n Ï ê Ð / jO1XZ% � jm� � �

Théorème4.2 Touteslesracinesde � ê / jO1 sontréelles,simplesetdansl’intervalle ouvert
/ u ��D_��1 .

Démonstration. Celasevoit enappliquantle “théor̀emedeRolle” auxdiversesdérivéesde
� / jO1

(voir la figure ci-dessus): entrechaquepairede racinessuccessives(y comprisles racinesu �
et � ) de

� Ï * Ð / jO1 doit se trouver uneracinede
� Ï * 

� Ð / jO1 . Ainsi, � ê / jO1 doit posśederau moins é

racinesdifférentes̀a l’int érieurde
/ u �NDf��1 . Et, s’agissantd’un polynômededegrée é , il n’y ena

pasd’autres.

� j � j|' -

� / jO1 n / jO1

Donnonsunedeuxìemepreuve! Combiende fois n’est-on
passoulaǵe à la fin d’unelongueet pénibledémonstration?
Ici, c’estle contraire: onpeutchoisirentreplusieurspreuves,
lesunesaussibelleset élégantesquelesautres! Montronsle
résultatpréćedentà l’aide du théor̀emesuivant:

Théorème4.3 Soitunpolynôme� / jO1 orthogonalsur
B �EDF-HG à

touslespolynômesdedegré » u � . Alors � / jO1 doit posśeder
au moins » racinesde multiplicité impaire dansl’intervalle
ouvert

/ �MDN-O1 .

Démonstration. Supposons,commedansle dessinci-contre,que � / jO1 poss̀ededeuxracinesj � etj|' demultiplicité impairedans
/ �EDF-H1 , i.e.,desracinesoù � changedesigne.Il suffit alorsdeposer

n / jO10� / j u j � 1 / j u j|'F1 , carle produit � / jO1 ( n / jO1 nechangepasdesignedans
/ �EDF-H1 . L’int égralene

peutdoncpasêtrenulleet lesdeuxpolynômesnesontpasorthogonaux.

Corollair e4.4(Gauss1814) Pour chaqueentier positif p , il existe une formule de quadrature
uniqueà p noeudsd’ordre � p . Elle estdonńeepar:

q � D �F�F� D qbr sontlesracinesde ��r / ��j u ��1 ;- � D �F�N� DF- r sontdonńespar (1.9).
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Normalisation des � ê / jO1 . Si l’on multiplie un polynômeorthogonalpar uneconstante,il reste
un polynômeet resteorthogonal.Donc, en principe,on peut“normaliser” les polynômes � ê / jO1
commeon veut; unenormalisationestadopt́eedansla litt érature,elle demandeque

� ê / ��1C�y� � (4.3)

Comme,parla règledeLeibniz,

� ê
� j ê

/ jg���l1 ê / j u ��1 ê * X � � é Î ( �
ê D

nouspouvonspréciserla constantedans(4.2),et lespolynômesdeLegendredeviennent

� � / jO1

� ' / jO1

��z / jO1 ��{ / jO1 ��¦ / jO1

� � D � 'FD �N�F� D � � %#%

FIG. I.11: Polyn̂omesdeLegendre

� ê / jO1C� �
é Î ( � ê

( � ê
� j ê

/ j ' u ��1 ê � ��,+ � é
é j ê u ��-+ é �

� é�u �
é j ê)VZ' � �F�N�m� (4.4)

Lespremiersdecespolynômessont � % / jO1i���ND � � / jO10��j ,
� ' / jO1C� �� j ' u �� D ��z / jO10� �� j z u �� jlD ��{ / jO1C� � �� j { u � �� j ' � �� D ��¦ / jO10� � �� j ¦ u � �� j z � � �� j �

(4.5)
Ils sontdessińesdansla fig. I.11 et sontalternativementdesfonctionspaireset impaires:

� ê / jO1i� � ê / u jO1 si é estpair

� ê / jO1i� u.� ê / u jO1 si é estimpair.
(4.6)

Formule der écurrence.Larelationsuivante,découverteparO.Bonnet(1852,J. deMath. vol. 17,
p. 267),permetfacilementde calculerla valeurde ��r / �21 pourun � donńe ; et serautile pour le
calculnumériquedes q�v .
Théorème4.5 LespolynômesdeLegendre satisfontla formulederécurrence

/ é ����1 � ê 

� / jO10� / � é ����1fj � ê / jO1 u~é/� ê)V � / jO1 � (4.7)
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Démonstration. Si onmultiplie � ê / jO1 par j , il poss̀edelesmêmespuissancesde j que � ê 

� / jO1 . On
peutdoncsoustraire,avecun facteur� bienchoisi,pourfairedisparâıtre le premiertermej ê 

� . Le
prochainterme,j êFV � , estéliminéparunmultiplede � ê)V � / jO1 . Le termesuivant j ê)V z estéliminépar
un multiplede � ê)V z / jO1 etc.Donconpeutécrire

� ê 

� / jO10��� ( j � ê / jO12��- ( � êFV � / jO1�� q ( � ê)V z / jO1�� � ( � ê)V ¦ / jO12� �N�F�m� (4.8)

Grandesurprise: tousles coefficients q , � D �F�F� sontnuls ! Pourvoir cela,multiplions l’ équation
(4.8)par � ê)V z / jO1 et intégronsle tout de u � à � . Par orthogonalit́e, touslestermesvont s’annuler,
p.ex., �V � j � ê / jO1 ( � ê)V z / jO1 � jm�

�V � � ê / jO1 ( j ( � ê)V z / jO1
n / jO1

� jW� � D

sauf �V � / � ê)V z / jO1w1 ' � j10 � , et q doit êtrezéro.La mêmechoses’appliqueà � , º etc.
En comparantle premiertermeavecceluide(4.4),on trouve

�$� �32 ï �2 ï � D et enposantjm��� , on trouve -m��� u ��� u 22 ï � �

−1 1
� %
� �
� '
��z
��{
��¦ 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

FIG. I.12: Créationdesracinesdes 4 ê 665H; par la suitedeSturm;à droite: manuscritdeSturm(trouv́e par
E. Neuenschwanderdansun grenierenFrance)

Aveccethéor̀eme,on constate:

Si � ê / jO1 estnul, alors � ê 

� / jO1 et � ê)V � / jO1 sontdesignesoppośes!

C’est la célèbrepropríet́e dessuitesde Sturm(CharlesSturm1829). Elle permetde prouver le
théor̀eme4.2unetroisièmefois, enconsid́erantuniquement(voir figureI.12)

1. lesvaleursdes� ê en u � et en �¸� ;
2. la propríet́edeSturm;
3. et le “théor̀emedesvaleursintermédiaires([HW97], p. 206).

Il y a cependantdesinformationscompĺementaires:

lesracinesde � ê)V � / jO1 sontintercalésdanslesracinesde � ê / jO1 !

et
# chang. signede 78� % / j|%F1YD � � / j|%)1wD �F�F� � ê / j|%)1:9ë� # deracinesde � ê / jO1 étant 0Uj|% .
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−1 0 1
FIG. I.13: Calculdesracinesdes 4 ¦ % 665H; parla méthodedebissection)

¯ algorithmedebissection(voir Fig.I.13).

Calcul despoids. Au lieu derésoudrele syst̀eme(1.9),on peutaussiutiliser la formuleexplicite
(Christoffel, Crelle J. vol. 55 (1858),p. 61-82,“formule (37.)”)

- v � �
/ � u § 'v 1 / � ßr / § v 1�1 ' �

� u § 'v
p ' / ��r V � / § v 1�1 ' D (4.9)

qui estdonńeeici sansdémonstration(exercices).

I.5 Un programmeadaptatif – TEGRAL

Posons-nousle probl̀emed’écrireun programme
FUNCTIONTEGRAL ( FCN,A, B, TOL )

qui, pour unefonction
.h@½B �EDF-HG I J K donńee,calculela valeurde

L
� .g/ �21 � � à uneprécision

relativedeTOL. Si l’on fixe la formuledequadrature(parexemplela formuledeGaussd’ordre �f�
avec p �²��® ), il faut trouver unedivision ; � 7 �ã� �&%çRÖ� � R �N�F� R ��+��S-<9 de l’intervalle/ �EDF-H1 afin quel’approximationnumériqueJ>= satisfasse

J?= u
L
�
.0/ �21 � � � TOL

( L
�
ö .0/ �21 ö � � � (5.1)

Pourunefonction
.

nechangeantpasde signesur
/ �EDF-H1 , la condition(5.1) signifie que l’erreur

relativeestborńeeparTOL. On a mis la valeurabsoluesousl’int égralededroitepour éviterdes
ennuisdansle casoù

L
� .0/ �21 � � esttrèspetit ou nul.

Pourécrireun tel programme,on estconfront́eauxdeuxprobl̀emessuivants:

Ë choixdela divisionpourque(5.1)soit satisfait;Ë estimationdel’erreur J?= u L
� .0/ �21 � � .

Détermination de la division. Pourun sous-intervalle
/ �&%)D��&%>� a
1 de

/ �EDF-H1 , on saitcalculerles
valeurs

res
/ �&%`D��&%i�,a
1C��a r

v X �
- v .0/ �&%c� q�v a
1YD (5.2)

resabs
/ �&%`D��&%i�,a
1C��a r

v X �
- v ö .0/ �&%C� qbv a
1 ö � (5.3)
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Supposons,pourle moment,qu’on connaisseaussiuneestimationdel’erreur

err
/ �&%`D��&%i�,a
1Cs res

/ �&%`D��&%c��a
1 u
� d 
fe
�Fd .0/ �21 � � � (5.4)

L’algorithmepourtrouverunedivisionconvenableestle suivant:

i) oncalculeres
/ �EDF-H1 , resabs

/ �EDF-H1 et err
/ �EDF-H1 . Si

ö
err

/ �EDF-H1 ö � TOL
(
resabs

/ �EDF-H1YD
onaccepteres

/ �EDF-H1 commeapproximationde
L
� .g/ �21 � � et onarr̂etele calcul;sinon

ii) on subdivise
/ �EDF-H1 en deuxsous-intervalles J � � / �MD / ���h-H1Y�×�f1 et J�'Û� /w/ ���¬-H1Y�Z�fDF-H1 et on

calculeres
/ J � 1 , resabs

/ J � 1 , err
/ J � 1 et res

/ J�'F1 , resabs
/ J�')1 , err

/ J�'N1 . On pose¹¿�À� et on
regardesi +

*YX �
ö
err

/ J�*H1 ö � TOL
( +
*YX � resabs

/ J�*H1 � (5.5)

Si (5.5)estvérifié,onaccepteres
/ J � 1&� res

/ J�'F1 commeapproximationde
L
� .0/ �21 � � ; sinon

iii) onpose¹ @ ��¹ � � etonsubdivisel’intervalle où l’erreurestmaximale(disonsJ�ê ) endeux
sous-intervalleséquidistantsqu’on denotepar Jwê et J�+ 

� . Ensuite,on calculeres, resabset
err pourcesdeuxintervalles.Si (5.5)estvérifié,onarr̂etele calculeton accepte

+
*YX � res

/ J�*l1Cs
L
�
.0/ �21 � � (5.6)

commeapproximationdel’int égrale;sinonon rép̀etela partie(iii) decetalgorithme.

Estimation de l’err eur (5.4). Malheureusement,les formulespour l’erreur, obtenuesdansle
paragrapheI.2, ne sont pastrès utiles pour un programmegéńeral, car on ne connâıt que très
rarementla t èmedérivéedela fonction

.0/ �21 (dansnotresituationt � �f� ).
L’id éeestd’appliquerunedeuxìemeformuledequadrature

/ - v D qbv 1 rv X � etd’utiliser la différence
dedeuxapproximationsnumériquescommeestimationdel’erreurdumoinsbonrésultat.Pourque
le travail suppĺementairesoit négligeable,on supposep ��p et on reprendlesmêmesévaluations
de
.

, c.-à-d.,on supposeqbv � qbv pour tous x . Une telle formulede quadratures’appelleformule
embôıtée, si pouraumoinsun indice x ona - vmÝ�h- v .
Remarque. Si

/ - v D q�v 1 rv X � est une formule de quadratured’ordre t · p , l’ordre d’une formule
embôıtéeest t ��p�u � . Cerésultatdécouledu fait que,pouruneformuledequadratured’ordre
· p , lespoids - v sontuniquementdétermińesparsesnœudsqbv .

Pourla formuledeGauss( p �y��®_D t � �f� ), onobtientuneformuleembôıtée
/ - v D q�v 1 rv X � d’ordre��� en enlevant le point milieu q $ � �N�Z� (voir fig. I.14), c.-à-d., on pose - $ � � . L’expression

calculable

ERR1
@ ��a r

v X �
- v .0/ �&%c� q�v a
1 u a

r
v X �
- v .0/ �&%C� q�v a
1CsÖÓ � a � ¦ (5.7)

estuneapproximationdel’erreur dela formuleembôıtée,car

ERR1 � a r
v X �
- v .g/ �&%i� qbv a
1 u

�Fd 
fe
�Fd .0/ �21 � �

��Ó�a z � ��Ñ / a z ' 1
� �Fd 
fe

�Fd .0/ �21 � � u a
r
v X �
- v .0/ �&%C� qbv a
1

��Ó$a � ¦ �,Ñ / a � ñ 1
�
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Pour le programmeTEGRAL, on consid̀ere encoreune deuxìemeformule embôıtéequi a pour
nœuds7_q '`D q|{ D q ñ)D q � %)D q � '`D q � { 9 etunordre Ã (voir la fig. I.14). Ondénotelespoidsdecetteformule

dequadraturepar - v eton définit

ERR2
@ ��a r

v X �
- v .g/ �&%i� qbv a
1 u a

r
v X �
- v .0/ �&%c� q�v a&1CsÖÓg')aA@ � (5.8)

0 1.5

formuledeGauss,ordre �f�
formuleembôıtée,ordre ���
formuleembôıtée,ordre Ã

FIG. I.14: FormuledeGausset sesformulesembôıtées

Il y a plusieurspossibilit́espourdéfinir err
/ �&%)D��&%i�,a
1 .

Ë i) err
/ �&%`D��&%m�èa&1 @ � ERR1; cetteestimationesttrop pessimiste.En géńeral, la formulede

Gaussdonneunrésultatlargementmeilleurquela formuleembôıtéed’ordre ��� .
Ë ii) dansle programmeTEGRAL, on achoisi l’approximation

err
/ �&%`D��&%c��a
1 @ � ERR1

( ERR1

ERR2

' D s�a � ¦ ( a � ¦
aA@

' s�a z �

cequi donnedebonsrésultats.

Exemples. 1) Si l’on appliquele programmeTEGRAL avec TOL � � � V � % à la fonction de la
fig. I.1, on obtientle résultatavecuneerreurde � � � ( � � V � { . La divisionchoisieestdonńeedansla
fig. I.15.

FIG. I.15: DivisionchoisieparTEGRAL pour B
66C�;�óEDi7GF�H I�6|9�J'KLFF6NMLOPMLMLD)66CRQ1STM); ' ;#; sur 6NULMLV�ULULM);
2) Appliquonsle mêmeprogrammèa la fonction

.0/ �21C�)W � ( Ì Å ¡ � sur
/ � D_��1wD (5.9)

qui a une singularit́e au point � dansla dérivée. Les divisions successives de l’intervalle par
l’algorithme sontprésent́eesdansla fig. I.16. On voit que l’intervalle où l’erreur estmaximale
esttoujourscelui qui esttout à gauche.Leserreurssontdonńeesdansle tableauI.2. La conver-
genceesttrèslenteet on sedemandes’il n’y a pasdepossibilit́ed’acćelérerla convergencedela
suite 78X +Y9 .
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TAB. I.2: RésultatdeTEGRAL pour(5.9)

¹ X + ºw»¼»`+,� X + u �% .g/ �21 � � ºw»¼»`+��Zºw»×»`+mV �
� u�� � �Z�f�fÃf� �Z� ��Ãf� & ®fÃ � � � u�� � � � Ã ( � � VZ% z —� u�� � �Z�f�f®&� �Z�f� & �f® & �f�fÃ � u�� � ÃfÂ &�( � � VZ% { � � � & �
� u�� � �Z�f�f� � �Z� & � � �l®f®fÂ � & u�� � �fÃ � ( � � VZ% { � � � ÂfÂ� u�� � �Z�f�f�f®f� � ® � �f�ZÃf� &Z& Â u�� � � �f� ( � � VZ% { � � � Âf®® u�� � �Z�f�f�f�fÂ � ÂfÂ&� & Â & � & � u�� � � & � ( � � VZ% ¦ � � � Â �Ã u�� � �Z�f�f�f�f® & �f�fÂ �Z� �f� � � u�� � ��® � ( � � VZ% ¦ � � � Â �( ()()( ()()( ()()(
�&� u�� � �Z�f�f�f�f�Z�f�f�f�f�Z� & Ãf®fÂ u�� � ®f�&� ( � � V � ' � � � ÃfÃ�f� u�� � �Z�f�f�f�f�Z�f�f�f�f�Z�fÃ � ®f� u�� � � & � ( � � V � ' � � � ÃfÃ

FIG. I.16: DivisionchoisieparTEGRAL pour(5.9)

I.6 L’epsilon-algorithme

Soit donńeeunesuite 78X %)D X � D X 'FD �F�F� 9 qui converge lentementversunevaleur X . Le but estde
trouveruneautresuiteavecla mêmelimite, maisqui convergeplusrapidement.

Id ée.(Aitken1926).Supposonsqueles X � soientlesvaleursd’unesériegéoḿetrique

X � � X �,Ó (-[ � ;\X � ��Ó [ � / [ u �l1X � 

� � X �,Ó (-[ � 

� ; ' X � ��Ó [ � / [ u ��1 ';\X � 

� ��Ó [ � 

� / [ u �l1X � 
 'ä� X �,Ó (-[ � 
 '
(6.1)

où ;]X � @ � X � 

� u)X � et ; ' X � � ; / ;\X � 1�� ;\X � 

� u^;\X � � X � 
 ' u � X � 

� � X � sontdes
différencesfinies. Oncherchèa remplacernotresuiteparla limite X , pourlaquelleon obtient

X � X � 

� u Ó [ � 

� � X � 

� u ;\X � ( ;\X � 

�; ' X � � (6.2)

Au casoù l’hypothèsen’estpassatisfait exactement,la valeurde X dans(6.2) va dépendrede Ù .
On obtientainsiuneautresuite 78X ß� 9 définiepar(proćed́e ; ' d’Aitk en)

X ß� � X � 

� u ;\X � ( ;\X � 

�; ' X � D (6.3)

qui, engéńeral,convergeplusrapidementvers X quela suiteoriginale 78X � 9 .
Exemple.Pourla suite 78X � 9 du tableauI.2, le résultatestdonńedansle tableauI.3.

Généralisation. Supposonspourunesuite 78X � 9
X � � X �,Ó � (-[ � � ��Óg' (-[ �' � (6.4)
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TAB. I.3: Accélérationdela convergencepour 78X � 9 du tableauI.2

Ù X � X ß� X ß ß�
� u�� � �f�f�ZÃf� �f� �lÃf� & ®fÃ � u�� � �f�f�Z�f� �f�f�Z� ® � �f� & u�� � �f�f�f�Z�f�f�f�f�Z�f�f�f�f®� u�� � �f�f�Z®&� �f�f� & �f® & �Z® u�� � �f�f�Z�f�f�f�&� &Z& �fÂf�Z� u�� � �f�f�f�Z�f�f�f�f�Z�f�f�f�f�
� u�� � �f�f�Z� � �f� & � � ��®f®ZÂ u�� � �f�f�Z�f�f� �f� � & ÃfÃfÃ
� u�� � �f�f�f�Z�f�f�f�f�Z�f�f�f�f�� u�� � �f�f�Z�f®f� � ® � �f�fÃf® � u�� � �f�f�Z�f�f�f�f�
���fÃ �f� & u�� � �f�f�f�Z�f�f�f�f�Z�f�f�f�f�® u�� � �f�f�Z�f�fÂ � ÂZÂ&� & Â & � u�� � �f�f�Z�f�f�f� � Ã &Z& �f� � u�� � �f�f�f�Z�f�f�f�f�Z�f�f�f�f�Ã u�� � �f�f�Z�f�f® & �Z�fÂ �f� � � u�� � �f�f�Z�f�f�f�f�Z� � �f��ÂZÂ u�� � �f�f�f�Z�f�f�f�f�Z�f�f�f�f�

Cettefois,ona ® param̀etresàdéterminer. La valeurde X ainsiobtenueestdénot́eepar X ß ß� . Shanks
(1955)a fait cecalculet il a trouvé la formule(nousajoutonsuneformulesemblablepour X ß� )

X ß� � � �>_ X � X � 

�X � 

� X � 
 '; ' X � D X ß ß� �
� �%_ X � X � 

� X � 
 'X � 

� X � 
 ' X � 
 zX � 
 ' X � 
 z X � 
 {
�à�>_ ; ' X � ; ' X � 

�; ' X � 

� ; ' X � 
 '

(sansdémonstration).Mais, pour un calcul numérique,cesformulesne sontpastrèspratiques.
Wynn(1956)a trouvéuneformulebeaucoupplussimple:

Théorème6.1( � -algorithme) Etantdonńeela suite 78X %`D X � D X ')D �F�F� 9 . Si l’on définit � Ï�� Ðê par

� Ï`� ÐV � � � D � Ï`� Ð% � X � D
� Ï`� Ðê 

� � � Ï�� 

� Ðê)V � � �

� Ï`� 

� Ðê ua� Ï�� Ðê D é · � DâÙ · � D (6.5)

alors, � Ï`� Ð' � X ß� , � Ï�� Ð{ � X ß ß� , � Ï�� Ðñ � X ß ß ß� D �F�F� .
La démonstrationde � Ï`� Ð' � X ß� sefait parun simplecalculde � Ï�� Ð� et de � Ï`� Ð' :

� Ï`� Ð� � � � �
X � 

� uaX � �

�
;]X � D

� Ï`� Ð' � X � 

� � �
�

;\X � 

� u
�

;\X �
� X � 

� � ;\X � ( ;\X � 

�;\X � u�;\X � 

� � X ß� �

Le casgéńeralestmoinsévidentet estdonńesansdémonstration.Touslesdétails(démonstration
et autrespropríet́es)sontdonńesdansun livredeBrezinski2.

Exemple. Pourla suite

X � � �
v X �

/ u ��1 v 

�x D (6.6)

qui converge vers Ì Å ¡ / �f1 , les erreursde � Ï�� Ðê D é � � DN�_D��_DNÃ_D �N�F� sont donńeesdansla fig. I.17.
L’améliorationdela convergenceparl’ � -algorithmesevoit clairement.

2C. Brezinski (1977): Acćelération de la Convergenceen AnalyseNuḿerique. LectureNotesin Mathematics,
Nr. 584,Springer-Verlag.[MA 00.04/3584]
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FIG. I.17: Erreurde b Ï`� Ðê enfonctionde c pourla suite(6.6)


