Chapitre Il

Equations differentielles ordinaires

Un probléme d'intégration, traité en Chap. | et déjficie, consiste a trouver une fonctiariz),
si une fonctionf(z) est donnée, tel que

J = f@)  ou  y(x) =y +/m F(t)dt.
Pour unprobleme déquation diférentiellenous cherchons une fonctigiir) tel que
V= f@y). yao)=yp ou  y@)=y+ [ flty)d 0.1)

ou, cette-fois-ci, la fonction donnééx, y) dépend de: et dey. On peut ausssi avoir déguations
differentielles d’ordre sug@rieur, comme par exemple

y, =, y<x0> = Yo,
y” = f(xv Y, y,)v y(xO) = Yo, y/(xO) =" ou r . (02)
v = f($7y7v)7 U(x(]) = Vo
ou on a écriwv(x) a la place de/(x). Ceci est un cas spécidlun syseme déquations difren-
tielles
vi = fi(z,y1,92), y1(T0) = 1o,
Yy = fo(r,y1,92), Y2(T0) = Yoo
en notation vectorielle. On peut aussi avoir des systeradsois, quatre etc. équations. On peut
encore écrire = y,(z) avecy, = 1 et rajouter ceci comme équation supplémentaire au isyste
Ce systeme devient alouh syséme autonome

ou y/ = f(xv y)7 y(on) = Yo (03)

y(’) =1 yo(xo) = o,
yi = fi(yo, y1,92), y1(z0) = Yo, ou ¥ =rf), y@)=wo. (0.4)
yé = f2(y07y1, y2)7 y2($0) = Y20

De passer entre ces diverses notations et analogies, vagnaey dans la recherche et dans
'analyse des méthodes numériques pour ces problemes.
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1.1 Exemples d’équations differentielles

Un probleme mécanique ; un point qui glisse sur une courbe.

Probleme. On veut connaitre le mouvement d’'un point de masse glissans effet de la gravité
et sans frottement, sur une courbe donnée, par exgmplél — 2%)? (voir Fig. l11.1, a gauche).

-1 0 1
FIG. lIl.1: Probléeme mécanique ; un corps glissant dans une douliéeval

Solution. Malgré le fait que tout enfant faisant de la luge connafirigbleme, la solution ana-
lytique est assez difficile. Prenons la longueur d'garavecds = v/dx? + dy? = /1 + p? dz ou
p= j—g, comme coordonnée pour déterminer la position du corpgoice accélératricg est, par
Thales,f = mg - Z—Zs’ (voir Fig.lll.1, a droite), ou nous posons pour la masstaetonstante de

gravitationm = 1 et g = 1. Ainsi f = % = jg?jj = \/1p+ _. Avec la vitessey = £, a loi
P

fondamentale de Newton (1687), remaniée par Euler (174 @peation differentielle, devient

dt
W (1.1)
dt — J1+p2°

Cela ne suffit pas ; a chague instant nous devons conrgjtrpdur notre exemple = 3/ = 423 —

4z, Ce qui nécessite la connaissance:d@our son calcul, nous rajoutonsﬁeavecfl—f = Z—ﬁ . % a

nos équations differentielles comme troisieme equnati

dx )
—_— = avec p =4z — 4z . 1.2
o fET p=dzx T (1.2)

Les trois équations (1.1) et (1.2) formentsyseéme déquations difrentiellegpour les trois fonc-
tionss(t), v(t), z(t) ; elles permettent de calculer numériquement ces foretion.. seulement si
on disposait de méthodes numériques pour leur calcul... !
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Deuxieme exemple : le circuit de Van der Pol.

Balthasar Van der Pol était le scientifique en chef de laliiphiGlooilampenfabrieek” a Eind-
hoven, un des pionniers du développement des radios, @éiddeurs en de tous les appareils
eléctroniques qui nous entournent quotidiennement. ihggediens qui font tout fonctionner
sont lescircuits, d’abord avec triodes, plus tard avec transisteurs, etefinaht sur les chips. ..
Retracons donc I'histoire de cette page fondamentale deilesation d’aujourd’hui.

Petit excours eléctronique:Soit I le courant (en Amperes) qui passe dans un conducteurtet soi
U (en Volt) la tension entre deux noeuds. Alors on a les lois

Résistance: °—-—° U=1-R (Ohm)

R
. dl
Inductivité : _/6666663_° U=L-— (Faraday)
I dt
au "
Condensateur: °—| I—" I=C- o (Capacité)
C

FIG. llIl.2: Circuit RCL (gauche) ; Fac-similé du circuit de Van der Pol (1926) (@i

Si nous avons maintenant un circilC' L (a gauche dans la Fig, .111.2), alors sont valableddes
de Kirchhoff pour cet exempléz = I = I, etUr + Uc + U, =0, i.e.,

a1
I-R+1- 2 —-/Idt:()
thente

ou, apres differentiation,

Cette équation est de la forme (si nous prenbis= 1)
V' +ay +y=0 = (y = e’\t) = M4+ar+1=0, y=e 2% coswr+ cysinwe),

une oscillatioramortie

Idée.On rajoute undriode (voir Fig. Ill.2 a droite) et une batterie. Ainsi, la résiaceR (ou«) va
dépendre dg. Ceci a comme effed’augmenter lerérgie poury petitet nous arrivons a

f(y) < 0siy petit;

f(y) > 0siy grand. (1.3)

v+ fly) v +y=0



62 Equations Diférentielles Ordinaires
Le modele le plus simple est
y' +e(y? — 1y +y =0 ou : (1.4)

oue > 0 est un parametre.
Cette équation détermine, pour chaque point) donné, la
vitesse que le “point mobile” (dans le language de Poincaré
1983) (y(t), z(t)) doit posséder. On appelle cela dmamps
de vecteurgvoir dessin). Une courbe qui satisfait cette vitesse
a chaque instant, esblutiondu probleme. Pas question de la
trouver analytiguement!!! |
Nous obsérvons un fait intéressant: cette équation X
possede un mouvement périodique qui s’appelle (auss da \
le language de Poincaré) aycle limite Cela fait fonctionner
nos appareils.!!!

111.2 M éthode d’Euler

= .05

h=.25 .
Pour calculer une approximation de la solution de

v = fx,y), ylxo) =0 (2.1)

sur l'intervalle[x, 7], on procéde comme suit: on subdivisg, 7] en sous-intervalles d’extrémités
T9g < x1 < ...<xy = T, 0ndénoter,, = r,.1 — x, et on calcule 'approximation, ~ y(z,)
par la formule (Euler 1768)

Une telle formule s’appelle “méthodeaia pas”, car le calcul dg, . ; utilise uniquement les valeurs
R, xn, Y, €NONA, 1, 2,,_1,Yn_1, - . .. NOtre but est de démontrer la convergence de cette mé&thod

silesh,, — 0. La méme preuve se laisse aussi adapter pour prouver laigamce des méthodes
d’ordre supérieur.
Erreur locale.

Pour simplifier la notation nous considérons uniquemeptéenier pas:; = 0) dans (2.2) et nous
notonshy = h):
Y1 = Yo + hf(xo,v0) - (2.3)
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Pour trouver I'erreur locale de cette approximation, ndilsans la série de Taylor

h2 B3
y(wo + h) = yo + hy) + gyé’ + gyé” + ... (2.4)

ou, parfois, la série tronquée avec la derniere dereéx@luée dans un point intermédiaire (formule
de Lagrange [HW97], Thm. 11.7.14). Les dérivées supéres sont obtenues en dérivant succes-
sivement I'eéquation différentielle (2.1). Pour simg@ifices calculs, nous absorbons la variable
dans leg; en augmentant la dimension par 1 et dérivons (voir (0.4)esisus)’(x) = f(y(z)). La
dérivée en chaine de cette formule donne

y'(w) = f(y(@)y'(x) = f'(y(2)) f (y(2)) (2.5)

ou f'(y) est la matrice jabobienne dé En comparant (2.2) et (2.4), nous voyons (la méthode
d’Euler n’est rien d’autre que les deux premiers termes d@éii de Taylor)

r'f
ek

ly(zo +h) =yl <C-h* ol C = max|| 5 (2.6)

Similairement aux formules de quadrature, nous appeldasioe néthode d’ordre 1

Erreur globale.

Contrairement aux intégrales, ou I'erreur globaleatétit simplement la somme des erreurs lo-
cales, nous avons ici le phénomene “du papillon”: lesusréocales peuvent augmenter si on les
propage avec le temps (voir figure 111.3).

Théoreme 2.1 (Cauchy 1824Foity(x) la solution dey’ = f(x,y), y(xzo) = yo sur l'intervalle
[IL’Q, X]
Supposons que

a) I'erreur locale satisfasse I'estimation (2.6) dans unsuwoagelU de la solution;;
b) la fonctionf(z, y) satisfasse une “condition de Lipschitz”

[ f(z,y) = flz. )| < L- |y — || (2.7)
pourh < h,.. dans le me voisinage.

Alors, I'erreur globale admet pour,, < X I'estimation
() = gall < - S+ (eHona0) _ 1) (2.8)
n n — L

ou h = max; h;, sous la condition qué soit suffisamment petit. La convergence est donc assur

Démonstration. Lidée est d’étudier l'influence de I'erreur locale, conse au;eme pas, sur
I'approximationy,,. Ensuite, on va additionner les erreurs accumulées.

Propagation de 'erreurSoient{y, } et{z,} deux solutions numériques avec pour valeurs initiales
Yo €t zg, respectivement. En utilisant, .1 = v, + hnf(Tn, Yn) €121 = 20 + hof (2, 2,) €t la
condition de Lipschitz (2.7), leur difference peut étstimée comme

g1 = znall < Ny = 2all + P Lllyn — 20ll = (L4 kL) g — 2l < €|y — 20l (2.9)

Récursivement, on obtient alors

hnaL | ghn-oL | il L(zn—a;)

[9n — 2ull <€ lyi — 2l = e Yyi — |-
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y(xn)
solution exacte E,=e,

Yo \
\61 B

U1 €9 €n—1
Yo '

Y3 é Ey

Ey

polygones d’Euler Yn

ZTo T T2 xT3 e Ty = X

FiG. llIl.3: “Lady Windermere’s Fan”, Estimation de I'erreur globale

et 'erreur propagéé’; (voir la fig. 111.3) satisfait
1B < e les]| < Ch7_ et (2.10)

Accumulation des erreurs propags.L'inégalité du triangle, ainsi que (2.10) nous donne (Vai
fig. I11.4 pour I'estimation de la somme)

ly(@a) = yull < SCNE < C Y- byt enme)
i=1 i=1

< Ch(hoemn—xl) 4 hpelln—e) o 4 p ell@n—en-y) 4 hn_l)

L(zn—t) . = _L(zn—t) _ I L(zn—z0)
SCh/xo e dt—Ch_Le w = I (e ¢ 1).
eL(:vn—:v)
Xz
To T, T9 cee Tpo1 T,

FIG. Ill.4: Estimation de la somme de Riemann

Il reste a justifier I'application de (2.7) dans (2.9), castimation (2.7) n’est valable que dans
un voisinagel/ = {(z,v) | |ly — y(z)|| < b} de la solution exacte. Si I'on suppose qusoit
suffisamment petit, plus précisementsst tel que

%(eL(X—xo) . 1) <,

on est sUr que toutes les solutions numériques de la fig rektent dan§'. O

1.3 M éthodes “Predictor-Corrector”

Pour la dérivation d’autres méthodes numériquesgnatés (2.1) de:g axg + h

zo+h
yeoth) =sot [ St y(0) dr (3.1)
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Idée “géniale” : remplacer l'intégrale de (3.1) par unenfiule de quadrature d’ordre plus élevé.
Que nous donne, par exemple, la regle du trapeze :

Y1 = Yo+ g(f(xo, Yo) + f(wo + R, y(xo + h))) ) (3.2)

pour laquelle nous savons que

ly(zo +h) —yil| < C -1 (3.3)
puisque cette formule de quadrature est d’ordre 2 (yf0B). Hélas!... La valeur de la solution
exactey(zo + h), indispensable dans (3.2) a droite, n’est, bien sir, paawe : nous sommes en
train de la calculer...

Idée. On “prédit” (“Predictor” ) la valeur manquante, qu’on appelleral, par un pas d’Euler et
on utilise (3.2) pour “corriger” la solutiorfCorrector” ) :

uy = Yo + hf(zo, yo) Ug = Yo + gf(%,yo)
h
Y1 ="Yo+ §(f($0, Yo) + f(zo + h, Uz)) ou Y1 =yo + hf(zo+ g, Us) . (3-4)
Regle du traggze explicite. Regle du point milieu expl.

Ces deux méthodes, inventées par Runge en 1895, marqui&iiut d’'un long développement des
méthodes modernes.

Théoreme 3.1 Les deux rathodes de Runge sont de I'ordre 2, i.e., leur erreur locatestait
ly(zo + 1) — il <C - 1% (3.5)

Preuve. On soustrait (3.2) et la deuxieme ligne de (3.4) :

% h Lh Lh
i — w1l = 21 fwoth. y(aoth) — faothu)] < Llylegth) — s < 2002

en utilisant (2.6). La preuve se termine par I'addition ddecenégalité a (3.3). Le clou de la
preuve : I'erreur du predictor est multipliée par usupplémentaire. Q.E.D.

La méthode de Heun d’ordre 3. Car

1
2
/0 x(x—g)dx:(],
la formule de quadrature (dite “de Radau”)

1 3 /2

[ atwyar = (Lo(0) + 20(2)

est, par superconvergence (Vli3), d’ordre 3. Pour en faire une méthode pour équatidifesren-
tielles du méme ordre, nous devons “prédire” la valeuy(@g -+ /) au moins a I'ordre 2. Faisons
le avec la méthode du point milieu aveecemplacé pan‘;’—h. Cela donne (Heun 1900) :

h
U = Yo + gf(xo, Yo)
2h h
uz = Yo + ?f(xo + 3 us) (3.6)

1 3 2h
Y1 = Yo + h(;f@m Yo) + Zf(xo + g,us))

Lon comprendra plus tard pourquoi nous écrivongt nonu; .
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Par une preuve similaire a la précédente, on voit que ceéthodest d’ordre 3

Remarque historique. Le premierprogramme, qui a tourné surpeemierordinateur (américain,
i.e., 'ancétre direct de tous nos ordinateurs), fut umgation differentielle résolue par la méthode
de Heun.

Pour une interprétation géométrique de ces trois nukthovoir figure 11.5.

Y1 expl. trap. rule Y7 expl. midp. rule yr Heun 1900
Y1
1
U2
: P
Yo 1 | Y
2 o1
FiIG. 1Il.5: Méthodes de Runge-Kutta poyt
exacte.
100 fe . . 100 fe . .
- . Runge S Runge
i . s eun C . s eun
L 4 L L4 s »
| Euler | Euler .
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L L
° °
¢ [
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A d
e KJ
o 5,
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1()2 -_?II 1 ‘IIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 102 ;III.I iy ‘IIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 ‘IIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1 IIIIIIII 1
102 104 106 108 102 104 10°® 108

e RK classique (tableau IIl.2, a gauche)
regle 3/8 de Kutta (tableau Il1.2, a droite)

FIG. 1ll.6: Erreur globale par rapport au travail numérique (chageraetbille correspond /& — %).

Expérience nunérique. Considérons les trois méthodes ci-dessus, ainsi queeles miéthodes
Runge-Kutta d’ordret du paragraphe suivant (Tableau 111.2) ; comparons leuroperdnce pour
le probleme de Van der Pol (vditil.1)

Y, =1 y1(0) = 2.00861986087484313650940188

yp = (1 y%)yz — Y y2(0) =0
Les valeurs initiales ont été choisies pour rendre latgoiyériodique. Nous subdivisons I'intervalle
de périodicitg0, 7], ouT = 6.6632868593231301896996820305, enn parties équidistantes et ap-
pliquonsn fois la méthode. Le travail (nombre total d’évaluatiorsfql est alors dessiné en fonc-
tion de I'erreur a la fin de l'intervalle (fig. 111.6). Commeads la fig. 1.5 (intégration numérique),
on peut constater queg,,(fe) dépend linéairement delog,,(err) et que cette droite est de pente
1/p, oup est I'ordre de la méthode. Il est donc important d’utilides méthodes d’ordre élevé.

(3.7)
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I11.4 M éthodes de Runge-Kutta

La méthode pour équations differentielles fut, presquaedpeat un sieclela méthode de Runge-
Kutta d’ordre 4, trouvée par W. Kutta 1901 en généralisant Iéshades de Runge et de Heun.
Aucun texte d’analyse numeérique ne peut se passer de donneroagds célebres
U1 = Yo
h
Uz = Yo + Ef(xo, uy)
h h
uz = Yo + §f($o + 3 Ug) (4.1)
h
uy = yo + hf(zo + §,U3)
1 2 h 2 h 1
Y1 = Yo+ h(gf(lbaul) + gf(xo + 5&2) + gf(l"o + §>U3) + gf(l"o +h, U4))
pratiquemen&ucuntexte n'explique au lecteur, comment ces formules ontrétvées Evidemment,

dans une des meilleures universités d’Eurégé dans un des meilleurs cours de la facgjtén
est obligé d’en faire exceptian . . : -)

Forme générale d'une méthode de Runge-Kutta. Dans I'esprit des formules de quadrature de
Gauss, on introduit des coefficients arbitraibgs:;; etc; = >-; a;;. Pour simplifier les formules
et la preuve, nous rajoutons la variablaux variableg; avecz’ = 1, comme nous avons dgja fait
en (0.4) et er3lll.2. Ainsi l'algorithme est

U1 = Yo
Uy = Yo + hag f(uq)
uz = Yo + h(a31f<u1) + a32f(uz))

(4.2)
ug = yo + h(a41f(ul) + aga f(ug) + Cl43f(“3))

y1 = yo + h(baf (wn) + bof (us) + by f (us) + baf(ua) + ...)
bi

Exemples.La méthode d’Euler, ainsi que des méthodes de Runge et die $ta1t données dans
le tableau I1l.1. Deux méthodes de Kutta dans le tablea?. lll

On a I'habitude de représenter les coefficients a I'aideadhema

TAB. llIl.1: Les premieres méthodes de Runge-Kutta

0
0 0 1/311/3
0| 1] 1 1/21/2 2/31 0 2/3
E 12 172 o0 1 14 0 34

2paroles du Recteur ...
3paroles du Doyen ...
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TAB. Illl.2: Méthodes de Kutta (1901)

0 0
1/2]1/2 1/3] 1/3
121 0 1/2 2/3| -1/3 1
1 0 0 1 1 1 —1 1
1/6 2/6 2/6 1/6 1/8 3/8 3/8 1/8
“La” méthode de Runge-Kutta regle 3/8

Conditions d’ordre pour m éthodes RK

Probleme. Trouver des conditions pour les coefficients a;; et ¢; >, aij pour que (4.2)
représente une méthode d’orgiid.e., s’assurer que I'erreur locale est@e hr*1.

L' ideeest simple: calculer les dérivées successiveg,degui est définie par cet amalgame de
formules, par rapport & et s’assurer que ces dérivées sont les mémes que cellassdiition
exacte.

Seulement, Bxécutionde ce plan est loin d’étre triviale, si on ne fait pas at@mtiPour convaincre
le lecteur, nous représentons en figure 111.7 deux pagebydesn total) du calcul de la sixieme
dérivée pour une méthode avee- 8 par Hua (1956).
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FIG. IlIl.7: Sixieme dérivée dg; d'une méthode avec = 8 calculée par Hia (1956) (extrait)
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Pour I'elegancal fallait attendre les travaux de Merson (1957) et surtaiddhn Butcher (travaux
de 1963-1972), M. Crouzeix, E. Hairer et Chr. Lubich. Noasvens la méthode sous la forme

s =yo+hy aeif(ui) yi="yo+h bif(u). (4.3)

Nous calculons les dérivées dg ; pour celles dey, il suffit ensuite de remplacer lg,; parb;.
La fonction (deh) u,, est de la formé: - g(h), dont les dérivées sont, par Leibniz,

u, =1-g(h) +hg'(h),  uz=2-g'(h) +hg"(h),  uy =3-g"(h)+hg"(h), .(A4.4)

Pourh = 0, seulement les premiers termes restent non nuls. Ains{4p2Y,
up =1-3 aoif (4.5)
ouwu, estévalué enr =0 et f enyy. La deuxieme dérivée devient par (4.4) et (4.3)

uZ:2-Zam' (f(Ui))'ZQ'Zam‘f/'U;- (4.6)

Dans cette formule, nous devons insérgde (4.5). Pour éviter une confusion des indices, nous
faisons le shift — j, 0 — i. Cela donne

Upg =213 agiay f'- f et y/=2-1-> by f'f. (4.7)
id b

Nous avons vu eflll.2, formule (2.5), que la deuxieme dérivée de la soluexacte esy” = f'- f,
précisément la formule pour la deuxieme dérivée delat®n numériquesansles facteurs - 1
ety", ; b;a;;. Cela donne déja notre premier théoreme :

Théoreme 4.1 La méthode (4.2) est de l'ordre 2 ssi
szzl et Zblawzé
) %7

A cause de;; = 3, ay;, la deuxieme condition deviedt,; b;c; = 1/2. On peut ainsi verifier que
les deux méthodes de Runge sont effectivement d’ordre 2.

La troisi eme cerivée.La troisieme dérivée devient par (4.4) et (4.3)
W =3 s (F()" =3 ags (f ) =3 agi (") + 1" ul)  (a8)

Dans cette formule, nous devons inséigde (4.5) etu de (4.7) avec, de nouveau, des shifts
d’indices appropriés. Cela donne

uy =3-1-1-3 agagan- ['(f ) +3-2-1- Y anagau- S (S (f) (49

i,k .5,k

et la formule analogue pout’. Avant que ces calculs ne tournent au cauchemar, nous oinserv
une belle analogie de ces formules avecldses orienés

rvtev v Yie e oY EEY oL
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de maniére suivante:

y'= 3-1-1 - > biajaw - f'(f.f) + 3-2-1 - Y biagap - f'(f(f))
T

i,k .5,k

T T T

T T
1 k f
VIRV DI
3 1 " 3 1 !
Nous appelonsrdre d’'un arbrele nombre de ses noeud. La troisieme dérivée est rapispar

tous les arbres d’ordre 3. On y voit apparaitre trois fasteu
e Un produit de nombres entiers (les ordres de tous les sdwesar,

e une somme de produits;, ou les indicesik sont connectes dans la méme fagon que les
noeuds de l'arbre ; le premier facteur etant

e les dérivees'@ interconnectées comme applications multilinéairesroentes noeuds cor-
respondants de l'arbre.

Le troisieme facteur (qui pour les ordres plus élévéstieat encore un entier supplémentaire)
apparait aussi dans la solution exacte. Nous avons donc:

Théoreme 4.2 La méthode est d’ordre ssi le produit du premier et dewne facteur est pour
chaque arbre dont le nombre de noeuds<€st

Exemple 4.3 Pour I'arbre suivant d’ordre9 nous avons
1

bi @i G Qi Qik ARy Qg Oty Oy = —————=
Z el q 7Y 9 X 2 X 5 ) 3

i,5,k,l,m,n,p,q,r
ou bien, pary_; a;; = ¢;,
1
770"

2
> bicaijcjagcranc; =
i7j7k7l

111.5 Construction de méthodes d’ordre4
Le but est de déterminer les coefficients b; etc; = 3, a;; afin que I'erreur locale soit” - he.
existent huit arbres d’ordre 4 et nous avons:

Théoreme 5.1 (conditions d’ordre) La méthode de Runge-Kutta (4.2) a 'ordresi les coeffi-
cients satisfont

e b= 1 (=bi+by+bs+by) (5.1a)

J Sibici=1/2 (= byca + byez + bycy) (5.1b)

% Subic? =1/3 (= bycs + bscs + bycl) (5.1c)

> i biaije; = 1/6 (= bsasacy + by(asacy + asscs)) (5.1d)

N4 Yibic} =1/4 (= byc; + bscs + bacy) (5.1e)

\> > jbiciaije; = 1/8 (= byczaszacy + byca(asacs + agscs)) (5.11)
Y > biaiics = 1/12 (= byassci + by(aaacs + ausc3)) (5.19)

§ gk biaiaec = 1/24 (= byaszazco). (5.1h)

(entre parentkses on a explidtles expressions pour= 4). |
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Résolution du syséme (5.1) pours = 4. Kutta (dans sa these 1901) donne les solutions de ces 8
eéguations nonlinéaires a 10 inconnues sans le moingnenemtaire. Mais si plus tard on désirait
passer a l'ordre 5 (17 équations) ou 6 (37 équations) o208 equations) ou méme 10 (1206
equations), il vaut mieux s’équiper de quelques idéedeetegarder un peu plus attentivement
la structure de ces équations. La clef sont les conditiaivastes, découverte par John Butcher
1963:

N 1 a N 70N
70N L /’\\\ / ", ,/ ), p X
/ ) / q / ! !
/ \ / \ / \ / ' / \
/ | | et | ! | 1 q | !
I ! | i ! q-1 ol h
| // «\ / | A S p | %
\ / \\ s N7 N~
~ 9 . \
S q S
c; b,
-1 _ = I = (1 — 1
> e = > bicl i == (1 =)
j=1 q i—1 q

Ces conditions permettent de réduire la condition poubt& de gauche a celui des arbres de
droite (essayez un exemple). Nous utilisons ici la deugieondition pouy = 1:

Z bz-aij = b](]. — Cj). (52)
i=j+1
c.-a-d
ba(1 — ¢2) = bzazz + byase (5.3a)
b3(1 — ¢3) = byauy (5.3b)
bs(1 —cq4) = 0. (5.3¢)

Un calcul direct montre que les trois conditions (5.1d,pé)vent étre remplacées par (5.3a,b,c)
sans changer de solutions. Grand avantage: sh;les lesc; sont choisis, ces équations sont
linéaires

Algorithme. Poserc; = 0, cs = 1; ¢, etes sont des paragtres libres; calculeb,, b, bs, by tels

gue la formule de quadrature soit d’ordde(conditions (5.1a,b,c,e)); calculer;; de (5.3b) a4, et
ass du syseéme lireaire (5.1f)—(5.3a); finalement calculeg; , as;, a4 dec; pouri = 2,3, 4.

Parmi cette classe de méthodes d’ortiries plus celébres sont données dans le tableau I1.2.
La “RK solution” de la fig. lll.6 a été obtenue par la métleode gauche. Elle est basée sur la
formule de Simpson.

La lutte pour des méthodes d’ordre sugerieur.
La table 111.3 résume les résultats principaux de cettie)wui s’étend sur presqu’un siecle. Cette
table est reprise d’un article sur I'histoire des RK par Bete-Wanner (1996).

1.6 Un programme a pas variables

Pour résoudre un probleme réaliste, un calcul a pastaotssest en général inefficace. Mais
comment choisir la division? Lidée est de choisir les pfis gue I'erreur locale soit partout

environ égale dol (fourni par I'utilisateur). A cette fin, il faut connaitrena estimation de I'erreur
locale. Inspiré par le programmeEGRAL pour l'intégration numérique (voir 1.6), nous cons-
truisons une deuxieme méthode de Runge-Kutta gyemomme approximation numérique, et
nous utilisons la difféerencg — y; comme estimation de I'erreur locale du moins bon résultat.
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TAB. 1l1.3: Successive derivations of high order Runge-Kutttmods

p s Auteur Année Nr. d’équ.

2 2 Coriolis 1837 (Trapezoidal rule method) 2
2 2 Runge 1895 (rediscovery of Trap. rule method) 2
2 2 Runge 1895 (Midpoint rule method) 2
3 4 Runge 1895 4

3 3 Heun 1900 4

4 8 Heun 1900 8

4 4 Kutta 1901 (Tablelll.2) 8

5 6 Kutta 1901 17

5 6 Nystrom 1925 (correction to a method of Kutta) 17
6 8 Hua 1956 37

6 7 Butcher 1964 37

7 9 Butcher (known since approximately 1968) 85
8 11 Curtis 1970 200

8 11 Cooper-Verner 1972 (ann. 1969 in Verner’s thesis) 200
10 18 Curtis 1975 1205
10 17 Hairer 1978 1205

Méthode embdtée. Soit donnée une méthode d'ordred s étages (coefficients;, a;;, b;). On
cherche une approximatigh d’ordrep < p qui utilise les mémes évaluations flec.-a-d.,

U1 = yo + h(biky + ... + bky) (6.1)

ou lesk; sont donnés par la méthod®&?. Pour avoir plus de liberté, on ajoute souvent un terme
contenantf(x,y;) a la formule (il faut en tous cas calculgfz,, y;) pour le pas suivant) et on
cherchey; de la forme

U1 =1Yo+ h@ﬂﬁ .+ bk, +8s+1f($1,y1))- (6.2)

Exemple. Prenons une méthode d’ordre-= 4 as = 4 étages et cherchons une méthode emboitée
d’ordrep = 3 qui soit de la forme (6.2). Les conditions d’ordre sont obhpar le theoreme du
paragraphe I11.5 (on augmentede 1 et on ajoute uns + 1)®M€étage avec pour coefficients
ast1; =bypouri =1,...,s):

by +by+by+by+bs =1 (6.3a)

bocy + bycy + by + bs = 1/2 (6.3b)

ggcg + 83c§ + by + by = 1/3 (6.3c)

basacy + g4(Cl4202 + agzcs) + 65/2 =1/6. (6.3d)

Ceci représente un systeme linéaire4déquations poub inconnues. On peut arbitrairement
choisirbs et résoudre le systeme pour les autres variables. Pobple g = 1/6, on obtient ainsi

~

by = 2by — 1/6, by = 2(1 — ¢3)bs,

- 2 0 (6.4)
bg = 2(]_ - Cg)bg, b4 = O, b5 = 1/6
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Calcul du h “optimal”.  Si I'on applique la méthode avec une certaine valguiestimation de
I'erreur satisfaitp < p)

g1 — 1 = (1 — y(xo + 1)) + (y(zo + h) — 1) = O(WPH) + O(WP) ~ C - WP, (6.5)

Le A “optimal”, noté parhgpt, est celui ou cette estimation est prochelde
Tol ~ C - hpt- (6.6)

En éliminantC de (6.5) et de (6.6), on obtient

p+1 Tol
hopt=0.9-h- | —>— 6.7)
lyr — Tl

(le facteur0.9 est ajouté pour rendre le programme plus sar).

Algorithme pour la sélection automatique du pas. Au début, I'utilisateur fournit un sous-
programme qui calcule la valeur déz, y), les valeurs initiales,, yo et un premier choix dé.

A) Avec h, calculery,, err = ||y, — 71 || ethoptde (6.7).
B) If err<Tol (lepasestaccepté)then
To:=xo+h, yo:=v1, h:= min(hopb Tend— o)
else (le pas est rejeté)
h = hopt
end if
C) Sizy = zengON a termingé, sinon on recommence en (A) et on calcule leypaar.

Remarquesll est recommandé de remplacer (6.7) par
hopt=h - min(5, max(0.2, 0.9(Tol/err)" @H))),

Pour la norme dans (6.7) on utilise en général

v — Y2 N .
IIyl—ylll—Jgg(s—q) ol sG =1+ max(|yl, [yul) (6.8)

(vi0, vi1, U st 1ai®M€ composante degy, 11, 71, respectivement). Ceci représente un mélange
entre erreur relative et erreur absolue.

Exemple numérique. Cet algorithme a été programmeé (en utilisant la “réyl&” et la méthode
emboitée (6.4)) et il a été appliqué au probleme (@aetion chimique, le “Brusselator”)

v =1+ yly, — 4y y1(0) = 1.5

: 6.9)
Yy = 3y1 — Yiyo y2(0) = 3

sur l'intervalle[0, 20]. Les résultats obtenus av@al = 10~* sont présentés dans la fig. 111.8:

i) en haut, les deux composantes de la solution avec tousteaqeeptes;

i) au milieu les pas; les pas acceptés étant relies,desgjetés étant indiqués par

iii) les dessin du bas montre I'estimation de I'erreur lecadr, ainsi que les valeurs exactes de
I'erreur locale et de I'erreur globale.
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— initjal h

FIG. 111.8: Sélection du pasiol = 10—, 96 pas acceptés 32 pas rejetés

Les méthodes de Dormand et Prince.

Les méthodes actuellement les plus utilisées et lesgphkmnseiller (de loin) pour des calculs de
type général sont celles de Dormand et Prince. La métB@reRI5, d’ordre 5 et d’ordre emboitée
4, se distingue d’un choix particulierement astucieuxuametres libres (voir [HNW93], p. 178).

On ne va pas apprendre les coefficients par cceur, maibiéetr le code depuis

http://ww. uni ge. ch/ mat h/ fol ks/ hai rer/software. htm .

Une deuxieme méthode DOPRI8 (1989), d’ordre 8(6), a seqderniere amélioration par E. Hairer
(1993) et est devenue le code DOP853 (voir [HNW93], p. 183).18



