Chapitre IV

Sysemes d’Equations Lineaires
“It's all linear algebra.” (frequente proclamation de Gene Golub)

Considérons un systeme d'équations linéaiwgs §; donnés)

a1y + 12T + . .. + ALy = bl

211 + a29T9 + ...+ AonTy = bg

(0.1)

Ap1T1 + Apoo + ... + AppTy, = by

et cherchons sa solution, . . ., x,,. Trés souvent, il est commode d'utiliser la notation ntadtle

Az =b. (0.2)

La méthode de Wanner.Prenons I'exemple

x|+ 2{13'2 — 3!13'3 =5 (1)
3.7}1 + Ty — 21’3 =1 (2)
2$1—l’2+$3:2 (3)

On soustrait (2) de (1), puis (3) de (2), et (1) de (3). Celandon

—2{22'1 + T —x3 = 4 (4)
x1 + 229 — 3w3 = —1 (5)
Ty — 3.7}2 + 4.7}3 =-3 (6)

Pour éliminerz;, on soustrait (5) et (6) pour trouver
Bxg — Twg = 2 = 1x,=06, xt3=4 etpar(4) z; =—1.

Tous les trois équations (4), (5) et (6) sont satisfaitsisMa a une mauvaise surprise si on essaie
ces “solutions” dans (1), (2) ou (3). Nous comprenons queliiesnations a I'aveugle ne sont pas
sans dangers!...

La regle de Cramer. (Une autre invention genevoise de 1750, cette fois séieyOn apprend
en algeébre linéaire que, dét(a;;) # 0, les solutions sont données par
det(aij...bi...aij)
T =
det(aij)

(ou la k-eme colonne des; est remplacée par lés) et pourdet(a;;) on connait une formule
avec une somme sur le groupe de permutation des intlj@es., n, i.e., avec:! de termes (ce qui
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donne la méme chose que de développer récursivemeritisrdnants par une ligne). Or si, par
exemple;n = 20, nous avons:! = 2.4 - 10'%, et méme sur I'ordinateur le plus rapide du monde
(disonsl10” opérations par seconde), ¢ca prend?ait)’ secondes- 3- 107 minutes= 5-10° heures

= 3- 102 jours= 10 années de calcul.
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IV.1 Elimination de Gauss

L'élimination dite “de Gauss” a été pratiquée pendasd diecles sans grand tam-tam, notamment
par Newton (voir chapitre 11.1) et par Lagrange (en 1781 dasscalculs astronomique@euvres

V, p. 125-490). Toutefois, Gauss ayant le soucipdeuver I'existence des solutions pour son
principium nostrumdes moindres carrés (voir notices historiques du couldgdbre Lireaire

p. 17) décrit I'algorithme explicitement :

Sia; # 0, on peut éliminer la variable, dans les équatiorisan a I'aide de I'équatior, c.-a-d.,
on calcule

&-1:& pour 1=2,...,n (1.1)
a1

et on remplace la lignépar
lignei — ¢;; * lignel.

De cette maniere, on obtient le systeme équivalent

aﬁ)m + aglz)xg +...+ aﬁ?xn = bgl)

a%)xg +...+ agl)xn = bgl)

(1.2)
alJzy + ..+ a\Vx, = bl
ou (1) (1)
a%f) - M bil) = b, pour i=2,....n (1.3)
Qi;° = Qij — liray; b’ =b; — lib
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Le systeme (1.2) contient un sous-systeme de dimensienl sur lequel on peut répéter la
procédure pour éliminer, dans les équatiortsan. On multiplie la ligne2 de (1.2) par;; =
ay) /oSy et on la soustrait de la ligne Aprésn — 1 étapes

(A,0) — (ADp) — (AP @) — . — (A"Yp0Y) = (R, ¢)
on obtient un systeme triangulaire

1121 + 7122 4+ ...+ ' inTnp = C1
T99XLo + ...+ oy = Co
(1.4)

TnnTn = Cp

qui se résoud facilement par “back substitution”

n

Ty = Cn/r,m, T; = (Ci — Z Tijl'j)/ru‘ pour 1 =n — ]_, ey 1. (15)
J=t+1

Astuce pour la programmationapres I'élimination, les places de mémoire pourdegs as;, . . .
ne seront plus nécessaires (on sait que ces grandeurssas) non peut donc y stocker les
Uy, 031, . . . et tout 'algorithme peut se programmer en quelques lignes::

do ir=1,n-1 C ---- BACK SUBSTI TUTI ON - - -
do i=ir+l,n x(n)=b(n)/a(n,n)
a(i,ir)y=a(i,ir)la(ir,ir) doi=n-1,1,-1
do j=ir+l,n sun¥0.
a(i,j)=a(i,j)-a(i,ir)y~a(ir,j) do j=i+l,n
end do sumesumrali,j ) *x(j)
b(i)=b(i)-a(i,ir)*b(ir) end do
end do x(i)=(b(i)-sum/a(i,i)
end do end do

Théoreme 1.1L’élimination de Gausgquivauta une factorisation

A=LR (1.6)
1 T11 T12 Ce T'1n
l 1 e n
L= : R= A (1.7)
gnl e gn,n—l 1 T'nn

La formule (1.6) s’appelle “dcomposition LR” (left - right) de la matricd.

Démonstration. En utilisant les matrices

1 1
—ly; 1 0 1
0 —fl3 1 . (1.8)

Ll = —€31 0 1 ) L2 —

—lp 0 ... 0 1 0 —lyp ... 0 1
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le premier pas de I'élimination de Gauss correspond a ungptication deA avecL, le deuxieme
aveclL,, etc.,

LiA=AY LAV =A@ . | L[, A" =40V =R
Par conséquent,
R = (Ln_an_Q et Ll) CA et A= (Ln_an_g ot Ll)_l - R.

Il reste a montrer que la matridede (1.7) est égale &,,_1L,_» - ... - L;)~'. Pour ceci, nous
appliguons la méme procédure a la matricd.a multiplication deL avecL; élimine les éléments
de la premiere colonne en-dessous de la diagonale, puisltgphcation avecL, élimine ceux de
la deuxiéme colonne, etc. Finalement, on obti@nt 1L, o -...- Ly) - L = I =identitg, ce qu'il
fallait demontrer. |

Calcul du déterminant d’'une matrice. La formule (1.6) implique qudet A = det L - det R. On
obtient
detA:r11~...-rm (19)

i.e.,le déterminant est le produit des pivots.

Résolution de systmes lireaires.En pratique, on rencontre souvent la situation ou il fagbridre
une suite de systemes linéaités = b, Az’ = ¥/, Ax” = 1’, etc., possédant tous la méme matrice.
Tres souvent, on connditseulement apres la résolution du premier systeme.

C’est la raison pour laquelle on écrit, en général, lggpmonme pour I'élimination de Gauss en
deux sous-programmes :

DEC - calculer la décomposition LR (voir (1.6)) de la matrice;
SOL-résoudre le systemér = b. D’abord on calcule le vecteur(voir (1.4)), défini parl.c = b,
puis on résoud le systeme triangulaite = c.

Pour le probleme ci-dessus, on appellee foisle sous-programm®EC et puis, pour chaque
systeme linéaire, le sous-programsi@L.

Calcul de I'inverse d’'une matrice. Si on choisit pour le$, ¢/, v’ ci-dessus les vecteurs de base
(1,0,...,0)7,(0,1,...,0)T, etc., on obtient pour les, 2/, 2", etc., lescolonnegle la matrice inverse
AL,
Codt de I'élimination de Gauss.Pour le passage déa A", on a besoin de

n — 1 divisions (voir (1.1)) et de

(n — 1)? multiplications et additions (voir (1.3)).
Le calcul deA® nécessiter — 2 divisions et(n — 2)2 multiplications et additions, etc. Comme le
travail dG aux divisions est ici négligeable, le coltate la decomposition LR s’éleve a environ

n 3
(n—1)2+(n—2)2+...+22+12%/0 xzdx:% opérations

(opération= multiplication+ addition).
En revenant a I'exemple ci-dessus d’une matrice de diren$i x 20, 'algorithme de Gauss
nécessiter 2600 opérations, d’un facteur0~'? fois plus petit que le travail des déterminants.

Exemple nunmérique. Prenons une matria#® x 60 avec coefficients choisies aléatoirement entre
—1 < a;; < 1 et calculonsd~! par la méthode de Gauss (en simple précision). Puis, omaten
en double précisionérreur des eléments. Le résultat est présenté en Fig. IVAualge (noir= 2
décimales justes, blare 7 décimales justes). Le résultat semble a désirer!! Maisnne lieu a
une nouvelle découvertdhe Scottish Kilt Phenomenon!!



Sysemes d’Equations L&uaires 79

FiG. IV.1: Erreurs des éléments de ! d’une matrice aléatoiré0 x 60; sansrecherche de pivot
(gauche)avecrecherche de pivot (droite) ; nois 2 décimales justes, blane 7 décimales justes

Algorithme avec recherche de pivot.

Exemple 1.2 (Forsythe)Considérons le systeme

. _4 . . —
1-107% -2 + 1-29 1.0001 (1.10)
1- T + 1- T = 2

La solution exacte est, comme on vait, = 1 etz, = 1. Appliquons I'élimination de Gauss et
simulons un calcul en virgule flottante avechiffres significatifs (en basH).

Si I'on prenda;; = 1-10~* comme pivot, on obtienty; = as;/a;; = 1.00 - 104, aélz) =

1.00—1.00-10* = —1.00-10%. Linformation contenue dans la valeur dg = 1 a tout simplément
disparue. 1l est clair que le reste du calcul est faux. Regandbgl) = 2.00 — 1.00 - 10* =
—1.00 - 10*. Par conséquent;, = bgl)/a%) = 1.00 (exacte!, la premiere équation n'a pas été
endommagé), mais pout nous obtenons

z1 = (b — a1972) /a1 = (1.00 — 1.00 % 1.00)/(1.00 - 10~*) = 0.

Le résultat numérique, obtenu pauyr, est faux.

Nous voyons a cet exemple, qu’il faut éviter qu’'un des deviendrait trop petit. L'idée est
alors de ramener un des; # 0 a la place dw,, par des échanges de lignes (i.e., échange des
equations) et/ou des échanges de colonnes (i.e., éelde®y;), pour le rendre le plus grand
possible. L'algorithme le plus souvent utilisé dans ledasoest le suivant:

Recherche partielle de pivot.On ne se contente pas d’un pivot difféerent de zérp ¢ 0), mais
on échange les équations de (0.1) afin guesoit le plus grand élément (en valeur absolue) des
a;i, (i =mr,r+1,...,n). De cette maniére on a toujoyrs.| < 1. Pour la programmation, il suffit
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d’insérer dans le code ci-dessus, apres la premiére,lige commandes:

Cc

recherche du pivot

pgval =0.

i zero=ir

doi=ir,n

val abs=abs(a(i,ir))
i f(val abs. gt. pgval )then
pgval =val abs
i zero=i

end if

end do

Cc

echange
do j=ir,n
store=a(ir,j)
a(ir,j)=a(izero,j)
a(izero,j)=store
end do

store=b(ir)
b(ir)=a(izero)
b(izero)=store

IV.2 Etude des erreurs; “Backward Error Analysis”
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FIG. IV.2: Erreurs pour 1 million de systéemes linéaires deefisionss x5 a55 x 55

Les pionniers de I'analyse numérique (Hotelling, von Neaam Goldstine) dans les années 40 ont
rencontré d’'insurmontables difficultés a analyser keswrs d’arrondi de la solution des systemes
linéaires. lls sont arrivés a la conclusion que les dismams plus grandes que 10 ou 12 seraient
impossibles. Malgré ces prédictions pessimistesdggltats numériques n’ont pas été si mauvais.
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Faisons une expérience numérique (voir figure I1V.2) : mhaguen = 5,6, ..., 55 nous choi-
sisson2000 matrices aléatoires avec coefficients uniformément distribués dars 1, 1] et des
solutionsz; uniformément distribuées dafis1, 1]. Alors on calcule emouble pécisionles b;
pour cette solution exacte. Ensuite on applique I'algonghde Gauss, une fois sans recherche
de pivot, et une fois avec recherche de pivotsenple pécision Lerreur max; |x'U™M — 28| de
chaque résultat est représentée par un petit point darteksins supérieurs de la figure IV.2. Bien
gue nous ne soyons pas surpris par les nombreuses erresinesherche de pivotjuelquescas
demeurent inacceptables a droite ; bon nombre de résuttstent cependant bons'!

Faisons uneleuxemeexpérience : une matrice aveg uniformément distribués dafis 1, 1] pour
j > i estcomplétée par;; = —a,;, pour assurer qu@ = (I — A)~!(I+ A) soit orthogonale (Cay-
ley ; voir I'eoperpia 11.4). Cette matrice est calculée en double précisione$te de I'expérience
continue comme auparavant (voir les résultats au bas dgueefiV.2). Cette fois-ci il n'y a pas
d’exception dans la bonne performance de I'algorithme des&avec recherche de pivot.

La “Backward Error Analysis” de Wilkinson.

L'explication théorique de ces phénomenes a été ugdeslschallengesles années '50. Il parais-
sait alors difficile d’arriver a un résultat, ou méme whd von Neumann avait jeté I'eéponge!...
L'idée miraculeuse a finalement été publiée par Wilkim§1961,J. Ass. Comp. Macltd) :

Supposons qu’un systeme de dimension 2 soit a transformer sur forme triangulaire par un pas
d’élimination
(an aipz by ) El. par/y; (an 12 by )
az azx by 0 agy —lararys by — loby
avecﬁm = CL21/CL11.
Premere source d’erreur elle résulte du fait que I'ordinateur calcule avecfanx

o1 = loy + € oul|e| < eps

(car|ls;| < 1 & cause du choix du pivot).

Idée: au lieu de poursuivre les dégats occasionnés par cedBereaux calculs ultérieurs et aux
solutions, nousherchonsx modifier les don@espour rendre le calcul (théoriquement) correct : si
le as; du début aurait été égaka; + €aq;, ce calcul avait étéans erreur!

< a a1z b1> El. par@zl <011 as by )
Pl ‘

ag +€ayy  ag by 0 aglz) bgl)

Deuxime source d’erreurPour le calcul dezglz) = Gy — loyayy, il y a une multiplication et une
soustraction a faire ; ensuite, le résultat est placs dae case de mémoire paiygs. Les détails du
résultat dépendent de la maniere dont le compilatevailia. Souvent les opérations algébriques
en chaine se font sur un régistre plus long; seulementda em mémoire provoque une erreur
d’arrondi notable. Sous cette hypoth&des deux quantités deviennent

) =al) +e et BV =8 +e,, ol |e1| < eps- |asy] et]es| < eps- [b].

Nous transportons a nouveau ces erreurs du coté desemreat’le calcul

( a a2 by ) El. par@l <a11 a12 b1>
—

Q91 + €ay; Qoo+ e by + e 0 a§12) Bgl)

Lqui nous est agréable...
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est sans erreur Nous voyons donc que le résultainériqguedu systeme linéaire est le résultat
exactd’'un systeme dont la deuxieme ligne a été modifiee parglantités< a - epsoua =
() b0

max |a;;’, b;
Pour dessysemes de dimensions srpeures on corrigeplusieurs foides données,; ; d’abord
pouri =2,...,n, j=1,...,n,ensuite poui = 3,...,n, j=2,...,n,etc. Nous arrivons au

célebre théoreme:

Théoreme 2.1 (Wilkinson) SoitA une matrice inversible dt, R le résultat nurérique de lelimi-
nation de Gauss (avec recherche de pivog-d-|/;;| < 1 pour touti, j). Alors LR = A avec

0 0 O 0 0
1 1 1 1 1

~ 1 2 2 2 2 N

a;; — a;j| < a-eps 1 2 3 5 5 ol a = max; |a§f)\. (2.1)
1 2 3 ... n=1 n-1

Définition 2.2 Un algorithme pour &soudre un prol@ime est nuériquement stable (au sens de
“backward analysis”), si le Esultat nurarique peugétre interpete comme unésultat exact pour
des donkes egerement perturees.

Par conséquent, si le résultat est faux, ce n'est pas ta fdalla méthode, mais bien celie
probleme Dans ce cas, on appelle le probleoreprobEme mal condition® Nous allons étudier
ces problemes plus en détail au paragraphe suivant

Exemple. Calculons la solution (en simple précision) du systeime= b avec

1/2 1/3 1/4 1/5 3511/13860 1/3
1/3 1/4 1/5 1/6 277/1540 1/11
A= / / / / , b= / : sol. exacte z = /

1/4 1/5 1/6 1/7 40877/291060 1/9
1/5 1/6 1/7 1/8 3203/27720 1/7

. 5000000 . 3333333 . 2500000 . 2000000 . 2533189

. 3333333 . 2500000 . 2000000 . 1666667 . 1798701

. 2500000 . 2000000 . 1666667 . 1428571 . 1404418

. 2000000 . 1666667 . 1428571 . 1250000 . 1155483

. 5000000 . 3333333 . 2500000 . 2000000 . 2533189

. 6666667 . 0277778 . 0333333 . 0333333 . 0109909

. 5000000 . 0333333 . 0416667 . 0428571 . 0137824

. 4000000 . 0333333 . 0428571 . 0450000 . 0142208

. 5000000 . 3333333 . 2500000 . 2000000 . 2533189

. 6666667 . 0333333 . 0416667 . 0428571 . 0137824

. 5000000 .8333330 -.0013889  -.0023809 -. 0004945

. 4000000  1.0000000 . 0011905 . 0021429 . 0004384

. 5000000 . 3333333 . 2500000 . 2000000 . 2533189

. 6666667 . 0333333 . 0416667 . 0428571 . 0137824

. 5000000 .8333330 -.0013889  -.0023809 -. 0004945

. 4000000  1.0000000 -.8571472 . 0001020 . 0000146

x(1)= .33333951 x(2)= .09086763

x(3)= .11118819 x(4)= .14281443
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Les résultats montrent que seulement 3 a 4 décimalegusiats. Mais, pour I’honneur de notre
méthode, nous constatons quenesidusde ces solutions res Ax — b sont correctes :

res(1)= -.00000003 res(2)= -.00000001
res(3)= .00000000 res(4)= -.00000001
Probl. bien cond. Probl. bien cond. Probl. mal cond.

o

T

Alg. stable Alg. instable Alg. stable
FIG. IV.3: Schéma de la “Backward Error Analysis”

Ce probleme est mal conditionné&, malgré son appareeberdiaire. Nous sommes donc dans la
troisieme case du schéma de la Fig. IV.3.

IV.3 La condition d'une matrice

En principe, un probleme avet données et solutions possede: x n coefficients décrivant la
sensibilité de lau.-eme solution par rapport a fa-eme donnée. Devant cette myriade de valeurs,
il est parfois préférable d’exprimer la conditipar un seul nombreOn réussira cela a l'aide de
normes de vecteurs et de matrices (recherche initiée pauring 1948).

Rappel sur la norme d’une matrice. Pour une matrice & lignes etn colonnes, on définit

A
1A]| = max [|Az]| = max 1221 (3.1)
llz]|=1 220 ||z
c.-a-d., la norme dd est le plus petit nombrgA|| qui possede la propriété
| Az|| < ||A]| - [|z|| pour tout x € IR". (3.2)

Evidemment|| A|| dépend des normes choisies détiset IR™. Iy a des situations ou I'on connait
des formules explicites polid||. Par exemple, si'on prend la méme norme dans les deuxespac
alors,

pour |z|y =X", |z, ona

m

| A1 :jH}aXn(ZWj‘); (3.3)

IR

pour [l = (i, [:f%)"*, ona

|Alle = \/ plus grande valeur propre da” A; (3.4)
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pour ||z|/ec = max;—y__,|z;|, ONa

4 = e, (3 ) @9

-----

La normel|A|| d’'une matrice satisfait toutes les propriétés d’'une rernkn plus, elle vérifie
|I]] = 1 pour la matrice d’identité atA - B|| < ||A]| - || B]|-

Apres ce rappel sur la norme d’une matrice, essayons gliesta condition du probleméx =
b. Pour ceci, considérons un deuxieéme systéme linggire- b avec des données perturbées

dij = ai;(1+ €;), leij| < €a,
b; = bi(1+¢), le;| < e,

oU ¢4 et ¢, spécifient la précision des données (par exemple< eps ¢, < epsou epsest la
précision de I'ordinateur). Les hypothéses (3.6) imydigt (au moins pour les normés ||; et
I llo) que

(3.6)

1A = All < ea- [ All 1o — Il < & - - (3.7)

plus loin, on donnera une estimation améliorée valab(8.6) est satisfait.

Théoréme 3.1 Consicerons les deux syames ligairesAz = b et A7 = b oll A est une matrice
inversible. Si (3.7) estérifie et sies - k(A) < 1, alorson a
EEE )
[zl 7 1 —ea-r(A)

. (EA + Eb) (3.8)

ol x(A):=||A]| - ||[A7Y|. Le nombre:(A) s’appelle condition de la matrice.

-~

Démonstration. De b — b = Az — Az = (A — A)Z + A(Z — ), nous déduisons que
F-z=A"(—(A-A)i+(b-b)). (3.9)

Maintenant, prenons la norme de (3.9), utilisons I'iné&galu triangle, les estimations (3.7} <
|z|| + ||z — || et||b]| = ||Az| < ||A]|| - ||=||. Nous obtenons ainsi

12— 2ll < A7 (ea- 1AL - (L2l + 12 = 2]) + e - [1A] - [l]]).
Ceci donne I'estimation (3.8). O

La formule (3.8) montre que pout, - kx(A) < 1, 'amplification maximale de I'erreur des
données sur le résultat est gled).

Propri étées dex(A). Soit A une matrice inversible. Alors,
a) k(A)>1 pourtouteA,
b) k(aA)=kr(A) poura # 0,

©)  l(4) = max || Ay||/ mmin || 4z

La propriété (c) permet d’étendre la définition ged) aux matrices de dimensian x n avec

m # n.
Démonstration. La propriété (a) est une conséquenced de|| || = [|[AA7Y|| < ||Al - [|A7Y. La
propriété (b) est évidente. Pour montrer (c), noussadiis

A—l A -1
10 = g LA BBl (o LAy .

= max
w20 ||z =20 || Az|| 1]
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TAB. IV.1: Conditions de matrices de Hilbert et Vandermonde

n 2 4 6 8 10 12

k(H,) |27 28-10* 2.9-107 3.4-10° 3.5.10'3 3.8-10'
k(V,) | 8 56-102 3.7-10* 24.10° 1.6-10%8 1.0-10%

Exemples de matrices ayant une grande conditionConsidérons les matricds, (matrice de
Hilbert) etV], (matrice de Vandermonde) définies par<£ j/n)

1 n i—1\"
H, = (2'4_]‘_1)1',3':1’ Vi = (Cj )i,j:l'
Leur condition pour la normg- ||, est donnée dans le tableau IV.1. La matfiest préecisement
la matrice du probleme d’interpolation polynomiale pooends équidistants. La mauvaise con-
dition de cette matrice est liee au mauvais comportemermette interpolation que nous avons
remcontré au chapitre 11.4.

Exemples de matrices ayant une petite conditionUne matricel/ est orthogonale €7 U = 1.
Pour la norme euclidienne, sa condition vawar ||U|]; = 1 et||[U~ ||y = 1 (linverseU~! = UT
est aussi orthogonale).

Concernant l'interpolation avec des fonctions splinesisr@vons rencontré la matrice (voir le
paragraphe 11.8, cas équidistant)

1
P n (3.10)

Le facteurl/h n'influence pas<(A). Posons alord = 1. Avec la formule (3.5), on vérifie
facilement que| A| ., = 6. Pour estimet| A~!||., écrivonsA sous la formed = 4(1 + N) ou [
est I'identité etNV contient le reste. On voit quigV||., = 1/2. En exprimant4d~! par une série
géomeétrique, on obtient

1 1
—1 2 3
A oo < 1(1 + 1N oo + NI + N2 +-.) < >

Par conséquent,,,(A) < 3 indépendamment de la dimension du systeme.

IV.4 Lalgorithme de Cholesky
Soit B une matrice quelconque et posons

A=B"B, (4.1)
i.e., 'élementa;; de A est le produit scalaire des colonnest j de B 2. Alors

A estsynetrique (car le prod. scal. est symétrique; ou caf = BT (BT)T = BTB = A)
(4.2)

20n appelle cela aussi unatrice de Gram
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et

A estdéfinie positive (i.e.,z7 Az > 0 pour x # 0), (4.3)
care’ Ar = 27 BT Bx = (Bz)T(Bz) = yTy > 0). Il est nécessaire pour I'inégalité stricte que les
colonnes de5 sont linéairement indépendantesSi Az = Az, alorsz” Az = X - 272 > 0, on voit
gue chaque valeur propre d’une matrice symétrique etipesiéfinie doit &tre réelle (voir cours
d’Algebre) et> 0.

Question: Existe-t-il une “décompositioh R” symétrique

11 Q12 a3 diq (1 by by Uy Ly
_ T Q21 Q22 d23 A24 | Uy Loy a9 632 Cao
A=LL ou =
31 G322 433 dA34 U313y Us3 U3z ly3
Qg1 Q42 Q43 Q44 ly lyo 543 i m
(4.4)

Il est clair, par (4.1), quel doit étre symétrique et définie positive.

Théoreme. Pour chaque matrice sygtrique et @finie-positive existe uné&&domposition dite “de
Cholesky”# (4.4). L’algorithme de Cholesky ci-dessous est toujounsériguement stable. |l
n’est pas kcessaire de faire une recherche de pivot.

Calcul dest;;.

Pas la. Calculons dans (4.4) la valeur dg . Elle est

aj;p = (611)2 donc 611 = 4\/ay - (45)
Question. Est-on sar quer;; > 0 ? Oui, il suffit de poser dans la condition (4.3) le vecteur
r=(1,0,0,..)T.
Pas 1b. Calculons dans (4.4) les valeurs@de pouri = 2, 3, 4, .... On obtient

a;1 = Ui -l donc {»; estconnu) ;= a;i /[l - (4.6)

La division par/;; ne pose pas de probleme, éar > 0.
Pas 2a. Calculons dans (4.4) la valeur dg,. Elle est

A9y = (621)2 + (522)2 dOﬂC 622 =\/ Q22 — (621)2 . (47)

Question. Est-on sOr ques, — (f1)? > 0 ? C'est déja plus difficile. On pose dans la condition
(4.3) le vecteurr = (u, 1,0,...)T. Ainsi, zT Az, que nous savons positif, devient

a11u2 + 2a01u + age >0 (48)

pour chaqueu. Nous obtenons l'information la meilleure, si nous posoosrp. la valeur pour
laquellea;,u® + 2a, v it est minimale, i.e., ol la dériv&®i; u + 2as; = 0, i.e.,u = —ay /ay;.

Ainsi (4.8) devient, par (4.6) et (4.5),
a’ 02,0
a22—£:a22—%:a22—(€21)2>0-
a1 &

3Sinon, la matrice estéfinie semi-positive

4Le “Commandant Cholesky” (1875-1918) entra Ecole Polytechnique a I'age de vingt ans et en sortit dans
I'arme de I'Artillerie. Affecté a la Section de Géodésiu Service géographique, en juin 1905, il sy fit remarquer
de suite par une intelligence hors ligne, une grande faqidur les travaux mathématiques, un esprit chercheur,
des idées originales, parfois méme paradoxales, majsuisuempreintes d’'une grande élévation de sentiments et
gu’il soutenait avec une extréme chaleur. (...) Choledlgrda ce probleme en apportant dans ses solutions, ... une
originalité marquée. Il imagina pour la résolution @egiations de condition par la méthode des moindres carrés
procédé de calcul trés ingénieux ... (copiéBldletin geodesiqueNo. 1, 1922).
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Pas 2b. Calculons dans (4.4) les valeurs@e pour: = 3,4, .... On obtient
aio = i1 - Lo + Lig - Lo donc lio = (a2 — lin - l21) /[ la2 . (4.9)

La division par/y; ne pose pas de probleme, ¢ar > 0.
Pas 3a. Pour la valeur des; dans (4.4) on obtient

a3y = (€31)2 + (€32)2 -+ (533)2 donc €33 = \/&33 — (€31)2 — (ﬁgg)z . (410)

QUESTION. Est-on slir quess — (£31)* — (¢32)*> > 0 ? Cette fois-ci on va poser dans (4.3) le
vecteurz = (u,v,1,0,..)7, i.e.,

a1 Gr2 43 u
(u v 1 ) 91 QA2 Q923 v = a11u2 + 2@21U’U +...+asz > 0 (411)

as; asp ass 1

pour toutu etv. On va de nouveau chercher la valeur minimale de cette esiprequadratique.
Pour ne pas nous perdre dans les calculs, observons que

U1y b1 Ly 531 11 12 @13
Uy Lo lyy U3y | = | ao1  an 23 . (4-12)
€31 €32 0 0 az1  asz €§1+€§2
Ainsi, 'expression (4.11) est égale a
b1 Uy 631 U
yly+ass — 02, —02,>0 avec y= loo U5 | | 0 ] . (4.13)
0 1
Pour lj3u + lo1v = —f3;1 et fyv = —F35 nous avonsy = 0 et (4.13) devient I'estimation

recherchée.

Algorithme de Cholesky. On continue anisi avec les pas 3b, 4a, 4b, etc., et on obdgitithme
suivant :

for k:=1tondo
Crr, = \/akk - Z;:ll G
for i :=k+1tondo
Ci, := (@ik — Z?;ll Ciilis) /i
Colt de cet algorithme. En négligeant les: racines, le nombre d’opérations nécessaires est
d’environ

n n n3

Z(n—k)-kw/o (n—x)xdx:E.

k=1
L'algorithme est deux fois plus rapide que la déecompositi® de Gauss.

Solution du syseme linéraire. Pour résoudre le systeme: = b, on calcule d’abord la décomposition
de Choleskyd = LL”. Puis

LLTz=b = résoudre successivement les systemes=b et L7z = ¢
C

dont les matrices sont triangulaires.
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IV.5 Systemes surdéterminés — nethode des moindres cares

Considérons un systeme d'équations linéaires

a11T1 + a12T9 4+ ... + ATy = bl

211 + 299 + ... + AonTy = bg

(5.1)

Am1T1 + QmaZo + ... + Ty, = by,

oum > n (matriciellement: Az = b avecx € IR" etb € IR™; A est une matricen x n).
Evidemment, le systeme (5.1) ne possede, en génématjgaolution. L'idée est de chercher un
vecteurz tel que

|Az — b||2 — min (5.2)

pour la norme euclidienne. Une justification probabilistecgtte condition sera donnée dans le
paragraphe IV.7. Le nom “méthode des moindres carréstjiedie choix de la norme dans (5.2)
(la somme des carrés des erreurs doit &tre minimale).

Théoreme 5.1 Soit A une matricen x n (avecm > n) et soitb € IR™. Le vecteur: est solution
de (5.2) si et seulement si
AT Az = ATb. (5.3)

Leséquations du systne (5.3) s’appellent&quations normales”.
Démonstration. Les minima de la fonction quadratique
f(z) = ||Az —b||* = (Az — b)" (Azx — b) = 2T AT Az — 207 ATb + 070
sont donnés par = f'(z) = 2(zT ATA — b A). m

Interprétation georétrique. LensembleE = {Ax | x € IR"} est un sous-espace linéaire B&'.
Pour unb € IR™ arbitraire,z est une solution de (5.2) si et seulementisi est la projection
orthogonale dé sur E. Ceci signifie quedx — b | Az pour toutz € IR". On en déduit que
AT(Az — b) = 0 et on a ainsi établi une deuxieme démonstration de (5.3).

Exemple 5.2 Pour étudier le phénomene de la thermo-€électricitéad I'expérience suivante. On
soude un fil de cuivre avec un fil de constantan de maniergéelblune boucle fermée. Un point
de soudure est maintenu a température fixex 24°C), alors que I'on fait varier la température
de l'autre. Ceci génere une tensidnlaquelle est mesurée en fonctionddvoir le tableau 1V.2
et la fig. IV.4). Les données du tableau IV.2 sont prises\te ile P.R. Bevington

On suppose gue cette dépendance obéit a la loi

U=a+bT+cT? (5.4)

et on cherche a déterminer les parametréset c. Les données du tableau IV.2 nous conduisent
au systeme surdéterming £ 3, m = 21)

Uiy =a+bT; + cT7, i=1,...,21. (5.5)

En résolvant les équations normales (5.3) pour ce pnod)®n obtient = —0.886, b = 0.0352 et
c = 0.598 - 10~*. Avec ces parametres, la fonction (5.4) est dessinéelddigs IV.4. On observe
une trés bonne concordance avec les données.
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TAB. IV.2: Tensions mesurées en fonction de la température

i T°C U, | i T°C U, | i T°C U
0 —089| 8 35 04215 70 1.88
5 —069| 9 40 06116 75 2.10
10 —053|10 45 082[17 80 231
15 —034|11 50 1.03|18 85 2.54
20 —0.15|12 55 122|19 90 2.78
25 002]13 60 1.45[20 95 3.00
30 020|14 65 168|201 100 3.22

N O Ul W N

Ty T

| T |
0 50 100
FIG. IV.4: Tension en fonction de la température et schéma de Irexmée

Remarqueles équations normales (5.3) possedent toujours au momsolution (la projection
sur E existe toujours). La matricd” A est symétrique et non-négative’ (47 Ax = || Az||? > 0).

Elle est définie positive si les colonnesdlsont linéairement indépendantes:(# 0 pourz # 0).
Dans cette situation, on peut appliquer I'algorithme del€$ky pour résoudre le systeme (5.3).
Mais, souvent, il est préferable de calculer la solutimeatement de (5.2) sans passer par les
équations normales (5.3).

IV.6 Deécomposition QR d’'une matrice

Dans I'elimination de Gauss, on a multiplié I'équatidn = b par la matrice triangulairé,,_; -

- Ly - L;. De cette maniére, on a réduit le probleme originé:a= ¢ ou R est une matrice
trlangulalre supérieure. Malheureusement, la muligian deAx — b avecL; ne conserve pas la
norme du vecteur.

Pour résoudre (5.2), nous cherchons une matrice orthtg@nizlle que

QT(Ax—b):R:)s—c:<}§/>x—<cc,/,> 6.1)

ou R’ (une matrice carrée de dimensiohest triangulaire supérieure gt,¢”)” est la partition
dec = Qb telle qued € IR" etc” € IR™". Comme le produit par une matrice orthogonale ne

SP.R. Bevington (1969)Data reduction and error analysis for the physical scienckeGraw-Hill Book Com-
pany).
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change pas la norme du vecteur, on a
| Az —b]13 = |Q(Ax — )| = | Re — cll3 = | R — |3+ || |3 (6.2)
On obtient alors la solution de (5.2) en résolvant le syste
Rx=/. (6.3)

Le probleme consiste a calculer une matrice orthogo@ale.-a-d.,Q”@Q = I) et une matrice
triangulaire supérieur® telles que)” A = R ou de fagon équivalente

A=QR. (6.4)

Cette factorisation s’appelle la “décomposition QR” denlatrice A. Pour arriver a ce but, on peut
se servir des rotations de Givens (voir exerél@elu chapitre V) ou des réflexions de Householder.

Réflexions de Householder (1958)Jne matrice de la forme

H=1-2uu" ou (6.5)

a les propriétés suivantes :
e H est une réflexion a I'hyper-plafx | u”x = 0}
car Hr =z —u-(2u'z) et Hrv+ 2 L u.
e H est symétrique.
e H est orthogonale, car

H"H = (I —2uu®)" (I — 2uu®) = I — duu” + duuuu” = 1.
En multipliant A avec des matrices de Householder, nous allons essayend®traerA en une
matrice de forme triangulaire.

Lalgorithme de Householder - Businger - Golub. Dans unepremere étape on cherche une
matriceH, = I — 2uju! (u; € R™ etulu; = 1) telle que

ap X - X
0

mA=|. 7 o (6.6)
0 x - x

Si I'on dénote pard, la premiéere colonne dd, il faut que H; A; = aje; = (q,0,...,0)7 et on
obtient|a; | = ||H1Aq||2 = ||A1]|2. La forme particuliére déf; implique que

HlAl = Al — 2U1 . U{Al = (X1€q.
L'expressionu? A, est un scalaire. Par conséquent,
Uy = C- U1 ou v = Al — 161 (67)

et la constant€’ est déterminée pdj, | = 1. Comme on a encore la liberté de choisir le signe
dea;, posons

ar = —sign(ai1) - [[A1]]2 (6.8)
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pour éviter une soustraction mal conditionnée dans leutdev, = A; — aqe;.

Calcul deH; A. Notons pard; et (H,A); Iesjémescolonnes ded et H, A respectivement. Alors,
ona

. 2
(HlA)j = AJ - 2U1U{AJ = A] - ﬁ . 'Ucer] U1 ou ﬁ = ’U,{Ul . (69)
Le facteurs peut étre calculé a I'aide de
vl 1
ﬂ_l = 12 = 5(14{141 — 20[1&11 + Oé%) = —041<CL11 — Oél). (610)

Dans unedeuxemeétape on applique la procédure précédente a la sous-matgagimension
(m — 1) x (n — 1) de (6.6). Ceci donne un vectews < IR™' et une matrice de Householder
Hy, = I — 2u,ul. En posantu, = (0,u3)7, une multiplication de (6.6) par la matridé, =

I — 2uoul donne

a; X X a; X X ap X X X
0 0 0 Qg X X
HyH, A = H, C = H,C -0 0 x X
0 0 O 0 X X

En continuant cette procédure, on obtient aprésapes (apres— 1 étapes sin = n) une matrice
triangulaire

Hy-...-HyHy A= R — (%’)
QT
Ceci donne la décomposition (6.4) avgé = H,, - ... - H,H,.

Codt de la decomposition QR.La premiére étape exige le calcul depar la formule (6.8)& m
opérations), le calcul d&/v{ v, par la formule (6.10) (travail négligeable) et le calcul(dg A),
pourj =2, ..., n parlaformule (6.9)€ (n — 1) - 2-m opérations). En tout, cette étape nécessite
environ2mn opérations. Pour la décomposition QR, on a alors besoin de

2(n*+ (n—1)*+...4+ 1) ~ 2n*/3 opérations sin = n (matrice carrée);

2m(n + (n — 1) + ...+ 1) ~ mn? opérations sin > n.
En comparant encore ce travail avec celui de la résolutemé&tjuations normales:(mn?/2
opérations pour le calcul dé” A et ~ n?®/6 opérations pour la décomposition de Cholesky de
AT A), on voit que la decomposition QR codite au pire le double.

Remarque. Si les colonnes de la matricé sont linéairement indépendantes, tousdesont
non nuls et I'algorithme de Householder-Businger—Golulapplicable. Une petite modification
(échange des colonnes dé¢ permet de traiter aussi le cas général.

Concernant la programmation, il est important de ne calailees matrices?;, ni la matrice
Q. On retient simplement les valeurset les vecteurs; (pouri = 1,...,n) qui contiennent déja
toutes les informations nécessaires pour la decompasiComme pour I'elimination de Gauss,
on écrit deux sous-programmes. DECQR fournit la décoiitipasQR de la matriced (c.-a-d.
les a;, v; et la matriceR). Le sous-programme SOLQR calculE b et la solution du systeme
triangulaireR’z = ¢ (voir (6.3)). Le calcul de&Q’b = H,, - ... - HyH,b se fait avec une formule
analogue a (6.9).
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Exemple 6.1 Si les colonnes del sont “presque” linéairement dépendantes, la résaiudio
probleme (5.2) a I'aide de la décomposition QR est gnadile a celle des équations normales.

Considérons, par exemple,
1 1 1
A(eo), b(ﬁ
0 € 0

oU e est une petite constante, disefis< eps Avec un calcul exact, on obtient

v, (l1+€ 1 ) T_(l)
A= fe) A=
et la solution est donnée par
Z'l—$2—m—§+0(€)

Un calcul en virgule flottante fait disparaitrecfedansA” A et cette matrice devient singuliere. On
n’obtient pas de solution.

Par contre, I'algorithme de Householder—Businger—Golutng (en négligeanrt) a; = —1,
v = (2,¢6,0)7,... etalafin

—1 —1 —1
R=|0 V2 €, Qb= €¢/v2 |.
0 0 —e/\/2
La résolution de (6.3) donne une bonne approximation dellgien exacte.

Calcul pour 'exemple 5.2 (dont les données sont multipliées par 100 ; voir équafioll) ci-
dessous):

100 0 0 —88 —457 —22912 —1565712 —494
100 500 2500 —68 0 =3603 —277963 —141
100 1000 10000 —52 —-3103 —270463 —125
100 1500 22500 —33 —2603  —257963 —106
100 2000 40000 -14 —2103  —240463 —87
100 2500 62500 2 —-1603  —217963 —70
100 3000 90000 20 —1103  —190463 —52
100 3500 122500 42 —603 —157963 —30
100 4000 160000 61 —-103 —120463 —11
100 4500 202500 82 396 —T77963 9
100 5000 250000 103 896 —30463 30
100 5500 302500 122 1396 22036 49
100 6000 360000 145 1896 79536 72
100 6500 422500 168 2396 142036 95
100 7000 490000 188 2896 209536 115
100 7500 562500 210 3396 282036 137
100 8000 640000 231 3896 359536 158
100 8500 722500 254 4396 442036 181
100 9000 810000 278 4896 529536 205
100 9500 902500 300 5396 622036 227
100 10000 1000000 322 5896 719536 249

SO OO DD O DD OO DODOD OO OO oo oo o
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—457 —22912 1565712 —494 —457 —22912 1565712 —494
0 13874 1387444 572 0 13874 1387444 572
0 0 25324 1 0 0 374437 =21
0 0 —9816 0 0 0 0 0
0 0 —39957 -1 0 0 0 1
0 0 —65098 —4 0 0 0 0
0 0 —85238 -7 0 0 0 -2
0 0 —100379 ) 0 0 0 0
0 0 —110520 —6 0 0 0 0
0 0 —115661 —6 0 0 0 0
0 0 —115802 -3 0 0 0 1
0 0 —110943 -7 0 0 0 0
0 0 —101083 —4 0 0 0 1
0 0 —86224 -2 0 0 0 3
0 0 —66365 -2 0 0 0 1
0 0 —41506 0 0 0 0 1
0 0 —11647 0 0 0 0 0
0 0 23212 2 0 0 0 0
0 0 63071 5 0 0 0 2
0 0 107930 7 0 0 0 1
0 0 157789 9 0 0 0 0

IV.7 Etude de I'erreur de la méthode des moindres cares

Supposons d’avoir un systeme surdéterminé
Zaijxj:bl-, Zzl,,m (71)
7j=1

En pratique, le$; sont des mesures legerement erronées et il est natulles densidérer comme
des valeurs plus ou moins aléatoires. L'étude de I'erdeulia solutionz, obtenue par la méthode
des moindres carrés, se fait alors dans le cadre de la¢hdas probabilités.

Rappel sur la théorie des probabilitts. Considérons desariables akatoires X (dites “con-
tinues”) qui sont spécifiées par une fonction de dengité/R — IR, c.-a-d., la probabilité de
I'evénement que la valeur d€ se trouve dans l'intervallg, b) est donnée par

Pla< X <b) = /bf(:):) dz (7.2)

a

avecf(xz) > 0pourz € Ret % f(x)dr=1.
On appelleesgerance(mathématique) de la variable aléatakde nombre réel

px = B(X) = [ af(@)ds, (7.3)

—00

etvariancela valeur

e e} o)

(o= ux2f(@)de = [ o®f(2)de - ik (7.4)

— 00

o% = Var(X) :/

— o0
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Exemple 7.1 Si une variable aléatoire satisfait (7.2) avec (voir lalfi€p)

flz) = ﬁ -exp<—%(x;'u)2) (7.5)

alors on dit que la variable aléatoire satisfaitdenormaleou laloi de Gauss — Laplacque I'on
symbolise parV (i, 0?). On vérifie facilement que est I'espérance et? la variance de cette
variable aléatoire.

La loi normale est parmi les plus importantes en probasilitJne raison est due au “théoreme
de la limite centrale” qui implique que les observationsrdawlupart des expériences physiques
obéissent a cette loi.

95 %

w— 20 —0 7 H+o W+ 20

FIG. IV.5: Fonction de densité pour la loi normale

Rappelons aussi quevariables aléatoireX, ..., X,, sont indépendantes si, pour tatb;,
ona

1=1

Lemme 7.2 SoientX et Y deux variables @atoires inépendantes avec comme fonctions de
densié f(z) etg(y) respectivement et soient 5 € IR aveca # 0. Alors, les variables &atoires
aX + fetX + Y posedent les fonctions de derssit

i| D) e e = [T i ey (7.7)

|ov a
Leur esggrance mateBmatique est
E(aX + ) = aE(X) + 8, E(X +Y)=EX)+E(Y) (7.8)
et leur variance satisfait
Var (aX + () = o®Var (X), Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y). (7.9)
Démonstration. La fonction de densité pour la variable aléateit® + 5 découle de (pout > 0)

' a! f(ﬂ) dt.

«

— b— (b—B)/
P(agaX+ﬁ<b):P(¥§X< aﬁ):/(a_m/a f(x)dx:/a

Les propriétés (7.8) et (7.9) poutX + (3 en sont une conséquence directe.
CommeX etY sont supposées indépendantes, on obtient (en posant+ y)

Pasx+y<ty= || jwededy= [ [ 5 y)gt)dydz
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et on trouve la fonction de densité pakir+ Y. Un calcul direct donne

EX+Y)= / / dydz-/ / (x+vy)f(z)g(y)dydr = E(X)+ E(Y)

et, de facon similaire, on obtient
Var(X +Y) = /_oo 22 /_oo flz = y)g(y) dydz — px 1y

= [ [ @y f@gy) dyde — (ux + py)? = Var(X) + Var(v). o

RemarqueSi X etY sont deux variables aléatoires indépendantes qui edx&@is la loi normale,
les variables aléatoiresX + 3 et X + Y obéissent aussi a cette loi (exercice 13).

Retour au probleme (7.1). Pour pouvoir estimer I'erreur du résultat numérigyefaisons les
hypothéses suivantes :

H1: La valeurb; est la réalisation d’'une épreuve pour une variable alé&aB;. On suppose que
les B; soient indépendantes et qu’elles obéissent a la loi des§&d.aplace ave@; comme
espérance et? comme variance (le§; sont inconnus, mais leg sont supposés connus).

H2: Le systeme surdéterminé (7.1) possede une solutiaquarsi I'on remplace leg; par les
nombress;, c.-a-d. qu'il existe un vecteyre IR" tel queA¢ = Boups = (By,...,Bn)".

Une illustration de cette situation est donnée en Fig..1V.6

2 2 v
BQ 63
_ 7
Vg B3
1 1- P 2
s
/
/ ﬁl
0 O/Bl ‘ ‘
X1 X2 €3 X1 €2 €3

FIG. IV.6: lllustration pour les hypotheses H1 et H2 (les probaislisont repésentées par un dégradé de
gris).

Motivation de la méthode des moindres cares par “maximum likelihood”. Par I'hypothése
H1, la probabilité que; soit dans l'intervalléb;, b; + db;) avecdb; (infinimement) petit est

1 — i
m-exp(—§( = ))-db,-.

Comme lesB; sont indépendants, la formule (7.6) implique que

Pb;<Bi<b+db,i=1,... HM . p(_i( Uﬁz) ) -db;  (7.10)
i O b = 20 i
= C. exp(_ig( Uiﬁ) ):C-exp(—%;( Z;;a § )2)

Selon une idée de Gauss (1812), la “meilleure” répangeour les¢; (inconnus) est celle pour
laquelle la probabilité (7.10) est maximale (“maximunelikood”). Alors, on calculer, ..., z,
de fagon a ce que

Z<%_Z;.xj>zﬁmin, (7.11)
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Sil'onremplace;/o; parb; eta;;/o; para,;, la condition (7.11) est équivalente a (5.2). Par la suite
Nnous supposerons que cette normalisation soit déjateffie¢doncy; = 1 pouri = 1,...,n).

Estimation de I'erreur. La solution de (7.11) est donnée par= (AT A)~tATb. La solution
théorique satisfaig = (AT A)~1 AT 3. Alors,

T — 5 = (ATA)_lAT(b — ﬁ) ou T; — 52 = iaij(b]

ol «;; est I'element{, j) de la matricg AT A)~' AT, L'idée est de considérer la valeur comme
la réalisation d’une variable aléatoif& définie par

Xi=Y ayB;  ou  Xi—&= (B - 5). (7.12)
j=1

J=1

Théoreme 7.3SoientB;, .. ., B,, des variables @atoires in@pendantes avet; comme esgrance
eto; = 1 comme variance. Alors, la variableé&dtoire X;, définie par (7.12), satisfait

oll ¢;; est lei®Meelement de la diagonale det’A)!

RemarqueLes autres éléments de” A)~! sont les covariances d€ et X;.

Démonstration. La formule (7.8) donnés(X;) = &;. Pour calculer la variance d¥;, nous
utilisons le fait quévar (B;) = 1 et la formule (7.9). Ceci donne avec= (0,...,0,1,0,...,0)T
que

z = [|eT(ATA)LAT |2 = eT (AT A) L AT A(AT A) e, = eT (ATA) e, = ;.

|

Exemple 7.4 Pour I'expérience sur la thermo-€lectricité (voir leggraphe IV.5), on a supposé
que les mesurefs ont été faites avec une précision correspondant& 0.01. Pour le systeme
surdéterminé (on écrit;, 9, x3 poura, b, ¢ etb; pourl;)

1 T; T? b; ,
— 4 = mg = 1=1,...,21
g; g; g; o)

la matrice(A” A)~! devient

0.356-10~% —0.139-10~°  0.113- 1077
(7.14)

(ATA)' = -0.139-10  0.765-1077 —0.713-107°
0.113-1077 —0.713-107? 0.713-10~1!
et on obtient
ox, = 0.60- 1072, ox, =0.28-1077, ox, =0.27-107°.

Ceci implique qu’avec une probabilité 88%, la solution exacte (si elle existe) satisfait

a = —0.886 = 0.012, b = 0.0352 £ 0.0006, c=0.598-10"* 4 0.054 - 10~*.
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Test de confiance du modle. Etudions encore si les données sont compatibles avecdthgpe
H2.

En utilisant la décompositio@ R de la matriceA, le probleme surdéterminér = b se trans-
forme en (voir (6.1))

<}§> T (5’//) ou < (f/) = Q' (7.15)

La grandeur déi¢”||2 est une mesure de la qualité du résultat numérique. fidnéament, si 'on a
£ alaplace dé et¢ a la place de:, cette valeur est nulle.

Notons les élements de la matri€epar ¢;;. Alors, les élements du vecteur= Qb sont
donnés par; = Z;”Zl q;ib; et ceux du v,ecte_uz” satisfont ausst; = >°7, q;i(b; — 3;)- Il est alors
naturel de considérer les variables aléatoires

j=1
Le but est d’étudier la fonction de densite g’ , ., C?.

Lemme 7.5 SoientBy, . .., B,, des variables a@atoires in@épendantes satisfaisant la loi normale
N(f;,1). Alors, les variables &atoiresC,, 1, . .., C,,, définies par (7.16), sont irhendantes et
satisfont aussi la loi normale avec

E(C;) =0, Var (C;) = 1. (7.17)

Démonstration. Pour voir que leg”; sont indépendants, calculons la probabifté;; < C; <
bi,i=n-+1,...,m). Notons paiS I'ensembleS = {y € R" |a; <y; <b;, i=n+1,...,m}
et parC et B les vecteursCy, . .., C, )T et(Bl, ..., By)T. Alors, on a

Pla; <C; < bii = n +1,. (CES) PQT(B—B) € )
— P(B-peQ(s ("")//Q(S Vet p(—lzyf)dyl...dym (7.18)

(g 3)ta = T [ mon(-3) e

L'identité (a) est une conséquence de I’indépendanseB;iet (b) decoule de la transformation
y = Qz cardetQ = 1 ety y? = 3, 27 (la matriceQ est orthogonale). En utilisaist = {y €
R™ | a; < y; < b;}, on déduit de la méme maniére que

2

Pla; < Cy < b;) = P(C € Sy) — / wer exp(—%i) dz. (7.19)
Une comparaison de (7.18) avec (7.19) demontre I'indéaece d&”, . 1, . . . , C,,, (voir la définition
(7.6)).

Le fait que leg; satisfont la loi normaleV (0, 1) est une conséquence de (7.19). m|
Théoreme 7.6 (Pearson)SoientYy, . .., Y, des variables @atoires inépendantes qui d@issent
alaloi normaleN(0, 1). Alors, la fonction de dengtde la variable aatoire

VE+YS+.. . +Y? (7.20)
est donge par (voir fig. IV.7)
1
fol) = ———— - a"/?71 . 7o/2 (7.21)

21/2 . T(n/2)

pourz > 0 et par f,(x) = 0 pourz < 0 (“loi de x? an degies de liberg”). L'espérance de cette
variable akatoire vaut: et sa variancen.
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0 10 | 20 | 30 40
FIG. IV.7: Fonction de densité (7.21)

Démonstration. Considérons d’abord le cas= 1. Pour0) < a < b, 0on a

P(a<Y? <b) =P a<V, <Vb)+P(—Va>Y,>-Vb)

:2 \/Bi.e_$2/2dx:/bL.e_t/2.ﬁ
Vva /21 a V27 N

ce qui démontre (7.21) pour= 1 carl'(1/2) = /7.

Pour le cas général, nous procédons par récurrences ttdisons le résultat du Lemme 7.2
qui affirme que la fonction de densité §g+. . .+ Y2, estla convolution de celle d&*+...+Y;?
avec celle d&’? ;. Le calcul

_ 1 v “1/2—(z—t)/24n)2—1 /2
(fux fi)(z) = \/§-F(1/2)-2"/2-F(n/2)/0 (x —t)" "% t e 2 dt
6—1:/2 x
— _t —1/2tn/2—1 dt
yﬁé-f(l/Q)-2"/2-f(n/2)f€ (@=1)

x(n+1)/2—16—x/2 1

_ 1—g 1/2 n/2—1d8 = f,
nous permet de conclure. O

Pour les variables aléatoirés de (7.16), ce theoreme montre que

S (7.22)

i=n+1

est une variable aléatoire ayant comme fonction de defisit,, (x) (on rappelle gu’apres normal-
isation, on as; = 1 pour les variables aléatoirés).

Appliquons ce résultat a I'exemple du paragraphe IV.5r(loformulation (7.11)). Dans ce
cas, on d|c’||2 = 25.2 etm — n = 18 degrés de liberté. La fig. IV.7 montre que cette valeur de
|¢”||% est suffisamment petite pour étre probable.

SiI'on avait travaillé avec le modele plus simple

U=a+bT (7.23)

(a la place de (5.4)) on aurait trouyjé’||? = 526.3 etm — n = 19. Cette valeur est trop grande
pour étre probable. La conclusion est que, pour les dandéeableau V.2, cette “loitst a
réfuser!



