Chapitre V

Valeurs et Vecteurs Propres

Les premiers vecteurs et valeurs propres viennent degiégsialifferentielles (Lagrange 1759,
théorie du sol, la théorie des perturbations séculaires des orbitesédplanetes (connues a
'époque, Lagrange 178XeuvresV, p. 125-490), et les axes principales d’inértie d’'un crp
solide (Euler 1758, Lagrange 1788). Aujourd’hui, la théates valeurs et vecteurs propres, for-
malisée par Cayley 1858, est indispensable dans toutdésdashes de la science, en particulier
pour la solution des systemes des equations diffelgienéaires, la diagonalisation des formes
guadratiques et opérateurs autoadjoints, en théoritabédite, pour les questions de convergence
de processus itératifs, et en physique et chimie (méaoanitjrcuits, cinétique chimique, équation
de Schrodinger).

AN VAN
Ay R RN
KK VWA
VoYY W WU
Ve s WU WA

Ve e AN
LU UL L L)

T e R e R %
R A AR A

'\.\'\.\\.\Z : ; ..:.////./'./'
S e
v R AAAAAA T
- (0.3 2.0) ,_< . 0 >
Y =\18 05)Y Y =\o00 -15)Y

FIG. V.1: Une application linéaire comme champ de vecteugafiche) ; transformée sur la base
des vecteurs propres (a droite).

Observons en figure V.1 (a gauche) le champ de vecteurs éaguation differentielle/ = Ay.
Deux directions sautent aux yeux : ce sont les directiorls @acteurAv prend la méme direction
gue le vecteur, i.e., ou

Av = v ou (A=Xv=0. (0.1)

Si cette équation est vérifiea,s’appellevaleur proprede la matriced et v est levecteur propre
correspondant. L'équation (0.1) posséde une solutinon nulle si et seulement si

xa(A) = det(A — \T) = 0. (0.2)



100 Valeurs et Vecteurs Propres

Le polyndmey 4(A) est lepolyndme caracdtristiquede la matriceA. Les valeurs propres dé
sont alors les zéros du polyndme caractéristique.
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V.1 La condition du calcul des valeurs propres
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FIG. V.2: Zéros de (1.2) avec des coefficients perturbés

Un algorithme dangereux. La premiere méthode (déja utilisée par Lagrange) paiouler les
valeurs propres d’'une matricé est la suivantecalculer d’abord les coefficients du pome
caraceristiquey 4 (\) et determiner ensuite lesros de ce polygme Si la dimension ded est
tres petite (disons < 3) ou si I'on fait le calcul en arithmétique exacte, cet aitione peut étre
tres utile. Par contre, si I'on fait le calcul en virgule fhoite, cet algorithme peut donner des
mauvaises surprises :

Considérons uexemple de Wilkinson i.e., le probleme de calculer les valeurs propres de la
matrice diagonale

A = diag(1,2,3,...,n) (1.1)

dont le polyndme caractéristique est
XaAA)=(1=XN)2=NB=X)-...-(n=2A)

1.2
= (—1)”)\” + an_l)\”_l -+ an_g)\"_z + ..o+ al)\ + ag. ( )

Les coefficients sont calculés en double précision, paisformés en simple précisian= a;(1+
€;) avecle;| < eps(eps~ 6 - 10~%). Ensuite on calcule le mieux posible les zéros de ce poha”
Les résultats, totalment fauxssidépasse 10, sont dessinés dans la Fig. V.1 peu®, 11, 13, 15.
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Conclusion. Eviter le calcul des coefficients du polyndme caractigiis, il s’agit d’'unalgorithme
nunériqguement instable!

Valeurs propres bien conditionrées.

On pourrait encore croire, que les mauvais résultats ssuteétaient dis a la mauvaise condition
du probleme. Cela n’est pas le cas, comme le montre legh@suivant:

Théoreme 1.1 (Gershgorin)(Isv. Akad. Nauk 1941). Scoit une matricer x n (avec de€lements
dans/R ou dans(’). Si\ est une valeur propre dd, alors il existe un indice tel que

X —aii| < ayl, (1.3)
2
i

c.-a-d. que toutes les valeurs propres dese trouvent dans I'union des disques

D;i={\; |A—ay| < Z |ai;] }.
j#i

Démonstration. Soitv # 0 un vecteur propre et choisissons l'indicéel que|v;| > |v;| pour
tout ;. La ligne: de 'équationAv = Av donne

Z aijvj = ()\ — CI,“’)'UZ‘.

J#i

En divisant paw; et en utilisant I'inégalité de triangle, on obtient

U.
A —aii| = ’Z%‘ : U—]‘ <> laggl-
1

i i =

Addendum. On voit encore, par un argument de continuité (en faisardrieles éléments en
dehors de la diagonale vers zéro), que

Si les disques de Gershgorin sont tous disjoints,
alors chaqu’un contient exactement une valeur propre.

Théoreme 1.2 SoitA une matrice diagonalisable, i.e., il existeavecT ' AT = diag(\y, ..., \n),
et soitB = A + E. Alors pour chaque valeur proprede A + E existe un\; avec

1= Al < Foo(T) - [ Elloo -

Démonstration. Nous transformons la matrideé = A + F par la méme matrice, qui transforme
A sur forme diagonale :

T7'BT = diag(\y,..., \y) + T 'ET .
C

Maintenant, par Gershgorin,

=Nl < max(Y lel) < IT7ET oo < N7 ool Bl T | oo-
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Exemples.

1 1 10
A= 2 . bien cond.; A= 2 _1_0 10 mal cond.

10 10

Diff érentiabilit &€ d’'une valeur propre particuli ere.

Théoreme 1.3 Soit

A une valeur propre simple dé

u vecteur propre de gauche de(i.e.,utA = \ut)
v vecteur propre de droite dé (i.e., Av = \v)
A(e) valeur propre corrsp. del + eE (e petit)

u'Ev

utv

= Ae) =A+e¢ +0(e%) .

Démonstration. Poure petit nous posons
(A+€eBE)(v+ew) = (A +eu)(v + ew).

Ainsi, i, sera la dérivée directionnelle de la valeur propngar rapport a la directio etw sera
la dérivée directionnelle du vecteur propre
On développe les produits et on isole les termes:en

Aw+ Ev = \w + pv .

Ceci est un systeme linéaire pauydont la matriced — I est singuliere ! Donc, seulement pour
une valeur particuliere de il y aura une solution non nulle. Pour la trouver, multipkocette
équation a gauche par:

uAw + u'Ev = M'w + putv = u'Ev = pu'v
caru'A = \u'. O

On peut lire dans la formule de ce théoreme: le plus le veqieopre de droite est parallele au
vecteur propre de gauche, le mieux la valeur propre correlpue esbien conditionée(p.ex.,
pour les matrices symeétriques les deux vecteur sont igiees) ; le plus ils se rapprochent de
I'orthogonalité, le plus la valeur propre estl conditionrée

Exemple. Prenons la valeur propre= 1 de la matrice

0D w ) ()

Dans cette situation, la formule ci-dessus nous denre\ = ¢ - (e;; — aeqr) + O(e?) et le caleul
de )\ est mal conditionné si est grand.
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Valeurs propres mal conditionnées.

Exemple 1.4 Considérons la matrice (boite de Jordan)

A1
A= A S Y7 (1.4)

A1
Le polyndbme caractéristique de+ ¢F satisfait
det(A+eE — M) = (A —N)" = (=1)"€-en + O() + O(e- |\ = A]).

Sie,; # 0, les terme®)(e?) et O(e - [\ — A|) sont négligeables par rapport ae,,;. Les valeurs
propres ded + ¢ £ sont alors approximativement données par les racines de

M =N —=(=1)"-€e-e,y =0, c-ad A=A+ (e-ep)/m (1.5)
(observer quée - e,,;)'/™ donnen valeurs complexes distinctes — multiples des racines dé&)

Expérience nunerique. Prenons la matrice (1.4) avec
A = 1 etn = 5. Les éléements de la matrideé sont des

nombres aléatoires dans lintervallel,1]. Le dessin *
ci-contre montre le$ valeurs propres del + ¢£ pour 1-
e = 107%,107°,...,107°, Lerreur est~ 10~' pour * *
e = 107° et~ 1072 poure = 107, ce qui corre- * :
spond a la formule (1.5) pour = 5. Ce sacré pentagone *
n'arréte pas de nous poursuivre depuis le debut du cours 9 - 1.1
de Géomeétrie I !... *x Zi

Consquence. Si la dimensiom d’une boite de Jordan * *

est plus grande quie le calcul de la valeur propre de cette
matrice estrés mal conditiona

Apres avoir montré I'insuffisance des méthodes fondede polyndme caractéristique, il nous
reste a voir ce qu’'on peut leur substituer. La surprise estlgs idées les plus simples sont les
meilleures ; nous commencons par chercher a simplifiera@ioe donnée :

V.2 Transformation sous forme de Hessenberg (ou tridiagora)

Soit
Av=X v et v=Tu = T ATu = \u

donc, les valeurs propres deet de7 AT sont les rBmeset les vecteurs propres se trans-
forment parv; = Tu,. Le but de ce paragraphe est de trouver une mafritelle queT AT
devienne “plus simple”.

Premiere idee ndve. Partons de la matrice
3 2 1

2 -1 =2
1 -2 4
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On essaie de la transformer sous forme triangulaire ad’diel deux réflexions de Householder
W =1-2uu"1

WA [ 374 =53 =80\ pLw,A [ 374 —53  —80
— 00 —1.75 —2.53 — 00 2,95 —1.50
00 —2.38 3.73 00 .00 4.26

ouQTA = R. Ces beaux zéros gagnés ont malheureusement détruilias's propres !! Pour
préserver ces valeurs propres, nous devons multiplie¥sidtata droite par@ = W, W, (rappel:
lesT sont orthogonaux et symeétriques). Une multiplicationditd effectue lesnémespérations,
mais sur ledignesde la matriceA:

WoW, AW, 3.50 1.61 27 Wy WL AW, W, 3.50 —1.18 —1.14
— —1.18 2.60 —1.67 — —-1.18 —-.20 -3.09

—-1.14 —-34 4.09 —-1.14 -3.09 2.70

Cette derniére matrice possede de nouveau les mémess/pltepres quél, mais, hélas, les zéros
ont disparus !

Premiere idée €rieuse.Nous répetons le procédé:

3.79 43 1.08 3.97 =07 .85 412 =33 .58
> 43 1.61 —-3.46 — —-.07 324 =272 — -33 399 -—-1.71
1.08 —3.46 .60 85 —=2.72 —-1.21 b8 —1.71 -2.10

et apres 10 et 15 itérations

4.68 —.30 .02 4.77 —.11 .00
B -30 391 —-.07 T —-.11 3.82 -.01
02 —.07 —2.58 00 —.01 —2.58

Nous constatons que la matrice converge vers une matrarggtriaire (ici méme diagonale), ou
il suffit de cueillir les valeurs propres.8, 3.8, — 2.6 sur la diagonale, sans aucun polyndéme
caractéristique ! Le Théoreme de Gershgorin nous foemtdore des estimations pour les erreurs.
C’est le procédé (pour des matrices de rotation) de Jg&reile J. vol. 30, 1846) et (pour les
matricesL R) de Rutishauser (1958). Les vieux livres d’analyse nuguirfont ici un théoréme et
une preuve de convergence. Mais nous allons faire mieux:

Deuxieme icee : Forme de Hessenber{Hessenberg, pendant la deuxieme guerre mondiale, non
publié, Givens 1956 pour les rotations). Si on demande spoimobtient plus! On laisse tranquille
les premiers coefficients, et on fait seulement les réftexsur les coordonnéés. .., n. Ainsi,

les zéros en placg . . ., n ne vont pas étre troublés par les multiplications a éroit

ayy a1z a13 ayp a1z a13 ay
HlA HlAwl
G21 Ag2 G23 —

E - o [x =
az1 azz as3 *| |k 0 [* ]

pour notre exemple

W, A 3.00 200 100\ w,.4.w, [ 300 —224 .00
— | —224 179 .00 — —2.24 —1.60 —.80
00 —1.34 447 00 —80 4.60

lque nous écrivons maintenant ay&g car “Householder” et “Hessenberg” commencent par la mietre.
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En dimension supérieure, on répete pour les colonnearsigs :

a1 a2 a13 A14 ann[*  x x| ail *  x % ail *
>x< k  k o % k% ok
| — |
R 0 0 67
0 n 0 *] [ 0 0 [
Wi AW, WoWi AW, WoW1 AW, W,

etc. Nous avons un triple avantage::

e [l'algorithme est le méme pour lignes et colonnes, facig@grammer ;
e iln'y apas de probleme de recherche de pivot;
e si A est symétrique, alord’, 1, AW, W, est aussi symétrique, et dotmidiagonale

et nous réesumons les théoremes:

Théoreme 2.1 Chaque matrix4 se laisse transformer sous forme de Hessenberg

x % . :
T'AT = H = I A (2.1)
* *

c.-a-d.,h;; = 0 pouri > j + 1, ayant les remes valeurs propres que

Théoreme 2.2 Si A est une matrice sy@trique, la matrice = Q' AQ, obtenue par I'algorithme
de Householder, est aussi sgtmque. Ceci implique quél est automatiquement tridiagonale et
synetrique.

V.3 Meéthode de bissection pour des matrices tridiagonales

Considérons une matrice symétrique tridiagonale

dy ey
ey dy e3
A= e . : (3.1)
. . €n
€n dy

On observe tout d'abord que si un élémengst nul, la matriced est déja decomposée en deux
sous-matrices du méme type, qui ensemble fournissenalearg propres dd.
On peut donc supposer, sans restreindre la généraligé, q

e; #0 pour i=2,...,n. (3.2)

Pour cette matrice, il est possible de calculer la vajeur\) du polyndme caractéristique sans
connaitre ses coefficients. En effet, si 'on pose

di e e
Ay = (dv), Ay = <el d2) , As=|e dy e3 |,
2 2 es d3
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et si I'on définitp;(\) := det(A; — AI), on obtient
po(A) =1
pi(N) = (di = N)pi—1(X) — €lpia(N), i=2,...,n.

La formule de récurrence dans (3.3) est obtenue en dgvahb e déterminant de la matrige—\ 1
par rapport a la derniere ligne (ou colonne).

Gravissimum congquence.On lit dans la formule de récurrence pour chagae{1,...,n—1}:
Si pi(\) =0, alors p;_;(\) et p,.1(A) ont signes oppoés. (3.4)

Cette propriété fondamentale d‘une “suite de Sturm” amperu genevois Charles Sturm de re-
soudre en 1829 entierement le probleme de la localisalésnracines réelles d’'un polyndome et
ainsi d’établir sa gloire de mathématicien a Paris.

Exactement comme nous I'avons fait pour les racines§é9 (comparer Fig. .12 a Fig. V.3),
et basé sur les conditions limite

signpi(—o0) =1,  signpi(co) = (—1)°, (3.5)

N, Vo

nous trouvons:

(A)

— pa(A)

\\ o e e / p3(A)
\ \//\\% pa(A)
\//\\//\\ ps(A)

FIG. V.3: Suite de Sturm

Théoreme 3.1 Toutes les racines de () sont €elles, simples eéparées par celles dg; ().
Si I'on définit

w(A) = nombre de changements de signes{gg(\), p1(A), ..., pn(N)}, (3.6)
et sip,(a) # 0 etp,(b) # 0, alors le polytdomep,,(\) posede exactement
w(b) — w(a) (3.7)
zéros dans l'intervallga, b).

M éthode de bissectionOn obtient toutes les valeurs propres4lde la maniére suivante:

e on cherche un intervalle, b] qui contienne toutes les valeurs propresd@.ex., en appli-
quant le théoreme de Gershgorin). On a doncwjug = 0 etw(b) = n.

e on posec = (a + b)/2 et on calculev(c). Les differencesv(c) — w(a) etw(b) — w(c)
indiquent combien de valeurs propresAlsont dansa, ¢) et combien sont darig, b).
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e on continue a diviser les intervalles qui contiennent aingiane valeur propre dé.

On peut facilement modifier cet algorithme pour calculerdkeur propre la plus petite ou $&me
plus grande valeur propre, etc.

Pour éviter un “overflow” dans le calcul ge()\) (sin et ) sont grands), il vaut mieux travailler
avec

et utiliser le fait que

w(A) = nombre d’éléments négatifs parmif; (\), ..., f.(A\)} (3.9)

(attention: sip;_1(\) est zéro, on posg(\) = —oo; cette valeur compte pour un élément négatif).
Pour une programmation de 'algorithme, on utilise la réence

fi(A) =di — A
v gy e fica(A) sifia(A) #0 (3.10)
fild) = di = { leil/eps  sifii(A) =0,
La formule pour le cag;_1(\) # 0 est une conséquence de (3.3). fSi;(A) = 0 (c.-a-d.,

pi—1(A) = 0), on remplace cette valeur pgs;| - eps Ceci correspond a ajouter la perturbation
le;| - epsad;_;.

V.4 Algorithme QR pour valeurs propres

La méthode QR, due a J.C.F. Francis et a V.N. Kublanowskast la méthode la plus couram-
ment utilisée pour le calcul de I'ensemble des valeursngp . (P.G. Ciarlet 1982)
... the QR iteration, and it forms the backbone of the most affectlgorithm for computing
the Schur decomposition. (G.H. Golub & C.F. van Loan 1989)

Cet algorithme a été développé indépendamment paf.JF-@ncis (1961) et par V.N. Kublanovskaya
(1961). Un algorithme similaire, qui utilise la décompimsi LR a la place de la décomposition
QR, a été introduit par H. Rutishauser (1958).

Probleme.Calculer les valeurs (et vecteurs) propres d’'une matriedcgnque.
Premier pas. Transformons4 sous forme de Hessenberg (voir section V.2).

Deuxieme pas. Revenons alors a notre “premiére idée naive”: tramsfors notre matrice de
Hessenberg par une suite de réflexiorig 15, .. ., qui sont toutes de dimensior2, a la forme
triangulaire (voir premiére ligne de (4.1)), suivie délerions surles lignesity, W, ..., qui,
comme on sait, détruisent a nouveau les zéros gagnésgmaréservent la forme de Hesssenberg
(voir deuxieme ligne de (4.1)) :

ai1 a12 @13 A14 x| | x| | * o % kX [ T
Q21 Q22 Q23 G24 *| | * [
asp aszasy | asp aszasy | T —
Q43 Q44 Q43 Qqq Q43 Qa4 0] [ *

A

A Wi A WoWi A W3WolWy
ko . . o
ko . . o
— Yo% — [x x| * — * [x %] (4.1)
. .

WsWoW, AW, WsWoW AW W, WsWoW, AW WoWs
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Cette derniere matrice possede les mémes valeurs prqpeela premiére. Le miracle est alors,
gue si I'on repéte cet algorithmees matrices convergent (presque toujours si le valeurprps
sont teelles et pas de @mes valeurs absolues) vers une matrice triangulaire, temwaleurs
propres se trouvent dans la diagonale en ordeembissant);| > |\2| > |A3| > .... La vitesse de
convergence &end des rapports; /\;_.

Explication. Supposons d’étre déja proche de la limite

oA

oo 2
!@l
)

I o0 S %
QU E x ¥

avece, ¢, n infiniment petits. Alors, par exemple, la premiere réfexii’; enverra (voir la petite

figure) (Z>H(_Oa) | (@H(—bu) , <_06>H<i35> .

Ainsi, la chaine du bonheur dans (4.1) devient ici

—a —u *x >k —a —u % * —a —u %
0 b v x —b —v x -b —v  x
[ — —
¢ c w 0 c w —c —w
n d d 0 d
a —Uu * a Uu * * a u *
2 b —v 2 b —v e b v *
— a — a — a
—c —w (3 —c —w G ¢ —w
d d —n% d
(4.2)
Exemple numérique. Appliquons la méthode QR a la matrice
10 2 3 5
3 6 8 4
A= 5 4 3 (4.3)
4 3
On constate que
(b+1) )
i+li  Nit
0 4 (4.4)
it v

(M &~ 14.3, Ay = 7.86, \3 ~ 2.70, \;, =& —1.86). Comme|\.1/\| < 1, les elements.")

convergent, pout — oo, linéairement vers (voir la Fig. V.3).

Shift et déflation.

Nous allons tourner notre algorithme en une méthode mutissd’aide de deux Lemmes simples::

Lemme 1. (shift)

A val. prop. de A =

i+1,i

A — p val. prop. de A — pI ; méme vect. prop.
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10° %@é@é% sans shift 10° i avec shift
% DD oozzAAAA A 10_3 E

10—2% DD oOOO AAAAA o
é DD oOO AAAAAACL43 lO‘ :

104 ash %, e, 1091
é ° a2cioo AAAAA -

1065 5 %, Ba,, 10712
3 L% 1% “ 1018 Lo
0 10 20 30 40 50 0 5 10

FIG. V.4: Convergence de la méthode QR (a gauche : sans shift, t& deniec shift)

Lemme 2. (déflation)

Aval. prop.deB = Aval. prop.deA

B D i e
A— ( ) BetC mat =
(B etC matrices carre) { pval. prop. deC' = pval. prop. de A

C

Preuve.

9 mow = (7 2)(5) ;)

B D v v .
b) Cw=pw = ( C)(w)_’u<w) Si Bv+ Dw = pv
si u n'est pas valeur propre dg, il existe un vecteup pour cette derniere condition ; si oui, on
retourne au point (a). |

Algorithme. Nour voyons en (4.2), que, ,—; deviendrait nul (plus précisemment de |'ordre
O(n?)), si par hasard Id (i.e., lea,,,) est zéro. Lidée est alors de faire un shift—~ A — pI avec

p = a,, avantd’effectuer les transformations QR de (4.1). L'élemen}_, tendra alors tres vite
vers zéro et, par le Lemme de la déflation, la premierewgleopre est trouvée (la valeuy,, a
laquelle il faut additionner tous les shifts). Puis on pase> n — 1 et on continue I'algorithme
avec la matrice réduite.

Exemple numérique. Nous avons appliqué I'algorithme QR a la matrice (4.3).cbavergence
dea;;,,; vers zéro estillustrée a droite de la Fig. V.4. Une corajsan avec la gauch nous montre
gue la convergence est beaucoup plus rapide (convergeadeagigue). Apres$ itérations, on a
lay3] < 10715, Encore4 itérations pour la matrice de dimensidrdonnentjas,| < 107'°. Il ne
reste plus qu8 itérations a faire pour la matrice de dimenspour avoir|ay; | < 10715, En tout,

12 itérations ont donné toutes les valeurs propres avec @ugspn del 5 chiffres.

Valeurs propres complexes et le “double shift” de FrancisL’algorithme ci-dessus a encore un
petit défaut: il ne fonctionne pas pour les valeurs propmaaplexes (poud réelle). On devrait
faire des shifts avec umcomplexe et I'algorithme précédent nécessite un caeet des matrices
complexes. Mais pour les programmeurs de I'age de la piefoematique? it était important
d’éviter un tel calcul.

Idée de Francis (1961) soientA = « + i3 les valeurs propres de la sous-matrice dggour
n—1 < i,7 < n. Alors on effectue urdoubleshift, d’abord aveqp = « + i3, puis avec
p = a —i3. Apres ces deux itérations QR, la matrice sera de nouvesier Il existe une astuce
pour calculer cette derniere matrice sans passer par lplegen Pour plus de détails voir les livres
mentionnés (ou le polycopié des années passées).

2... et pour les programmeurs modernes traitant des prasiée taille gigantesque ...



