Chapitre VI

M ethodeslt eratives— Equations Non
Lin eaires

Enpratique onestsouventconfrongéalarésolutiond’un sysemed’équationsonlinéaires.C’est-
a-direpourunefonction f : IR" — IR" donrée,onchercheunpointx € R" tel que

f(z) =0. (0.1)

En géréral,il n'y a pasd’algorithmefini pourtrouver unesolution. On estdoncobligé d'utiliser
desméthodestératves.

SanshypothesessuppEmentairespn ne saitrien surl’existenced’une solutionde (0.1). Par
exemple,pour f(x) = €* il N’y apasdesolution,pour f(z) = sinz il y enauneinfinité. Mais,
le theoremed’inversion locale nousfournit un résultatsur I'unicité locale: si f(a) = 0 etsila
matricejacobiennef’(a) estinversible,il existe unvoisinagel dea etun voisinagel” de0 tels
quef : U — V soitbijective. Ceciimplique quea estla seulesolutionde (0.1) dansle voisinage
U dea.
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VI.1 Meéethodedesapproximations successies

D’'une fagon gérérale... je n’indique pasl'origine desthéoemesque je crois trop simples
(S.Banach1932; Preface)

On consicerele problemedu calcul d’'un point fixe de I'application ® : [R" — IR"; c.-a-d.,on
chercher € IR" tel que
r = O(z). (1.1)

Lesproblemeq0.1)et(1.1)sontéquivalentsetil y abeaucoumlepossibiliespourécrire(0.1)sous
la forme (1.1). Par exemple,on peutdéfinir & comme®(z) = = — f(x) ou®(x) = x — Bf(x)
(ici B estsoitun nombrenon-nul,soitunematricebienchoisie).
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Pourrésoudrg1.1), on sedonneune approximationinitiale x, (arbitraire)et on consicerela
méthodeitérative
T1 = P(zy). (1.2)
Sila suite{z; } corverge,disonsversa € IR", etsilafonction®(z) estcontinueena, la limite a
estunesolutionde (1.1). Mais quepeut-ondire surl’erreur?

Théoremel.l Sid(z) est2 fois continimentdifférentiableetsi a € IR" estunesolutionde(1.1),
'erreure;, = x5, — a satisfait
err1 = P'(a) e + O([[ex]). (1.3)
Démonstation. Commea = ®(a), onobtient
er+1 = D1 — a = D(zy) — (a) = ¥ (a)ey + O([lex]]?).
On peuttirer plusieursconclusionsiela formule (1.3):
e si ®'(a) posedeunevaleurpropre\; satishisant|\;| > 1, la composantele e, dansla
directiondu vecteurproprev, vaétreagrandie-I'it €rationne corverge pasversa.
¢ sitouteslesvaleurspropresde ®’(a) satisfont|\;| < 1, on peutchoisirunenormedans/kR"
telle que pour la normematricielle correspondantgd’(a)|| < 1. Ceciet(1.3) impliquent

que,pour||ex | suffisammenpetit,ona ||e,1]| < allex|| ou a estunnombreentre||d’(a)||
et1. L'erreure, corvergedoncverszero.

|

Exemple. Ceuxparmivous,qui nesontpasencoréfed up’ dunombred’or ducoursde Géonetrie,
voudraienfpeutétreconnatre la valeurdel’expressiormystrieuse

a$1+\/1+\/1+\/1+\/ﬁ?

Ehbien,I'it ération

Tho1=V1+x,, vo=1, donne 1.4142 1.5538 1.5981 1.6118 1.6161 1.6174...
La corvergenceévidentede cettesuites’explique parla dérivéed’(a) = 2\/}@ ~ (0.31.
Estimation del’err eur. (Banachl922,These§2, Thm. 6, Oeuvredl, p. 330)

L’hypothesecrucialeestque® soitunecontractionj.e.,

ler — zp—t|| = ||P(zr—1) — Pzp—2)|| < @f|Tp—1 — TE—2]] avec a<l1. (1.4)
Enappliquant’in égalie dutriangleal'identité
Ty —a = (Th — Tpy1) + (Vg1 — Trp2) + - -

(encasdecorvergence)on obtient

o))
o = all < —2— g — oy (15)

—

Exemples.Pourlesdeuxitérations

Tht1 1 Yk Tkl 0 —-0.1 T
(yk+1>_(1)+0'3(—8m37k>’ <yk+1>_(2 0 )(%) (1.6)
lanormeeuclidiennedel’erreurde(xy, yx) estdessiedandafig. VI.1 (agauchepourlapremere
itérationet a droite pourla deuxime). On peutbien obserer la corvergencelinéaire. Le rayon
spectralde ®'(a) vautp ~ 0.177 et p ~ 0.447 respectrement. C’estla raisonpour laquellela
premereitérationcorverge plusrapidemenguela seconde Le dessina droite montreaussique

la corvergencen’estpasnécessairememonotongpourla norme|| - ||2). Donc,le coeficient oy,
de(1.4) peutétreplusgrandquel mémesil'it érationcorverge.
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FIG. VI.1: Corvergencedesitérationg(1.6)

VI.2 Meéthodede Newton

Consiceronsle problemedela résolutiond’'un sysemed’équationsionlinéaires

f)=0 (2.2)

ou la fonction f : IR" — IR" estsuppogeétreau moinsunefois différentiable.Si z, € IR" est
uneapproximatiordela solutioncherclée,onlinéarisef () autourde z,

f(@) = f(xo) + ['(zo)(x — 20)

etoncalculele zérode cettelinéarisation Sil'on répetecetteprocdureavecla nouwelle approxi-
mation,on obtientl’algorithme suivant:
for k=0,1,2,...
calculerf(xy) et f'(zy)
flxp) Az, = — f(xy) (sysemelinéairearésoudre)
Tpp1 = Ty + Axy,
endfor

Exemple2.1 Pourune‘retraite dorée’ choisissons

1 1.000000000000000000000000000000
D) =i o—a 2 1.640754482034081470401447477894
/@) N 3 1.618055802179034869164626062955
fla) = — 1 4 1.618033988770214823947901085973
2V1+ 5 1.618033988749894848204604467361

6 1.618033988749894848204586834366

ou, un peuplusprochedenous,I’exempleoriginal de Newton (1671,voir Anal. Hist., p. 96)

2.000000000000000000000000000000
2.100000000000000000000000000000
2.094568121104185218165627782725
2.094551481698199302883823703544
2.094551481542326591496064847154
2.094551481542326591482386540579

flz)=2" -2z -5
f/(z) = 32" -2

DO W N =

Pourétudierla corvergencede la méthodede Newton, consiceronsun termede plus dansla
seriedeTaylor:

0= f(a) = f(zr) + f'(z1)(a — 21) + %f”(fk)(a —apa—z) + Oz —zl’).  (2.2)
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Sil'on soustrait
0= f(ar) + f'(zp)(Tpe1 — 1)
(définitiondex, 1), onobtientpourl’erreure;, = ;. — a laformule

CD
0= @) (=) + 21" @) ewer) + Olllesl’) = Nlewnall < = llerl

si||(f)7Y < Cet|f”|| < D, cequiexpliquela convergencefaramineusele cetteméthode.

VI.3 Meéthodede Gauss-Newton

... hatmanschonBeobachtungewon 1 odermehrernJahren . ., sohalteich denGebrauctder
DifferentialAnderung,wobeimaneinebeliebigeZahl von Beobachtungemaum Grundelegen
kann,fur dasbesteMittel. (Gausslastsentenc®f the Summarisiee Ubersicht, 1809)

Dansce paragraphegn va s’'intéressea dessyseémesnonlinéairessurcetermirés. On consicre
unefonction f : IR" — IR™ oum > n eton chercheunesolutionde f(x) = 0. Evidemment,
commeon a plusde conditionsqued’inconnuesgce problemene pos&deen géréral pasde solu-
tion. Onsecontentedoncdetrouverunvecteurz € IR" tel que

| f(x)]|2 — min. (3.2)
Si f(x) estdifférentiable la fonction F'(z) = ||f(z)||3 estaussidifférentiableet une condition
nécessair@ourquez soitun minimumlocal estd’avoir F'(z) = 0, c.-a-d.

f'@)" f(x) =0. (3.2)

Unepossibilite pourrésoudrdg3.1) estd’appliqueruneméthodetérative, parexemplela méthode
deNewton, ausyseme(3.2). Cecinécessitde calculdela deuxemedériveede f(x).

Une autre possibili estde linéariser f(x) dans(3.1) autourd’une approximationz, de la
solutionetdecalculerz; de

1/ (zo) + f'(xo) (21 — xo)[|2 — min. (3.3)
Unerépétition de cetteidéedonnel’algorithme suivant(méthodede Gauss-Neton)
for k=0,1,2,...
calculerf(xy) et f'(zy)
déterminerAzy de || f(zx) + f'(zr) Az |2 — min (moindrescariés)
Tpp1 = 2p + Ay,
endfor
PourcalculerAz; onpeutsoitrésoudrdeséquationsiormalegsectionlV.5)

(f'(x)" (@) Az = —(f'(z1))" f(a) (3.4)

soitcalculerla decompositiorQR de f/(z;) etappliquer’algorithmedela sectionlV.6.

Exemple (Identification de parametres). La fig.VI.2 montreune photographiede la Vallée
Blanche(priseil y a quelgquesanreespar le Didaskalosen personne). Ony reconndt le Col
desGrandeslorassed, Aiguille du Géant,I'Aiguille Blanchede Peterg, I'Aiguille du Tacul, le
PetitRognonet'Aiguille duMoine. La fig. V1.4 estunecopied’'une cartegéographiquele cette
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FIG. VI.2: Photographielela VValleeBlanche

TAB. VI.1: Lesdonreespourle probeme“ValleeBlanche”

k Uy o xgk) xgk) acgk)
1. Col desGrandeslorasses —0.0480  0.0290 9855 5680 3825
2. Aiguille du Géant —0.0100  0.0305 8170 5020 4013
3. Aig. Blanchede Peterg 0.0490  0.0285 2885 730 4107
4. Aiguille de Tacul —0.0190  0.0115 8900 7530 3444
5. PetitRognon 0.0600 —0.0005 5700 7025 3008
6. Aiguille duMoine 0.0125 —0.0270 8980 11120 3412
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région. Le problemeconsistea trouver la positiondela canéra,sescaracéristiquegfoyer) etles

anglesd’inclinaison.

Pourla formulationmattématiquede ce probleme,nousavonschoisidescoordoni@es(u, v)
surla photographigfig. V1.2, I'origine estau centre)et descoordon@es(z,, x, 3) Surla carte
(z repesentd’altitude). Lesvaleursmesuéespourles6 pointsreconnussontdonreesdansle

tableauvl.1.

FiG. VI.3: Projectioncentrale
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Pourfixerlesinconnuesnotonsparz la positiondu foyer d’'unecanera,et parunvecteura la
directiondevueetla distancedu plande projection.Pourfixer le plan, calculonsdeuxvecteursh
et g orthogonawentreeuxetorthogonawéa : d’abordh = a x (0,0, 1) (ainsiil esthorizontal),
puisg = a x h, lesdeuxnormali€sal:

1 1

hzi(aa‘}_al?o)i g:
VJal + a3 V(a3 + a3)(a? + af + a3)

(—Glag, —Qo0as3, G% +G§) (35)

Le vecteurw, reliantle foyer  aupointde projection,doit étreun multipledez — z :
w= ANz —17). (3.6)

Le )\ sedétermineparla condition: w — a doit étreorthogonaka :

(w—a,a) =0 = )\:M. (3.7)

(x —T,a)

Finalement|esproduitsscalairesy = w - h et 3 = w - g (voir Théoreme2 ci-dessusyontlesco-
ordonreesrecherckées.Au casou notrephotograph&’auraitpastenusacanmerahorizontalement,
on pourraitfaire suivre unerotation

()= (e s ) (5) @9)

parunanglef. Ainsi, uneimageenperspectie estdétermireepar7 parangetres: 3 poura, 3 pour
T etlpourd.

Par le ‘principium nostrum’,nousdevonschercheicesinconnuegpourque

Z((Uk — )% + (vp — 27k)2) = min ! (3.9

k=1

Ondoit doncécrireunesousroutingoour
fu(Z,a,0) = wp, — Uy forn(Z,0,0) = v — Uy,

et appliquerun algorithmequi calculeles dérivéespartiellesde f par differencedinies. Ainsi,
I'algorithme de Gauss-Neiton donne, avec desvaleursinitiales assezcrudes,apes quelques
itérationsja solution

z = 9679 y = 13139 z =4131.
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FIG. VI.4: Laregiondela ValleeBlanche

C’estal’Aiguille Verte(altitude4122)quecettephotoa été prise.

BONNES VACANCES'!




