
Chapitr e VI

MéthodesIt ératives– EquationsNon
Lin éaires

Enpratique,onestsouventconfront́eà la résolutiond’un syst̀emed’équationsnonlinéaires.C’est-
à-direpourunefonction

����� ���	� � �
�
donńee,on chercheunpoint �
� � �
� tel que

��� ��������� (0.1)

En géńeral, il n’y a pasd’algorithmefini pour trouver unesolution. On estdoncobligé d’utiliser
desméthodesitératives.

Sanshypoth̀esessuppĺementaires,on ne sait rien sur l’existenced’une solutionde (0.1). Par
exemple,pour

��� ��������� il n’y a pasdesolution,pour
��� ���������! �� il y ena uneinfinité. Mais,

le théor̀emed’inversion locale nousfournit un résultatsur l’unicit é locale: si
���#" �$�%� et si la

matricejacobienne
�'&(�)" � estinversible,il existeun voisinage* de

"
et un voisinage+ de � tels

que
�,� * � + soit bijective. Ceciimpliqueque

"
estla seulesolutionde(0.1)dansle voisinage

* de
"
.
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VI.1 Méthodedesapproximationssuccessives

D’une façon géńerale... je n’indique pasl’origine desthéor̀emesque je crois trop simples
... (S.Banach1932; Pŕeface)

On consid̀erele probl̀emedu calcul d’un point fixe de l’application - �.� ���/� � �0�
; c.-à-d.,on

cherche�
� � � � tel que
�1�2- � ���3� (1.1)

Lesprobl̀emes(0.1)et(1.1)sontéquivalentset il y abeaucoupdepossibilit́espourécrire(0.1)sous
la forme(1.1). Par exemple,on peutdéfinir - comme- � ���4�5�76 ��� ��� ou - � ���4�8�96;: ��� ���
(ici : estsoit un nombrenon-nul,soit unematricebienchoisie).
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Pourrésoudre(1.1), on sedonneuneapproximationinitiale ��< (arbitraire)et on consid̀erela
méthodeitérative

�>=@?BAC�2- � �>=D��� (1.2)

Si la suite EF�>=DG converge,disonsvers
" � � � � , et si la fonction - � ��� estcontinueen

"
, la limite

"
estunesolutionde(1.1). Maisquepeut-ondire surl’erreur?

Théorème1.1 Si - � ��� est H foiscontinûmentdifférentiableetsi
" � � ��� estunesolutionde(1.1),

l’erreur ��=4�I�>=
6 " satisfait

��=J?BA��2- & �#" ����=�KML �3N ��= NPO �3� (1.3)

Démonstration. Comme
" �;- �)" � , onobtient

��=J?BA��Q�>=J?BA�6 " ��- � �>=D��6M- �#" ����- & �)" ����=.KIL ��N ��= NPO ���
On peuttirer plusieursconclusionsdela formule(1.3):R si - & �#" � poss̀edeunevaleurpropre STA satisfaisant UVSTAJUXW Y , la composantede ��= dansla

directionduvecteurpropreZ[A va êtreagrandie– l’it érationneconvergepasvers
"
.R si touteslesvaleurspropresde - &\�)" � satisfont U]S_^3Ua`bY , on peutchoisirunenormedans

� �
�
telle quepour la normematriciellecorrespondante

N - & �#" � N `cY . Ceci et (1.3) impliquent
que,pour

N ��= N suffisammentpetit, on a
N ��=J?BA Nedgf
N ��= N où

f
estun nombreentre

N - & �)" � N
et Y . L’erreur ��= convergedoncverszéro.

Exemple.Ceuxparmivous,qui nesontpasencore‘fed up’ dunombred’or ducoursdeGéoḿetrie,
voudraientpeut-̂etreconnâıtre la valeurdel’expressionmyst́erieuse

" � YhK YhK Y�K YhKMi YjKM�@�F�lk
Eh bien,l’it ération

�>=J?BAC� i YhKm�>=�n9��<o��YXn donne YF�qp�YrpsH YF�!tutsvsw YF�!tuxsw�Y Yr�!y�YuYrw Yr�!y�Yzy�Y YF�qy�Yr{upX�F�@�
La convergencéevidentedecettesuites’expliqueparla dérivée - &\�)" �C� AOz| A\?s}	~ �s�!v�Y .

Estimation de l’err eur. (Banach1922,Thèse,� 2, Thm.6, OeuvresII, p. 330)
L’hypothèsecrucialeestque - soit unecontraction,i.e.,N �>=.6m�>=@�BA N � N - � �>=J�BA���6M- � �>=J� O � N.d8f
N �>=J�BA�6m�>=@� O N avec

f `gYr� (1.4)

En appliquantl’in égalit́edu triangleà l’identité

�>=
6 " � � �>=.6m�>=J?BA���K � �>=J?BA�6��>=J? O ��KI�@�@�
(encasdeconvergence),on obtientN �>=
6 "TN
d

f
Yh6 f

N �>=
6m�>=J�BA N � (1.5)

Exemples.Pourlesdeuxitérations

�>=J?BA� =J?BA � Y
Y KQ���qv � =

6��P�� ��>= n �>=@?BA� =J?BA � � 6��s��Y
H �

�>=� = (1.6)

la normeeuclidiennedel’erreurde
� �>=un � =�� estdessińeedansla fig. VI.1 (àgauchepourla premìere

itérationet à droitepour la deuxìeme). On peutbienobserver la convergencelinéaire. Le rayon
spectralde - & �#" � vaut � ~ ���)Yr{s{ et � ~ ���qpsps{ respectivement. C’est la raisonpour laquellela
premìereitérationconvergeplus rapidementquela seconde.Le dessinà droitemontreaussique
la convergencen’estpasnécessairementmonotone(pourla norme

N��TN O ). Donc,le coefficient
f =

de(1.4)peutêtreplusgrandque Y mêmesi l’it érationconverge.
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FIG. VI.1: Convergencedesitérations(1.6)

VI.2 MéthodedeNewton

Consid́eronsle probl̀emedela résolutiond’un syst̀emed’équationsnonlinéaires

��� ���C��� (2.1)

où la fonction
���j� �
�7� � �
�

estsuppośeeêtreaumoinsunefois différentiable.Si ��<	� � ��� est
uneapproximationdela solutioncherch́ee,on linéarise

��� ��� autourde ��<
��� ��� ~ ��� ��<J��K � & � ��<J� � ��6���<F�

etoncalculele zérodecettelinéarisation.Si l’on rép̀etecetteproćedureavecla nouvelleapproxi-
mation,onobtientl’algorithmesuivant:

for ������nsYFnFH�n@�F�@�
calculer

��� �>=�� et
�'&\� �>=D�� & � �>=D�P���>=��86 ��� �>=D� (syst̀emelinéaireà résoudre)

�>=J?BA��Q�>=
KI���>=
end for

Exemple2.1 Pourune‘retraitedoŕee’ choisissons

��� ���C�2i YhKm��6��
� & � ���C� Y

H i YhKm� 65Y
�

Y YF�q�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�u�H YF�qysps�u{stspspswuHs�svsps�uw�Yrps{s�ups��Yrpspu{sps{s{swuxupv YF�qy�Yrwu�ststsws�uH�Yr{sxs�uvspswsysxBYryspsysHuys�sysHsxututp YF�qy�Yrwu�svsvsxswuws{s{s�sHBYrpswsHsvuxsps{sxs�BYr�swstsxu{uvt YF�qy�Yrwu�svsvsxswuws{spsxswuxspswspswuHs�spsys�upspsys{svuyBYy YF�qy�Yrwu�svsvsxswuws{spsxswuxspswspswuHs�spstswuyswsvspsvuyuy
ou,un peuplusprochedenous,l’exempleoriginal deNewton (1671,voir Anal.Hist., p. 96)

��� �����I���X6MHF��6Mt� & � ���C��vF� O 6MH
�

Y�H��q�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�D�s�H H��)Yr�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�s�u�s�s�s�D�s�v H��q�sxspstuysw�YrH�YuYr�sp�YrwutsH�Yrw�YzystsysHs{u{swsHs{DHstp H��q�sxspstut�Yrpsw�Yzysxsw�Yrxuxsvs�sHswuwsvswsHsvu{s�svstDpspt H��q�sxspstut�Yrpsw�YztspsHsvsHuystsx�Yrpuxsys�syspuwsps{�Y�tspy H��q�sxspstut�Yrpsw�YztspsHsvsHuystsx�YrpuwsHsvswsyutsps�stD{sx
Pourétudierla convergencede la méthodedeNewton, consid́eronsun termede plusdansla

sériedeTaylor:

��� ���#" ��� ��� �>=���K � & � �>=�� �)" 6��>=D��K Y
H
� & & � �>=D� �)" 6��>=un " 6��>=D��KML �3N ��6��>= N � �3� (2.2)
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Si l’on soustrait
��� ��� �>=���K � & � �>=D� � �>=J?BA�6m�>=��

(définitionde �>=J?BA ), on obtientpourl’erreur ��=4�Q�>=
6 " la formule

��� � & � �>=D� � 6���=@?BAP��K��� � & & � �>=D� � ��=Dn@��=���KIL ��N ��= N � � � N ��=J?BA N.d����
H
N ��= NPO n

si
Ns�)�'& � �BA N.d � et

NF�'& &\N.d � , cequi expliquela convergencefaramineusedecetteméthode.

VI.3 MéthodedeGauss-Newton

... hatmanschonBeobachtungenvon1 odermehrernJahren����� , sohalteich denGebrauchder
Differential-Änderung,wobeimaneinebeliebigeZahl von BeobachtungenzumGrundelegen
kann,für dasbesteMittel. (Gauss,lastsentenceof theSummarischeÜbersicht, 1809)

Dansceparagraphe,on va s’intéresser̀a dessyst̀emesnonlinéairessurd́etermińes. On consid̀ere
unefonction

����� �
��� � �0 
où ¡ W£¢ et on chercheunesolutionde

��� ������� . Evidemment,
commeon a plusdeconditionsqued’inconnues,ceprobl̀emeneposs̀edeengéńeralpasdesolu-
tion. Onsecontentedoncdetrouverun vecteur�1� � � � tel que

NF��� ��� N O � ¤ �! o� (3.1)

Si
��� ��� estdifférentiable,la fonction ¥ � ���$� NF��� ��� N OO estaussidifférentiableet unecondition

nécessairepourque� soit unminimumlocalestd’avoir ¥ &\� ���C�;� , c.-à-d.

� & � ���(¦ ��� ���C�2��� (3.2)

Unepossibilit́epourrésoudre(3.1)estd’appliqueruneméthodeitérative,parexemplela méthode
deNewton,ausyst̀eme(3.2).Cecinécessitele calculdela deuxìemedérivéede

�h� ��� .
Une autrepossibilit́e est de linéariser

��� ��� dans(3.1) autourd’une approximation��< de la
solutionet decalculer�§A de

NF��� ��<@��K � & � ��<J� � �§A�6���<@� N O � ¤ �! o� (3.3)

Uneréṕetition decetteidéedonnel’algorithmesuivant(méthodedeGauss-Newton)

for ������nsYFnFH�n@�F�@�
calculer

��� �>=�� et
� & � �>=D�

déterminer���>= de
NF��� �>=¨��K �_&\� �>=������>= N O � ¤ �! (moindrescarŕes)

�>=J?BA��Q�>=
KI���>=
end for

Pourcalculer���>= onpeutsoit résoudreleséquationsnormales(sectionIV.5)

�©� & � �>=u��� ¦ � & � �>=D�P���>=��26 �#� & � �>=D��� ¦ ��� �>=�� (3.4)

soit calculerla décompositionQRde
�'&(� �>=D� etappliquerl’algorithmedela sectionIV.6.

Exemple (Identification de paramètres). La fig. VI.2 montreune photographiede la Vallée
Blanche(prise il y a quelquesanńeespar le Didaskalosen personne). On y reconnâıt le Col
desGrandesJorasses,l’Aiguille du Géant,l’Aiguille BlanchedePeterey, l’Aiguille du Tacul, le
PetitRognonet l’Aiguille du Moine. La fig. VI.4 estunecopied’unecartegéographiquedecette
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FIG. VI.2: Photographiedela ValléeBlanche

TAB. VI.1: Lesdonńeespourle probl̀eme“ValléeBlanche”

� ª«= Zu= �§¬ =J­A �§¬ =J­O �§¬ =J­�
1. Col desGrandesJorasses 6����q�spswu� ���!�uHsxs� xuwstst tsysws� vswsHst
2. Aiguille duGéant 6����q��Yr�u� ���!�uvs�st wBYr{s� ts�sHs� ps��Yrv
3. Aig. BlanchedePeterey ���q�spsxu� ���!�uHswst Huwswst {svs� p�Yr�s{
4. Aiguille deTacul 6����q��Yrxu� ���!�BYsYrt wuxs�s� {stsvs� vspspsp
5. PetitRognon ���q�sys�u� 6����!�u�s�st tu{s�s� {s�sHst vs�s�sw
6. Aiguille duMoine ���q��YrHut 6����!�uHs{s� wuxsws� YsYsYrHs� vsp�YrH

région.Le probl̀emeconsistèa trouver la positiondela caḿera,sescaract́eristiques(foyer) et les
anglesd’inclinaison.

Pourla formulationmath́ematiquedeceprobl̀eme,nousavonschoisidescoordonńees
� ª§nPZ>�

sur la photographie(fig. VI.2, l’origine estaucentre)et descoordonńees
� �§A�nP� O n®� � � sur la carte

( ¯ repŕesentel’altitude). Les valeursmesuŕeespour les y pointsreconnussontdonńeesdansle
tableauVI.1.

�

�

"
°

±

²� ªhAPnPª O �

FIG. VI.3: Projectioncentrale
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Pourfixer les inconnues, notonspar � la positiondu foyerd’unecaḿera,etparunvecteur
"

la
directiondevueet la distancedu plandeprojection.Pourfixer le plan,calculonsdeuxvecteurs

±
et ² orthogonauxentreeuxet orthogonaux̀a

"
: d’abord

± � "´³M� �snF��n�Yr� (ainsi il esthorizontal),
puis ² � "�³ ±

, lesdeuxnormaliśesà1 :

± � Y" O A K " OO
�#" O nF6 " A�nF�u�3n ² � Y�)" O A K " OO � �)" O A K " OO K " O� �

� 6 " A " � n@6
" O " � n

"JO A K "¨OO �3� (3.5)

Le vecteur° , reliantle foyer � aupointdeprojection,doit êtreun multiplede ��6 � :

° �2S � ��6 ���j� (3.6)

Le S sedétermineparla condition: ° 6 " doit êtreorthogonal̀a
"

:

µ ° 6 " n "a¶ �2� � S��
µ " n "a¶µ ��6 �·n "a¶ � (3.7)

Finalement,lesproduitsscalaires
f � ° � ± et ¸¹� ° � ² (voir Théor̀eme2 ci-dessus)sontlesco-

ordonńeesrecherch́ees.Au casoù notrephotographen’auraitpastenusacaḿerahorizontalement,
on pourraitfairesuivreunerotation

ª
Z � ºr» ��¼ 6��P�� o¼

�P�� �¼ ºF» ��¼
f
¸ � (3.8)

parunangle¼ . Ainsi, uneimageenperspectiveestdétermińeepar7 param̀etres: 3 pour
"
, 3 pour

� et 1 pour ¼ .
Par le ‘principium nostrum’,nousdevonscherchercesinconnuespourque

½
=J¾BA

� ªT=�6 ªT=�� O K � Zu=
6 Zu=D� O � ¤ �! ¹¿ (3.9)

On doit doncécrireunesousroutinepour

� = � �·n " nF¼D���IªT=�6 ªT=on � ½ ?s= � �·n " n@¼��C�QZu=
6 Zs=�n

et appliquerun algorithmequi calculeles dérivéespartiellesde
�

par différencesfinies. Ainsi,
l’algorithme de Gauss-Newton donne,avec des valeursinitiales assezcrudes,apr̀es quelques
itérations,la solution

�,�2xsys{sx � �gYrv�Yrvsx ¯��;p�Yrv�Yr�
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FIG. VI.4: La region dela ValléeBlanche

C’està l’Aiguille Verte(altitude4122)quecettephotoa ét́eprise.

BONNESVACANCES !


