Questionnaire

Questions pour examens de Gťeomťetrie I, sem. ťetťe. Priffiere de cocher les 5-6 sujets les plus dif^ciles (d+), les moins dif^ciles (d-), les plus intťeressants (i+) et les moins intťeressants (i-).

II.1. Expliquer les principes de la gťeomťetrie de Descartes (somme, diffťerence, produit, division et racine transformťes en constructions gťeomťetriques). Application ffia un thťeorffieme de Fermat concernant un demi-cercle et un rectangle de largeur √ 2 attachťe.

II.1. Expliquer les principes de la gťeomťetrie de Descartes (somme, diffťerence, produit, division et racine transformťes en constructions gťeomťetriques). Application au calcul de l’aire d’un quadrilatffiere inscrit dans un cercle (Euler 1750).

II.1. Expliquer les principes de la gťeomťetrie de Descartes (somme, diffťerence, produit, division et racine transformťes en constructions gťeomťetriques). Application au problffieme de Cramer-Castillon concernant un polygone inscrit dans un cercle dont les cĹotťes doivent passer par des points donnťes.

II.1. Expliquer les principes de la gťeomťetrie de Descartes (somme, diffťerence, produit, division et racine transformťes en constructions gťeomťetriques). Application au problffieme des angles aux foyers pour un billard dans une ellipse et le ‘most elementary theorem’ d’Urquhart.

II.1. ťEquation d’une droite en coordonnťees cartesiennes pour les trois cas : (1) la pente et l’ordonnťee ffia l’origine q sont connues, (2) la pente et un point P_0 sont connus, (3) deux points P_0 et P_1 sont connus. Formule pour la distance d’un point donnťe d’une droite donnťee.

II.1. Montrer le Lemme disant que toute construction par rffiegle et compas correspond ffia une composition d’opťerations rationnelles et de racines carrťees ; et vice versa. ffiA quoi sert ce Lemme plus tard ?

II.1. Esquisser la marche gťenťerale de la solution du problffieme de Pappus par la gťeomťetrie de Descartes. En dťetail : Formule pour la distance d’un point donnťe d’une droite donnťee. Application au problffieme de Pappus concernant trois ou quatre droites donnťes offiu on cherche le lieu gťeomťetrique de tous les points P pour lesquels P A · P B = P C^2 ou P A · P B = P C · P D . ffiA quelle formule gťenťerale mffieme ce problffieme ?

II.1. Expliquer le calcul de la polaire d’un point ffia une ellipse et ses propriťetťes pour le trois cas : (1) le point P_0 se trouve sur l’ellipse ; (2) le point P_0 se trouve ffia l’extťerieur de l’ellipse ; (3) le point P_0 se trouve ffia l’intťerieur de l’ellipse.

II.1. Montrer que^{a2}_{u2} +^{b2}_{v2} = 1 est la condition de contact d’une droite^x_u +^y_v = 1 ffia l’ellipse^{x2}_{a2} +^{y2}_{b2} = 1. En dťeduire la condition de contact pour une droite y = px + q et pour y − y_0 = p · (x − x_0). Que peut on conclure sur le lieu gťeomťetrique des points depuis lesquels une ellipse est vue sous un angle droit ?

II.1. Soient P et Q deux points sur les tangentes des sommets des grands axes d’une ellipse, respectivement, et F un foyer. Donner et dťemontrer une condition pour que la droite (P Q) est tangente ffia l’ellipse.

II.2. Expliquer les propriťetťes des nombres complexes, la signi^cation gťeomťetrique de la multiplication, la fonction exponentielle (formule d’Euler) et de la racine carrťee.

II.2. Expliquer la mťethode de Vandermonde et Gauss pour le calcul et la construction des racines 5-iffiemes de l’unitťe et la construction par rffiegle et compas du pentagone.

II.2. Expliquer la mťethode de Vandermonde et Gauss pour le calcul et la construction des racines 7-iffiemes de l’unitťe et lťequation qu’il fallait rťesoudre pour la construction du heptagone.

II.2. Expliquer comment le jeune Gauss est parvenu ffia montrer que le 17-gone rťegulier peut Ĺetre construit par rffiegle et compas.

II.2. Montrer que le heptagone, i.e., la solution de η^3 + η^2 − 2η − 1 = 0 ne peut pas Ĺetre effectuťee par rffiegle et compas.

II.2. Montrer que la trisection de l’angle et la duplication du cube ne peuvent pas Ĺetre effectuťees par rffiegle et compas.

II.3. Expliquer la naissance de la notation vectorielle (Grassmann, Hamilton, Heaviside, Gibbs), somme, produit avec un scalaire, et diffťerence de vecteurs, signi^cation gťeomťetrique.

II.3. Premiffieres applications des vecteurs : droite passant par deux points, le Thťeorffieme de Varignon.

II.3. Premiffieres applications des vecteurs : plan passant par trois points ; ťequation paramťetrique, coordonnťees barycentriques.

II.3. Aires et volumes ; ťetant donnťes deux (ou trois) vecteurs a, b (, c) dans R^2

(ou R^3 ), dťeterminer l’aire (le volume) du parallťelťepipffiede engendrťe par ces

vecteurs.

II.3. Norme et produit scalaire : dťemontrer la signi^cation gťeomťetrique du produit scalaire, orthogonalitťe, projection orthogonale d’un poit sur un vecteur normťe.

II.3. Norme et produit scalaire : ťequation cartťesienne d’un plan, distance d’un point ffia un plan, angle entre deux plans.

II.3. ťEtant donnťes deux vecteurs a et b, trouver un vecteur x orthogonal sur a et b. En dťeduire le produit vectoriel. Calculer ensuite le produit mixte (a × b) · c. Quel est le rťesultat ? Utiliser le rťesultat pour dťeterminer la norme du produit extťerieur.

II.3. ťEtant donnťe un point ex, reprťesentant l’oeil d’un artiste ou le foyer d’une camťera, et un vecteur a, la direction de vue et la distance du plan de projection, calculer pour chaque objet spatial en position x, les coordonnťees u_1, u_2 de l’image par projection centrale. Comment ces formules permettent de ŞcorrigerŤ des dessins artistiques ?

II.4. Montrer comment un changement de coordonnťees correspond ffia une multiplications des coordonnťees par une matrice. Que signi^ent les colonnes de cette matrice ?

II.4. Montrer comment une application linťeaire correspond ffia une multiplications des coordonnťees par une matrice. Que signi^ent les colonnes de cette matrice ?

II.4. Expliquer les formules pour la rotation des coordonnťees et pour une translation ? Lesquelles sont des applications linťeaires et lequelles ne le sont pas ?

II.4. Applications linťeaires : signi^cation gťeomťetrique et algťebrique de la composition de deux applications et de l’application rťeciproque.

II.4. Relation entre la matrice d’une application linťeaire et du dťeterminant de sa matrice. Consťequences sur le dťeterminant det(A^t) et det(BA).

II.4. Caractťeriser les applications linťeaires α : R^n → R^n avec y = Qx, qui prťeservent les distances et les angles. Donner 5 propriťetťes ťequivalentes.

II.4. Caractťeriser les applications orthogonales ffia l’aide d’une matrice antisymťetrique (Cayley). Application : trouver toutes les matrices orthogonales dans R^2 .

II.4. Utiliser la caractťerisation de Cayley Q = (I + A)(I − A)�^1 (A une matrice antisymťetrique), pour trouver toutes les applications orthogonales dans R^3 ffia det Q = 1 et leur signi^cation gťeomťetrique (Th. d’Euler).

II.4. Trouver la formule pour la rťe~exion du point x par rapport au plan orthogonal ffia un vecteur normalisťe n. Montrer que la composition de deux rťe~exions, dont les miroirs forment un angle α entre eux, est une rotation par un angle 2α.

II.4. Formes quadratiques : montrer comment on ťecrit la forme gťenťerale pour une conique ax^2_1 + 2bx_1x_2 + cx^2 + 2dx_1 + 2ex_2 + g = 0 comme un produit matriciel et comment on ťelimine les termes linťeaires par une translation. Exemple 36x^2_1 − 24x_1x_2 + 29x^2 + 120x_1 − 290x_2 + 545 = 0.

II.4. Formes quadratiques : expliquer leur diagonalisation par une matrice orthogonale composťee par les vecteurs propres de A. Exemple 36x^2_1 − 24x_1x_2 + 29x2 = 180. Que faire dans trois dimensions ?

III.1. Expliquer le Lemme PP (sur la projection perspective) et le Lemme PP’ de Poncelet sur la transformation d’une ellipse sur un cercle et d’une droite donnťee ffia l’in^ni.

III.1. Appliquer le Lemme PP ffia la dťemonstration du Thťeorffieme de Pappus. III.1. Appliquer le Lemme PP ffia la dťemonstration du Thťeorffieme de Desargues. III.1. Appliquer le Lemme PP’ ffia la dťemonstration du Thťeorffieme de Pascal. III.1. Appliquer le Lemme PP’ ffia la dťemonstration du Thťeorffieme de Brianchon. III.1. Appliquer le Lemme PP ffia la dťemonstration du ŞGrand Thťeorffieme de PonceletŤ pour le cas n = 4.

III.1. Caractťeriser les transformations projectives en coordonnťees af^nes et en coordonnťees homogffienes. Signi^cation topologique de la droite projective.

III.1. Expliquer le birapport et son invariance par rapport aux transformations projectives (deux preuves).

III.1. Expliquer les diverses caractťerisations des points harmoniques. III.1. Expliquer le plan projectif, coordonnťees de Plĺucker, coordonnťees homogffienes et propriťetťe topologique (non orientabilitťe) du plan projectif.