UNIVERSITE
DE GENEVE

FACULTE DES SCIENCES

Cours donné par

Andréy BYTSKO

Analyse réelle

1/ 74



Table des matiéres

1 Introduction . . . . . . . L 3
2 Formes linéaires . . . . . . . . . . . 6
3 Fonctions continues . . . . . . . . .. L Lo 8
4 Fonctions implicites . . . . . . . . ... 16
5  Gradient et dérivée directionnelle . . . . . . . . ..o 23
6  Extrema d’une fonction . . . . . ... Lo 27
7 Multiplicateurs de Lagrange . . . . . . . . . . . . ... Lo 29
8 Les 1-formes différentielles . . . . . . . . . . ..o 34
9 Formes exactes . . . . . . . . . 37

9.1 Intégrales curvilignes . . . . . . .. ..o 41
10 La formule de Green-Riemann . . . . . . . . .. ... ... L. 45
11 Formes linéaire alternées . . . . . . . . . . . L 52
12 Les p-formes différentielles . . . . . . . . . . .. 58
13 Dérivée extérieure . . . . . . . ..o 59
14  Formes exactes et fermées . . . . . . ... 61
15 Champs de vecteurs. . . . . . . . . . . . . 63
16 Champs de vecteurs dans R® . . . . . . . . . ..., 66
17 Tiréen arri€re . . . . . . . . Lo 69

2/ 74



Analyse réelle

Unige

1 Introduction
Thémes abordés dans le cours :

e Fonctions a plusieurs variables
e Formes différentielles

e Intégrales curvilignes et intégrales de surface

Remarque

Si V' est un espace vectoriel, sur R, alors (ax + fy) € V Vx,y € V et a, f € R (+ propriétés).

Par exemple : a- (z+y)=a-z+a-y

Exemple

V=R"V3z= (21, - ,2,) = > wie; ou e; = (0, -

=1

ey, - -+ e, forment une base de R™ (la base canonique)

Exemple

V' = Mat(n,R) les matrices carrées réelles n x n :

air a2
n
VA= lay ayp ---|= 2 a;boukE;=
i=1, j=1
Ei1, Eqs - - - forment une base de V
Définition
Une norme sur un Espace Vectoriel est une application || - || : V — R, tel que :

o 1) |la-z||=|a|||z|| Ve eR, z €V
 2) [lz +yll <llzll + |yl Vo, y € V
e 3)||lz|]|=0<2=0
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Exemples

o V=R"z=> z,

=1

n

||| = Z 2? la norme euclidienne.
i=1

n
E a;z?, a; > 0 une norme
i—1

[ ]
=l
I

n
l|z|]| = > ailz;|, a; > 0 une norme sur R™
i=1

V = Mat(n,R)
tr(A) = > ay et [tr(A)| n’est pas une norme.
i=1

V/ [tr(A?)] pas une norme non plus. A = 0100, A carré = 0000

Al = Vir(A- AY) =

C’est la norme de Frobening.

Définition
Un Espace Normé (Vm|| - ||) est un Espace Vectoriel muni d’une norme || - ||
Définition

Soit (V.|| - ||) un Espace Normé. Alors :

e 1) On note B,(6) = {y € V|||z — y|| < 6} la boule ouverte de centre z et de rayon 4.

e 2) U C V est un ouvert si pour tout x € U il existe § > 0 tel que B,(d) C U

Dessin
e 3) U CV est un fermé si V\U = {z € V|z U} est un ouvert.

e 4) U C V est borné sil existe 6 > 0 tel que U C By(9)

Dessin
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Exemples
V=R
e (0,1) est une ouvert
e [0,1] est un fermé car R\[0, 1] = (—o00,0) U (1,00) est un ouvert.
e (0,1] est un ouvert ni fermé.
V = R?

o U={(x1,25) C V{xl > 0,25 > 0} un ouvert. On ne prend aucun des bords :

o U= {(x1,29) € V‘xl > 0,29 > 0} un fermé. On prend le bord sur 'axe des ordonnées et le

bord sur I'axe des abscisses (en rouge )

o U ={(z1,x9) € V‘xl > 0,22 > 0} ni ouvert ni fermé. car un des bords est ouvert et I'autre

est fermé. (le bord fermé est noté en rouge )

Définition
Un produit scalaire sur un Espace Vectoriel est une application (-,-) : V' x V' — R tel que :
o (a-z,y)=(r,a-y)=a - (z,y) Va eR, z,y eV
(x+y,2)=(z,2) +(y,2) Vo,y,z € V
Les deux premiéres propriétés définissent une forme bilinéaire.
(r,y+2) = (2,2) + (z,9)
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o (v,y)=(yx) Yo,y eV
o (z,z)>0ect (z,2) =0 2=0
Exemples
o V=R"x=) mej,y=) ye;
=1 i=1

=1

a;z;y; ol a; > 0
1

o V=R"(1y) =

n
1=

e V = Mat(n,R)
(A, B) = tr(AB") = Y(ABY)s = 3 32 (A) (B = 32 ausby

i=1 i=1j=1 ij=1

2 Formes linéaires
Définition
Soit V' un Espace Vectoriel sur R :

e 1) Une forme linéaire sur V est une application ¢ : V — R tel que ¢(a-x+ 5 -y) =
Oé(b(x)—i_ﬁ(b(y) va?ﬂ ER) Vﬂ%y eV

e 2) L’ensemble des formes linéaires sur V, noté V*, est 'espace dual de V

Exemples
e V =R" définissons ¢ par : ¢(x) = x1 + 2x9 + - -+ + nx,, alors ¢ € V*
o V=»Ma(nR)AecV:
¢(A) = det(A) n’est pas une forme linéaire.
¢(A) = tr(A) est une forme linéaire. ¢ € V*

#(A) = tr(A?) n’est pas une forme linéaire.
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Théoréme 1

Soit V' un Espace Vectoriel, dim (V') < co. Alors :

1) V et V* sont isomorphes (comme espaces vectoriels)
2) dim(V* = dim(V)

e 3) Si V est muni d’un produit scalaire, alors pour tout ¢ € V*, il existe un unique v € V*

tel que ¢(x) = (z,v) pour tout x € V

Démonstration

Soit e, -+ , e, une base de V.

1) Il faut montrer qu'’il existe une bijection linéaire V' <— V* :

V — V* : pour v € V, définissons ¢ € V* par ¢(z) = illez

V* — V : pour ¢ € V*, posons V = (¢(ey), - - ,gb(en))_
V—V"—V:iv—0¢—0=(¢e1), - ,0(en) = (v, ,v,) =

Donc, on a une bijection et donc un isomorphisme entre V' et V*
e 2)1) = 2)

1sii=j
3) Soit ey, - , e, une base orthonormée de V', c’est a dire (e;, e;) = d;; =
0 sinon

n
Soit ¢ € V* x = > w;e;, alors :
,L'_
n

6(x) = (L ) = 3 mole) = Rlwnedole) = (@3 o(e)e)) = (w.v) Vo € V
Vx

Unicité : Si ¢(z) = (x,v) = (x,u)

— (z,v—u)=0 = (v—u,z)=0 = prenonsr=v—u, v—u=0 = u="v
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3 Fonctions continues
Définition
Soit (V|| -]|) un espace normé. Soit U C V :

e 1) Une fonction f : U — R est continue en = € U si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

l'on ait |f(y) — f(x)| < € pour tout y € B,(d)
e 2) Une fonction f : U — R est continue sur U si f est continue en tout x € U

e 3) L’ensemble des fonctions continues sur U est noté C'(U).

Exemples
o V=NR%z=(11,29)

f(x) = 221 - 2, 70 = (0,0), alors [ f(z) — f(zo)| = 21| - [w2] < |21]* + [a]* = [[2]]* = 0,

[|z[] =0

= |f(x) — f(zo)| < esix € B,8Ve=90)

Exemple

V =R, zy=(0,0)

x18in(xs)
f(@) = bl a3

0sixz=xg

si x # xg

|sin(z)| < |x| :

Dessin
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x18in(y) |1 || 22| |1
x) — flxo)| = = e < we| — 0
Donc f € C(R?)
Exemple
V =R2 zy=(0,0)
(
0six=wxg
fla) = 0'si @ = —,3 = 0
2$1$2 - 81T = n7$2 -
2 2 1 1
x1+$2 1Sil'1:—,l'2:—
\ n n

D

Zo

Donc f n’est pas continue en x

J € C(RA\{(0,0)})
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Dérivée d’une intégrale (Rappel)

Soit I C R un intervalle ouvert. Soit g € C(I). Soit f(z) = / g(s)ds, ou a,x € I. Alors

f'(x) = g()
Soit f(x) = / g(s)ds, ou b,z € I
o, 1(0) = (= [ g(s1as) = 900
b
Soit I C R un intervalle ouvert.

Soit b : J — I une fonction différentiable.
b(x) b

smfmzjjg@wzwmwwwwz/gwm
Donc f'(x) = @} |p=p@)V'(x) = g(b(x)) - V' ()

Soit a : J — I une fonction différentiable.

b
ﬂwzl@mwm
Alors f/(z) = —g(a(x)) - d/(x)

Lemme 1

(z)
Soit f(z) = /b g(s)ds.

c b(x)
.Mmsf@%=</ g@m3+/“ mg&ﬁzzmmw>wmw—gmwnwmm

Exemple

f(x) = 5@ cos(z) — e«*@)* (—sin(z))

Dérivées partielles

Soit U C R™ un ouvert. Soit f : U — R une fonction :

0
e a) La dérivée partielle de f par rapport a x; en x € U est : 5 (x) = PH(]) —(f(a:l, e
€T; —

e my) — fla, oo g, 7$n>> :hm%(f(x—i—t'ei)—f(x))

t—0

e b) On dit que f € CY(U) (f est de classe C* sur U si

8%
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Exemple

R2, f(x) = (sin(z1), (cos(xs))

Alors gi (x) = cos(x1)cos(xs)

g—qi(x) = —sin(xy)sin(zs)
Exemple

f(@) = w1z

88—51(0,0) =0 car f(z1,0) = 0V,

Mais pour z; # 0, g—a‘i(x) = %{’/%

= pr n’est pas continue en zy = (0,0)
Remarque

Soit U C R un ouvert. Soit f : U — R une fonction.

1
Sienx € U, la dérivée f'(x) existe, alors f est continue en x car f'(z) = Pn% ;(f(a:+t) — f(x))
—

Remarque

Soit U C R™ un ouvert.
Soit f : U — R une fonction.
. 0 . .
Sien xzy € U, —f(ajz), existe pour tout i = 1,--- | n.

al’i

Alors f n’est pas forcément continue en xy.

Exemple
0sizy,29=0
f(x) = 1
sinon
af T1X2 af
Al 0,0) ==—-(0,0)=0
ors (9902-( ,0) 8x2( ,0)
—1
Mais si x1, 22 # 0, alors 8_m1($) = 222

Théoréme 2
Soit U C R™ un ouvert, Si f € CY(U), alors f € C(U)

11/ 74



Analyse réelle

Unige
Lemme : Théoréme des accroissements finis
Soit f € C([a.b]). Si f est dérivable sur (a,b), alors il existe ¢ € (a,b) tel que
f) = fla) = (b—a)- f'(c)
Preuve du théoréme 2
n = 1 trivial
n =2 Solent a = (a1, a2),x = (x1,x2) € U
f(z1,m2) — flar,a2) = f(21,22) — fla,21) + fa,21) + f(a1,a2) =
(33'1 — al)g—i(cl,xg) + (%2 — a2)a_],‘2<a1’02) ;Z 0
ou ¢; € (ay, 1) et ¢z € (az, )
Théoréme 3
Soit U C R2. Soit [a,b] X [¢,d] C U.
Soit g € C(U) une fonction tel que 8879 e C(U).
2
b
Soient f(z) = / g(s,x)ds
)
Alors f'(x) :/a %(s,x)ds
Preuve
b b x ag
r0) = [ atsonas= ([ P ats.0)) as
Prenons a € [c,d] :
Par le Théoréme de Fubini :
x b b
= / </ @(s,t)ds> dt +/ g(s,x)ds
(0% a at a
b
0
= f'(2) :/ —g(s,x)ds+0
. Ot
O
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Exemple
in(3) et
f(z) = / Tdt
In(2)
In(3) tett In(3) 1 In(3)
fl(x) = / ¢ dt = / etdt = —e™*
@)t n(2) T (@)

f:U%R,ﬁpouri:1,~-,n
ﬁxi

Définition

1
oz

Soit U C R™ un ouvert. Soit f : U — R une fonction.

e a) Les dérivées partielles de f d’ordre 2 sont les fonctions

1,---.,n

e b) On dit que f € C?(U) (= f est de classe C? sur (U)) si

Remarque

feC*(U) = feCYU) = fe€C(U) Par le théoréme 2.

Exemple

f(z1,x0) = 21 - sin(xg)

(x1 - cos(x2)) = cos(x2)

(sin(x3))) = cos(x2)

L sinte)
afﬂl = S1N(T2
9 ot
a{[‘2 = T1 * COS\To
of 0
81‘18:62 N (9:101
of 0
6@8% N 81’2
oer
oxr?
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0*f ,
922 = —x1 - sin(xq)
0*f 0 af
Tl I T .

une fonction & une variable x1

Exemple

flxy, 1) = /22 + 2}

0*f
0x1079 (0,0):
Fixons z; # 0 :
4 3
D R
8x2 xo=0 2 xl + .'L'2 xro=0
Fixons z; = 0, on a f(0,x3) = 23
of _ 0 _
a562(0,0)_ s (3) _0._.0
of B of B
Donc a—xz(ml,()) =0 = 971975 (0,0)=0
0*f
0
8x28x1 (07 )
Fixons x5 # 0
of 21y
——(0,29) = ——x= =0
o " s

Fixons 23 = 0. On a f(z1,0) = |x4|

0
G_xfg<x1’ 0) n’existe pas
x1=0
o2
— 8x25fx1 (0,0) n’existe pas
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Théoréme 4(Schwarz)
*f  O*f
8l'ial'j N 83:]8371

Soit U C R™ un ouvert. Si f € C*(U), alors pour tout 7,5 =1,---,n

Preuve

Considérons le cas n = 2 ( car toutes les autres variables sont constantes).

0% f 0*f
Posons F($1,$2> = 01101 N 01901,

Supposons qu'il existe xg € U tel que F(zq) # 0

F e C(U) = il existe un carré [a,b] x [c,d] = I C R? tel que F(z) > 0Vz € 1
F(%O) >0 b
Rappelons/ f(x)dx = f(b) — f(a)

2 2
0 f dfCld.I'Q — 0 f
1 011075 1 01901

L)oo [ (] (3o

d a a b @ E)
= /C <a—£(b, To) — a—i(a,xz)) dzy — /a (a—i(ﬂﬂhd) - a_gl(f‘fbc)) dz;

dxldl'g

0< /F(:Cl,l'g)dxldl'g =
I

= f(b,d) — f(b.c) — f(a,d) + f(a,c) — f(b.d) + f(a,d) + f(b,c) — f(a,c) = 0 Contradicitino
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4 Fonctions implicites
Définition

Soient U C R", f € C(U). Soit ¢ € R une constante. L’ensemble {z € U|f(x) = ¢} est une

ligne ou la surface de niveau de f

Exemple

flxy,m5) = 2% + 23

f@)=c>0
Co
\1
e Au voisinage de ,onazy=+/1—1}
e Au voisinage de (0,—1), on a xg = —y/1 — 2%

e Au voisinage de (1,0), on a x5 n’est pas une fonction de x4
F=xl+22-1
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Définition

On dit que I'équation F(zq,--- ,2,4+1) = 0 est une fonctions implicite si elle définit (localement
au voisinage d’un point) z,1 en fonction de 1, -+, x,
Exemple

F(x1,19) = 216" + 29€™

F(z1,x9) = 0 au voisinage de (0,0)

a

. € . .
Fixons 21 = a > 0, alors F(x1,25) = 0 <= €™ = ——uxy Il existe une solution
a
. et
Fixons 1 = a < 0, alors F(x1,15) =0 <= e = ——x5 > 0
a

— il existe une solution x-
Image

Donc il existe § > 0 et une fonction f tel que x5 = f(x1) au voisinage de (0,0).

Théoréme 5(de fonctions implicites)

Soient U C R™"! un ouvert et F € C*(U).

Soit @ = (a1, -+ ,an,apy1) un point tel que F(a) = 0 et on a (a) # 0. Alors il
Tni1

existe 6 > 0 et une fonction & n variables f € C' (B, o)) telle que f(ay, -+, a,) = @41 et

F(xy,--- ,an, f(x1, - ,2,)) = 0 pour tout (z1, - ,2n) € Bay, - an)

)
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Preuve

—F A }

]/

L f . ;|

Considérons le cas R?. Alors F(x1,22), a = (a1, az) € R? tel que F(a) = F(ay,a2) =0

OF OF
Soit 3_:1;2(a) > 0, P est continue. ,
F
= il existe un carré I = [a; — 3,01 + B] X [az — B,as + B] C R? tel que F sixz el
o)

= Fl(aj,a2+6) >0

oF

F(ai,a9) =0, Frake Osur I = F(aj,a2 — ) <0
T2

— il existe 0 > 0 tel que :

F(.T]_,&Q"’/B) >0V, € [(Il —5,@1 +5]
F(:L’l,az —5) < 0Vz; € [CLl —(5,(11 +5]

F
g—x2>OSurl

Fixons x4, alors il existe y € [ay — 3, as + (] tel que F(xq1,y) =0
Définissons f par f(x) =y
Alors F(xq, f(z1)) =0 et f(a1) =ay; = f existe.

Il faut encore montrer que cette fonction est de classe C'. Montrons qu’elle est continue car

continue = (!

(x1, f(x1)) C I <= w1 € [ = fran + ]
15 1
Ty € [a2_67a2+5]

Prenons  — 0. Alors x1 — a1 et f(x1) = ay = f(a1) = f est continue en x; = a;.
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Soit a' = (a}, a}) sur le graphe de F' dans [
= Fdha) = Pla f(ah) = 0 et (/) >0
On peut répéter la considération = f est continue en x; = a}
la—d,a+06] = flx1), f(@1) € [az — B, a2 + F]
O = F(z, f ( )) F(zy, f(a1)) = F(fﬁhf(f%?— (21, f(21)) + F(@1, f(21)) — F(a1, f(21))
= (M — ) (017 (21)) + (f(21) = f(@1)) 5~ (@1, ¢2) (%)
2
et ¢ € (f(21), f(a1))

Prenons z,x €

ou ¢ € (z, :L‘l)

oF
— f’(ajl) = lim M (*:) ~ lim aé}iﬁj(a?l))
o Ty — I F1 T, -
8_332(%7 Ca)
or
_ ax1 ($1’ f(xl»
oFr

8_332(%7]((951))

= [’ existe et f’ est une fonction continue. == f’ € C! (car c’est une composition de

fonctions continues)

Remarque

Soit a € U tel que F(a) = 0, mais = 0 n’implique pas que f n’existe pas.

aanrl
Exemple
oF
Flx) =2, — 23,0 = —(a) =
(x) =21 — 25,0 = (0,0), 972 (@) =0
mais Fl(z) =0 = zof(21) = /11
Remarque
oF
%(al,az)
1= a, fla) =ay = f'(a1) = _aFl—
8—1;2(&1,@2)
Exemple

F(x1,29) = 23 + 2129 + 23 — cos(x + x2)

%E( 1), F(x) =0,F(a) =0 -
aml( x) = 2wy + T2 + sin(zy + x2), —
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OF .

—(x) = 21 4+ 229 + sin(xy + x2) = —1

8332 1

= 3f tel que x9 = f(x1) au voisinage de a. f(a1) = —1, f'(a1) = - = 1
OF

F(zy, -+ ,xp,xp1) = 0,a = (ag,- -+ ,an,anq1) tel que F(a) = O,a—(a) #0 = df tel
Tn+1

que Tp1 = f(x1,-+ ,2,) ou Fxy, -+, zp, f(z1, -+ ,2,)) = 0 au voisinage de a.

:> O:F(xl’... ;xiv"' 7xn7f(aj1’... 7377:7... ,I’n))—F(ZL'l,"' ’fl’... ;anf(l‘17"' ’x17... ’mn))if):F

F(xl>"' 71717"' 7xnaf($l7"' 7§% 7$n)>
af 891;-(:“"“ 7xn7f(xl>“'axn))
- (xl>"'axn):_ <
o O (re s F - 2)
aan 1, s my 1 s n
0F< )
0 Bz
- f(alv"' Ja’n) = Qpt1 €t 8_52(@1’“. ,(In) = _a?—@
axn—i—l
Exemple
F(z) = 23 — 23 + 23 — 10003
F(z) =0 au voisinage de a = (1,1,1)
oF 9 OF 9 oF 5
B — = — B — = — — B — :4 —
o (x) = 3] — wow3, o (x) 3" — x1x3 o (x) = dxy — 2129
OF OF oF
(9.%1 (a 39[:2 (a) 8%3 (a) 3
0 2 0 —4 4
— Jf tel que x3 = f(21,x2) tel que f(1,1) =1, a—gl(l, 1,1) = ~3 8_:{2(1’ Ll)=——= 3

Exemple (Théoréme)

Soit F(ay, -+ ,an, o) =2"+a" '+ +a,_17 + ay,

Soit U C R™ un ouvert tel que toutes les fonctions de F' sont simples. Alors chaque racine de

F est une fonction de classe C* de ay,--- , an
Définition
Soit = « une racine simple de F', F(ay, - ,ap,a) =0

= (Théoréme de Bézout) F(z) = (z — a) - Q(x), ou Q(«) # 0 un polynome.
OF
= Lo+ @
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OF
%(alv T 7an7I) = Q(Of) 7é 0
=—> Théoréme des fonctions implicites.
3f tel que a = f(ay, -+ ,a,) ou f € CYU)
0
Exemple
V =R}
Fi(x) = 23 + 23 — 2, Fy(z) = 23 + 23 — 22
Fi(x) = 0 est un cylindre et Fy(x) est une cone.
On peut réécrire les deux équations comme :
1
3+ ai=2 xgziwl—éx%
— 1
T3 — a2 = —a? T3 ==+ 1—|—§x%
Au voisinage du point a = (0,1, —1) :
/ 1
To = 1-— —[L‘%
- % qui sont des fonctions explicites.
r3=4/1+ §x%
Théoréme 6 (des fonctions implicites générales)
Soit U C R™* un ouvert. Soient F,--- ,F, € CP(U) avec p > 1
Soit a = (a1, ,Gn,Api1,- " yanyx) € U un point tel que Fi(a) = 0Vi = 1,--- k et
OF; OF, (@)
a PR a
O0xp i1 OTpi1
det : - : £ 00
OF OF,
—(a) -+ o——(a)
axn-}—k 8l‘n+k
Alors, il existe § > 0, et des fonctions fi,--- , f, € CP(B(a,, an)(9)) tel que fi(ar, -+ ,an) =
i Vi=1,--- ketona Fj(xy, - ,zn, fi(zy, - xn), -, felxy, - ,2,) =0Vi=1,--- ket
pour tout (z1,- -+ ,2n) € B(ay . an)(9)
Exemple
V =R}

Fy(x) =23 + 23 — 2, Fy(z) = 23 + 23 — 22
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oF, 0F;
8:152 8373 2%2 21_3
det = det = —8xox3
8F2 8F2 QIQ —2I3
Dy Oy
Remarque :
Fi(z)=122-2=0
x3 =20 pas possible.
Fy(z)=a3423=0
= au voisinage de a = (a1,as,a3),as # 0, il existe fi, fo de classe C™ tel que xo =

f1($1), T3 = f2($2)
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5 Gradient et dérivée directionnelle
Définition

Soit x € R™. L’espace tangent a x, noté T' x R", est I’ensemble des vecteurs dont ’'origine est

Remarque

T xR"~R"

Dessin

Définition

Soit U C R™ un ouvert. Soit « € U. Soit f : U — R une fonction. Alors le gradient de f en x

0 0
est (grad f(z) = <8—3{1(w), e ,%(x)) eT xR”
Exemple
R? :

f(x) = 2122, grad f(z) = (22, 2212)
grad f(1,1) = (1,2)
grad f(0,1) = (1,0)
grad f(1,0) = (0,0)

)

L/

X

Définition

Soient U C R™ un ouvert et f : U — R une fonction. Soient z € U et h € T' x R".

La dérivée directionnelle de f en z suivant h est :
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fl,z(x) - %%%(f(x+th) - f(l‘)) = hr%%(f(xl +thy, -, an +thn) - f(xb T 71:”))

t—

Exemple

0 si z = (0,0)

fl@) =9 222 ‘
5 5 sinon

x] + x5
of of
—(0,0) =0, =—(0,0) =0
8$1( ’ ) 781'2( ’ )

Soit h = (1, 2) € T(070) X RQ

, 1 1 thy - (thy)?
fh(()7 0) = 151(1) ;(f(thl,thQ) - f(Oa O)) - 1&% Z (thl)z + (th2)2

hih3

= ]11Imn =
t—0 h% + h%

4
5

Théoréme 7

Soit f € CY(U). Soit z € U. Soit h € T x R".

Alors, () = 3= 9L 2) by = (grad 1), ) (++)

1=1 %

Preuve

Lecasn=2:

(%) = %(f(xl + thy, xy +thy) — f(x1,72))

1
= z(f(.ﬁl?l + thl, To + thg) — f(xl,fljg + thgz—l-f(.ﬁl,l'g + thg) — f(.flfl, Z’QZ
h af h h
th1-—(c1,x2+t tho-—(z1,¢
1 8x1( 1,x2+th2) 2 ax2( 1,¢2)

Ou le théoréme des acroissement finis nous dit : ¢; € (xy, 21 + thy) t—>0 T
—

co € (12,22 + thy) T

. 0 0
— 12%(*) = hla—i($1, SBQ) + hga—ai(xl, 232)
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(xx) = f(x+th) — f(z) =t (grad f(x),h) + o(t)
h=th, ||hl[ = [t| - |h], donc f(z +h) — f(x) = (grad f, h) + o(|[A]])
—> Lemme :

Lemme

Soit f € C*(U), alors :
e a) f croit le plus rapidement dans la direction de grad f

e b) grad f, est orthogonal & la tangente a la ligne de niveau de f passant par z.

ligne de niveau! ™ )
tangente a la ligne de niveau

Lemme 3

Soit [a,b] x [¢,d] = M C R2 Soit h € C(M). Soit f(z) = /b h(s,z)ds, f € C([c,d])

Preuve
Comme M est fermé et borné, alors h est uniformément continue (Théoréme de Heine Cantor),
c’est a dire, Ve, 30 > 0, tel que Vyi,y2 € M tel que ||y1 — y2|| <0, on a |h(y1) — h(y1)| < ¢
Fixons € > 0

) = Faa)| = | [ (hst.00) = h(sa,m2))ds

b
< / |h(s1,21) — h(s2,z2)|ds < ela—b| si |xg — 2o <&

car h(sy,x1) — h(s2,22) < e <= si||(s1,21) — (s1,22)|| < I <= |z1 — 22| <6
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Théoréme 8

Soit U C R? un ouvert. Soit [a, 8] X [¢,d] C U. Soit g une fonction telle que g € C(U) et
99
— e C{U
3, € CWU)

Soient a,b des fonctions différentiables et telles que a(z),b(z) € [o, 8] si x € (¢, d). Soit f(z) =

b(z)
/ g(s,x)ds

a(z)
Alors f € C'((c,d)) et on a:

Preuve

b(z1)

Posons h = (1,1,1) et F(xq,x9,23) = / g(s,x3)ds
a(z2)

= f(z) = F(z,z,2) =

f'(z) :lim%(F(x+t,x+t,x+t)—F(x,x,x))

t—0

_ F o) = o)+ 2 na) + (0,0

0, 0s 0x3
qui sont toutes continues par le Lemme 1 et 3 et aussi par le Théoréme 3 pour la derniére

dérivée partielle. Donc f'(z) est continue.

1
f(z) = S:L’QCL’)“CtCLN(x2) — 2z - arctan(x) + / —
a5
x

3
x 1 3
— _/ — % ds= —§ln(52 + 2°)

2 ZE2+S2

1 1
= —§ln(x6 + %) + §ln(x4 + %)
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6 Extrema d’une fonction
Définition

Soient U C R™ un ouvert et g : U — R une fonction.

On dit que g admet un extremum local en a € U s’il existe § > 0 tel que 'on a g(z) > g(a)

(un minimum local) ou g(z) < g(a) (maximum local) pour tout x € B,(J)

Lemme 4

Soient U C R"™ un ouvert et ¢ € C'(U). Si g admet un extremum local en a € U, alors
grad g(a) = 0. C’est une condition nécessaire, pas suffisante.
Preuve

Supposons que gradg(a) = h # 0. Alors gj(a) = (gradg(a),h) = ||h||* > 0 et ¢ ,(a) =
(gradg(a),—h) = —|[h]|* <0
On a donc des points = proches de a ou g(x) peut étre positif ou négatif. Donc ¢ n’admet pas

d’extremum en a.

Définition

Soit g € C*(U). On dit que a € U est un point critique de g si grad g(a) = 0

Exemple

2
g(x) =2e"7" — i (1—-a)zy, v €R
4]

gradg(z) =0
26901*962 _ 2& — 0 eac1—z2 — ﬂ
xa?Q x? x "
—2em 2 4 L 4] o= 22 4 1-a=0
Ty T2 M)
<x1 1> X1
T2\ T X -
e \T2 =1 t*m_l et =t 41
<= T2 =

27/ 74



Analyse réelle Unige

Ty = %ln(l +t)

t=+va

Si o < 0, on n’a pas de points critiques.

—

Si @ =0, on a une infinité de points critiques a = (ay, a;) avec a; # 0.
Si a € (0,1), on a deux points critiques (t = ++/a)
Si a > 1, on a qu'un seul point critique (t = ++/«)
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7 Multiplicateurs de Lagrange

Soit U C R™™* un ouvert. Soient g € C(U), Fy,--- , F, € C(U).
Soit S = {x € U|Fj(x) = 0,i = 1,--- ,k}. On dit que g admet un extremum local lié¢ aux
conditions Fj(x) = 0 pour tout ¢ = 0,--- ,k en a € S sl existe § > 0 tel que g(x) > g(a) (un

minimum local 1ié¢) ou g(z) < g(a) (un maximum local lié) pour tout x € B,(0) NS

F(z)=0

B4 (0)

Autrement dit, g| admet un extremum local.
S

Exemple

g(x) = x1 4 3, F(z) = 1 - 23 — LU = {2 € R?|x1, )0}

1
F(z)=0,g9 ! + et 9, admet un minimum global en a = (1, 1)

Théoréme 9 (condition nécessaire pour un extremum local lié)

Soit U C R™™* un ouvert. Soient g € C*(U), Fy,--- , F, € CY(U)
Si g admet un extremum local lié aux conditions Fi(z) = -+ = Fi(z) = 0 en a € S et
grad Fy(a),--- , grad Fy(a) sont linéairement indépendants (ou grad Fy(a) # 0 pour le cas k = 1),

alors il existe Ai, -+, A\ € R (appelés les multiplicateurs de Lagrange) tels que :
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gradg(x) = Z Ai grad F;(a) (x)

Remarque

k
(%) <= a est un point critique de la fonction de Lagrange Lg = g — > A\ F;
i=1

Remarque

Si S est compact, (fermé et borné), alors g| admet toujours un maximum global et un minimum
S

global (méme si g n’admet pas de points critiques sur U'!)

Exemple

On la fonction g(x) = 2?2 + 22129 — 23 sous la condition 223 + 323 < 7 :

Posons F(x) = 222 4+ 323 — 7

S = {r € R?|F(x) = 0} est une ellipse.

M = {F(z) <0} = M° UM = {F(2)(0} U{z € R?|F(z) = 0}
/-2 N AN

compact un ouvert
2[E1 + 2[L‘2 =0
Sur M°: gradg(z) =0 < <= a=1(0,0),9(a) =0
21’1 — 21’2 =0

Sur OM = S, d’aprés le Théoréme 9, on a : grad g(x) = A grad F(x)

(

2271 + 2&32 = )\4331

<~ 2[)31 - 2[[‘2 = )\6[E2

F(x)=0

(

(2/\ — 1)561 + X9 = 0
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Sidet(A) #0 = z1 =29 =0, mais F(0,0) = -7 #0

Sidet(A) =0<= 2A—1)BA+1)—1=0<= 62— A+2=0
1+£V1+48 147
12 12

2 1 I
SiA= 3 alors xg = (2A — 1)z = 3% donc F(r) =0 <= 2\ +3 (gxl) =7
1
ay = <\/§7 >
— \/31
g = <_\/§7 -

1 V3
Si A= —§,$2 = (2)\ — 1)371 = —21’1

- )\172 =

2
1
e

2
T

LWl — W

1 2
) g(a):3+2—§:4+§maximum

1
F(z) =0 4= 221 +3(2m)° =7 = Maf =T =2 = 5

1
a3z = Ea_\/ﬁ 1 1 o
= 1 ,g(a):§—2—2:—3—|—§m1n1mum
Gy = —E,\/§
Exemple

g(z) = ™ sous la condition z{ — 23 + 25 = 0

Posons F(x) = 2} — 23 + 22

grad g(z) = A grad F(z)

F(x)=0
F(z)=0
\
( (
e”t = \(4a3 — 32?) T =1
ﬁ xg—o — xZ—O
3z —1)=0 A=e

= g(a) = g(1,0) = e c’est le maximum global de g.
S ={F(z) =0}
Flr)=0<=0<a3=2} -zl =23(r; — 1) <= 0 < 2, <1, g = €™ est monotone.

Nous n’avons pas trouvé de minimum global de g parce que grad F'(0,0) = (0,0)
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Remarque

Un point a € S tel que grad F(a) =0 (ou grad Fy(a),--- , grad Fy(a) ne sont pas linéairement

indépendants) peut étre un point ou g admet un extremum local.

Preuve du Théoréme 9

Lecas k=1:R"" F(x) =0,9 € CY(U)
g admet un extremum local lié en a € U et grad F(a) # 0

= Soit

5 (a) #0 = (Par le Théoréme des fonctions implicites) Il existe une fonction
Tn+1

f de classe C! tel que :

Tnt1 :f($17"' 73:11)
F(z) =0« ' au voisinage de a.

A1 = f(a’lv' o ,Cln)
DOHC? g‘S = g(xb' o 7xn7f($17' o ,an))

g’s admet un extremum local en (aq,- - ,ay,)

0

—
Lemme 4 a:lj'z

(g‘s> (ala"' 7an)Vi:1,"' ,n<:>0:

_0Og dg of
N (‘9@ (a) + 5):10n+1 (a) . 8:131 (a7 o ’an)
OF
_ g ] O B
= a—xi(@ D (a) - oF (a) = A
aJ;n+1
pour tout ¢ = 1,--- ,n et aussi pour it =n + 1

= gradg(a) = A grad F(a)

Lecas k=2, n=1

Fi(x) =0, F5(x) =0

U CR? g(xy, 29, 73)

a € U tel que grad Fi(a) et grad Fy(a) sont linéairement indépendants.
@) 5@ S

rang =2

0F, or, or,
a—xl(a) a—%(a) 8_:1:3(&)

32/ 74



Analyse réelle Unige

rang ligne = rang colonne
—> il existe 2 colonnes linéairement indépendantes.

Supposons que la 2éme et la 3éme colonne sont linéairement indépendantes, alors :

8F1 8F1
8_@(@ a—%(a)

# 0 avec a = (a1, as, az)
8F2 aFZ
8_952(a) 8_:153(@

Par le théoréme des fonctionc implicites, il existe des fonctions fi, fo de classe C! telles que :

Fi(z) =0 z2 = fi(z1), a2 = fi(a1)
Fy(x)=0 z3 = fo(21), az= folar)
= g s = g<x1af1<x1)af2<m1))

g admet un extremum local li¢ en a <= ¢g| admet un extremum local en z; = a0y =
S

(gls) (a) =0

= 0= 20+ Py e + @)

T a:[‘g

<= (gradg(a),v) = 0 pour v = (1, fi(a1), f5(a1))

0= Fi(x, fi(21), fa(22)) = (Fi),, =0

OF; or; , | ., OF, ,
=:o:a%m»+&;@ﬁmn+5;mﬁxm>

%
3

<= (grad F\(a),v) = (grad Fy(a),v) =0
grad g(a), grad Fy(a), grad Fy(a) L v

= les vecteurs sont linéairement indépendants = grad F(a) et grad F»(a) sont linéaire-

ment indépendants, et donc : grad g(a) = A\ grad Fy(a) + As grad Fy(a) O
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8 Les 1-formes différentielles

V' est un espace vectoriel et V* est son espace dual associé, c’est toutes les formes linéaires de

I’espace vectoriel V.

Théoréme 1

Une forme linéaire ¢ € V* <" il existe un unique vecteur v € V' tel que ¢(h) = (v, h)Vh €
v
Considérons V =T x R". Soit f € CY(U),x € U, alors par le théoréme 7 :

fi(x) = (grad f(z),h) forallh € T x R"

Définition
Soient U C R™ un ouvert, x € U f € CY(U). La différentielle de f est une forme linéaire df sur

T x R™ tel que df (h) = (grad f(z),h)Yh € T x R"

Remarque

La valeur df (h) dépend de x, on écrit parfois df,.(h)

Lemme 5

Soient f,g € CY(U) et A\, u € R. Alors :
e a)d\-f+p-g)=A-df +p-dg

eb)d(f-g)=g-df +f-dg

Preuve

e a) Posons FF=\- f+pu-g,alors grad FF = \-gradg+ p - grad f

= dF(h) = (\-grad g+ u-grad f,h) = XNgrad g, h) + u{grad f,h) = X-dg(h)+p-df (h) =
(A-dg+ p-df)(h)Vh

— dF =\-dg+p-df

°b) F=fyg
OF . g of
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— gradF = f-gradg+g-grad f = dF(h) = f(gradg,h) + g{grad f,h)

< dF(h)=(f-dg+g-df)(h)Vh = dF = f-dg+g-df

Exemple

Prenons f = x;

dx;(h) = (gradx;, h) = {(e;, h) = h; avec ¢; = (0,0,---,0,1,0,--- ,0) et le 1 est a la iéme place.
Lemme 6

Les formes linéaires dzy, - - - , dx, forment une base de (T' x R")*

Preuve

dim(T x R™)* = dim(T x R™) par le théoréme 1.
= dim(R"™) = n, donc il suffit de montrer que dxy,--- ,dz, sont linéairement indépendants.
Supposons qu'il existe i, , i, € R tels que Y pdr; =0

i=1

Prenons h = e;, Alors :

(Z Mz‘d%‘) (ej) = Zﬂiéij = ;=0
i=1 i=1

1 sii=j
avec 0;; =
0 sinon
Remarque
LG no 0
Si f e CHU), alors df,(h) = / (x)h; = > / (x)dx;(h)V h
=1 0z =1 0z
n af
df = dx;
= df Z:ZI . (x)dz
Définition
Soit U C R™ un ouvert. Soient dx,--- ,dx, € C®(U). Alors w = 3. a;dz; est une 1-forme

=1
différentielle sur U.
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Définition

Siwy; =Y apdr;,wy =, Bidx;. Alors on pose A\wy + pws = > (N - + - B;)dx; avec A\, u € R

=1 i=1 =1
Définition

On note Q(U) est 'espace vectoriel des 1-formes différentielles sur U.

Définition

Soient f € CH(U),w = i a;dx; € QYU)
i=1

Alors on pose f-w = > (f - a;)dz;

=1
Remarque

S apdr; =w e QY U), x € U h € T x R™, alors la valeur de w en z pour h € T x R™ :

=1
n

wy(h) = > ai(z) - by
i=1
Exemple
n=2,w=2xr1x9dx; + (321 — x2)dxo
L= (573)7 h = (17 _2)
wolh)=2-5-3-1+(3-5-3)(—2) =30 —24 =6

36, 74



Analyse réelle Unige

9 Formes exactes

Définition

w € Q(U) est dite exacte sil existe f € C'(U) tel que df = w. On dit que f est une primitive

de w.
Remarque
. n af
Siw=> odz; et w=df <= a; = —
i=1 ox;
Exemple
n=2

w= (r1 + x2)dry + (21 + 1)dzs

0 1
Si w = df, alors 3_;; =1 t+xy = f= 535% + zy29 + C(29)
of

oo =Tt 1 =21+ (C(x2)),, = C(x2) = x2(+const)
2

— f= Ex% + x1x9 + x2— une primitive de w = w est exacte.

Exemple

w = (x1 — x)dzy + (1 + 1)dxs

of of )

8—:“—(%1 x2)’a_172_x1+1€C<U)

Si f existe, alors = f € C*(U) par le théoréme 4 (Schwarz)
o*f 0*f

851318&32 ; 8513'281’1 )

Mais oF —

=1et =
8:1:18362 8:162891:1
Donc une telle fonction n’existe pas et donc w n’est pas une forme exacte.

Lemme 7

Soit U C R™, n > 2.
Soit w = > azdz; € Q'(U) on o; € CHU)Vi=1,--- ,n

=1
. , . . ooy aOéj .o
Alors des conditions nécessaires pour que w soit une forme exacte sont : = Vi,7 =

(91:]- a 8;@

1,---.,n
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Preuve

Si f existe (tel que df = w), alors f € C'(U), donc par le théoréme 4 (Shwarz) :
T~ D ay= 2t = D)
7 &L’J&L’z N 8:6]- !

O
Remarque
nin—1 .. ) .
On a ¥ conditions nécessaires
Remarque

Soit (a,b) C R et soit a € C(a,b).
Alors w = adx, est exacte :

Prenons ¢ € (a,b) et posons f(z) = / a(t)dt

of B _of . _
= . (1) =a(x;) = df = 8x1dx1 =a-dry =w
Définition

Un ouvert U C R™ est dit étoilé s’il contient un point zy tel que le segment [z, x] est contenu

dans U pour tout x € U.

Exemples

38,/ 74



Analyse réelle Unige

Théoréme 10 (Lemme de Poincaré, le cas de 1-formes différentielles)

n

Soit U C R™ un ouvert étoilé. Soit w = Y aydz; € QY(U), avec o; € CH(U).
i=1

8% . 8ozj

833'j N 8$Z

Sion a Vi,7=1,---,n, alors w est exacte!

Preuve

Supposons que U est étoilé par rapport a xy = (0,0).
Soit x € U. Alors t -x € UVt € [0, 1]

Zo

1
n
Posons f(z) = Z/ xioy(t - x)dt
i=1Jo
On veut montrer que f est une primitive de w :

1
On considére le cas n =2 : f(xy,29) = / (104 (t - 1, x) + oua(t - 1,1 - 25)) dt
0
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/ 0 o)
(a1(t-x1,t-29)), = xla;::(t ) + m2£(t - 1)
8f . ! 8&1 80@
1
= / (aq(t-x)+t- (ar(t-2))dt
0
1 1
:/Xpm@mwa:pmwmozww
0
0
De m(;;me, 52 ; ()
df = a—;:ldml + 8—3{2de = qidry + aadry = w
1 2
O
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9.1 Intégrales curvilignes
Définition
Soit U C R™ un ouvert :

e a) Une courbe paramétrée est une ~y(a) application v : [a,b] — U de classe C*
V() = (m(t),%2(t), -+ (1)) ot 3; € C'([a, B])

e b) On dit que v est C'' par morceaux s'il existe une subdivision a = ag < a; < --- < a, =b

tel que v est de classe C! sur [ay, ag41]Vin
ec)'= (V(t) € ]R‘t € [a, b]) est le support de 7.

e d) On dit que v est fermée su y(a) = v(b) et on dit que v est simple si v(¢;) # y(t2) pour
tous les points tq,ts € [a, b] tel que t; # to.

fermée pas fermée

simple

pas simple

Exemples

11 (t) = (cos(t), sint(t)), t € [0, 7]

Y1(7) 71(0)

v (t) est simple, mais pas fermée.

Y2(t) = (cos(t), sint(t)), t € [0, 27]
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V2(2m) 72(0)

v2 est fermée, mais pas simple.

v3(t) = (|cos(t)|, sint(t)), t € [0, 7]

~v3(t) est fermée mais pas simple.

Elle est C'! par morceaux : [0, 7] = [0, g] U [g, 7| qui sont fermés et simples.

Remarque
w= Y a;dx;. Soit x € h avec h € T x R"
i=1
wa(h) = 3 ai(x)hi = {a(x), h) ot ax) = (au(x), -+, an())

Soit U C R™ un ouvert. Soit w = Y aydx; € QY(U)
=1

e a) Soit 7y : [a,b] — U une courbe paramétrée. On définit I'intégrale curviligne de w le long de

v par :

b n b
:/ (a(y(t)),v’(t»dt:Z/ ai(Y(t)) - vi(t)dt

e b) Si vy est de classe C! par morceaux, et a = ag < a; < --- < a,, = b est une subdivision de

[a, b] tel que v est de classe C! sur [ay, agy1] V k.

Ak+1

n—1
Alors on pose / = Z/ wa ey (7' (t))dt
v k=0 v %

Exemple

v(t) = (t,t*)t € [0,1]

w = 3x2dr; — T1dTo
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Y (t) = (1,2t) et wyy (V' (1) =3 -t — ¢ 2t = 2

:/w—/tht %

(0)

Lemme 8

Soient U C R™ un ouvert, w € QY(U). Soient v : [a,b] — U et Y[c,d] — U tel que gamma = yo¢
ol ¢ : [¢,d] — [a,b] est une bijection de classe C'. Alors /w = /w si gp(c) =aet [[w)— [ wsi
¥ v
¢(c) = b

Preuve

Soit S € [e,d], posons t = ¢(S) € [a,b]. Soit w =) a;dx;

i=1

[e=3 [ etrion ()

=3 [ atrtot (TR 260 o

_07(0(s))

fiw si p(c) =a
— [w sig(c)=0b

5

Remarque

Donc, / w ne dépend pas (au signe prés) de la paramétrisation de la courbe.

v
Le signe dépend du sens du parcours.
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Théoréme 11

Soit U C R™ un ouvert. Soit 7 : [a,b] — U une courbe paramétrée. Soit w € Q(U) une forme
exacte telle que w = df avec f € C*(U).

Alors / = F(v(B)) — f(v(a))

Preuve

Posons F(0) = (1) = Sr(0)-+ 7))
Pty =3 2L @)ty w = df = > L

=1 Ox;

b

n b b
[=3 ] graen-swa= [Fow=rof

Si w est exacte, alors /w = f(w(b)) — f(w(a))

v

Si74(a) = 2(a) et (8) = 1(8), alors [ o= / g

gat

Si w est fermée, alors / w=20

gl
Exemple
—L2 T
W= s dnt oo dry
Ty + x5 i+ 75
—— ——
aq a2
0oy _ ai+af—s(22y) _ af— a3
O, , (@1 +a3) (af +23)”
dag  wi+txy— x1(21) _
3 (a1 +23)? (] +3)?

Mais notre forme n’est pas définie sur tout R?, elle est définie seulement sur U = R*\{(0,0)}.
Soit y(t) = (cos(t), sin(t)), pour t € [0, 27|, alors v'(t) = (—sin(t), cos(t))
2 2T
/w = / ((—sin(t))* + (cos(t))?) dt = / 1dt = 27
o 0 0

=—> w n’est pas exacte!

Remarque

w est exacte sur U = {z € R|zy > 0}
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10 La formule de Green-Riemann

On va calculer / w pour v fermée et w pas exacte.
gl

Définition

Une courbe paramétrée v : [a,b] — R? est orientée dans le sans direct = positif = trigono-
métrique si cette courbe a le méme sens de parcours que le courbe o(t) = (cos(t), sin(t)) avec

t €0,2n]

-
N

1

Définition

Soit M C R". La frontiére de M est OM = {x € R"|B,(6) UM # 0 et B,(5) U (R™"\M) # 0
pour tout § > 0}

Exemple

K :{xGRQ‘x%%—x% <1}, Ky ={z e R*|a? 4+ 23 < 1}
0K, ={z € RQ‘x% + 23 =1} et donc OK; = 0K,

Définition

K C R™ est un compact si K est borné et fermé (0K C K)
Définition

Un compact K C R? est un compact a bord orienté si :

e a) (K\0K) = 0K

e b) 0K est le réunion de supports des courbes paramétrées 7y, - - - , ¥, qui sont simples, fermées

et C! par morceaux, deux a deux disjointes.
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c¢) Pour chaque courbe 7y et pour tout ¢, v;(t) # 0 et K est situé¢ a gauche de ~;,(¢)

By
Yk

Exemples

o 1)

Théoréme 12

Soient U C R? un ouvert et K C U un compact a bord orienté. Soit w = oydx; +asdry € Ql(U )

de classe C'.
- 6012
On ose/ w—E /wAlors /w—/( )da:dx
P K - oK 0z, 6d:1:2 e

Remarque

Si w est exacte, alors on a 0 = 0

Remarque

On peut ramener le calcul de / g(x1, z5)dxr1dzy au calcul d’une intégrale curviligne.
K

46/ 74



Analyse réelle Unige

T2 1
Posons w; = (—/ g(xl,t)dt) dxy et wy = (/ g(t, a:g)dt) dxs Alors/ Wy = / Wy =
C C partial K oK

/ g(x1, z9)dxda,
K

Remarque

g($1,$2) =1

= W] = —T2dx] et wy = T1dT

/ w1 = / Wy = / 1dzidxe = laire de K.
oK 0K K

X2

X

L’aire de

K:/ 1dx1dx2:/ r1dze = - - -
K 0K

On pose : y(t) = (a- cos(t),b - sin(t)),t € [0, 27]
Y(t) = (—a- sin(t),b- cos(t))

o /0 "(a- cos(t))(b- cos(t))dt —

2
:a'b(/ COSz(t)dt)Iﬂ'-a-bZﬂ'
0
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Définition

K C R? est un domaine élémentaire s'il existe des fonctions gy, g3 : [a,b] = R et hy, hy : [c,d] —

R de classe C! par morceaux telles que :

K ={z € R?*|z; € [a,D], g1(21) < go(11)} = {z € R?|25 € [c, d], hi(2) < ho(z2)}

Exemples

e 1) Un domaine élémentaire

T2
d J
Ty —+
C R
[ |
I 1 Z1
a Iy b
e 2) Un domaine élémentaire
T2
d .
1 <_
C —_—
[ |
I 1 Z1
a I b

e 3) Un domaine élémentaire
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T2

T

[
1
a Ty b

e 4) Un domaine pas élémentaire

X2

A

[
1
a I b

Lemme (Fubini)

Soit K C R? un domaine élémentaire et soir f € C'(U). Alors on a :

b g2(z1) d ha(z2)
/ f([L‘l,[EQ)dl'leEQ :/ / f([El,JZQ)dZL‘Q d[El :/ / f(lL‘l,ZEQ)dl'l dZL‘Q
K a gi(z1) c hi(x2)

Preuve du théoréme 12

Supposons que K soit élémentaire. Posons v1(t) = (¢, ¢91(t)),t € [a, b], 2(t) = (¢, g2(t)), t € [a, ],

’73<t> = (avt)vt S [gl(a)7g2(a)]) '74(t) = (b’ t)>t S [gl(b)’QQ(b)]
Y2

V3 V4

N
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w = a1dxy + apdry = wi + ws. Alors 1 v(t) = (1, ¢'(2)), 13(t) = (0,1)

/ wlz/wl—/wl—/w1+/w1
oK oG Y2 3 Y4

g2(a)

:/Zﬁ@@yya—/Zﬁ@@yya—/mamﬁn¢+o

b
:_/xmm@@yﬂwgwma

——/@M%m%ﬁ—mmﬂ@MN%

(9041

b g2(x1) 5’051
=_ —d dr; = — | =——daid
/a (/g 07y lUQ) T /K 9%y T1dAT2

1(z1)

0
De méme, faK Wy = fK a;;@dxgdxl
1

= f@Kw = faK w1 + f@sz = [ <(9—:131 O

Le cas général

Supposons que la formule est vraie pour K; et K», tel que I' = K7 N K5 est le support d’une

courbe paramétrée.

r
K,

La paramétrisation de la courbe sera bien orienté pour K7, mais pas pour K, ou inversement.

Alors,
8042 8041
/K (a—xl — 8_@) dﬂ?ldQJg

B Oay Doy dag Oy
= /K1 (8$1 8$2) d$1d$2 + /K2 (8331 (9332) dl’ldllfg

:/ w—i—/ w:/ w—l—/w—i—/ w—/ w
0Ky 0K OK I\ ~y OKo\I' gamma
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SRR
8K1\1" 8K2\F 8(K1UK2)

Exemple

K n’est pas élémentaire, mais les K; sont élémentaires.

K = K1 U K2 et w= Oéld$1 + a2dx2

/ CACIICTR DR _/ %_8% +/ Oay _ day
K 8$1 8.’172 ! 27 (9.’1’)1 Ko 83:1 8332
o e o=
0Ky 0K> O(K1UK3) 0K
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11 Formes linéaire alternées
Définition

Soit E un ensemble. On note par E*P = E x --- x E 'ensemble des p-tuples ordonnés (ay, as, - - - , ay)
R

p fois
avec a; € B

Définition

Soit V' un espace vectoriel sur R. Une forme p-linéaire alternée est une application 5 : VP — R

tel que :
e a) (3 est linéaire en chaque variable ( c’est & dire si l'on fixe uy, -+, w;—1, Ujt1,- - , Up, alors
) o o
I'application v — (w1, -+, wi—1, v, Uyy1, - - -, Up) est linéaire )

° b) 6(U17”' I A ,'Up) :_B(fvl’... yUjy st Ugye e ,Up)Vi,j

Remarques

b) :> /8(/017... 7u7... 7u’... 7Up):0

b) = Soit ¢ € S, (le groupe symétrique), alors o : [1,---,p] — {i1,--- ,4,}, alors
B(Vo1): s Vop)) = €(0) - B(v1,- -+ ,vp), ol £(0) est la signature de o.
Exemple

B(v1, v, v3) = B(vg,v3,v1) = B(v3,v1,v2) = —B(v1,v3,v2) = —B(v3, V9, v1) = —B(v2, V1, v3)
Exemple

(V)1 = (vph

B(vr, -, vp) =det(vy] - |v,) = det
Définition
On note par AP(U) I'ensemble des formes p-linéaires alternées sur un espace vectoriel V.

En particulier, A'(U) = V*
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Définition
Soit V un espace vectoriel. Soient ¢1, -, ¢, € A(V) des formes linéaires.
Le produit extérieur de ¢y, - , ¢, est une application ¢; A --- A ¢, : VP — R définie par :
Pr(v1) - d1(vp)
GLA - N pp(vr, - vy) = det : :
Pp(v1) <o+ Pp(vp)
Exemple

V =R*, dxy, dwy € AY(V)

dxy(v1) dxq(v v v
dxy A dxo(vy,v9) = det (o) 1(v2) — det (V1)1 (v1)2

de(vl) deQ('UQ) (U2)1 (U2)2
Théoréme 13
e a) NN, € AP(V)

e b) L’opération ¢y, -, ¢, = ¢1 A -+ A ¢, est p-linéaire et alternée.

Remarque
b) = A APAN-ANPA-- N, =0

Pour o € Sp,on a: ¢oay A+ Aoy =(0)P1 A+ Ay

Preuve

P1(v1) - P1(vy)
GrL A AN pp(vr, -, vp) = det : :

Gp(v1) -0 Pp(vp)

Cette opération est linéaire par rapport aux :

e colonnes == ¢ A--- A ¢, est p-lincaire

e lignes = l'opération ¢y, -, ¢, = @1 A--- A ¢, est p-linéaire
Elle est alternée par rapport aux :

e colonnes == ¢ A--- A ¢, est alternée
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e lignes = l'opération ¢y, -, ¢, — @1 A--- A ¢, est alternée

Exemple
dl’g — 6d131 VAN d$2 + 8d372 VAN dwg
Exemple

dri ANdza ANdzy =0

Exemple

dng A\ dl’g A dl‘l = —diL'l A dl’g A dl’g

Exemple

V =R3

AY(R3) : dxy, dzy, drs forment une base de A'(R?)

A?(R3) : dxy A dxo, dwy, dzs et dog A dxs forment une base

A3(R3) : dxy A dxy A dzz forment une base.

AY(R?) = {0} car si 8 € A*(R?), alors :

B(v1,v9,v3,v4) = 0 car on aura 4 dx et on a que 3 indices, donc il y aura forcément deux mémes

indices, et donc ca sera égal a 0.

Remarque

AP(RF) = {0} sip >k

Théoréme 14

e a)dr; A---Adz;, avec 1 <4y < --- <, < n forment une base de AP(R")

o b) dim(AP(R") = CF = () = —
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Preuve

Soit 8 € AP(R™). Soient vy, --- ,v, € R"

Soit eq, -+ , e, une base de R".
B(Ula"' 7Up) :B Z(Ul)ilein'"Z(Up)ipeip)
ip=1 ip=1
= D ()i W)y Blew, s hes,) = (%)
ity ip=1
B(€iy, - sei,) #0 = iy, iy, sont disjoints.
= doeS,telqueo: {ji, -, Jp; = i1, - ,ipp ol j1 < -+ < Jp

D= D D et ety - Bty o)

1<j1<-<jp=n o€Sp

= D @)ooy - €0) | Bleji, -+ ve5,)

1<i1<<jp=n \0ES,
(v1)j; - (Up)
= S Blejee) - det

1<j1<-<jp=n
(W)g, o (),

- Z 6(6117"'7€jp)'dxj1/\"'/\dxjp(vh"‘,Up)

1< < <jp=n
:>/6: Z B(ejn"'vejp)'dxﬁ/\"'/\dffjp
1<j1 < <gp=n

Exercice

Montrer que : dxj A--- Adx;, sont linéairement indépendants

Notation
I'={i, - iyavec 1 <iyp <---<i,<n
a e AP(R™), ot av = > gy iy gy N - Ndxg, =) apdry
1<) <—<jp=n 7
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Définition

Soient a € AP(R"), B € A*(R") ot a = > aydryet B = aydzy
T 7

Leur produit extérieur est donné par a A = >« - fydxy Adzy ot dey Ndxy = dxy A--- A
I,J
dl’z‘p VAN dle VANRRRIVAY dJij

Exemple

(adw; + Bdzs) A (ydza A dg)

EAL(R™) EA;(,JR”)
= -vydry Ndxg Ndxs + B - ydrs N drg Adrs = o - ydry A dxg A dxs

Théoréme 15
ea) (a+B)ANy=aAy+BAvyetaAN(B+y)=aAB+aly
e b) (@AB)Ay=an(BA7)

e c)Siac AP(v)et € A¥(V) alors a A B = (—1)P 3 A«

Preuve

e a)(a+f)Ny= (; ardr; + gﬁldm) A (;m,dxj)
(St ) (S

1

by an8yn - (o) 1 (500 )) 5 (S

= (ZO(]ﬂJdl’]dl’J) VAN <E")/Kdl’[(> = Z Oé[ﬁ]’yKdl’[/\d.%J/\de
1,J K 1

T K

= (Z Oé[dl’[) VAN (z ﬁJ'VdedeK> =a (ﬁ /\7)
I J,K

e c)ac AP(R") B e AM(R") o= arde; 8= Bsdzy
1 J
drr Ndx; = dxg, Ndz, N\ -+ Ndx, Ndxy = —dx;, Ndzg, N --- Ndxj A da,
On fait cela P fois, du coup c’est égal a : (—1)Pdz; A da;

dry Ndxy = dxp Ndzj, Adzj, A--- ANdrj,. = (=17 (=) dzy Adey = (—1)PKdxy A day

TV
k fois

56, 74



Analyse réelle Unige

CY/\B = Ealﬁjdaqdm] = (_1>P.Kza175deJ/\dxl _ (_1)P.Kﬁ/\06
LJ rj
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12 Les p-formes différentielles
Définition

Soit U C R™ un ouvert. Soient .. ;, € CK(U) avec 1 <4y < iy <---ip <n

Alors, w = > iy iy iy N+ Nda; = > ardry est une p-forme différentielle de classe
1<iy < <ip<n T

CK

Définition

QP(U) est I'espace vectoriel des p-formes différentielles.

Remarque

Soit x € U. Soient hy,--- ,h, € T x R"
Alors wy(hy, -+, hy) = > Qi oo iy (T) - dgy N - Nday (hyy -+ hy)

1<iy <--<ip<n
Exemple

R? : w = e®dxy; A dry — e®'dxy A dxs
Soit & = (1,2,3) et h = (1,0, —1), ho = (4, 5,6)

1 4 0 5
we(hy, hy) = €3 - det —el. =5-¢e3—be
0 5 -1 6

Définition
Soient f € C(U),w; € QP(U), wy € QX (U)
Alorssiw; = > aydxr, wo =Y fydry. Onpose f-wy = > frar-dryet wiAws = ayfydride,
T J i 1.7
Remarque

A est bilinéaire est associatif, wy A w; = (=1)PEw; A wy

Exemple

On reprend 'exemple précédent.
w1 Awe = (€% - dxy A drg — e™'dxg A dxs) A (x1dry + Todry + T3dT3)

= z3e"dxy N\ dxg A drs — 1€ dry A dag A dzy = (x3e™ — x1€™) dzy A dxg A das
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13 Dérivée extérieure

Notation : Q°(U) = CY(U)
&MfeQ%wNﬁziigﬁneﬂxw
€

i=1

d: QU) — QYU) est une opération linéaire tel que d(f) = df

Définition

Soit U C R™ un ouvert. Soit w = Y aydxy € QP(U)
T

n 0oy, ..
La dérivée extérieure de w est dw = > dayAdr; = > S 2 e Aday € QPTY(U)
I 1<ii < <ip<n k=1 Oxy

Exemple
w= (22 + 23 + x3)dx1 + (71 - T2 - T3)dTy + 2 - ds € QN (V)
dw = d(2? + 23 + 23) Adxy + d(zy - 29 - 13) Adxg +d(2) A -dzs
= 2z1dzy + 2wodxy + 2x3dx3) A drs + (Towsdry + x1w3dTe + T120dx3) A dIg
= 2[L‘2dl’2 A dlL‘l + 21’3dl’3 A dl’l + ZEQJngl’l VAN d.l’g + ZL‘1173dZEQ VAN dl’g + lL‘legde‘g VAN d[EQ
= (wow3 — 29)dxy A dxe — 2w3dxy N\ drs — T1T0dTo N dX3
Théoréme 16
e a) wy,wy € WP(U) de classe C, alors d(Awy + pws) = Adw; + pdwsV N, u € R
e b) Siw;, € QP(U), wy € QF(U) de classe C*, alors d(wy A ws) = dw; A wg + (—1)Pwi A dws

En particulier, d(f - w) = df Aw+ f - dw
e ¢) Siw e NP(U) de classe C?, alors d(dw) =0
Preuve

o a) d(Aw;y + pws) = d(;()\ oy + pfr)dey)

=> (ANda;+ p-dp;) N dxp = Mdw;y + pdws
T
o b)dw Aws)=d ((Z qux[> A (Z @;daw))
T J
=d (ZO[[BJdI’[dI’J) = Zd(&[ : /BJ) A d(L’] N dZEJ
1,J 1,J
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= (Byda; + ardBy)NdzNdxy =Y BrdwiAdz 3+ dB jdu Adx ;g = dwi Awe+(—1)Pwi Adws
7

1,7 7
e ¢) d(dxy) =d(1-dx;) =d(1) Ndz; =0
Soit a € C*(U), da = 3 Oa d;
i=1 oz,
n Oa nono QPa non Pu

d(da) == >"d ANdz; = da; Ndx; = dx; Ndr; = —d(d
S—— :—dzj/\dxi
- O«
_axjax,-

Comme d(da) = —d(da), alors d(da) = 0
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14 Formes exactes et fermées
Définition
e a) w e QF(U) est dite exacte 8'il existe @ € QP~H(U) tel que dw = w

e we QP(U) de classe C! est fermée si dw = 0

Lemme 9

Soit U C R™ un ouvert. Soit w € QF(U) de classe C'.

Une condition nécessaire pour que w soit exacte est dw = 0
Preuve

Si w est exacte, alors 3w € QP! tel que © = w. Donc, dw = d(d@) = 0 d’aprés le Théoréeme 16.
O

Remarque

Siw € QP(U) est exacte, alors elle a beaucoup de primitives.
En effet, si on a do = w, avec @ = QP~1(U), alors d(& + une forme arbitraire fermée de degré

p—1)=w

Exemple

w = Tox3dry A drs + x123dTe A drs = (vodxy + x1dxe) A (23d23) = d(2122) A (23d23)
— W= I1I2I3dl‘3 et do = $2$3d$1 VAN d.Tg + Jfl.ngl’Q N d$3

W = T1x9x3dx3 + w1dT) + x% dxs
—_—

une forme fermée

En

= dw =w.
Exemple
w = dwy A dwy

(;}:wl/\dCUQ

dw = dw1 N dCUQ + (—1)pw1 A d(dU.)Q>
=0

(jj = (—1)p+1dw1 A\ Wo
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d(@) = (=1)Pd(dwy) A wy + dwy A dwy = w

Rappel

o dv=0 = w est fermée

o w=dw = w est exacte

Soit w = > aydr; € QHU)

1=1

dw—ZZ%dxjAdxi— Z +Z+ Z

1<i<j<n

i=1 j=1

B Z <8al _

1<i<j<n Oz,
Jay  Oaj . .
8xj N 8% VZ’]

— dw=0<«=

Théoréme 17 (Lemme de Poincaré)

Soit U C R™ un ouvert étoilé. Soit w € QP(U), p > 1. Si w est fermée, alors w est exacte.
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15 Champs de vecteurs
Définition

Soit U C R™ un ouvert. Un champ de vecteur sur U est une application v : XX € U — v(x) €
T x R™. v est de classe C* si Vi,v; € CF(U)

v(z1)
v(xs)

c
~—~

X
[\
~—

Définition

X (U) est l'espace vectoriel de champs de vecteurs sur U.

Exemple

Soit f € CY(U), grad f = X(U)

Exemple

Soit U = R?, v(x) = (21, x2)

Exemple

Soit U = R? u(z) = (—x9,11), (v,u) =0
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Soit w= > adz; € XU) +— a= (a1, ,a,) €T x R"
i=1
Donc, on a une bijection entre Q' (U) et X (U).
of

Si w est exacte, w =df = > a—dxi +— a=grad f
i=1 0%

Remarque

Soit w € QY(U). Soit v € X (U). Posons f(x) = w,(v(z))
— feC(U)

Définition

Soit U C R™ un ouvert. Soit v € X(U) de classe C.

Alors divv = ’
ors div v 2:21 oz,

€ C(U) est la divergence de v.

Exemple

v = (122,21 + T2, 1)

diUU:$2+1+0:$2+1

Remarque
X(U)
grag=" div
c*(U) c(U)
Définition

0 f
ox

Soit f € C*(U). Alors Af = div(grad f) = Y € C(U) est le Laplacien de f.
i=1

BN
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Si Af =0, alors f est une fonction harmonique.
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16 Champs de vecteurs dans R®

Remarque

dim(T x R3) = 3, dimA'(R) = 3
dimA?(R3) =3 = AY(R?) ~ A(R3) (C’est vrai seulement pour R? )

Preuve

Soit v € X (U), U €C R®. On associe a v :
w: = v1dr] + vodxy + v3dxs

1
v
w2 = vgdry A dwy — vodzy A dws + vidzs A drs

Définition

Soit U C R3 un ouvert. Soit v € X (U)

Le rotationnel de v est :

<8U3 81)2 8@1 803 81}2 81}1
rotv =

_ - — X
83@2 81’37 8x3 8x1’ 8361 8(132) < (U>

Remarque

(rotv); = 0;up — Okv; ol (4, j, k) est une permutation cyclique de (1,2, 3)

Théoréme 18
1 1 1 2 2,2
i a) wv +wu - wu—i—v et wv + wu - wu—i—v

frwl=wlf vet f-w2=w?f-v

1 1,2
b) wv /\wu _wvxu

¢) wi Aw? = (v, uydzy A dxg A dxs

d) Si f € CHU) et v=grad f, alors w,,.,; = df

e) dw! = w?,, et dw? = divv - dzy A dxg A dxs
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Preuve

e b) wl Aw! = (vidr) + vadxe + v3dr3) A (uydzy + usdry + uzdrs) = (viug — voug )dry A dxy +

2

(viug — v3uy )dzy A deg + (vous — vsug)dzy A drg = W,

o ¢) W Aw? = (v1dxy + vodzy + v3drs) A (ugdzy A dry — usdry A dzs + uides Ades) = viuydzy A
dl’g A\ dl’g — UQUQdQZ’Q A\ dl‘l N d.ng + Ugued.xg AN dl’l A\ diL‘Q = (v1u1 “+ Volg + ’U3'LL3>d£L'1 N dﬂ?g A dl’g =
(v,uydr; A dxo A dxs

d d) w;radf = Zn: a_fdxl = df

i=1 (9171‘

e ¢) dw! = d(vidx| + vodzsy + v3dxs) =

81}1 81}1 (91)1 (%2 81}2 802
—d —d —d Ad —d —d —d ANd
(8x1 T1 + O To + 0 xg) 1+ (81:1 1+ 02y To + 0, 3:3) To+
Ovs Ovs Ovs
—d —d —d d
+ (axl T+ 81’2 To + 81‘3 XT3 A T3
802 (91)1 81}3 (%1 81)3 81}2
— (2 ==L ) day Ad = L) dx Ad =2 22 ) day A das = W2
(81‘1 8%2) o T2t (81‘1 8.1'3 o T3t 81'2 81'3 2 3 Wrotv
dw? = d(vsdxy A dxe — vodxy A dxs + vidry A ds)
ov v v
= (a—xjdml + a—x?;dxg + 8—12611’3) Adxq A dzxo
= %dl’?, VAN dl’l A d(L‘Q - %de VAN diL’l VAN dCL’g + %dﬂfg VAN dl’l VAN dl’g
0xs 01 Oy
0v3 81)2 c%l
= d d d
((91173 + ax2 + axl) T1 A\ ) A T3

Soient, f,g € C*(U), U C R?
div(grad f x grad g)dz, N dxe A dzs

- d(wgradfxgradg) = d<w;radf N w;radg)
— d(df A dg) = d(df) A dg — df Ad(dg) =0
= div(grad f x gradg) =0

Théoréme 19

e a) Soit U C R? un ouvert. Soit f € C?(U). Soit v € X(U) de classe 2. Alors rot(grad f) =0
et div(rotv) =0
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e b) Soit U C R?® un ouvert étoilé. Soit v € X(U) de classe C*
Si rotv = 0, alors il existe f € C?(U) tel que grad f = v

Si divv = 0, alors il existe u € X (U) tel que rotu =v

Preuve

d a) wv%ot(gradf) = dw;radf = d<df> =0 = Tot(grad f) =0

div(rotv)dz, A dxy A drs = dw?

rotv

=d(dw!) =0 = div(rotv) =0
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17 Tiré en arriére
Soient U C R™ et V C R™ des ouverts.

e a) Une application ¢ : U — V (donc ¢1(z1, -+ ,2n) = (pn(1), -+, 0(x,)) est de classe CF
sip; € CF(U) pour tout i = 1,--- ,n

e b) CF(U; V) est I'espace vectoriel des applications de U dans V de classe C*.

¢) Soit p € CH(U; V). Alors Dy : T,R™ — T,y R™ est I'application tel que :

(D)) = din(h ng;

U V
)
¥
Remarque
(D) (h) = (Dg), - h ot (Dy), est la matrice jacobienne donnée par : ((Dy),);; = g%( )
Ly

Exemple

U=R3V =R3 p(x, 1) = (x1 + 229, 1172, sin(71))

Y1 Y2 ©3
1 2
(Dg)s = 2 1
cos(xr1) 0

Exemple

Soit x = (0, 3), h = (4, 5) S T(073)R2
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1 2 14
4
(Dp)(h)= |3 0 ; =112 | € T 00)R?
10 4

Définition
Soient U € R™ et V' C R" des ouverts. Soit ¢ € C1(U;V)

e a) Soit f € C(U). Alors p*f = fop € C(U) est le tiré en arriére par .

U 1 1%

e b) Soit w € Omega?(V'). Alors le tiré en arriére de w est la forme p*w € QP(U) tel que
(W), -+ s hy) = Wo(a) (Dp)a(ha), - (Dp)a(hy))

Exemple

U=R%?etV =R3

o(x1,29) = (1 + 229, 122, sin(11))

Soit f(y) = y1y2ys

O f(x1,22) = flp(z1,22)) = fa1 4 229, m129, 5T0(21)) = (21 + 222) - 122 - sin(xq)
DESSIN

Remarque

Sin < p, alors g*w =0 (car dim AP(R") =0 si p > n)

Lemme

Soient U C R™ et V' C R™ des ouverts. Soit ¢ € CW;V). Soit w = > azdy; € QP(V)
T
(dyr = dyi, N\ -+ Ndys,)
Alors ¢*w = Y @*ardpr, ot p*a=aop,dor = dp;, N--- Ndp;,
T
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Preuve
(*w)a(hr, - Zso ardyi, N N dy;, (Dp)o(hn), -+ (D)o(hy)) =
(D)o(h1))ir, -+ (De)alhy))i
= Z ooy det :
: (De)elhn))iy = ((DP)alhy)),
(dei)(h1) -+ (dpi,)(hy)
= Z ooy det :
I (i, ) () -+ (digi,)(hy)
= grag-dpi, A Adipg (e By)Vha, s by = pMw
=) ¢la-dp;
[
Exemple

U=R3}V =R3 p(x) = (21 + 229, 179, sin(x1))

®1 P2 Y3
Soit w = (y1y1 + y3)dy2 A dys

(¢"w) = " (Y192 + ys)dipa N dips =
dps = x1dxy + Todxy, dps = cos(wy)dxy

= ((x1 4 229) - w129 + sin(xy)) - (z1dxe + x2dx2) A (COS(271)dX7)
= —x1(7129(71 + 229) + sin(z1))dzy A dag € Q*(U)

Théoréme 20

Soient U C R™, V. C R™, W C R! des ouverts.

a) Soit p € CWU; V). Soient wy,wy € QP(V). Alors o* (A\w; + puws) = Ap*wi +pp*was VA, 1 € R

e b) Soit ¢ € CWU; V). Soient w; € QP(V) et wy € QF(V)
Alors ¢*(wy Awy) = @ wi A pFwsy
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c) Soit ¢ € CH(U; V). Soit w € QF(V) de classe C.

Alors ¢*(dw) = d(¢*w)
e d) Soient p € CY(U; V), v € CV; W). Soit w € QP(W), alors p*(Y*w) = (¥ 0 p)*w

Yoy

Preuve

® a)w =)y, ardyr, we =) Brdys
T T

" (Awr + pws) = ©* (ZO\O&I + uBr) - dyl)

1

Z (Aar + pfr)de;
T

=\ ng*az ~dpr+ - Zs@*ﬁzdw
7 7

= A\p*wy + pptws

o b)w = ardyr, we =Y Bydyy
T 7

©* (w1 A wa) (Z arBidyr A dyj)

1,J
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=Y grar- ¢ Bydpr Adpy
1,J
(Z 90*041d901> A <Z <P*5Jd<PJ>
1 J

= w; A P ws

e ¢) Soit a € CY(V)

d(g*a) = dlafp(a)) = 3 2@ = onl@)) 4,

= aZL‘j
_ da(y) ) i dz;
0Yi  Nyi=pi(x) 833]’

Soit w = a - dyj.

d(¢*w) = d(p*a - dyr)

On sait que d(dy) =0

=d(¢ a) Ndpr + ¢ a - d(der)
——

=0

= " (da) Ndpr = ¢*(da) A @™ (dyr)

= ¢"(da A dyr) = ¢ (dw)
Done (5 (aut)) =
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e d)
¢ (V" (dz)) = 0™ (d(¥"(2:)))
= d(¢"(¥*(2:))) = d(zi 0 o )

— d((Wo )" () = (¢ 0 )" (d2)

w=a-dz=a-dz A Ndz,
P (VW) = @ (W )" (dzi) A A7 (dz, )
=" (W) " (W (dz)) A AT (Y7 (dz,))
= (@0 op)(vop)(dzi) A A(dhop)(dz,)
= ((Wop)a)(op)(du A-- Ndz)

= (o) (a-dz) = (Yop)w(x)

Siw= 21: ardz; = p*(V*w) = (¢ o p)*w par (¥)
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