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Analyse réelle Unige

Introduction

Rappel

Soit U C R™ un ouvert. Soit X C M(U) Soit w = a(z)dxy A --- Adx, € Q"(U)

Définition

/w:/a(x)dxl/\~~/\dxn
X X

(Théoréme 21)

U,V C R" des ouverts, w € Q"(U) ¢C*(U, V) un difféormorphisme.

/ P'w=c¢,- / w
X o(x)
e, = sign (det(Dy),) = %1

RP R n>p

N

Exemple

p=1letweQYU)

N
LA
=
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Analyse réelle Unige

7y : [a,b] — R? est un paramétrage de la courbe T’

p=>1
RP R™ n=>p

=

¢ : X — R™ est un paramétrage du domaine Y = p(X) C R

Définition
Soit U C RP un ouvert. Soit X C M (U). Soit U C R™ un ouvert. Soit ¢ € CY(U,V). Soit

we OV (/@(X)w:/xgo*w)

Théoréme 1. Soit X C U. Soit ¢ € C'(U) tel que X = )(X). Posons 1 = @ o1

Alors :
RP R", n>p
2
X = 3(X)
@Jw -
v
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Démonstration
/ w:/ go*w:/ ORW
@(X) X P(X)
Th21 Th20 «  det
2y [ urton) ey [ (pouyu e [ w
X X #(X)
O
Exemple
U=R%V =R?

X =10,1] x [0, 1]
SO(X) = (Il +$27$1 - ZEQ,QZ%,[L’%); YSO(X) C R™
w = —y4dyy N dyz + ysdyz N dy

O*'w = —x3d(x1 + 29) Ad(2?) + 22d(zy — 22) A d(23)

= 2(2175 + 2923)dx1 A dTo

/w:/ 90*w=/ 2(z122 + wox?)day A day
Y X [0,1]%[0,1]
1 1
= 2/ (/ (2125 +x2xf)d:z:2) A dxy
0o \Jo
1 2
o xq 1 1 2
— St T N P S Y (T R
/0 (3 " 2) . (6+6) 3

1 Chapitre I : Intégration des formes différentielles

1.1 Le flux d’un champ de vecteurs :

U c R%,V C R3. Soit v un champ de vecteurs.

Wy = v3dyr A\ dys — vadyr A dyz + vidys A dys
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R? R3

(NS Y,hl,hg S TyY

2 B ( h (h )
wi(hy, he) = v3 - det — vy - det + vg - det

= (hl X h2)3 — (hl X h2)2 + (hl X hg)l

= <’U, hl X h2>
= |[vl[cos(v1, hy X ha) - ||h1 % hy|
—_——
v;;p l'aire du paralléolgramme défini par les deux vecteurshi et ha

= Le flux de v a travers le parallélogramme
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Définition
Soit U C R? un ouvert. Soit V' C R? un ouvert. X € M(U). Soit p € CY(U,V). Soit v un

v

champ de vecteurs sur V. Alors, le flux de v a travers la surface p = p(X) est égal a / w?

(X)
Exemple
UCR? V CR?
V={ye Ry} +y; =13, 0<y3 <1}
Y2
[t
Y3

v = (11,0,0), W) = y1dys A dys
X = [07 ]-] X [0727T]7 QO(.T) = (371608(372),.%'182.71(1‘2),‘%%)
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©*w? = x1c08(x9)(sin(32)dw1 + 21008(72)dT0) A (271dT1)

= —2x3cos(1y)*dxy A dxy : le flux de v

a travers Y :

/ wg — / (p*wg = —2/ x?cos(mg)del A dxo
o(X) X X

o[ st ([t

1.2 Théorémes intégraux. 1

Soit U C R? un ouvert. Soit K C U un compact & bord orienté.

Soit w = aydry + aadzy € QHU)
dw = <% — %) dxri A dxg

(91'1 (91'2
/ w@/ <%—%>dudm2:/dw
oK K Oz, 0z K

Théoréme 2. Soit U C R? un ouvert. Soit K C U un compact a bord orienté.

a) Soit V.C R™ un owvert. Soit ¢ € CY(U;V). Soit w € QY (V). Alors / w= / dw
»(OK) »(K)

C’est la formule de Green-Riemann généralisée.

b) La formule de Stockes-Ampeére :

Soit V. C R? un ouvert. Soit ¢ € CY(U; V). Soit uw un champ de vecteurs sur'V de classe

Ct. Alors le flux de rotu a travers la surface Y = p(K) est égal a :

/ Wroty = / wi
»(K) ©(0K)

avec Wl = uidy, + uadys + usdys
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Preuve
a)
/ dw dﬁt/ 0" (dw) Th:m/ d(p*w) :/ *wd:d/ w
o(K) K K oK (DK
b) w2, THIS 5 1
== wfom = / dw?
P(K) P(K)
2 / !
»(0K)
O

Exemple
YV ={y e Ry} +y5 = 93,0 <3 < 1}
Y2
Y1
Y3

v= (11,0, —ys3), dive =0 = Ju tel que rotu = v
UZW-WWmm.Kz{xERﬂﬁ+x&gn
(1,29, 23 +22), 0K = {w € R2‘x1 + 22 =1}

— /CL) —/ Totu:/ wi:/ SO*CU}L
#(0K) oK

= —hysdyz, ¢* w = —zy(2? + 23)dzy

2
:/ (cost)?dt = —
0

v = (cost, sint), t € [0, 27]
v = (—sint,cost)
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Remarque

V C R"™ un ouvert, w € 2'(V) une forme exacte.

Soit v une courbe fermée.
Alors / w=20
i

Théoréme 3. Soit V C R* un ouwvert. Soit S C V une sphere. Soit w € Q*(V) une forme

exacte.

— /w:()
S
Soit S ={y € R3|y} +y2 +y2 =1}

Prenons K = {z € R¥|23+23 < 1} et p(X) = <2:v1\/1 — 2% — 22, 2w9/1 — 2% — 23,1 — 227 — 2:B%>

Et donc :

Vit v +ys = 427(1 - 2t — 23) +4a3(1 — 2§ — 23) + (1 — 227 — 223)°

= 4(91;% —1—33'3)(1 —a:% —x%) +(1 —mf —:c%—(a;f —i—:L‘%))Q = 4ab + (a—b)2 = (a+b)2 -1
—— N —

a b

* Th 2 -
/w:/ w:(/gow>:/ dw:/ w=0
S @(K) K P(K) (X)

0K = {x € R?|2? + 23 = 1}, ¢(0X) = (0,0, —1) un point.

1.3 Théorémes intégraux 2

Remarque

U CR? et V C R? des ouverts.
K C U un compact et ¢ € CY(U;V)
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R? R3
'
Oy
X = (21,32) € K, p(z +¢€,32) — p(x1,72) = 687( z) +d(e) € Tox)Y
1
9% (). %% (s
T,x\Y
Le vecteur —(p(x) X 890 (x) est orthogonal & Y au point ¢(X)
€2

Exemple
M =[0,1] x [0,1] x [0, 1]
K =10,1] x [0,1]
90(1‘) = (xhx?’ 1) et @(I) = (xlaw?ao)

]R2

X2

ASY!

s 9 22,
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Remarque
U U1 €1 U1 V1
axb= U9 X Vg = det €y Uy Vo
us U3 €3 U3z U3

€2

'g €1
€3
Définition

Soit V' C R3 un ouvert . Un compact M C V est un compact & bords orientés si :
a) O(M\OM) = oM

b) Il existe des ouverts U; C R?, des compacts K; C M(U;) et des applications ; € CH(Uy; V)
telles que : OM = U Y; onY; = p;(K;)

=1
¢) dim(Y;NY;) < 2Vi#j

ip;
81’2

ip;
6:1:1

d) Pour tout i, on a (—(z) X (z),n) > 0, ot n est la normale & Y; au point ¢;(x) orientée

vers l'intérieur.
Définition

Soient V' C R? un ouvert et M C V un compact & bord orienté.

Soit v un champ de vecteurs sur V. On pose / w? = Z / w?
oM i—1 v i)

Theéoréme 4. Soient V C R3 un ouvert et M C V un compact & bord orienté :

a) (Formule de Gauss-Ostrogradski) Soit v un champ de vecteurs sur V', alors le fluz de v

a travers OM est égal a :

/ wl= / (div v)dy,dyadys
oM M
b) (Théoreme de Stokes, le cas n = 3) Soit w € Q*(V) de classe C', alors :
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/w:/dw
M M

Remarque

2 _
wy; =0

Si v = rot u, alors div v = 0, donc /
oM

Remarque

3
(%Z-

3
0

Siv=grad f, alors divv =Af (div v= Z pe
=1

donc, / w? = / Af dydydys
oM M

Remarque

(7))

Soient a, 5,7 € R tel que a+ 4 v = 1. Soit w = ayedy; N dys — Byadys N dys + yy1dys N dys,

alors :

dw = adys N\ dyy A dys — Bdya A\ dyy A dys + ydyy A dys A dys = dyy A dya N dys

- w =/ dy1dydys =/ 1 - dy1dyadys = vol (M)
oM M M

Preuve
a) M=B={yeR¥yl+y;+y; <1}

- x% - l’%), 951(33) = (xlvx% -V - x% - m%)

o1(x) = (21,22, /1

€1 1 0
0 0P
AP Xﬂ(x):det €2 0 1
0y 0a —z —
e
’ V1—a2? —a3 J/1—-a}—2a3
I i) 1
=e 5 5 2 5 5 3= > 2§01( )
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P1 ¥1

Soit v un champ de vecteurs sur V. w? = ygdyl A dy% — ygdyl A dygj + yldyg A dygj

w1 w2 w3

/wl_/ wl—/ Wl_/SOTwl_/SETWl

0B v1(K) ¢1(K) K K

:/ U3<I1,l’2,\/1—.T%—.T%)dxldlé—/ v3(x1, To, —/ 1 — 22 — 22)dw1dxy
K

K

VIZHTE Qug s

:/ /\/76%(961%2@3)65%3 dzridxe = 8—%dx1dx2dx3
l—z5—x

902(:5) = (xh V I :L’% - 33%,372), 952(33) = (.%1, Y 1 - l‘% - x%?'CE?)a 0B = 902([() U 952([()
303($) = (\/ 11— :L'% - [L’%,le,.’ﬂg), 953(33) = <_ V I- l‘% - x%7$17$2)7 0B = 903([() U 953([()

/ w—/ wﬁ—/ w2~|—/ w3 = / 81)3 Ovy + v dwldxgdx;g:/(div v)dzdraodrs
oB oB oB oB O3 a56'2 Oxy B

le v

b) w € Q*(U) = Jv un champ de vecteurs tel que w = w?

/ w= / w? 2 / (div v) dy, dyadys = / (div v)dy; A dya A dys
oM oM M M

dw? & (div v)dy; A dys A dys

@/dwzzfdw
M M
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Exemple

V =R?
wo = ysdy1 N\ dya — yadyy A dys + y1dys A dys

da)() = ?)dyl VAN dyg N dyg
1

(Y + 3 +y3)3/?
2y1dyr + 2yadys + 2ysdys)

Considérons la fonction f(y) =

3 1

df = -2
2B

w = fwy et dw=df Nwy+ f - dwy

-3
T WPt t ) (Y1 + 2 + y3)dy A dys A dys +
1 +Y2 T y;

(Bt B+ e N ey =0

= w est fermée car df = 0. w € Q*(V)
V =R3\{(0,0,0)} Prenons B = {y €R3

/ woo= / woz/dw0:3-v0l(B):47r
oB | __ JoB B
OB 0

— W n’est pas exacte. (V' n’est pas étoilé)

ﬁ+£+£§@
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2 Chapitre II : Le théoréme du point fixe

2.1 Espaces de Banach

Définition
Soit (V.|| - ||) un espace vectoriel normé. Soit {x,}°2, C V

a) {z,}52, est dite convergente s’il existe z € V' tel que ||z, —z|| — 0 (<= Ve > 03N, tel
n—oo
que ||z, —z|| <eVn > N,

b) {x,}32, est de Cauchy si Ve > 03 N. tel que ||z, — z|| <eVn,m > N,

Exemple

V = (0, 1] (toutes les fonctions continues de [0,1])

(
1 1t < —
si 5
n = —nlt—= si — =+ —
2 2°'2 n
1
0 sit>= 4=
N n
1
Xom
% w %
0 1 1+1 1
2 2 m
a) [|2]|o = sup |z(t)]
te[0,1]
1 1
Prenons n =2m, S = -+ —
2 2m
e X (S) = 0, X, (S) = 1 Ly_ 1
2m — Y m - m 2m 2

1
— ||X2m_XmHooZ_ /L> 0

m—0o0
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1
b) [l = / (o(t)|dt. Soit n > m
0

1
1
||Xn—Xm||1/ |z, (t) — ()] dt < — — 0
0 ————— m m—oo
111
e AR

— {x,} est de Cauchy

Définition
Un espace vectoriel normé (V.|| - ||) est un espace de Banach si toute suite de Cauchy est
convergente.
Théoréme 5. a) Tout espace vectoriel normé (V,||-||) sur R de dimension finie est Banach

b) C0,1] muni de la norme ||z||oo = sup |z(t)| est de Banach.
te(0,1]

¢) CH0,1] muni de la norme ||z|| = ||z||o + ||2'||s est de Banach

Remarque

1
C'0, 1] muni de la norme ||z||; = / |z(t)|dt n’est pas de Banach. (On ’a montré dans I'exemple
0
précédent)

C'10,1] muni de la norme ||z|| = ||z||s n’est pas de Banach.

Remarque
r € C0,1] < 2’ € C[0,1]
Définition
Soit (V|| - ||) un espace vectoriel normé. Soit M C V.

a) Soit z € V. On pose dist(x, M) = inf||x — y||
yeM

b)M:{xev

dist(z, M) = O} est la fermeture de M.
¢) M est fermé si M = M
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Exemple

V =C0,1], ||z]|w M = {x e v)x@) > 0Vt e [0, 1]}
M= {x € V’x(t) >0Vt e o, 1]}

Lemme 1

Soit (V]| - ||) un espace vectoriel normé. Soit M = B,(J) = {y € V‘ |z —y|| < 5}, M est

fermé.

Preuve

— 1
Soit z € M <= dist(z, M) =0 = Vn3z, € M tel que ||z —x,|| < —
n

1
= |lz—z||=|lz —zn+z, — || < ||z — 20| + ||z —2|| <0+ =
—_——  —— n
1 e
=
n

Vn = ||z—2||<d = 2e€M = M=M

Lemme 2

Soit (V, || - ||) un espace de Banach. Soit M C V un fermé.

Si{z,}re, C M est de Cauchy, alors {x,}2, converge dans M.

Preuve

V est de Banach = dz €V tel que x,, — 0

n—oo

dist(x, M) < ||z — x,|| = Ooux, e M
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— dist(x, M) =0

= 1€ M = x €M (car M est un fermé).

2.2 Applications lipschitziennes
Définition

Soient (V|| - ||) et (W, ]| -||) deux espaces vectoriels normés.

Soit M C V. Soit T': V' — W une application. (On note T'x I'image de x € V par T).

a) T est dite uniformément continue sur M si Ve > 036 > 0 tel que ||[Tx — T'y||w < e pour

tous z,y € M tel que ||z —y||lv <0
b) T est dite lipschitzienne s’il existe une constante L > 0 tel que ||Tx — Ty|lw < L- ||z —y||v

c) T est dite contractante sur M si T est lipschitzienne avec L < 1

Lemme 3

Si T est lipschitzienne sur M, alors T' est uniformément continue sur M.

Preuve

Fixons € > 0. Posons § =

DN ™

Prenons x,y € M tel que ||z —ylly <6 = ||[Tz—Ty|lw < L-|lx—vy|ly <d<e

Exemple

V =R, M =[-1,1]. Soit f(z) =z

Supposons que f est lipschitzienne sur M.

Prenons y = 0, [|f(@)]| = |f(x)| = |2 < L -|af
Six#0 = 1< L.z — 0 = L n’existe pas.

=—> f n’est pas lipschitzienne sur M.
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Théoréme 6. Soient V =R" et W =R™. Soit U C V un ouvert.
Soit M C U un compact conveze. Soit f € CH(U; W) Alors, f est lipschitzienne sur M.

Preuve
axfj e CWU), L;j = maz Tf](:c) < oo (car M est compact)
Prenons L = maxL;;

ij
Prenons x,y € M. Posons F;(t) = fi(x +t(y —x)) = x(t) € MVt € [0,1] car M est convexe.

=S Y )y - ay) = i) — fily)] = |F0) — F(L)

Fi(t) =
= (%vj
Théoréme des
accroissements finis , " 18f; n
— F J1=0] < ¢ D s — sl < L - _rl<n-L- —_
ol |l (z)] | |(*_)Z_; axj(x( ))‘ ly; — ;] < Z_;Ly] zj| <n-L-|lz—yl
” 7= Lllamyl
= [If (@) = fWll = | D_(file) = fily)? < Vm-n- Lz —y||

<n-Lljz—yl|

=—> [ est lipschitzienne sur M

V=R"W=R"
UcCV, M C U un compact convexe.

feCYUW) = f est Lipschitzienne sur U.
V =W =R, Soit f € C'a,b]. Si maz|f(t)] <1 = t € [a,b], f est contractante sur [a, b].
Soient z,y € [a,bl, | f(y)— f(x)| = |f'(2)]|y—x| < C+|y—=x| Par le théoréme des accroissements

finis, z € [z, ]
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2.3 Théoréme du point fixe

Théoréme 7. Théoréme du point fixe

Soient (V|| -||) un espace de Banach et M C 'V un fermé.

Soit T : M — M une application contractante (c’est a dire, Vax,y € M, on a Tx, Ty € M
et ||[Te =Ty|| < C-[lx —yll et C <1)

a) Il existe un unique point o, € M tel que Txo = To (le point fixe de T sur M ).

b) Pour tout xg € M, la suite {x,}>2, ot x, = Tx, 1 converge vers Tu..

CTL

¢) |2oe = aall < 7—llz1 — @]

—C

[Too — 2n|| < |20 — Zn1l]

Preuve

Prenons zq € M, posons x1 = T'xy, xo = Tz etc.
|znt1 = zn|| = [[T2n — Txpal]| < C - [lzn — || < -+ < |1 — o]

Prenons m > n,

|Zm=2n|| = [lom—2ni1 4@ —2nl] <{|Tm—2npl|l+H[Tnp =zl < - <lom—2mall+ - +|2n—zn]]

n n+1 m—1 n m—n—1 Cn<1 —
S( e ) [l o] = (L et Lo — | = = [lz1 — o

CTL
< ey —x0l] — 0 = {x,} est de Cauchy
1— C n—oo
V|| - ]| est de Banach, M C V est un fermé et {x,} est de Cauchy.
Lm:m>62 dr, € M tel que x, — 4

n—oo

Tro =T (dim xn> = lim (T'z,) parce que T est Lischiptzienne, donc T est continue.
n—oo

n—o0
= lim z,,1 = T« = % est un point fixe de 7T'.
n—oo

Unicité :

Soit x5, € M tel que Tx, = x5,. Alors :

750 = ool = |[T7o0 = Too|| < O [[25 = #oo|| < |70 = Zool|

= ||75% — Too|| =0 = oo = oo

21/ 85



Analyse réelle Unige

||xoo _an = ||xoo — T+ Ty _an < ||xoo _xm||+||xm_xn||
—_——
m—oo — 0

n n

<0+ CHl'l —n|| = |1 =zl < mHml — |
[Too = @n|| = |[T200 = Tp1l|]| < C - ||Too — Tnoal| = C - ||Too — Tn + Tn — Tpa]]
C
SO |[woo =zl | + C - [zn — o] = [0 — 20| < —C ||z — @nal]
O
Remarque
Ce théoréme est vrai aussi pour un espace métrique complet (X, P)
Remarque
L’équation Tx = x admet une solution unique z.,. Les points xg, x1, 2o, -+ sont les approxi-

mations successives de To..

Exemple

V=R a}+a=1M=[0,1]
1
r = f(x) oﬁ:v3+4a:—3a::1<:>x:f(x):Z(l—i—Sx—x?’)

— fl@)=20-)<C="size1]

fo) = 3.3] <o

3
To — 1, T, = f(l‘o) = Z =0.75

xo = f(x7) :1<1+§—§) = 0.707

4 4 64
Too = 0.682
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Théoréme 8. Théoréeme du point fixe généralisé
Soient (V,||-||) un espace de Banach et M C V un fermé. Soit T : M — M une application.

Supposons qu’il existe un p > 0 tel que TP =T o---0oT soit contractante.
—_——

p fois

a) Il existe un unique point oo € M tel que Txoo = T (le point five de T sur M ).

b) Pour tout xy € M, la suite {x,}22 | ot x, = Tx,_1 converge vers Too.

Preuve

Par le Théoreme 7, dz,, € M tel que TPx = Tso.

a) Too = TToo, TP(To) = TP 2y = T(TP24) = TToo = T
—> X, est un point fixe de T”.
Unicité de z :
Too = Too <= T = T, donc x4, est un point fixe de T'.
Unicité pour 7' :
Siz e M tel que Te =z, alors TPz =T(--- (Tx)) = x

=—> 1z est un point fixe de TP — x = x4

p—1
b) {atozs = U (@ iy
s=0

o k Théoréme 7 o
Lpk+s = (Tp) (TSxO) — xoovs - 07 ERREY 2 1
k—o0
zo, x1 = Txg, -+, T,y = TP xg, donc z, — 24
n—oo

Fixons £ > 0, N tel que ||Zppis — Too|| < € si pk + s > NI Posons N. = maz N, alors

sin=pk+s> N, onallr, —z.]|<e

Exemple

a 2020
0 b

V=R2 Tz =Arou A=
T n’est pas contractante.

23/ 85



Analyse réelle Unige

T axy, + 2020x
Tr— A. 1) _ 1 2
i) be
a 2020 a 2020 a® (a + 5)2020
ToT =T?T?X = A%z et A? = =
0 b 0 b 0 b?

T? est contractante si |a|, |b] << 1

2.4 Equations intégrales de Fredholm

Définition
SmentKeC(a b] x zEC’([a b)) et A € R.
Alors z(t )+ A / K(t, s)x(s)ds est une équation intégrale de Fredholm.

b
Théoréme 9. Si |/\|m[a%]/ |K(t,s)lds = C < 1, alors l’équation de Fredholm admet une
tela, a

solution unique T

Remarque
Si|Al-]b—al- mc[z$b}|K(t, s)| = C < 1, alors I'équation de Fredholm admet une solution unique
st€la,
Lo
Preuve

V =C([a,b]), || - ||e est de Banach par le théoréme 5.

Définissons 7' : V' — V par :

(Tx)(t) = 2(t) +/ K(t,s)x(s)ds

| Tx — Tzl = sup)\/ K(t,s) —y(s))ds
tela,b]
b
< sup [A] [ |K(E, )] - [2(s) —y(s)| ds
t€(a,b] a T/H—’
SIT—Ylloo

b
(w maz / |K<t,s>|ds) e = ylle
tela,b]
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— dlz, CV tel que Txo = Too.

Too est une solution de I’équation de Fredholm.

Remarque
Donc, zy € C([a,b]), z1(t) = 2(t) + )\/ K(s,t)xo(s)ds
xo(t) = 2(t) + )\/ K(s,t)z1(s)ds etc.

T, — To (pour zo = 2)
n—oo

Considérons 1’équation de Fredholm :

z(t) = 2(t) + )\/ K(t,s)x(s)ds

dans le cas particulier ou K (t,s) = Z fi(t)gi(s) avec fi,g9; € Cla,b]. Dans ce cas, toutes les
i=1

solutions de I’équation de Fredholm sont de la forme z(t) = z(t) + Zai fi(t) ou les «y; sont des
i=1

constantes a déterminer. On obtient alors 1’égalité :

m m b m
2(t) + Z a;ifi(t) = 2(t) + A Z fi(t) (/ gi(s)(2(s) + Z ajfj(s))ds>

Dans le cas ou les fonctions f; sont linéairement indépendantes, alors 1’égalité du dessus est

vraie si et seulement si les constantes «; satisfont le systéme m équations linéaires :

b m
a; = A (/ gi(s) (z(s)—i—Zozjfj(s)) ds> i=1,-.,m

Donc, dans le cas particulier de ’équation de Fredholm, le probléme se raméne a résoudre un

systéme d’équations linéaires.

Exemple

Considérons 'équation z(t) = 1+

o\,;
~
»
8

©
QL
&
@)
=
jav
8
=
I
—_
_I._
w o
o
-
@)
B
(@]
—_
+
Q
—
I
—_
+

c\
~
»

—
+

1 1 3
as)d5:1+t(§+§a) Et donconaazzet donc z(t) =1+ —t
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3 Chapitre III : Equations différentielles ordinaires

3.1 Equations différentielles ordinaires (EDO) : définitions

Dans ce qui va suivre, on va utiliser les notations suivantes : J C R est un ouvert et y : = €
J — y(z) € R™ est une application de classe C*, alors 3/ désigne la dérivée de y par rapport a z,
y” désigne la dérivée du deuxiéme ordre, ect.
Définition

Soient G C R x (R")** un domaine et f € C(G;R"). Alors, y® = f(x,y,1/,--- ,y* ) est
une EDO d’ordre k£ dans R" sous forme normale.
Définition

Une EDO est dite autonome si f ne dépend pas explicitement de x.

Exemple

L’équation y" = y + ¢/ ou y(z) € R™ est une EDO autonome d’ordre 2 dans R™ sous forme
normale. L’équation zy” = y+ ¢/, ou y(z) € R™ est une EDO d’ordre 2 dans R", non autonome et

pas sous forme normale.
Remarque
Une EDO d’ordre k dans R" est équivalente 4 une EDO d’ordre 1 dans R* (Par le changement
suivant : Y] =y, Yo =/, -+, Y = y* )
Exemple
L’EDO y" = —y dans R est équivalente & I'EDO suivante dans R? :
0 1

Y'=f(Y)ouY = Y et f € C(R? R?) est définie par f(V) = Y
Y -1 0

Définition

Soit I C R un intervalle non vide. On dit que ¢ € C¥(I;R") est une solution de 'EDO

y® = flz,y, v, ,y* V) dans R” si Pon a oW (z) = f(z,0(z), ¢ (), -+, ") pour tout
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x € I- On appelle courbe intégrale 'ensemble des points {(x, p(z)) € R" ™|z € I}

Définition
Dans le cas ou f € C(J x G;R") ou .J est un intervalle et G = R x R. Alors ¢(z) = 0 est une

—1
solution globale (définie sur I = R) tandis que ¢(z) = — est définie soit sur = (—o0,0), soit
x

sur I = (0,00) et donc la solution n’est pas globale.

3.2 Le probléme de Cauchy, le théoréme de Cauchy-Lipschitz
Définition

Soient G C R x R"™ un ouvert et f € C(G;R"). Soient x5 € R et z € R” tels que (zo, 2) € G.
Le probléme de Cauchy-Lipschitz associ¢ & 'EDO ¢ = f(z,y) d’ordre 1 dans R" consiste a

chercher une solution vérifiant la condition initiale y(z) = z (c’est a dire on chercher une solution

@ € C(I;R") telle que xg € I et p(xg) = 2)

Exemple
-1
r+1

La solution du probléme de Cauchy ¢’ = 3%, y(0) = —1 dans R est donnée par ¢(z) =

sur [ = (-1, 00)

Theéoréme 10. Péano
Soient G C R x R™ un ouvert et f € C(G;R"™). Alors, pour tous (xg,z) € G, le probleme
de Cauchy y' = f(z,y), y(xo) = z admet une solution.

(PAS DE PREUVE DANS LE COURS?77)

Remarque

Le théoréme de Péano ne garantit pas l'unicité de la solution du probléme de Cauchy-Lipschitz.

Par exemple, le probléme de Cauchy-Lipschitz 3" = 32y, y(0) = 0 dans R admet les solutionis

p(r) =0 et p(z) = 2°

Le probléme de Cauchy est équivalent a la recherche des solutions d’une équation intégrale.
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Lemme 4

Soient G C RxR™ un ouvert et f € C(G;R"). Alors ¢ € C(I; R™) est une solution du probléme
de Cauchy v/ = f(x,y), y(xro) = z si et seulement si ¢ vérifie I’équation intégrale suivante pour

tout z € I :

)=zt / " f (s, 0(s))ds

Preuve

a) Soit ¢ une solution du probléme de Cauchy, alors on a ¢ xo) =zet¢'(s) = f(s,p(s)) Vs el

Donw(x)—zzw(x)—sﬂ(xo)z/ ds—/ 15,05

b) Puisque g(s) = f(s,¢(s)) est continue sur I, on a ( g: f(s,gp(s))ds)/ = (/: g(s)ds)l =

g(z) = f(z,(x)). Donc si ¢ est une solution de 'équation intégrale, alors ¢ est de classe C*

et on a ¢'(x) = f(x,p(x)) De plus, p(xy) = 2z + /w f(s,0(s))ds = =

Définition

Soient M C R x R™ un domaine. Une application f € C(M;R"™) est dite L-lipschitzienne sur

M par rapport a y s’il existe une constante L > 0 telle que :

f (@, y1) = fl@y2)ll < L[|y — w2

pour tous (z,v1), x(y2) € M

Théoréme 11. Cauchy-Lipschitz Soient G C R x R" un ouvert et f € C(G;R"). Soient
zg € R et z € R” tels que (xg,2) € G . Supposons qu’il existe a > 0 et b > 0 tels que f soit

L-lipschitzienne sur le domaine :

M ={(a.) € Gllx —ao| Sa,lly — 2l < b}
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Posons a« = min |{ a, —) ouv m = mazx ||f(z,y)||. Alors le probléme de Cauchy y' =
m (z,y)eEM

f(z,y), y(xo) = z admet une unique solution sur l'intervalle I = [xo — o, xo + .

Preuve

Soit || -|| une norme sur R". Posons m = (g;)ae%Hf(x,y)H, a = min (a, %) et I = [xo—a, o+
al.

Considérons l'espace vectoriel V' = C(I;R") muni de la norme ||¢(z)|| = supl||e(z)||. Alors
(V,]] - ||oo) est un espace de Banach (c’est une généralisation du cas b) du Théorf‘eenlle 5).

Considérons la boule B, (b) = {gp € V‘ng — 2l]oo < b} cV

Par le Lemme 1, B, (b) est un fermé.

Définissons 'application 7" sur V par (Ty)(x) = z + /m f(s,¢(s))ds.

Montrons que T(B. (b)) C B.(b) : '

Prenons ¢ € B,(b), alors (s, p(s)) € MVs €I et on a:

/fsso

max x,y)||ds
. (x,y)eMHf( Ol
b)

Donc ||Tp — 2||eo <b = T(B.(b)) C B.(
Montrons que 7" est L-lipschitzienne sur B, (b) :
Prenons ¢, € B.(b). Alors :

[(Te)(x) = 2| =

<|/ I e gl

=m-|z—xo] <ma<b

T

<

/ (s, () — F(s,0(s)) ds

o

(T0)(@) — (Te)()]| = \

/Ilfsso s 0) <>>||ds<

/xL- () — (s)][ds

zo

<L- |$—£E0| : ||90—7/’||oo(*>

Donc [T = T9|[ec < L-a-|[¢ = ¢[|

Lemme

1
Pour tout > 1, on a [[(T*¢)(x) = (TPY)(@)l| = L7 - [& = 2ol - ll¢ = Plleo
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Preuve

Pour p = 1, aller voir (x). Puis, par récurrence sur p :

(T o) () = (TP ) ()| = IT(T7¢) (x) — T(T") ()]

<

/x (f (s, (T7¢)(5)) = [ (s, (T")(s))) ds

o

<L

/ I@P)(s) — (T76)(s)ds

Hypothése de

L L] [ Bl o = lots| = e = ol e = v
: —|s —xo|? - || — V||eods| = ——= |z — © — V||oo
i) p' (p + 1)'
P+l
= | — P =
P
Par conséquent, |[TP¢ — TPY[|o < —a - || — Y]]
p!
e S
Mais —'ozp — 0 Dong, il existe p € N tel que TP est contractante sur B,(b). Donc, par le

p! p—r00 L
théoréme 8, il existe un unique point fixe o, € B.(b) de T. Comme ¢o, = TP <= Poo(T) =
24+ | f(s,p0(s))ds e 5 est une solution du probléme de Cauchy, on tire la conclusion
zo
que, sur I = [xg — a, k9 + «, le probléme de Cauchy ¢ = f(z,y), y(x¢) = 2z admet une unique

solution.
O
Remarque
Par le Théoréme 6, si les dérivées partielles g, 1=1,---,n sont continuse sur M, alors f est
L-lipschitziennes sur M par rapport a y. g
Le théoreme de Cauchy-Lipschtiz affirme que le probléeme de Cauchy dans R™ :
y = f(x,y), y(xo) = 2 (1)
admet une unique solution sur lintervalle I = [z — a,x¢ + a] o1 @ = min <a, %) avec

m= maz [|f(z.g)|| ot M = {(2.9) € Glz — 0| < a.ly ~2I| < b}
En général, la valeur de m dépend de a et b. Donc, on peut chercher les valeurs optimales de

a et b pour lesquelles « soit maximal.
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Exemple

Considérons le probléme de Cauchy dans R :
y=a+y%y(1) =0 (2)

Ici,onaxy=1et z=0. Donc, M = [1 —a, 1+a] x [-b,b]. Puisque f € C'(M), f est Lipschit-

zienne sur M (la constante de Lipschitz dépend de b). Il est évident que m = (m)aa]:w |f(z,y)| =
x,y)e

b
(1 + a)? + b*. Donc, nous voudrions maximiser la valeur de min | a, —————— |. Fixons a et
(1+a)2+0?

b 1
considérons g(b) = m. g atteint en by = 1 + a le maximum global, g(by) = m.

1 1
La fonction min(a, g(bg)) = min | a, ————— | atteint son maximum aq vérifiant g = ————
(:9(bo)) ( 2(14-a)) 0 * 7 21+ ao)

1

<Voir les graphes des fonctions a et

2(1+a) )
1
Donc ag est racine positive de 'équation 2a(1+a) =1. On a ay = 5(\/3 —1) ~0,37. Donc le

probléme de Cauchy (2) admet une unique solution sur U'intervalle I ~ [0, 63; 1, 37].

Théoréme 12. La méthode des itérations de Picard

Sous les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lispchitz, la série de fonctions {p,}22, ou

wo(x) =z et :

onia(z) = 7+ / " 7 (5, uls))ds

converge pour la norme || || vers la solution du probléeme de Cauchy (1).

Preuve

Par le Lemme 4, le probléme de Cauchy (1) est équivalent a l'équation ¢(z) = (Tp)(z), ou
(Te)(x) = z+ | f(s,pn(s))ds. La preuve du théoréme 11 montre qu’il existe p > 1 tel que TP

xo
est contractante. Donc, par le théoréme 8, la suite de fonctions {p,}, ot ¢, = Ty, 1, converge

vers la solution ¢, de I'équation ¢(z) = (T'¢)(x)

Remarque

Les fonctions ¢, sont des solutions approchées du probléme de Cauchy (1).
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Exemple

Considérons encore le probléme de Cauchy (2). On a zp = 1 et z = 1. En prenant ¢g(x) = 0,

nous trouvons les deux premiéres solutions approchées :

T

aie) = [ Fsalonds = [ poloas = [ s = 5

1
X X X 1
@2(@:/ f(s7<p1(s))ds:/ (32+<p1(s)2)ds:/ <s2+§(s3—1)2) ds
1 1 1
z 1 1 1 1 1 17
— 2 - 6_2 3 1 ds = — O -3 T T
/1 <5 —|—9(s s° + )) S=at TR T3 T

Exemple

Considérons 'EDO d’ordre 2 dans R suivante (I’équation d’Airy) :

y' =y (3)
avec les conditions initiales y(0) = 1 et y/(0) = 2. Posons Y} = y et Y5 = ¢/ et considérons
Y

le vecteur Y = . Alors nous avons le probléme de Cauchy pour 'EDO d’ordre 1 dans R?
|

équivalente & (3) suivante :

Yy Y

Y = = = f(z,Y) Y(0) =
Y, xY: 2
Ici, nous avons zp = 0 et 2z = . La fonction de classe C* est donc Lipschitzienne sur un
2
compact convexe. Donc, nous pouvons utiliser la méthode de Picard.
1
En prenant ¢g(z) = , nous trouvons les solutions approchées :
2
o (z) = +/ (0)2(s) ds — +/ ds — |, |,
2 0 \s(¢o)1(s) 2 0 \s 2 5:1:'2 5:&2 +2
1 (©1)2(s) 1 12+2 1x3+2x+1
o) = —I—/ oz ds = +/ 2 ds= | § 1
2 0 \s(e1)i(s) 2 0\ 25+1 30+ 57t +2
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1
Donc, (po)1(x) = 1, (v1)1(x) = 22 + 1 et (pa)1(x) = éx?’ + 2z + 1 sont les trois premiéres

solutions approchées de 'EDO (3) vérifiant les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 2.

3.3 EDO a variables séparées
Définition

Une EDO a variables séparées dans R est une équation de la forme :

gy = f(x)

Théoréme 13. Soient Jy, JJo C R des ouwverts, f € C(Jy), g € C(Js). Soit z € Jy tel que
g(z) # 0. Alors, pour tout xo € Jp, il existe un intervalle non vide I C Jy contenant xq tel que

I’EDO a variables séparées avec la condition initiale :

9y = f(x) y(xe) = 2 (1)

admet une unique solution ¢ sur lintervalle I et [’on a pour tout x € I :

/Z - g(t)dt = / £(s)ds (2

~—

Preuve

Supposons, sans pertes de généralités, que g(z) > 0. Soit K C J, U'intervalle maximal contenant
z tel que g(y) > 0 pour tout y € K. Posons G = J; x K et considérons sur G le probléme de

Cauchy suivant :

V=) y(zo) = 2 (3)

Puisque i est continue sur G, le théoréme de Peano (Théoréme 10) affirme que le probléme
(3) admet uﬁe unique solution ¢ € C'(I) ou I C J; est un intervalle contenant z, et tel que
(x,p(z)) € G pour tout x € I. Puisque g(p(x)) > 0 pour tout = € I, il est clair que ¢(x) est aussi
une solution de (2). Alors on a g(¢(s))¢'(s) = f(s) pout tout s € I. On obtient alors :
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Donc, ¢ vérifie la relation (2). On peut écrire cette relation sous la forme G, (p(z)) = / f(s)ds,
o

t
ou G,(t) = / g(—)d —. G, est monotone (croissante) sur K car G',(t) = g(t) > 0sit € K. Donc,

4
xr
pour tout z € I, on a ¢(z) = G ( f(s)ds) ol G! est Papplication réciproque de G,. La

zo
derniére relation implique 1'unicité de ¢ sur I parce que ¢ est déterminée uniquement par f, g, z

et xp.

Remarque

Ni lexistence, ni I'unicité de la solution de probléme (1) ne sont garanties si g(z) = 0. Par
exemple, 'EDO yy’ = z avec y(0) = 0 admet les solutions p(z)z et p(z) = —z. tandis que I'EDO
/

yy' = —x avec y(0) = 0 n’admet pas de solution (si p(z) est une solution de cette EDO, alors

¢(z)* + 2%) = 0, d’on, prenant en compte la condition initiale, on obtient ¢(z)* + z? = 0.

Remarque

Soient G une primitive de g et F' une primitive de f. Posons W(z,y) = G(y) — F(x). Alors,
la relation (2) est équivalente a 'équation W (z, ¢(x)) — W (zo, 2) = 0 qui définit implicitement ¢
en fonction de = au voisinage du point (g, z). Donc, en général, la solution de (1) est donnée par

une implicite.
Exemple
Considérons le probleme :

(1+5y")y =22y(0) =1

— o)’ +pr) —2?-2=0
0

o(z) 5

Alors on a (t +t°) =5

1
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Remarque

L’EDO ¢ = f (E) peut étre transformée, par un changement de variables, en une EDO &
x

1 1
variables séparées. Posons u = Y Alors flw) =9y = (2u) =u+au/, ot ——u' = —.
x flu) —u x
Exemple
Considérons le probléme de Cauchy dans R suivant :
T+y
v ="y =3 @

Ici,ona f(u) = u+1 En posant u = y, nous obtenons un probléme de Cauchy équivalent a (4) :
x
1 3 ¥(z)
u == u(2) = o Soit ¢ (z) la solution de ce probléme. Alors, t‘ P In(s)
x 3/2
3
Dong, la solution de (4) est ¢(x) = z¢)(x) = zin(x) + (5 - ln(2)> x

T

= ln(x)—l—%—ln(?).

2
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3.4 EDOs aux différentielles totales

Rappel
Soient U C R? un ouvert et w = aydzr; + asdry € QH(U) une 1—forme sur U.
) 0 0 0
w est fermée si dw =0 [ <— ﬂdxg/\dxl—l-ﬂdxlAdxg:O — g g%
8ZE2 8ZE1 8:[‘2 8ZL‘1
w est exacte s'il existe une fonction F € C'(U) telle que w = dF, c’est a dire que w =
oF oF
——dx1 + —dxo. On dit que F est une primitive de w.
8.131 8372

Toute forme exacte de classe C! est fermée.
Lemme de Poincaré : si U est un domaine étoilé (par exemple, un ouvert convexe), alors toute

1—forme fermée de classe C' est exacte.

Rappel

Si ¢ € CH(I;R"™) est une solution d’une équation différentielle dans R™, alors on appelle courbe

intégrale ’ensemble des points {(x, o(x)) € ]R"H‘:B € I}

Définition

Soient G C R X R un ouvert et f,g € C(G). On dit que I'équation

g(xay)y/ = f(fL’, y) (1)

est une EDO aux différentielles totales si la 1—forme

w= f(z,y)dx — g(z,y)dy

est exacte sur G.

3.5 Remarque
of g

Si f et g sont de classe C*, alors la condition =~ + —= = 0 est nécessaire (est suffisant si G est

Jdy Ox
étoilé) pour que 'EDO (1) soit une EDO aux différentielles totales.

Remarque

Soient xg, z € R tels que (zg,2) € G et g(xo, z) # 0. Alors 'EDO (1) avec la condition initiale

y(xg) = z est équivalente (localement, dans un voisinage du point (zg, z)) au probléme de Cauchy
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Sy
= 9(z,y)’ y(wo)

Par conséquent (d’apreés le théoréme de Peano), 'EDO (1) avec la condition intiale y(xg) = 2

telle que g(zg, z) # 0 admet toujours une solution.

Remarque

L’EDO aux différentielles totales (1) est une généralisation de 'EDO a variables séparées
dg Of
4 — ] — — —— — 0 .
9y = f(x) (Ou 9~ Oy )

Théoréme 14. Soient G C R x R un ouvert et f,g € C(G). Supposons que la forme
w = f(z,y)dx — g(z,y)dy soit exacte sur G. Soit W € CYQ) la primitive de w telle que
W(xg,2) = 0. Soient I C R un intervalle contenant x¢ et o € C*(I) une solution de I’EDO

aux différentielles totales avec la condition initiale :

g(xv y)y/ = f(‘ra y)7 ’y(ﬂfo) =z (2)
Alors, pour tout x € I on a
W(z, ¢(x)) =0 (3)
Preuve
Puisque dIW = a—de oW = w, NOUS avons 8_W = fet 8_W = —g. Considérons la fonction
Ox Oy Ox dy
ow ow

H € CY(I) donnée par H(x) = W(z,¢(z)). On a H'(X) = 5 —(x,(x)) + a—y(x,gp(z))gp’(m) =
flz,0(x)) — g(x,p(x))¢'(x) = 0 car ¢ vérifie (2). Par conséquent, H(x) est une constante sur I.
Donc, Wz, p(z)) = H(x) = H(zo) = W(xg, p(z0)) = W(xg, 2) = 0.

Remarque

Géométriquement, I’équation (3) implique que la courbe intégrale de la solution ¢ est une partie

de la ligne de niveau de W passant pas la point (zg, 2).
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Remarque

L’équation (3) définit en fonction de ¢ de x au voisinage de point (xg, z). Donc, en général, la

solution du probléme (2) est donnée par une fonction implicite.

Exemple

Considérons 'EDO aux différentielles totales avec la condition intiale :

y(1 -2y =ay* + 1, y(0) =1 (4)
. 9 9 af g
Iei, G =R xRet w= (zy*+ 1)dz — y(1 — z*)dy. Onaa—+a—:2xy—2xy20.
Y x
ow
Donc, w est exacte. Trouvons sa primitive W. On a e f = zy* + 1. Donc, W(zx,y) =
x

1 ow 1
—2?y? + o+ C(y). Puis, — = 2%y + C'(y) = —g = —y + yz*. D'ou C(y) = —§y2 + C'. Donc,

2 dy
1 1 1
W(z,y) = §x2y2 +x— §y2 + C. Finalement, W(zo,z) = W(0,1) = —3 + C =0, dou C = 3
1 1 1
Donc, W(zx,y) = §x2y2 +x— 53/2 + 3" On a conclut que la solution de (4) vérifie I’équation

22(o(1))? + 22 — (p(x))? + 1 et la condition ¢(0) = 1. Donc, la probléme (5) a pour solution
20 + 1 1
p(w) =/ lx_—J;Q sur Vintervalle I = (_57 1).

Définition
Soient G C R x R un ouvert et f, g € C(G). On dit qu'une fonction non nulle p € C(G) est un

facteur intégrant de I’équation

g(x,y)y’ - f(l‘, y) (5)

si I’équation

w(z,y)g(z, )y = ulx,y)f(z,y) (6)

est une EDO aux différentielles totales, c’est a dire si la 1—forme @ = puw = p(x,y)f(z,y)dx —
p(z,y)g(z,y)dy est exacte sur G.
Soient I C R un intervalle contenant zo et ¢ € C'(I) une solution de PEDO (5) vérifiant la

condition initiale y(zg) = z. Alors, ¢ est aussi une solution de 'EDO (6) vérifiant la méme initiale.

Donc, par le Théoréme 14, on a :
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Wiz, (z)) =0

pour tout z € I. Ici, W est la primitive de la 1-forme & telle que W (zq, z) = 0.

Remarque

Soient xg,z € R tels que (z9,2) € G. g(xg,2) # 0 et u(xg,z) # 0. Alors, 'EDO (6) avec la
condition initiale y(xg) = z est équivalente (localement, dans un voisinage du point (xg, z) au

probléme de Cauchy

[,y
/
Yy = » Y\Wo) = =
9(z,y) (@)
Exemple
Considérons le probléme de Cauchy suivant :
/ Y
= — 0 = 1 7
T y(0) (7)
Au voisinage du point (0, 1), le probléme (7) est équivalent a 'EDO g(x,y)y = f(z,y), y(0) =
of o
Louf=yetg=2(z+y").Ona 8_f+8_g = 142 # 0. Donc, cette équation n’est pas une EDO aux
y  Ox

1 1 2
différentielles totales. Mais nous pousvons prendre pu(z,y) = —. Alors, uf = — et pug = —f + 2y.
Y )

0 0 -2 2 1 2
On a (117) + (19) = — 4 — = 0. Donc la 1-forme © = —dx — il + 2y | dy est exacte sur le
Ay Ox y oo y? y?

demi-plan {(x, y) € RQ‘y > 0}. Sa primitive W vérifiant la condition W(xo, z) = 0 est donnée par

W= — — 4> + 1. On conclut que la solution de (7) vérifie I'équation —(p(x))*+1=0
Y

T
(90(96)%2
et la condition ¢(0) = 1. Donc, le probléme (7) a pour solution ¢(x) = E\/ 1+ +V4dzx 4+ 1 sur

I'intervalle I = (—}l,oo).

Remarque

Si f,g € CY(@), alors on cherche u € C1(G) tel que :

ouf)  Olug) _ o, Ou of  9g\
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Si (g—f + %) /f ne dépend pas de x, alors on prend p = u(y) et on cherche la solution de
y  Ox

af | 9y
W, \ay " or
I'EDO & une variable —£ 4 N 9T 0
f
0 f ag .
Si 90 8 /g ne dépend pas de y, alors on prend u = p(z) et on cherche la solution de
Yy T
0 0
. (ara)
I’EDO & une variable % + yT =0

Dans le cas général, on peut essayer (sans garantie de succés) de choisir un facteur intégrant

de la forme p = p(xy), p = p (E) p=p(x xy), p=pa®+y?), etc.
y
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3.6 EDOs linéaires d’ordre 1 dans R
Définition
Une équation différentielle est dire linéaire si elle est linéaire par rapport a la fonction y et par
rapport a ses dérivées i/, y”, - - -
Définition

Soient J C R un ouvert, f,g € C(J). Alors les équation différentielles

y = f@)y et y = fla)y+ h(z)
sont dites, respectivement, linéaire homogeéne et linéaire non-homogéne.

Une EDO linéaire homogéne est une EDO a variables séparées. Le probleme de Cauchy

/

y' = f(x)y, y(xo) = 2

el) 1 z 5 peand
a pour solution / Zdt = In|p(z)| — In|z| = / f(s)ds <= p(z) = zefzo 1)
z o

Considérons le probléme de Cauchy

y = f(@)y +h(z), y(zo) = 2 (1)

La méthode de variation de la constante consiste a chercher une solution de (1) sous le forme

p(x) = 2(z)el= /%

ol z(z) est une fonction inconnue de classe C'!

On a p(z0) = 2(20) et ¢ (x) = 2'(z)zel70 7% 4 f(2)p(z). Donc, ¢ est une solution du probléme

(1) si et seulement si 2'(z) = h(z)e 20O et 2(zy) = 2. Dot :

+(2) = Z+/ (h(t)efffo f(S)ds> 0t () = <Z+/ (h(t)e*ffo f(S)ds> dt) 5 F(s)ds

Zo o

Exemple

On considére le probléme de Cauchy
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2
y = il —42° y(1) =3
T

La solution de 'EDO homogéne avec la condition initiale y(1) = 2 :

1, 2 #(@) 1 ) )
-y =—- = zdt = —ds = Inlp(z)| —In|z| =2In|z] = ¢(x) =2z
Y r z 1 S

La solution de 'EDO non-homogéne :

Zo(x)

2

o(r) = z2(2)2* = ¢(2) = ' (x)2® + 2z(2)x = — 4% = 22(x)x — 42°

— 2/(z) = —4dx,2(1) =3 = z(x):3—4/ tdt =3 — 22| =5 — 242
. 1

Donc, ¢(z) = z(x)z* = 5z* — 22*

Une équation de Bernouilli est une EDO de la forme

y = f(x)y + h(z)y"
ounr eR,r#0,1
Posons v = y'=". Alors, v/ = (1 —r)y™"y = (1 — )y " (f(x)y + h(z)y") = (1 —r)f(x)y'™" +

(1 — r)h(z). Donc, I'équation de Bernouilli se raméne a 'EDO linéaire non homogéne

u=>0-7r)f(x)u+ (1—r)h(z)

Exemple

On consideére le probléme de Cauchy

v =y—y° y(1) =2
Ici, 7 = 2. Posons u = y~ . Alors, u' = —y~2y’ = —y~ + 1. Donc, on a le probléme de Cauchy
équivalent :
, 1
uw=—-u+1, u(l)= 5
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=S
1/2

1
O
nag

— U

1—1¢ 1

v=1= / —dt:/ lds = —In|l —t|
1/2 1

1 1
— ln|1—§|—ln|1—u(x)\ =r—1 = u(x)zl—iel_x — ¢(z) = =
u
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3.7 EDOs de la forme y" = f(z,y') dans R

Soient G C R x R, f € C(G). Considérons 'EDO 2 dans R avec les conditions initiales :

/!

Yy = f(l’, y/)a y(*TO) = 21, y/(l‘o) = %2 (1)

Posons u(z) = y/(z). Alors y”(x) = /(). Donc si u est une solution du probléme de Cauchy

u' = f(x,u), u(zg) = 29

alors p(z) = 2 + / u(s)ds est une solution du probléme (1).

o

3.8 EDO de la forme 3" = f(y,7) dans R

Soient G C R x R un ouvert, f € C(G). Considérons ’EDO autonome d’ordre 2 dans R avec

les conditions initiales

y'=fw.y), y(xo) = 21, ¥/ (w0) = 2 (2)
Cherchosn une fonction u de classe C* telle que u(y(z)) = y/(x). Alors, on ay"(z) = u, (y(x))y' (z) =

w, (y(z))uy(x)) et u(z1) = u(y(zo)) = y'(x0) = 22. Donc (2) est équivalent & 'EDO d’ordre 1 avec

la condition initiale :

uwy, = f(y,u), u(z1) = 2 (3)

ou on considpre u comme une foncion de y. Aprés avoir trouvé une solution u de (3), il reste a

résoudre le probléeme de Cauchy :

pour déterminer une solution de (2).

Exemple

Soit 'EDO avec les conditions initiales yy” = (v/)3, y(0) = 1,, 3/(0) =2
Cherchons une fonction u telle que ' = u(y). Elle vérifie 'EDO
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Dob =1 = " i) = =) = wly) =
u y b )1 2 uly e (%'—ln(y))
Donc y, = u(y) (% in(y)) y(0) =1 = (% — ln(y)) Yy =1 = (ﬁt — tln(t)) ‘ (z) _

0

3.9 EDOs autonomes dans R”. Orbites, intégrales premiéres
Définition

Soient U C R™ un ouvert et v € X(U) un champ de vecterus sur U.

a) L’équation

Y =v(y) (4)

ouy € U, est une EDO autonome dans R" (le "vecteur vitesse" 3 ne dépend pas explicitement

du "temps" ).

b) Soit ¢ € CY(I;U) une solution de (3). On appelle courbe intégrale 'ensemble des points

{(x, p(r)) € R x € I} dans
I'espade de phase U C R".

T € I}. On appelle orbite I’ensemble des points {cp(x) e R”

Exemple

=Y
' est une EDO autonome (linéaire) dans R2.

Yo =
o(x) = (cos(x), sin(z)),z € R est une solution. L’orbite correspondante est un cercle.

Définition

Soient U C R™ un ouvert et v € X(U) un champ de vecteurs sur U. Un point yo € U est dit

stationnaire (ou singulier ou d’équilibre) si v(yo) = 0.
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Remarque

Si yo est un point stationnaire de v, alors 'EDO (3) est une orbite {go(x) € Rz € R} ne
contenant pas de points stationnaires de v et telle qu’il existe un réel T > 0 (appelé période)

vérifiant p(x + T') = ¢(z) pour tout = € R.

Remarque

Toute orbite périodique est une courbe fermée simple.

Exemple

Yy =~
Soit PEDO { *' . Alors y = (0,0) est le seul point stationnaire. Toutes les orbites non
Ys = Y1
stationnaires sont périodiques (de période minimale T = 27).

Il est parfois possible d’exclure I'existence d’orbites périodiques.

Théoréme 15. Soient U C R™ un ouvert et v € X(U) un champ de vecteurs sur U. Sup-
posons qu’il existe une fonction pu € C(U) qui ne s’annule pas sur U et telle que la 1—forme
w = py vdy; soit exacte sur U. Alors, 'EDO vy = v(y) n'a pas d’orbites périodiques non

i=1
stationnaires dans U.

Preuve

Supposons sans perte de généralité que u(y) > 0 pour tout y € U. Supposons par l'ab-
surde que ¢ € CY(R;U) soit une solution non stationnaire de période T. Considérons son or-
bite donnée par la courbe paramétrée y(x) = (¢1(x), -, (pn(z)), x € [0,T]. Puisque v est une

courbe fermée et la forme w est exacte, on a /w = 0. D’autre part, on a +'(z) = (¢'(z) =

(@1 (@), en(@)) = (0u(p(x)), - valp())). Done /w = Z/O p(y(@)vi(y(@))yi(w)de =

Z / (p(x))2dz > 0. CONTRADICITION.
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Exemple

vy =2y — ( +13)
Soit 'EDO { 7' ' ? . Le point y = (0, 0) est un point stationnaire. Donc, si une

Yy = 2y + 3(v? + y3)

1
orbite est périodique, alors elle appartient au domaine U = R*\{(0,0)}. Prenons p = m
Y1 T Y3
On a u(y1,y2) > 0 sur U et w = puydy; + pvadys = (% - 1) dy; + (% + 3) dys =
(Ui + v3) (Wi + v3)

d(In(y? + y3) — y1 + 3ya). Alors, w est exacte sur U et donc 'EDO n’a pas d’orbites périodiques
non stationnaires.

En dimension 2, on a aussi un autre critére de non-existence d’orbites périodiques. Rappelons
qu’un domaine U C R"™ est dit simplement connexe si toute courbe fermé simple de U est homotope

a un point. Par exemple, tout domaine étoilé de R" est simplement connexe.

Théoréme 16. Soit U C R? un ouvert simplement connexe. Soit v = (v, v2) un champ de

vecteurs de classe C' sur U. Supposons qu’il existe une fonction pu € C*(U) telle qu’on a :

d(pv1) 4 O(pv2)
O Y2

£0

pour tout y € U. Alors, ’EDO y' = v(y) n’a pas d’orbites périodiques non stationnaires

dans U.

Preuve

o o
(pv1) + (pv2) £0.
O Ya
Puisque div(uv) est une fonction continue, on peut supposer sans perte de généralité que div(uv) >

0 0
(pv,) dys Ndy, — Mdyl Ndys =
ys oy

Supposons qu'il existe une fonction u € C*(U) telle qu'on a div(uwv) :=

0 sur U. Considérons la 1-forme w = pvody; —pv1dys. Ona dw =
—div(pv)dyy A dys.

Supposons par 'absurde que ¢ € C'(R;U) soit une solution non stationnaire périodque de
période T'. Considérons son orbite donnée par courbe paramétrée v(x) = (¢1(x), p2(x)), x € [0,T].
~ étant une courbe fermée simple est le bord d'un domaine D C U. En utilisant le théoréme de

Green-Riemann, nous calculons :

[=1Lel=

D'autre part, on a 7'(z) = (¢ (1), 25(x)) = (v1(2(2)), v2(p()) = (v1(p(x)), v2(2(x))). Done :

/ div(pv)dy; A dys
D

/ div(pv)dy; A dys| > 0
D
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/w :/0 pp(@))vap(2))yi(e(x) — ple(z))vi ()2 (e())de

:/0 (1(p(z))va((@))vr(p(z)) — ple(z))vi(e(x))va(p())) = 0
CONTRADICTION

Exemple
. y1 = ayr + bys ,
Soit 'EDO ,oua,b,c,d € R. Supposons que a+d # 0. Alors, on a div(v) =
Yo = cy1 + dyo
0 0
(a/ﬂh) + (8,[“}2) = a+ d # 0. Donc cette EDO n’a pas d’orbites périodiques non stationnaires
Y1 Y2
dans R2.
Définition

Soient U C R™ un ouvert et v € X (U) un champ de vecteurs sur U. Une fonction non constante
F € CY(U) est dite intégrale premiére de 'EDO 3y’ = v(y) si F est constante sur chaque orbite
(c’est a dire si ¢ € C'(I;U) est une solution, alors F(p(x)) = F(p(s)) pour tous x,s € I).

Exemple

(
1//121/2—3/3

Soit 'EDO ¢ ¢t = y3 —y; - Onay; +y5 +y; = 0. Done, Fi = y1 + yo + y3 est une intégrale

kyé =Y =Y
premicre. On a aussi y19; + Y215 + y3ys = 0. Donc Fy = y? + y2 + 43 est une intégrale premiere de

I'EDO ¢/ = v(y).

Lemme 5

Soient U C R™ un ouvert et v € X (U) un champ de vecteurs sur U. Une fonction non constante

F e CY(U) telle que (grad(F(y)),v(y)) = 0 pour tout y € U est une intégrale premiére de 'EDO
y = v(y).
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Preuve
. 1 . / , L OF ,
Soit ¢ € C'(I;U) une solution. On a F(¢(x)) = F(p1(x), -+ ,pan(x)) = > o (p(z))pi(z) =
i=1 0Yi
(grad(F(¢(x))),v(p(z))) = 0.
Exemple
. Y= —Yo 9 9
Soit 'EDO . Posons F(y1,y2) = yi + v5. On a grad(F) = (2y1,2y2). Alors
Yy = Y1

(grad(F(y)),v(y)) = —2y1y2 + 2211 = 0. Donc F' est une intégrale premiére.

Théoréme 17. Soient U C R? un ouvert et v = (vy,vy) un champ de vecteurs sur U. Suppo-
sons qu’il existe une fonction non nulle p € C(U) telle que la 1-forme w = pvody; — pvidys

soit exacte sur U. Alors, la primitive F de la forme w est une intégrale premiére de I’EDO

Y =v(y).
Preuve
F F
On a dF = 8—dy1 + a—dyg
oy 0y

Si dF = w, alors grad(F) = (pwq, —pvy) et done (grad(F(y)),v(y)) = 0. Le Lemme 5 implique
que F' est une intégrale premiére.

En dimension 2, on a critére d’existence d’orbites périodiques.

Théoréme 18. Soient U C R? un ouvert et v € X(U) un champ de vecteurs sur U. Soit
F € CY(U) une intégrale premiere de U'EDO v = v(y). Si, pour un certain ¢ € R, la ligne de
nweau O, = {y eU

F(y) = c} est une courbe compacte fermée simple de longueur finie ne

contenant pas de points stationnaires de v, alors O, est une orbite périodique.

Preuve

Puisque O, ne contient pas de points stationnaires, on y ||[v(y)|| > 0 pour tout y € O,. Puisque
O, est compacte et ||v|| est une fonction continue, il existe @ > 0 tel que [[v(y)|| > a pour
tout y € O.. Considérons une solution ¢(x) vérifiant la condition initiale ¢(0) € O.. Alors, on

a p(zr) € O, pour tout x > 0 car F(p(x)) = F(¢(0)). Donc, ¢(x) se déplace le long de O, a la

49/ 85



Analyse réelle Unige

L
vitesse [[v(e(x))|] > a. COmme la longueur L de la courbe O, est finie, il existe T < — tel que
a

p(r+T) = p(x).

Exemple

- Vi =Y N Lo 2. 2 e o
Soit ’TEDO ,oua>0. F= éayl + yi + y; est une intégrale premiére. Pour
Yo = Y1 + ay;
tout ¢ > 0, la courbe O, = {y € RZ‘F (y1,y2) = c} est compacte et homéomorphe & un cercle.

Donc, O, pour ¢ > 0 est une orbite périodique.

Remarque

Les intégrales premiéres de 'EDO ' = v(y) forment un espace vectoriel. En outre, si F' est une

intégrale premicre et g € C*(R), alors g(f) est aussi une intégrale premiére.

Définition

Les intégrales premiéres Fy,...,F, € CY(U) sont dites fonctionnellement indépendantes si

grad(Fi(y)), -+, grad(Fy(y)) sont litairement indépendants pour tout y € U.

Remarque

La connaissance de k intégrales premiéres indépendantes de 'EDO 3y’ = v(y) dans R™ permet

de ramener le probléme & une EDO dans R*7*.

Exemple
Y1 =Yz
Soit 'EDO avec les conditions initiales y;(0) = 1,y2(0) = —1. L’intégrale
Yo =1 + 243
premiére F(y) = yi + y? + y5 vaut F(y(zo)) = 3 sur orbite passant par le point (1,—1), dons on

ays = —+/3—yl — vy} Ainsi, si o(z) = (p1(), pa(x)) est une solution de 'EDO, alors () est
une solution du probléme de Cauchy dans R, 3} = /3 —y{ — 9%, y1(0) = 1 et () est donnée

!/

par s(r) = —p()

50/ 85



Analyse réelle Unige

3.10 EDO linéaires d’ordre 1 dans R"”

On note par Mat(n,R) 'espace vectoriel des matrices réelles de taille n.

Définition

Soient I C R un intervalle ouvert, A € C(I; Mat(n,R)) et h € C(I;R").
Alors les équations différentielles v/ = A(y)y et v/ = A(x)y + h(z) sont dites, respectivement,

linéaire homogeéne et linéaire non homogéne.

Exemple

Soit I = (0, c0). T = =

[a—y
S| = O
(@)
+
8 8|

Théoréme 19. Soient I C R un intervalle ouvert, A € C(I; Mat(n,R)) et h € C(I;R").

Alors, pour tous xg € I, z € R", le probleme de Cauchy

Y = A(x)y + h(x), y(zo) = 2

admet une solution unique ¢ € C*(I;R™).

Remarque

Ainsi, toute solution d’'une EDO linéaire dans R" est globale.

Définition

soit l'espace R™ muni d’une norme ||||. On définit la norme opérateur sur Mat(n,R) par

1Bl = mgwl\ByH pour B € Mat(n,R)
y||=1

Preuve du théoréme 19

Soit un segment [a, ] C I contenant xy. Considérons l'espace vectoriel V' = C([a, 5];R")

muni de la norme ||y|loc = sup ||y(z)||. Alors (V.|| ||) est un espace de Banach. Définissons
z€[a,f]

I'application 7' : V' — V par (T¢)(z) = z + /m(A(s)ng(s) + h(s))ds. Si ¢,1 € V, alors :

Zo
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< /IH A()(6(s) —b(s)) lds

" §|\A<s>\\~||¢(T€)—w(S)\I
—_——

<ll¢—*lloo

| A0l - vis)ds

o

(To) () — (Te)(a)]| = ]

< Llz = o[ - | = ¢lloo

<116 = vl | [ lAGSIds

ou L = m[a%]HA(s)H. Donc ||T¢ — T < L|B — | - ||¢p — ¥||s- Alots (comme dans la preuve
se€|a,

du théoréme 11), il existe p > 1 tel que TP est contractante sur V.
Donc par le théoréme 8, il existe un unique point fixe ¥, de T'. Mais T'poo = Poo <= doo(x) =
z +/ (A(S)poo(s) + h(s))ds. Donc, par le Lemme 4, le probléme de Cauchy v = A(z)y + h(z)
xo

admet une unique solution ¢, sur [a, §]. En prenant «, 3 arbitrairement proche des bornes de

Iintervalle I, on conclut qu’il existe bien une unique solution sur /.

3.11 EDQO linéaires homogénres d’ordre 1 dans R"

Soient I C R un intervalle ouvert et A € C(I; Mat(n,R)). On considére 'EDO dans R™ :

Lemme

Soit ¢ € C'(I; R™) une solution de (1) non identiquement nulle sur I. Alors ¢(x) # 0 pour tout

r el

Preuve

Supposons qu'il existe xg € I telq ue ¢(xy) = 0. Alors, 'application ¢ vérifie 'EDO (1) et
la condition initiale ¢(xg) = 0. Mais I'application ¢ = 0 vérifie également 'EDO (1) et la méme
condition initiale ¢)(x¢) = 0. Grace a 'unicité de la solution du probléme de Cauchy (Théoréme

19), on a donc ¢ = . CONTRADICTION.
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Lemme 7 (principe de superposition)

Si ¢y, , ¢ € C(I;R™) sont des solutions de 'EDO (1) et ¢p, -+, cx € R des constantes, alors
k
¢® = > c;¢; est aussi une solution de 'EDO (1)

=1

Preuve

k k

¢'(z) = ) cidi(x) = iilCiA(x)d)i(x) = A(x) (Z Ci¢i(x)) = A(x)¢(x)

i=1 i=1

Définition
On dit que les applications ¢1, - - - , ¢r € C(I;R™) sont linéairement dépendantes sur [ s’il existe
k
des constantes cj, -+ , ¢, (non toutes nulles) telles que > ¢;¢;(z) = 0 pour tout x € [

=1

Théoréme 20. L’ensemble des solutions de I’EDO (1) est un espace vectoriel de dimension

n.

Preuve du théoréme 20

Fixons zy € I. Soient z1,--- , z, des vecteurs linéairement indépendants de R™. Alors, par le
Théoréme 19 en prenant h = 0, il existe les applications ¢y, - - - , ¢, € C'(I;R™) qui vérifient 'EDO
(1) et les conditions initiales ¢;(x¢) = z;. Montrons que ¢y, - - - , ¢, sont linéairement indépendantes.

n
Suppsons qu'il existe des constantes ¢y, - , ¢, telles que > ¢;¢;(x) = 0 pour tout x € I. Alors,
i=1

pour = xg, on a »_ ¢;z; = 0. CONTRADICTION.
i=1
Montrons que ¢y, -+ , ¢, forment une base de I’espace des solutions de 'EDO (1). Soit ¢ une

n
solution de (1). Alors, il existe des constantes ¢y, - , ¢, telles que ¢(xg) = >_ ¢;2;. Considérons
i=1

Iapplication ¥ = ¢ — > ¢;¢p;. D’apreés le principe de superposition, ¢ vérifie 'TEDO (1). Mais

i=1
(o) = P(xg) — > cidi(xo) = 0. Done, par le Lemme 6, on a 1) = 0 et par conséquent ¢ = > ¢;;
i=1 i=1
3.12 Deéfinition
Soit I C R un intervalle ouvert. Le wronskien des applications ¢1, - , ¢, € C(IR"™) est défini

par W (z) = det(or(x)] - - [phin(x))
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Lemme 8

Si le wronskien W (zx) ne s’annule pas identiquement sur I, alors ¢, - - , ¢, sont linéairement

indépendantes sur I.

Preuve du Lemme 8

Si ¢y, -, ¢, sont linéairement dépendantes, alors il existe des constantes ¢y, - - - , ¢, non toutes
n
nulles telles que > ¢;¢;(x) = 0 pour tout = € I et donc les vecteurs ¢1(x),- -, ¢, (x) sont liés en

i=1
tout x € I. Donc W(x) = 0.

Remarque

En général, affirmation réciproque n’est pas vraie. Par exemple, ¢ (z) et ¢o(x) =
0 0

sont linéairement indépendates mais det(¢;(x)|pa(x)) = 0V

Théoréme 21. Soient ¢y, , ¢, € CYI;R™) des solutions de 'EDO (1). Alors, ¢1,--+ , dn
sont linéairement indépendantes si et seulement si leur wronskien W(x) ne s’annule pas pour

tout x € 1.

Preuve du Théoréme 21

[«<] Si W(z) # 0 pour tout x € I, alors par le Lemme 8, ¢y, -+ , ¢, sont linéairement indépen-
dantes.

[=] Soient ¢y, -, ¢, linéairement indépendantes. Supposons qu’il existe zq € I tel que
W (zo) = 0. Alors, les vecteurs ¢ (o), - - - , ¢n (o) sont liés. Donc, il existe des constantes ¢y, - , ¢,

n n
non toutes nulles telles que Y ¢;¢;(z9) = 0. Posons ¥ = > ¢;¢;(z). D’aprés le principe de super-
=1 i=1

position, ¢ vérifie 'EDO (1). Mais ¢(x¢) = Y. ¢;¢i(x9) = 0. Donc, par le Lemme 6, on a ¢ = 0.
i=1
Cela implique que ¢1, - - , ¢, sont linéairement dépendantes. CONTRADICTION
3.13 Matrice fondamentale
Définition
Soient ¢y, -+ , ¢, € CH(I;R™) des solutions linéairement indépendantes de 'EDO (1). On dit

que ¢1,- -+ , ¢, est un systéme fondamental de solutions. La matrice :
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M(z) = (¢r(2)] - - |¢n(z))

est appelée matrice fondamentale de 'EDO (1).

Remarque

On a W(zx) = det(M(x))

Lemme 9

Soit M € C'(I; Mat(n,R)). Alors M(z) est une matrice fondamentale de 'EDO (1) si et
seulement si M (x) est inversible pour tout x € I et elle vérifie I’équation différentielle M'(z) =

Preuve du Lemme 9

Soit ¢1(x), -+, ¢n(x) des vecteurs colonnes de M (z). Alors M'(x) = A(z)M(z) <= ¢} (z) =
A(x)pi(x) Vi <= ¢1, cdots, ¢, sont des solutions de 'EDO (1). En outre, M(z) est inversible pour
tout x € [ <= W(x) # 0Vx € [ <= ¢4, - , ¢, sont linéairement indépendantes par le Théoréme
21.

Remarque

Donc, étant donné un systéme fondamental de solutions de 'EDO (1), on peut écrire une matrice

fondamentale M (x) et puis recontruire la matrice A(x) par la formule A(z) = M'(x)M(z))~!

Remarque

Si, F,G € C'(I; Mat(n,R)), alors on a la régle de Leibniz : (F(z)G(z)) = F'(z)G(x) +
F(z)G(x) Yz € I (Uordre des facteurs est important car c’est des matrices!)
Lemme 10

Soit M (x) une matrice fondamentale de 'EDO (1). Soit C' € Mat(n,R) une matrice constante
inversible. Alors, M(x) = M(z)C' est aussi une matrice fondamentale de PEDO (1).
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Preuve du Lemme 10

Par le Lemme 9 ,on a M (z) = M'(x)C = A(z)M (z)C = A(x)M (z) et det(M(z)) = M(x)det(C) #

0Vx € I. Donc, encore par le Lemme 9, M (x) est une matrice fondamentale.

Théoréme 22. Soient I C R un intervalle ouvert, A € C(I; Mat(n,R)), M(x) une matrice
fondamentale de ’EDO y' = A(x)y. Soient xy € I et z € R™. Alors, la solution du probléme
de Cauchy

Y = A(x)y y(xo) = 2 (6)

est donnée par ¢p(x) = M (x)(M(xq)) 2z

Preuve du Théoréme 22

Ona¢'(z) = M'(x)(M(z0)) 'z = A(x) M (2)(M(20)) "'z = A(2)d(x) et ¢(x0) = M () (M (z0)) "2 =

Remarque

Donc, si on sait qu'une matrice est fondamentale, alors on peut résoudre le probléme de Cauchy
(2) pour une condition initiale arbitraire.
Lemme 11

Soient I C R un intervalle ouvert et A € C(I; Mat(n,R)). Supposons qu'il existe des vecteurs

propres vy, -+ ,v, de A(z) qui sont linéairement indépendants et qui ne dépendent pas de x.

x .
_ efZO Xi(s)ds

On note \;(x) la valeur propre associée a v;. Soit zo € I. Posons ¢;(z) v;. Alors,

M(z) = (¢1(2)] - - |¢n(x)) est une matrice fondamentale de 'EDO ' = A(x)y

Remarque

On peut choisir o comme on veut.

Remarque

Si A € Mat(n,R) est une matrice constante de rang n, alors on a ¢;(x) = @iy,
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Preuve du Lemme 11

On a ¢(z) = el N\ (0)0; = el MO 4 (2)0; = Az )éi(x). Done M'(z) = A(x)M(x). En

T T )\1
outre, det(M(z)) = det (efzo ’\I(S)dsvl‘ e ‘efzo )‘"(S)dsvn> = 6; o d t(vy] -+ |vn) # 0. Donc
M (z) vérifie les hypothéses du Lemme 9.
Exemple
, Yy =y + 27y 1 2z
Soit 'EDO —y = Ax)y, on A(z) =
Y = —2xy1 + Y2 —2z 1
1
Onawv = =1+ 2ix et vy = ,Ao(z) =1 — 2ix. Prenons xy =
—1
Alors, ¢1(x) = eo e’y et Go() = €™~ iw? 1y sont deux solutions complexes. En effet, bo(z) =
- 1 e”cos(z?)
¢1(x) pour z € R. Posons ¢(x) = §(¢1( x) + ¢o(z)) = et
—e®sin(x?)
- 1 e?sin(z?) o s .
Oo(r) = =(P1(x) — Pa(x)) = . Par le principe de superposition, ¢; et ¢ sont aussi
2 e”cos(z?)

‘ e“cos(x?)  esin(x?) .
des solutions de I'EDO. Donc M (x) = est une matrice fondamentale et
—e%sin(z?)  e®cos(x?)

on a aussi W(zx) = e**
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Remarque (formule normale de Jordan)

Pour toute matrice B € Mat(n,C), il existe une matrice inversible S € Mat(n,C) et une

matrice J € Mat(n,C) diagonale par blocs telles qu'on a :

B=2SJS"", J=diag(Jy,, Jn,, )

Exemple

A

SiJy = est une bloc de Jordan de taille 2 associé a la valeur propre A, alors B posséde
0 A

un vecteur propre v et un vecteur propre généralisé u d’ordre 2 tels qu'on a Bv = \v et Bu = A\u+v

Considérons le cas ou chaque bloc de Jordan de A(x) est de taille 2 au maximum.

Lemme 12

Soient I C R un intervalle ouvert et A € C'(I; Mat(n,R)). Supposons qu’il existe des vecteurs

propres vy, -+ , v, de A(x) et des vecteurs propres généralisés d’ordre 2 uq, - - -, uy tels que :

A(x)v; = N(x)vy, i=1,---n—k

A(z)u; = Ni(x)ur + pg(x)vy, 0 =1,---k
Supposons que les vecteurs vy, -+ , U,k €t ug, - -+, u; sont linéairement indépendants et qu’ils
ne dépendant pas de z. Soit xo8I. Posons ¢;(z) = elao Xi()ds pour i = 1,--- .n—k et ¢;(z) =

0 MO (w7 pu(s)dsyve) pour i = 1, - k. Alors, M(x) = (61(x)] -+ $us(2) |61 ()] - |x(2))
est une matrice fondamentale de 'EDO ¢/ = A(x)y

Preuve du Lemme 12

On a ¢(z) = A(z)¢;(z) (voir la preuve du Lemme 11). Un calcul similaire donne : ¢/(z) =

elao M8 (N () + )\z(as)(/ pi(8)ds)v; + pi(z)v;) = A(z)di(x). On conclut que ¢ et ¢ sont des

solutions de 'EDO y' = A(z)y et donc M'(x) = A(xz)M (x). En outre,

u + (/: ul(s)ds) vy
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2 Sz M)

ds
= ei= det(vi] - -+ |vn_plus] - [ug) # 0

Donc M (z) vérifie les hypothéses du Lemme 9.

Remarque

Si A € Mat(n,R) est une matrice constante, alors on a ¢;(z) = @iy, et ¢;(z) =

el@=r0)Ai (u; + (x — z0)vy)

Exemple
) 1-22 22
Soit 'EDO ¢ = A(z)y, ou A(x) = . On remarque que A(z) = E + 224, ou
—2x 142z
~1 1
A= . On a det(A — AE) = X\?. Donc A a une seule valeur propre A = 0, v; = est
-1 1 1
un vecteur prepre car Av; =0 et u; = est un vecteur propre généralisé car Au; = v;. On a
1
A(z)v; = vy et a(x)uy = uy + 2zvy, done A(z) = 1, u(x) = 2z. Prenons z¢ = 0. Alors, ¢1(x) = "y
~ et $2€x .
et ¢1(x) = e®(uy + 2%vy). Donc M (x) = est une matrice fondamentale.

e’ (22 +1)e”
3.14 Exponentielle de matrices et matrice fondamentale
Remarque
(Mat(n,R),|[|]), ou ||B]| = m‘a::clHByH, est un espace de Banach. Pour tout y # 0, on a

y PR
1Byl| = HB<M)H 1ol < 1B lgll. Done [|B1Bayll < 1B:ll1Bayll < 11Bull1Ball liwll, drot
BByl < 1B |1 Bl

Définition
2

Soit B € Mat(n,R). On pose eB:ZEBk:E+B+7+...
k=0 "

Remarque

Si o € R, alors e = e*E. En particulier, si B = 0, alors e = E.
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Lemme 13

1
La série Z 1 — B* converge absolument dans (Mat(n,R),||||).
k=0

Preuve du Lemme 13

On a ||B*|| = ||[BB*Y| < ||B||||B* Y| < --- < ||B||F. Posons S, Z Bk Soit p > m,
alors :
p 1 N
18, ~ Sull = || 3 5B
k=m+1
~ 1 ~ 1
k k
< ) EHB < > HHBH — 0
k=m-+1 k=m+1
car la série Z HBH’“ converge dans R.

On conclut que {Sm}m o est une suite de Cauchy et donc une suite convergente. La série

converge absolument car la série Z ||B ||* converge dans R.

kl
Définition

Soient By, By € Mat(n,R). Si BBy = ByBj, on dit que B et By commutent.

Remarque

Bi+Bz — oBi1pB2 — B2,

Si By et By commutent, on a e Bi_ En particulier, efe 2 = E, et donc

)=
Définition
Soient I C R un intervalle et z,zo € I. Soit A € C(I; Mat(n,R)). Alors, / A(s)ds €

Mat(n,R) est la matrice telle que </ A(s)ds) = [ Aij(s)ds Vi, j
zo

tj

Théoréme 23. Soient I C R un intervalle ouvert et xo € I. Soit A € C(I; Mat(n,R)).

Supposons que A(x) et A(s) commutent pour tous x,s € 1. Alors, M(x) = elao A% oot une

matrice fondamentale de 'EDO y' = A(x)y
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Remarque

Si A € Mat(n,R) est une matrice constante, alors M (z) = e~ A est une matrice fondamentale

de PEDO ¥ = Ay.

Preuve du Théoréme 23

Posons B(z) = /w A(s)ds. Alors B'(x) = A(x) et :

Zo

B'(z)B(z) = A(x) /x A(s)ds = /w A(x)A(s)ds = /x A(s)A(x)ds = B(z)A(z))B(z)B'(z)

To o o
On a (B(x)k)/ = kB'(x)B(x)*~! (preuve par récurrence).

Considérons un segment [o, 8] C I contenant xy. Posons || B||w = m[a%]HB(x)H Alors, la série
z€a,

1
> EB (z)* converge uniformément sur [a, 3] (on peut répéter la preuve du Lemme 13).
k=0 K

Donc, on a :

1
sur [a, B]. pour tous [«, B] arbitrairement proches de I'intervalle I. De plus, M(z) étant 1'ex-
ponentielle d’'une matrice est inversible pour tout z € [I. Donc, M (z) vérifie les hypothéses du

Lemme 9.

Remarque

T

Posons B(z) = / A(s)ds. Si on sait que les matrices S(z) et J(x) respectent B(z) =

S(x)J(z)S(x)~t, alors on peut trouver la matrice fondamentale :

k!
k=0
=3 4 (S@I@S@ Y = 3 5 8@ @) se
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?‘T‘ly—t

= S(z) (Z
k=0

!J(x)kf) S(z)™t = S(x)eJ(x)S(x)_l

Théoréme 24. Soit B € Mat(n,C).

a) Si B opsséde n valeurs propres distinctes Ay, -+ , A\, alors :

B _ ;exi (H : ! WCE AjE)>

J#i

b) Si B a une seule valeur propre Ay de multiplicité algébrique n, alors :

Preve du Théoréme 24

a) B posséde n valeurs propres vy, - - - , v, linéairement indépendantes relatids a Ay, - - -

a (B —NE)v, = (Apn — Aj)vp, dot (H
JFi

1
N— A

(B - )\]E)) Um = 5imvm~

Donc :

ie)‘i <ﬁ v ! 3 (B — /\jE)) Vpy, = ie)‘i&mvim = e*my,,
(Y]

i=1 i i=1

1
= Z —'Bkvm = ePou,,
k=0

, An. On

Il reste a remarquer que un vecteur arbitraire de R™ est une combinaison linéaire de vy, - - - , v,,.

b) Le polynéme caractéristique de B est P(A) = (A — A;)™. Le théoréme de Cayley-Hamilton

= 1
implique que (B — M E)"* = 0. Donc, 8 = eMEFB-ME — chEB-ME — eAlEZE(B —
k=0

n—1
1
ME)F =M ) (B - ME)E.

k=0
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Exemple

1 2z
Soit 'EDO ¢/ = A(z)y ou A(x) = . Puisque A(z) = E + 2zA. on a A(z)A(s) =
-2z 1

& r  x?
A(s)A(z). Prenons zg = 0. Posons B(z) = / A(s)ds = , . Les valeurs propres de B(x)
zo

—1? x
sont A\ (z) =z +ix? et A\o(x) = x — iz”.

Donc :

)\1 e/\Q

A2 — A\

(B(z) = M E)

ea:+i302 ir? 2 ezfixQ —ix? 22 - CcoS ($2) sin($2)
e

20z | _p2 2 2ix? \ _g2 2 —sin(x?) cos(z?)

est une matrice fondamentale.

3.15 EDQO linéaires non homogénes dans R"

Soient I C R un intervalle ouvert. Soient A € C(I; Mat(n,R)) et h € C(I;R™). Soit M(z) une
matrice fondamentale de 'EDO homogéne y' = A(x)y.

Soient z € R™ et xg € I. D’aprés le Théoréme 22, la solution du probléme de Cauchy y' =
A(z)y, y(xg) = z est donnée par ¢(z) = M (x)(M(xo)) 'z

Considérons le probléme de Cauchy :

Yy = A(x)y +h(z), y(zo) =2 (1)

La méthode de variation de la constante consiste a chercher une solution de (1) sous la forme :

¢(x) = M(x)(M(w0)) " 2(x)

ou z € C'(I;R™) est une fonction vectorielle inconnue.

On a ¢(zg) = z(zo) et :
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= A(2) M (2)(M(x0)) " 2(x) + M(2)(M(x0)) "' () = A(z)d(x) + M (2)(M (20)) "2/ (x)

Donc, ¢ est une solution du probléme (1) si et seulement si z(zg) = z et 2/(z) = M (zo)(M(z)) ' h(z).

D’ou :

2(z) =z + /9«" M (x0)(M(s)) " h(s)ds

et donc :

Exemple

Considérons le probléme de Cauchy :
= (1=2x)y1 + 22y + @ 0
y(0) =
yy = —2zy1 + (14 22)ys + 1

_ 1-2z 22 x 0
Ici, A(z) = , h(z) = ,x0=0et z =
—2z 142z x 1

1 x?
M(z) = e” est une matrice fondamentale.
1 2241
2?2 +1 —z? 1 0
Ona (M(z))'=e" et (M(0))~! = )
—1 1 -1 1

) 1 0\ (0 0
Donc, (M(xg)) 'z = L ' = , et :

/x :(M(s))—lh(s)dSZ /0 T (5211 152> (z) ds
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Remarque

Si B € Mat(n,C), alors tr(B) = Z B;; est la trace de B. On a tr(By + Bs) = tr(By) 4+ tr(Bs)
i=1

et tr(ByB,) = tr(ByB;) pour tous By, By € Mat(n,C). Par conséquent, on a tr(BBB~') = tr(B).

Théoréme 25. La formule de Liouville Soient I C R un intervalle ouvert et A € C(I; Mat(n,R)).
Soit xg € 1. Soit W (x) le wronskien des solutions ¢1,- - , ¢, de UEDO y' = A(x)y. Alors, pour

toutx € I, on a :

W(.ZU) _ W(.To)effo tr(A(s))ds

Preuve du Théoréme 25

Si les solutions ¢q, -+ , ¢, sont linéairement dépendantes, alors W (z) = 0 pour tout = € I.
Considérons le cas ou ¢y, - - - , ¢, sont linéairement indépendantes et donc W (x) # 0 pour tout x € [
par le Théoréme 21. Posons M (x) = (¢1(x)| - - - |¢pn(z)). Alors, M (x) est une matrice fondamentale.
Soit M(z) = S(z)J(x)S(x)~! sa décomposition de Jordan, ou J(z) est diagonale par blocs et
chaque bloc est une matrice triangulaire supérieure. Alors, W(z) = det(M(z)) = det(J(z)) =
Ji1(z) -+ Jpn(z) et donc :

W/(a:)_n /:L‘ 1 —T/l‘ :13_1
o) = 20 @) gy = @)@

On a M'(x) = A(z)M(x). De 'autre coté, on a M'(z) = S'(z)J(x)S(z) " +S(z)J (x)S(x)~! —
S(z)J(x)S(x)~ 1S (x)S(z)~L. Alors, A(x) = M'(x)M (z)t = M'(x)S(z)J(z)"1S(x)~ = §'(x)S(z) "1+
S(z)J (z)J(z)"1S(z)t — S(x)J(x)S(x) 1S (z)J(x)~1S(z)~!. Dou, en utilisant les propriétés de
trace, on obtient tr(A(x)) = tr(S'(z)S(z) 1) +tr(J' (z)J (z) 1) —tr(S(z) 1S (x)) zir(J’(x)J(m)*l).

%%
Donc, W (z) vérifie 'TEDO W((x)) tr(A(x)). Dou log(W (x)) — log(W (z0)) = / tr(A(s))ds
T o
Exemple
1 1 1 1
Y ===y + 4 _- —
rod 3 =y = Alx)y, Alz) = v
yé:—(2+x)y1+(1+—)y2 —2—z 1+ -
x x
1
On a une solution évidente ¢ = . Prenons xzy = 1. Cherchons une solution v telle
x
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1 =
que det(@(z)(z0) = W(ao) = 1. On a W(z) = det [+ ) = gy — ) = el 4N _
T Py
T <1+—) d
e 5] = erT1H2o9@) — 326771 Dion ¢y = 22! + z4b1. Done, ¢, vérifie 'EDO A une va-
1 1
riable, 1] = —=ty + — (2?" '+ athy) = " = Yy =c+ e = Yy =P fahy =
T T
e’ 1
(22 + z)e” ' + cx. Alors, p = ¢! +c
(2% 4 z)e” T
1 e’
Donc, M(x) = est une matrice fondamentale.

r (22 +x)e”

3.16 EDO linéaires d’ordre 2 dans R

Soit I C R un intervalle ouvert. Soient a,b € C(I) deux fonctions. On considére 'EDO linéaire

homogéne d’ordre 2 dans R :

y" +a(z)y +b(x)y =0 (1)

Lemme 14

! 2
Si y € CY(I), posons p(x) = b(x) — @ - @. Soit xg € I. Soit ¢ une solution de I'EDO

1

— [¥ a(s)ds
1). Alors, ¥(x) = ¢o(x e2fx° ©) vérifie 'EDO :
(1) @

u' +p(x)u=0
Preuve du Lemme 14

On a v/(z) = (@’(az) + %au)m)) 270" Done

#(a) = (10) + 30 00plo) + 50l (@) + 30l0) (o) + gatplo) ) ) 25
= (90//(1') + CL(:U)SO/(QJ) + (b(l’) _ p(x)) Q0($)) 65 f;o a(s)ds
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— [% a(s)ds
3l e

= —p(x)p(z) = —p(x)y(x)
Lemme 15 (Principe de superposition)
Si 1, ,r € C*(I) sont des solutions de 'EDO (2) et ¢y, ,c; € R sont des constantes,
k
alors ¢ = > ¢;¢; est aussi une solution de 'EDO (2).
i=1
Preuve du Lemme 15
k k k
¢ () + a(@)¢'(z) + b(x)p(z) = Z cipy (x) + a(x) Z cipy(x) + b(x) Z cipi()
i=1 i=1 i=1

=D el (@) + al)gl () + bla)gi(a) =0

Définition
On dit que les fonctions @1, -+, € C(I) sont linéairement dépendantes sur I s’il existe des
k
constantes ¢i, - -+ , ¢ (non toutes nulles) telles que Z c;ipi(x) = 0 pour tout x € 1.
i=1
Définition

Soit I C R un intervalle ouvert. Soient des fonctions ¢, 1 € C'(I). Leur wronskien est défini

par W(z) = ¢(z)¢'(z) — (x)¢/ (z).
Remarque

On a o(z)¢(x) — P(x)¢'(z) = det

Lemme 16

Si le wronskien W (z) ne s’annule pas identiquement sur I, alors ¢ et ¢ sont linéairement

indépendantes sur I.
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Preuve du Lemme 16

Si ¢ et ¢ sont linéairement dépendantes, alors il existe des constantes c1, co non toutes nulles

telles que c1p(z) + cotp(x) = 0 pour tout x € I. Alors ¢1¢'(z) + ¢t/ (x) = 0 pour tout x € I et
() ()

donc les vecteurs et sont liés pour tout I.

¢ (x) V()

Théoréme 26.

y' +a(@)y +b(x)y =0 (1)

L’ensemble des solutions de I’EDO (1) est un espace vectoriel de dimension 2.

b) Soit ¢ une solution de I’EDO (1) non identiquement nulle sur I. Alors, il n’existe pas

xo € I tel que p(xy) = ¢'(xg) = 0.

¢) Deuz solutions v, de ’EDO (1) sont linéairement indépendantes sur I si et seuelment

si W(z) # 0 pour tout x € 1.

Preuve du Théoréme 26

a) ¢ € C*(I) veérifie 'EDO (1) si et seulement si ® = 7 verifie I'EDO Y’ = A(x)Y, ou
/

¥

0 1
Y = Y et A(x) = . Donc, on a une isomorphisme entre les espaces

y —b(z) —a()
vectoriels des solutions de 'EDO (1) et PTEDO Y’ = A(z)Y. La dimension du deuxiéme

espace est 2 par le Théoréme 20.

b) ¢(xg) = ¢'(x9) = 0 <= P(x9) =0 = par le Lemme 6 ®(z) = 0 pour tout z € [ <=
¢(x) = 0 pour tout x € I CONTRADICTION

c) Si W(z) # 0 pour tout x € I, alors par le Lemme 16, ¢ et 1) sont linéairement indépen-
dantes. Si ¢ et ¢ sont linéairement indépendates, alors ¥ = 4 et U = sont des

¢ (0
solutions linéairement indépendantes de 'EDO Y’ = A(z)Y et donc, par le Théoréme 21,

leur wronskien ne s’annule pas sur I.
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Remarque

On a A(z)A(s) = A(s)A(z) si et seulement si a et b sont des fonctions constantes.

Remarque

Etant donné deux solutions ¢, ¥ de 'EDO (1) linéairement indépendantes sur I, on peut

reconstruire les coefficients a(x) et b(x) :

"

a(z)g’ + b(z)p = —¢ ¢ o) [alz) ¢"
a(z)y" +b(z)yp = —y” (A b(x) P

Lemme 17

Soient , 1 deux solutions de 'EDO (1). Soit W (x) le wronskien de ¢ et 1. Soit xy € I. Alors

pour tout x € I, on a :

W (z) = W (xo)elo % (2)

Preuve du Lemme 17

Le wronskien de ¢ et ¢ est égal au wronskien de ¢ = 4 et U = v qui vérifie 'EDO

g0/ w/
y = A(z)y ot tr(A(z)) = —a(z). Dans ce cas, la formule générale W(z) = W (zq)els MAE:

prend la forme (2).

Remarque

Soit ¢ une solution non nulle de 'EDO (1). Fixonw z € I. Cherchons une solution ¢ telle que

20)1 (29) — ¥ (20)¢' (w0) = W(wo) = 1. On a W (x) = p(2)¢(x) — Y(x)¢'(x) = e/ “)* Done
on peut résoudre 'équation d’ordre 1 : o' = 9y’ + elag als)ds pour déterminer une autre solution

de (1) linéairement indépendante de .

Exemple

Soit I = (0,00). On cherche la solution de 'EDO :
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(2 +2)y +(x+ 1)y —y=0

vérifiant les conditions initiales : y(1) = 2 et 4/(1) = 3. Prenons zy = 1. Cherchons d’abord

une solution polynomiale. On a une solution évidente ¢(x) = = 4+ 1. Une EDO équivalente est
1

24z

1
y" =a(z)y +b(x)y =0 on a(x) = . et b(z) =
1

x —[F —ds
Cherchons maintenant une solution 1 telle que ()1 (z) — ¥ (z)¢ (z) = elro “* — ¢ r

1 1
em@ = — Alors, (z + 1)¢' = ¢ + —. L'EDO homogene (z + 1)y = ¢ a pour solution ¢ (z) =
T T

z(xz + 1). Donc, en utilisant la méthode de variation de la constante, on cherche une solution
x

z(x + 1)2

* 1 1 1 1 1
 ds= - - ds = In(z) — | N4+ — +te
/1 s(s+1)2 ° /1 (s s+1 (3+1)2) s = In(z) = In(z+ )+x+1+c

Donc, une solution linéairement indépendante de ¢ est ¥(z) = (x + 1)(In(z) — In(z + 1)) + 1.

de 'EDO non homogéne sous la forme i(z) = z(z)(x + 1) ou 2/(z) = = z(z) =

Il reste & trouver des constantes ci, ¢s telles que ¢ = 10 + et = ¢1(x + 1) + eo(x 4+ 1)(In(z) —
In(x + 1)) + ¢, satisfait les conditions initiales.

Ona ¢(l) =2¢; + (1l —2in(2)) =2et ¢'(2) = c1 + (1 —In(2)) =3. D'ott ¢y = 4In(2) — 1 et
ca =4 et donc ¢ = (4n(2) — 1)(x+ 1)+ 4(x + 1)(In(z) — In(x + 1)) + 4 est la solution cherchée.
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3.17 EDQO linéaires d’ordre 2 a coefficients constants et ’équation d’Eu-

ler
Soient a,b € R. On considére 'EDO linéaire homogéne d’ordre 2 dans R a coefficients constants :
y' +ay +by =0 (1)
Définition
L’équation A\? 4+ aX + b = 0 est I'équation caractéristique de 'EDO (1).

Lemme 18

Soient A1, Ay les racines de 1'équation caractéristique de 'EDO (1) et ¢y, ¢y € R des constantes

arbitraires. Alors, 'EDO (1) a pour solution :

4

(p(g;) = CleAlm -+ 02(3)\236 si )\1, )\2 cR et )\1 7£ /\2
o(z) = c1e™ + cpe® sidMi=XM=)eR
o(7) = c1eMcos(ux) 4 caesin(pz)  si A= Xy = A +ip, o A, u € Ret u#0

\

Preuve du Lemme 18

—a++vVa? —4b

Les racines de I'équation caractéristique sont \; o = . Si ¢ est une solution de

I'EDO (1), alors par le Lemme 14 (avec xy = 0), 1(z) = qﬁ(a:)e%“m est une solution de 'EDO :

1
v +pu=0, oup=>b——a

: 2
Sip < 0, alors ¥ (x) = eV™P% et 1) (x) = e~V ~P* sont deux solutions linéairement indépendantes
de PEDO (2) et donc ¢1(z) = e 2%y (z) = eM* et py(x)e 24hy(z) = €* sont deux solutions

linéairement indépendantes de 'EDO (1).

Sip = pu? > 0, alors ¥(x) = € et Y(r) = e sont deux solutions linéairement in-
dépendantes de 'EDO (2) et donc ¢, (z) = e‘%‘”% (1#(1:)4— (a:‘)) = e 2%cos(ux) eb o =
e~z L <¢(x) + (x)) — e 2% gin(uz) sont deux solutions linéairement indépendantes de 'EDO

(1).

Soit I = (0, 00). Soient a,b € R. L’équation d’Euler est une EDO de la forme :
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2*y" + axy +by =0 (3)

Définition
L’équation A? + (a — 1)A + b = 0 est I'équation caractéristique de I'EDO (3).

Lemme 19

Soient A1, Ay les racines de I’équation de 'EDO (3) et ¢i,c2 € R les constantes aribitraires.

Alors, I'EDO (3) a pour solution :

;

o(z) = 1™ + coa? si A, Ay € R et Ay # Ao
o(z) = c12? + co(In(x))z? siAp=X=XeR
o(x) = cyxrcos(p - In(x)) + cox*sin(p - In(z))  sid =y =A+iy, ot L, u€Ret u#0

\

Preuve du Lemme 19

On a une bijection entre I et R définie par # — In(z). Soit ¢ une solution de 'EDO (3).

Considérons une fonction ¢ telle que ¥ (In(z)) = p(x). Alors, ¢! (z) = Li(t)

L(1 A J— / L " .
(xwt( n(x)) ):1: x w <t) t=ln(z) * x w <t) t=In(zx)

Done, #2i(z) + awgl(z) + bp(z) = (¥/(t) + (a = D) + b (1)) | .
que 9 est une solution de 'EDO y” + (a — 1)y + by = 0 dont 'équation caractéristique est
A4 (a—1A+b=0.

t 1!
ey © ()

= (0. On conclut

3.18 EDO linéaires non homogénes d’ordre 2 dans R

Soit I C R un intervalle ouvert. Soient des fonctions a, b, g € C'(I). On considére ’'EDO linéaire

non homogeéne d’ordre 2 :

y' +a(z)y’ + b(x)y = g(x) (4)

Lemme 20
Soient ¢ et ¥ deux solutions linéairement indépendantes de I’'EDO :
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y' +a(z)y +b(r)y =0 ()
Soit ¢ une solution de PEDO (4). Alors, toute autre solution de 'EDO (4) est la forme £ =

&+ c1p + c21) ol ¢, o sont des constantes.

Preuve du Lemme 20

Soit € une solution de PEDO (4). Alors, (€—¢)"4a(x)(E—€)/+b(x)(E—€) = (é” + a(x)E + b(x)é) -
(& + a()¢’ + b(@)€) = g(z) — g(z) = 0.

Donc f — ¢ est une solution de 'EDO (5). Mais, par le Théoréme 26, ¢ et 1) forment une base
de solutions de I'EDO (5). Donc, il existe des constantes ¢, ¢y telles que E—E&=cro+ e

Remarque

Donc, la solution générale de I’équation non homogeéne (4) est la somme d’une solution parti-

culi¢re et de la solution générale de I’équation homogeéne (5).

Théoréme 27. Soient, ¢, deux solutions linéairemnet indépendantes de 'EDO (5) et W (z) =

o) (x) — Y(x)'(x) leur wronskien. Soit xq € I, alors la fonction :

t(0) = —oto) [ LIy, ) [ A,

est une solution de I’EDO (4).

Remarque
%U(ifo)g(fo) 90(%)9(%)
@) =0et & = — —_— =0.
n a §(z) et &' (xo) ¢(o) W (o) + (o) W (o)
Preuve du Théoréme 27
Considérons les EDO linéaires dans R? suivantes :
Y 1
Y' = A(z)Y, ouY = et A(x) = (6)
y —b(z) —a(z)
0
Y' = A(x)Y + h(z), ou h(z) = (7)
g9()



Analyse réelle Unige

@ et 1 vérifient 'EDO (5) <= les vecteurs & = et w = v sont des solutions de
¥ W'
I'EDO (6).
x x
M(z) = pl@) i) est une matrice fondamentale de I'EDO (6).
'(x) ()
D’apreés le principe de superposition, si C; et Cy sont des constantes, alors C;®(x) + CoW(x) =
C
M (x) "| est aussi une solution de PEDO (6).
Co
¢ vérifie 'EDO (4) <= le vecteur = = ¢ est une solution de 'EDO (7). En utilisant la
5/
méthode de variation de la constante, cherchons une solution de 'EDO (7) sous la forme Z(x) =
Ch _ Ch & Ch 1
M (x) . Alors Z'(z) = M'(x) + M(z) = A(x)M(z) + M(z) =
CQ C(2 Cé 02 Cé
!
A(x)E(x) + M(x) |
&
i 0
Done, M(x) ) = =
Cy ¥ w' Cy 9(z)
C1 1 o= 0
D’ou on trouve ' ¢ = ((z) = _¥@)g@) et Ch(x) =
c W (x) g(z) W(z)
pla)g(x) / v 8)9 s /”” p(s)g(s)
— ———ds et Cy(z) = [ —F—=—=ds.
W(x) W(s) z W(s)

Alors, nous avons trouvé C’l et Cy telles que = vérifie 'EDO (7) et donc £ = =) = ¢oC4(x) +
PCy(x) vérifie 'EDO (4).

Exemple

On cherche la solution de 'EDO :

y' -y -2y =2’ (8)
vérifiant les conditions initiales £(0) = 2 et £'(0) = 3
L’équation caractéristique de 'EDO ¢ — ¢ —2y =0est X2 — A —2= (A —2)(A+1) = 0.
Donc, par le Lemme 18, ¢(z) = €** et ¢)(z) = e~* sont des solutions linéairement indépendantes.

On a W(x) = —3e”. Posons xy = 0. En utilisant le Théoréme 27, nous trouvons une solutions
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~ 1 1 1 2 1 1 3
particuliére de 'EDO (8), §~(x) = eQz/O ge_%Sst—e_’”/o geSSQdS = Eeh—l—geﬂ”—éﬁ—l—éx—z
Par le Lemme 20, £ = & + c19 + c21).
5 1
On a £0) = ¢+ = 2et £(0) = 2¢1 —cy = 3, dou ¢ = 3 et ¢y = 3 Donc, ¢ =
Ze”” +e " — L2 + L 3
4 2 2 4
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3.19 Le Lemme de Du Bois-Reymond
Définition

Soient A, B € R. On note :

Csla,b) = {y € C'[a. bl]y(a) = A.y(b) = B

Exemple

Posons ¢(x) = x + 3cos(mx), alors ¢ € C3_,[0, 1].

Lemme 21

(de Du Bois-Reymond)

Soit deux fonctions f, g € Cla,b]. Supposons que pour tout h € C&O la,b], on a :

/ (f(x)h(z) + g(z)W (z))dz = 0

Alors g € Cla,b] et on a ¢’ = f.

Preuve du Lemme 21

Considérons le cas f = 0.

v 1
Posons h(z) = / g(s)ds — (x — a)c, o ¢ = 7

—a

b
/ g(s)ds. Alors, h € Cjgla,b] et h'(z) =

g(x) — c. Par I'hypothése du lemme, on a /bg(x)h’(x)dx = 0. Donc :
b b b b
/ (g(x) — c)*dx = / (9(x) — ) (x)dx = / g(x)h' (z)dx — c/ B (z)dx
_ —c/ W (2)dz = c(h(a) — h(b)) = 0 —> g(z) = c —> ¢’ =0

Considérons le cas général ou f # 0. Posons g(x) = g(x) - d(x), ou d(x) = /f(s)ds. Alors,

pour tout hniCy[a,b], on a :

/abfl(:t)h'(x)dx = /ab d(x)h (z)dx + /abg(if)h/(l')dx
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b

= —d(x)h(x) —I—/ d’(:z:)h(x)dx—l—/ g(x)W (x)dx :/ (f(2)h(z) + g(z)l (z))dx =0

a

On conclut que g(r) est une fonction constante. Donc, g(z) = d(z) + ¢ = g € C'[a,b] et on
ag =d=f.

3.20 Le Probléme de variationnel
Définition
Soit V' un espace sur R. On appelle fonctionnelle sur V' une application J : V' — R. Une

fonctionnelle linéaire est appelée forme linéaire.

Exemple

V = C'a, ]

1) Jy] = y(a) + y'(b). Par exemple, si y(x) = sin(z), alors J]y|] = sin(a) + cos(b)

b
1

2) Jly] = / y(x)*dz. Par exemple, si y(z) = z, alors J[y] = §(b3 —ad)
Définition

Soient [a,b] C R et U C R? un ouvert. Soit L € C'([a,b] x U). On associe a L la fonctionnelle :

Cla,b] — R
Tyl = ) L y(o), Y ())da

Remarque

La fonction L(z,y(x),y'(z)) est appelée lagrangien.

Exemple
b
L(x1, x5, w3) = afairs. Alors, Jply] = / 2’y(x)*y (z)dz

On munit I'espace vectoriel C''[a, b] de la norme ||y||; = m[aag]]y(:c)] + m[axb’}\y’(x)\.
xe|a, rE|a,
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Définition

Soit J : C'[a, b] — R une fonctionnelle. On considére J sur I'ensemble des fonctions admissibles
Ch.pla,b]. On dit que J a un extremum local en ¢ € C} pla,b] il existe une § tel que I'on a
Jly] > Jlp] pour le minimum local ou J[y] < J[g] pour le maximum local pour tout y € C'} z[a, b]

vérifiant ||y — |1 < 0.

Définition

Soit L un lagrangien. Le probléme variationnel (le cas aux extrémités fixes) consiste a chercher

les extrema locaux de .J, sous les contraintes y(a) = A, y(b) = B.

Théoréme 28. (Condition nécessaire pour un extremum local)
b
Si la fonctionnelle J;, = / L(z,y(x),y'(z))dz a un extremum local en ¢ € C} gla,b], alors

on a :

oL
oy’

et © satisfait I’équation d’Euler-Lagrange :

a (o) _o
de \oy' )] Oy

€ C'a, b

y=¢

Preuve du Théoréme 28

Supposons que J; a un extremum local en ¢ € C’}L gla,b]. Alors, il existe § > 0 tel que pour
tout y € C}‘,B[a,b] vérifiant ||y — ||y <6, on a Jr[y] > JLly] ou Jply] < Jr[p].

Fixons h € Cjgla,b]. Alors, o +th € C} gla,b] pour tout t € R et ||(¢ +th) — @[y = |t] - ||]]1.
Posons F(t) = Jp[e+th] = /bL(a:, o(x)+th(z), ¢ (x)+th'(x))dx. Pour tout ¢ vérifiant |¢| < %
On a F(t) > F(0) ou F(t) §a (0). On conclut que F' admet un extremum local en ¢t = 0 et dont

t0 est un poinr critique de F'. Alors :

F0) = [ (Lo ol@) + thio), ) + (@) g da

- /ab ((g_z)ww o (g_j')wm hl(w)) =t .
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L’égalité (1) est vérifice pour tout h € Cjg[a,b]. Donc on peut utiliser le Lemme de Du Bois-

oL oL
Reymond avec f = — et g=— . Alors, ¢ = f <= l’équation d’Euler-Lagrange.
0y ly=¢ 0y’ ly=¢

Définition

Une solution de I’équation d’Euler-Lagrange est appelée extrémale de la fonctionnelle Jy,.

Remarque

Une extrémale d’une fonctionnnelle J;, est un analogue d’un point critique d’une fonction de
plusieurs variables. En particulier, la fonctionnelle J;, n’a pas forcément un extremum local en une

extrémale.

Remarque

L’équation d’Euler-Lagrange est, en général, une équation différentielle d’ordre 2. Cette équa-
tion peut étre non-linéaire. Une solution du probléme variationnel est une solution ¢ de cette
équation différentielle vérifiant les conditions ausx limites (de Dirichlet), ¢(a) = A, p(b) = B. Ce
probléme n’est pas un probléme de Cauchy et donc 'existence et I'unicité d’une solution ne sont

pas garanties.

Exemple

1
Soient (3 4[0, 1] 'ensemble des fonctions admissibles et Ji[y] = [ °(y')*dx la fonctionnelle.

0
d (0L oL
On cherche des solutions de I'équation d’Euler-Lagrange, — ( — | = — = (22%y/) =0 =
dx \ Oy oy
2y =c = p(z) = _a + ¢o. La condition ¢(0) = 2 implique que ¢; = 0 et ¢y = 2. Mais alors
x

¢(1) = 2 # 3. Donc, J, n’admet pas d’extrémales sur Cj 5[0, 1]

Exemple

1

Soient Cf 5[0, 1] I'ensemble des fonctions admissibles et J[y] = / ((¢/)* + 4y) dz la fonction-
0

d (0L oL
nelle. On cherche des solutions de 'équation d’Euler-Lagrange, — [ — | = — = (2¢) =
dx \ Oy’ dy
4 = 9y =2 = () = 2%+ c1x + c». Les conditions aux limites p(0) = ¢; = 2 et
©(1) =1+ ¢; + co = 3 impliquent que ¢; = 0 et c; = 2. Donc, ¢(z) = 2 + 2 est une extrémale de

Jr sur C5 5[0, 1].
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Montrons que J;, a un minimum global en . Soit ¥ € 02173[0, 1], alors h =1 — ¢ € C’&O[O, 1] et

on a .

3o = il = [ (@160 - () + 40(0) - 40(0)) do
= [(#@+ K@) - (@) + 40w do

1

0

= /0 (2¢' (x)h (z) + 4h(z)) dx—l—/o R (z)?dx = 2¢'(z)h(x) +/O (—2¢"(x) + 4) h(x)dx—i—/o B (z)*dx

1
:/ B (z)*dz > 0
0

Donc Ji[¢)] > JL[p] pour tout ¢ # ¢.

Remarques

1) Si le lagrangien L ne dépend pas explicitement de ¢/, alors I’équation d’Euler-Lagrange est

. . oL
une équation algébrique, — = 0.

dy
2) Sile lagrangien ne dépend pas explicitement de y, alors ’équation d’Euler-Lagrange se rameéne

d (0L oL
a une EDO d’ordre 1, — [ =— )| =0 = —— = ¢, ou ¢ est une constante a déterminer.
dzx \ 0y’ oy’

3) Si le lagrangien L ne dépend pas explicitement de x, alors I’équation d’Euler-Lagrange est
une EDO autonome d’ordre 2 de la forme y” = f(y,4’) qui se raméne & une EDO d’ordre 1

pour la fonction u telle que y/'(z) = u(y(z)). On peut également utiliser le Lemme suivant :

Lemme 22

Si le lagrangien L ne dépend pas explicitement de x, alors la fonction

oL

H(y,y') = y’a—y, —L

est une intégrale premiére de I’équation d’Euler-Lagrange (c’est a dire, on a H(p(z), ¢’ (x)) = ¢

avec ¢ une constante si ¢ satisfait I’équation d’Euler-Lagrange).
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Preuve du Lemme 22

On a:

oL\’ oL oL' 0L oL
H/ — /_ _ L/ — 1 = /_ !
(y ) ==Yy TV oy, oy oy’

oy’
_ (9L oL
—Y\\ay ).~ oy

Dong, si ¢ vérifie ’équation d’Euler-Lagrange, alors (H(¢(x), ¢'(x))), = 0.

x

Exemple

On considére le probléme variationnel pour la fonctionnelle Jy[y] = / 1 e (y)2dz avec les
conditions aux limites y(0) = 0 et y(1) = 2 (donc, C§,[0,1] est ensemble OdeS fonctions admis-
sibles).

On a H = ¢/ (e*y') = L = ¢*(y')?. Donc, pour trouver une extrémale de .Jy, on considére

2 01l ¢ est une constante a déterminer. Alors, on a le probléme de Cauchy

I'équation H(y,y') = ¢
e’y = ¢, y(0) = 0. La solution est donnée par ¢(x) = In(cx 4+ 1). La condition ¢(1) = 2 implique

que ¢ =e? — 1.
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3.21 Probléme isopérimétrique

Définition

Soient [a,b] C Ret U C R? un ouvert. Soit K € C*'([a, b]xU). Soit Jx |y / K(z,y(x),y (z))dx

la fonctionelle associée & K. Soient A, B, @, R € R. On note :

Sila.bl = {y € C'la.blfy(a) = A,y() = B, Jlyl = @

Exemple
1
Jkly] = / y(x)dz. Posons ¢, (x) = 2z + (sin(wnz))?, alors ¢, € SK S22[0,1] pour tout n €
0
Z,n # 0.
Définition

b
Soient Ji[y] = / L(x,y(x),y (z))dx et Jxly / K(z,y(x),y (x))dx deux fonctionnelles sur
C'[a,b]. Le probléme isomérimétrique consiste & chercher les extrema locaux de Jy, sur 'ensemble

des fonctions admissibles Sﬁi}g[a, b], c’est a dire sous les contraintes y(a) = A, y(b) = B, Jx|y] = Q.

Remarque

Un exemple de probléme isopérimétrique : déterminer parmi les courbes planes fermées simples

de longueur donnée dont l'intérieur a la plus grande surface.

b
Théoréme 29. (condition nécessaire pour un extremum local lié) Soient Ji[y] = / L(xz,y(x),y

et Jkly / K(x,y(z),y'(x))dx deuz fonctionnelles sur Ct[a,b]. Supposons que Jy, a un ex-
tremum local en ¢ € SA7B [a, b] et ¢ n’est pas une extrémale de Ji sur C'la,b]. Alors, il existe
A € R tel que ¢ est une extrémale de la fonctionnelle J;, —AJk, c’est a dire ¢ satisfait I’équation

d’Euler-Lagrange :

4 (0L 0K _oL oK
dx \ 0y’ oy ] Oy dy
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Preuve du Théoréme 29

Fixons hy,hy € Cjyla,b]. Posons F(t,s) = Ji|p + thy + shy] — Q. Puisque ¢ € Sfjg, on a
F(0,0) = Jk[p] —Q = 0. De plus :

b
g_f(o,oF/a (K (2,0(x) + sha(z), @' () + shy(x))) g da

_ / b <<%>y:¢<x> o) + (‘35 )Wm h'z(a:)> da

Le Lemme de Du Bois-Reymond implique que, si cette intégrale s’annule pour tout hy €
oK\ 0K
oy ) oy
F
extrémale de Ji. On conclut que 'on peut choisir hy € Clla, b] telle que a—(O7 0)#0
’ s

Ciola,b], alors ¢ satisfait I'équation — ( Mais, par I’hypothése, ¢ n’est pas une

Posons maintenant G(t,s) = Jp[gthy + sho]. On a @ + thy + shy € ng[a, b <= F(t,s) =0
car %—Z;(O, 0) # 0, le théoréme des fonctions implicites implique que 'équation F'(¢,s) = 0 définit
une courbe de classe C' passant par le point (0,0). Donc, si J; a un extremum local en ¢ €
SKQ[a b], alors G a un extremum local li¢ en (0,0) sous la condition F(¢,s) = 0. On remarque

OF
que grad(F(0,0)) # 0 car a—(0,0) # 0. Donc, il existe un multiplicateur de Lagrange A € R
s

oG oF oG oF
tel que grad(G(0,0)) = Agrad(F(0,0)) <= A\— o (0,0) = )\W(O 0) et P —(0,0) = )\a—(() 0). La
F

deuxiéme égalité implique que A existe car s —(0,0) # 0 et qu’il ne dépend pas du choix de h;. La
premiére égalité s’écrit :

oG oF

—(0,0) = A—(0,0

2(0,0) = A (0,0)

= [ (Lol + tha(o). @) + @) g o= [ (K s pta) + (o), 0) + 0 0)))

b
/ <8—L — Aa—K> hy(x) + <8—L/ — /\8K/> Ry (x)dz =0
a 0y 0y y=p(z) 0y 0y y=w(z)

La derniére intégrale est toujours égale a 0 pour tout hy € C&O[a, b]. Donc on peut utiliser
oL oK oL oK
le Lemme de Du Bois-Reymond avec f = [ — — A— et g=|=——-A
dy dy oy Y ) ly=p

. Alors

g = f <= l’équation d’Euler-Lagrange.
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Exemple

1
Soient Jrly] = [ (v/)*dw et Jx[y] = / xydz. On cherche les extrema locaux de J, sous les
0
contraintes y(0) = 0, y(1) = 2, Jx[y] = 1. On écrit I’équation d’Euler-Lagrange pour le lagrangien
L—)\K :

d (0L 0K oL 0K 1
— = - = — —A— 2y = —\ = ——\2°
o (8?/ 8y’) 3y 3y = 2y r = p(x) 157F + T+ e

1
Les conditions y(0) = 0, y(1) = 2 impliquent que c¢o = 0 et ¢; — E)\ = 2. Donc, ¢(z) =

1

(2—c1)23+c 2. Pour déterminer ¢y, utilisons la condition Jx[y] = 1. On a/ z((2—c1) 2’ +erz)dr =
0

1 1 9 5 9

5(2 —c)+ 36 = 1. Dot ¢y = 3 et donc p(z) = —591:3 + 3%

Montrons que J;, a un minimum global sur nggl [0,1] en ¢. Soit ¢ € 552;1[0, 1],alorsh =9y —¢ €

1
Ci0l0,1] et on a Jk[h] = / zh(x)dr = Jg[¢] — Jk[p] = 0.
Omn a: ’

o] = Julg] = / ((¢'(x) + W ())? — (¢ (2))?) du

= )\/01 zh(z) + /01 W (z)2dr = /01 R (z)*dx > 0

Donc Jp[¢)] > Jr[¢] pour tout ¢ # .

Exercice pour s’entrainer sans la solution :

2 2
Jrly] = / (zy — y)*dx sous les contraintes y(1) = 1,y(2) = 2,/ y(x)dx =2
1 1
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