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Dég: Sotant (Y.IAQ p (Y, Ay) duwx espaces mesvrables . Alae oppucation

'S-. X =Y et dite mesvrable si YA e Ay j".(A) Ed\x

Rem: Esp. tope  é——— 1  Esp. mesutable
ouveres — __meourables (ensembie)
conknues | &————> mesora.bln (applications)
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et la briku borélieanc

'Rcm.? Dans ce cours, on va conpkruire | la  tribu cle fébanﬁuc qui_contient

\Bmﬂ .

p 3



(XLLA. p.} esposce mesure
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o By | hew- st Hpee & gase
Ae A : AnDAnti VYneu . Aors ,u.(ﬂ o) = i }L{A‘n) ( cont. & ciroite)
Dém: 1) On asfinit C€ A”: Co=A, Ci= b :, Ca=¢ ¥ny2 . Cek disjonk

o LCn) = i

n }J. (Ca)

= U(A) + u(8)

¢E Un.Cn =AUBS | @

el 1A | Al | Aiok [Ala] VA ale Tatios |

A% X\A e A

B\A = BN

= X\(8°UA) = (8°UA)"

TPar la putic @) :

ms

A-c (X\BCJ n (X\A) Lot ole quacu'l.

= /u(B\A U A)

)O

/u(B\M + M(A) % U(A) =&

.Pl.l



[T 1T T le 20.09.19
.Anﬂhdsc. Iw:

 Démi (Suik) |

3 AeA” On it Be A par Bu= AN(U A)

On a (' inclusion. Bnc An Vne w > }i(&;) $ }J.(An.)
U A= AU (U #) = Bay U(U &) = = BealBeea ULUB U )
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n = o0
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Conntrockon  di mesvms  Cxctérieures :
e e e S e e s e s i

B s Stk H s I bd o (e | JeaY el e el
Atms, We: X — R0 aq;me pa ﬂP,-(S)rwﬁi_ piant [ Ae R (3)7,
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in, YBeX , Rp(B) # g = % et bien difinie .

e
1) Yelgh =0 | & (de, ... ) a \RJ (&)
L) _.'_PPIA_-D_.-‘-‘ ‘PPIB) &= \R.J_.{g) c J{,‘F.(.AJ_.-“_”!;_GJC-:K_’f“:‘cuwc;’;mti-f; ole 1B eot! rec. ot A
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meuyr 2™
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-

Conotruchion. d'une mesure 4 parblr d'une mesvre_extdnenrcs

D&f:  Seit ¥ une meure extdrieure Sut wn ens. X . On dif que AcX et

Y- mipurasie.  si { sa.h.sfa.u‘: La. on | Eh ry :

mm.a LP[BnA.J + YB\A) ¥BePX). | .

'ﬂm_ i Ca:a.thcodand
Sot.l' Y ane musvre exténeure  sur X ALats L‘ cn.acmbtc Oq'q oe tov&::

lea pmu.e.o de X ¥ - meaurable  eot unc  Eribu .::.‘.- ‘f/% @0k uung Mesure.

_cﬂ.m.nu.{-. O.Qr.‘g et une cdcac"bm ( d' ensemble. )
[! n Xede 3 Abe CA«F 2 AUR € olu.p nAe g |2 Ace'aWJ

Dim: y  Be X |, Q(BAX) + QBAK) = @)
iy K Tal

21 IB\A = anAc =>_A€_J\*q @ Al Ny
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Armuae -

'Déﬁn' ( Suike)
gl aaleldpl ey | [ [ [

Y(C) = QenA) + P(CnA®) = Y(CNANDR) + Y(CNAN BS)
+ Y(CNnASNBR) + Y(CnASH BT) |
On a aussc| AU% = A\8 M AN U B\A = ANRS L) AnB L1 BN AS

s cn(ALB) = CnAnBc U cnAns U cnBnAc

Soue acletioboy,

=)' Lﬂ(tn(Aue,n ¢ YICNANBS) + Y(cnank) t Y(CNARNAS)

L (a)
YiC) ¢ QYen(AuB)) + @lCn(ALBIC)

¢ (#) + WicnAen@e) = QL) = AUB € dbg
| | o

'R.o.% Jrue eskt .u.n.n." o.iae‘bn:. (Lowswse ) : le g4.10. 19

Ziwse 2:  Sowne CcX , AB e oby b que ANB =g .
Alors  Y(CN (ALBY) = WICNA) + P(CNB)

Dém: Ona BNA=¢ & BecA® (@ BNA® = B
VDCEXH . ow a WD) = WIDNA) t PDNA%) = Y(DnA)+ YDNA<NE)
+ W(DNASN BS) = YDNAL+ YDAR) * Y(DN(ALR))
On choisck D= cn(AUB) ||
Yo)= Y en(AUB)) = Y(cnhA) * Y(cnk) a

Cot:  PRar técurmence, on conclut :
Soient n€ w- C'c_).( § AG.(GLup)—.nd.fs_jomts , alors

i‘F’C_Cif‘a(Ll'A;)J = L Ycn A:) | Anbrjw:A

ien L cen
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»

0y cA—c.p et sStable  par la runcon

A'B(Oavnp)u.r 3" nLeJur A. € "L‘{’
On dé@u.n.l.t 3 __E(A'lf)w. pa,f ' Ba =l An\NU 4: Cc An

LEN

Ona ANB =g WYien 2 B;n3k, =¢ vien
On ol avssi B, = U 4

. | | | een cen '
Car, U A = Ao U U A; = Bn- o A; =.. =_.U B;
Len cen-i LEN- LEN
U R [T A
new (en | NneEWr EN
& L By = U An =: D
newr neEw- 1 () -8

| sakce X, WenDd) = Hcln UBa) < YICNBa)

femme. 2 NEUWr neur
= sup 2 YicnB;) = sp Y(cn L/ B;)

neEwr  (en nNeus Len

on a U 3;,03 @ D¢ c (U8 )c 3 :D"nC =} Cn(uga

_ien . en . cen

3 Ylcnpe) £ !’Ptc.n'{u 8:)¢)

W(CND) + YCNDE) ¢ sup  PLCN IJB) + Yicn De)
| ne w- cén _
Sup (wanLIB‘) + @ (cnb=))
neur | |

YcaDe) & W(C n(qs,,e.,)‘)

, D= U;en Q. WL 18y | de  anlDS c=cn (U Bc) /)NJ 3;):’-
e n _ CEN _ ¢)n
c cnz.usc)‘
LEN | ; 4
» ¢ sup (Yenll,,Bc) + Ycn (Lf 8c)S) = sup el = PLc)
ne_w- neur

Cz= cad Ll cnDS
Yic) ¢ $Plcnd) + $CnDE) ¢ Yic)
5 De 0L¢.
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Dén: 2) € adelikivitd o wl
Wl=dlN | ot
9
Soit A e (0"'«?) cdusjeints | sat B= U An |, P(8) = 2 PlAn)

nNew~ new-
LJ AcB » QLA ¢ WBJ

cen Leﬂ

» J tpm;)s ‘P{Q) 2 | I ~Pmn) < ‘P(B)

wn héeuw-

?8) = v An) 2 wmn) 9 g I Qhn)

new néu- _ ngu~

W'i Solt ¥ une mesure esctEricume s -u.h. ena X . Une partie Ac X

et clite Lw SR ER-D

N iz {Acx [91A) =0}

Pop: 4 Ny dy
 uy AaB = ABLIB\A €Ny 4 WAl < B
| lae] bl lpuis| [Ale Ay & B¢ dy

;'gép.i £ AEN Seit Be X
an a  BnAcA 9 YBnAl € QA) =0 B P(EnA=
ViB) ¢ W(BNA) + P(BNAS) = ¢(BnA) ¢ P(B)

3 WB)® YBNAl+ P(BNAS) > A€y

i) AsB e Ny (=5 A8, B\AE N |
3 WA) = WAIB LU AnB) € WIA\B) + WY[ANR) = P(ANB)< YIA)
3 YiANS) = YA et .par._s_(dmétn‘c \YAnB ) = P(B) 3 H(A)= ¥(8)
wéhm.w MeLrobLL,

| %s_;_h_a_d«p_ L 8= 8nA (] B\A = ﬁ\mg) il ng e 4.,



Dé$ .Sdﬂl' (.X,: d ,.}L] un eap:a.u. WLALME . On. it .quc..},l. est | wne

b

muure | couplite | si ¥V A€ b AL wimure aviic ,a,n..a.' PAYE & |

|C°-rv"'  Pour boute mesvre  ext. P suc b LPLL est r.am.pti&: _____
fs | -

o e de  oveogee

éﬂuﬁum exk. ol a.’ebeacauc sur_.i?\d: ( on fuxe déiz,_o

_ % An _avs [c:l..ra.‘r).._ cu.v:.fl: de _@_;d aol.- 4n_ ss -end .Pcﬂ_dd;. La.farmc

| P= 'th_:s{ge}'adl a.,-¢a=;<b¢,v.ced} od -dlbemd-

. Rcm-l Pavés ( Lret.
e Payb ;= {:: - Rdl a., xi¢bi, _V.a.ed][
pes L'adhirente .
LS Ak Int ( Pﬂ.'.b) = ?q,b_ (,{.rz.t..z,e,;,. )
Hetabouw

: 1 L |
sh Pap # ¢} 3 (Pape) = Pab * (acthirenc)
AP | | d=d D

On difm.{.t l’ = “J"ma = bous s pavés cuverts U { RY 3

et vol Q“HFE:,Q vol(P) = i -p=¢
| | ‘"}Ed (b;:q;) | S Pzpt;-b#¢-

+ted | o P-.ﬁld
34$ é zu_.oum eaa!: de &’ebensuc Sor fR , notée | A = )s_d_, et l.a. |

L

muwoure  exk. as.s‘aa.ec a U apptma.h.on. MI :Td"".'—-) TR.;.O

't
d

18

Rem; ¥xeRY, o a o+ Pap = P

N:IFEEA
3 vollx+P) = vol(P) YxeRd, ¥ Ped |

S Ae P(RY) e k.q R.J.l.A) =t'\R._U.tx..+ A) | sonk en byection
canorugue |15 AA)l = Mzt A) | ¥x e.."R"’_ VAe PIRY)

:Re_m._: A 4 uuournble = a&beocauc oy rable | A neﬂu.ﬂabu. = aﬁ.haauc mepurable
oA- eot od.beo ue . s

A
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Thut:  ( oa muoure ext d'un powé a°umé)

Par | ook pavé Lﬂcrmé P R ,QLL a A(P) = vollP)
al  Psunt (P), | |
le 18.10.19
Dén: St T = Pap #¢£.

Sak &0 , ?i. =/(£8,....8)e|R"
On difinit @eR (P par @ =Z Vaso, @ = P

“dl-: ¥ par @ =g# N a-2b+?
ALP) ¢ vol(@e) = T (bs-a; + 28€) — wel(P)

<€d ||

skl Qe RTLF).‘ comme| P | éstl comphck | B

M4 JTc w ss-enn. fni kq PelUa;
- | | 1eJ

On difait s e (Dl (X AN A=
[ e 1 L 3 LE T a" . _F

N Rop s R jxp = | ol P)

Z vol ‘.Qn) ) Z vol ( Qn) x Z Ri J’x ’Qij Z ZQ
» ney r

neE L Ll Ined ned
= R-.Jg 2 R;J_x-‘-,- = vel(P)

2 AP % va(p) 2 AP = va(P) a

Gor: Soit Ac RY encaarée par aun p&:wé W T er son 4nteriewr P
PcAc P , PelT
Alors ALA) = voi(P)

en particutier ,  AP) = voI(P)

pia



& En Egch.  P\A c aFf = )\dcab'l %0 | ()\d-nial;\:%:lbu. )
D A y(A) = A4(P) = vollP) |
oy | a
Ex: Seif L_e_Rm , [ ¢ R
Aol | & [ Ay (m) [ |
'I
F [ (= [ [ X, IRY |=]+lo

Ex: Solt x e RY [ I dxy  pavé a‘brmcf 3 ‘\d”.‘nk) =
Donc. sil AcRY et dénombrable 3 ‘\d (A) =0
‘ﬁ-» ,\md) =0 '

Rem
demme:  Pox cpe Ac R soit oﬁ.bc.:tau:-' meporable, _Su@:l- que
I la.  wclation A Q:a.rn.tﬁeadcra Sotk so:l-ts&n.l-c poor book  pavé
ouvere de RY.
'ngw Supposons que ALP) = APNA) + ALP\A) ¥ Pe €
Sait B R ek g0 RRKEAE | )
plel | ' 3 '
4 ‘R‘T (E}) | b:‘ n%’w- vol ( Pn) 9 AB) + 8-
Bec UPa = enA c U Pn Nn A
neur nE w> _
BaAS ¢ U P NIAE
| newr )
3 A(&nA) ¢ }_nm MPaNA) ee ABNAS) ¢ );m A (Pa N A%)
MBnA) + MBNAS) € Jaew APnNA) + A(RNAS) = T NollPa)
- AC (Pﬂ) .
$ MB)Y + & |
S AMB) € A BNA) + A(BNAS) s A(8) &

pl4




Ano.uasc. - e 19.10. 19
DLl | [shett Wld [ (Wl b

I enoeble TR );c et )\.‘.- muvrable

DEm:  (Ry)E = R,
la,b)yle To

) e ¢ tab) B sat (ab) © Ry

] | St lab) € Resx

2 Aliaby N R,) + Aa,b) N Re ) = Aliayb))

g = elab) 3 by N R, = (x,b)

A Ltagky ) =z b-a =b-x +x-a = Ay (ix,b)) + X, ((a,x))

= al@b 0 Ryl)  + Allob) n Reoe) §

| &f:mnu. Seik db .\‘ac.e.R et W iL€d
..H.a:,l. : {.ude ?sd—l A >ac ent &beuauc.-m@rab!e.
Dém; pr: RT— R pe_+ | RY+— R

3"——-} 3": 0y | 3""'—’(39131!
g PO M=l 3 e PN(H<i) ¢ g

iy ey - .3d-:)

Satt| Pl=[Pap o2 g
pr (PN Hx,i) -=pr ({-&de R ,@&l%.hﬂ Yjed ok 4 >.:c1])

{.He R'v‘d.ﬂ(a..bg J&;)DC(I L [Qub)n m)g

= pea[P) N R,
PR (PN Hx,i) = @F (P) P (P\H=s) = pF (P)
pre(PY\ Rys T

pri L P\ Hx,i) =
on a Xe % e pas X.e{[?_ri(P),cedk.

On remargque que :
e XeTn KelpniPn Ryse prfPin Ree§

_ p. 15




= Aa( PnH=i) = A, (prrents=;) - kd-.lpr m)

ct

FB{:{ '

Mg (PO (Hai)€) = ), (pr; sp)nlﬂm.l ) kd- (§F;LP))

Ay (PnHx;) + A (Pl )

(A (o B n Ha ) + Alprilp) ﬂ(ﬂx:.) ) ) Ael-i (¥ ;(P))

—~——t——
- IALL pr; (P))! '
= A Lprgd Pl) Al ( pri.l_P_)._) =N (p) a

Teuk  pavé a.wcrt et afch:nauc mesumble,

En e(g’cl:, A (Ha..,.,\HbJ, ) P _pa.w.-f semi - cuvert
c
3= "Q ( Ha.i-,.i...n ( Hb;',i) )
‘et p..n..b c A. |
5 Comme A\Pa,b et A -_naal.uaam.' g _' . Pab et A - meurable
_ _ | 7l _ 17,
Tot owert  ae RY et une  teunion dénombrable fe pavés
D le[R% Ln avert, = e ()
Hes - f€ m. ka’ iz, Q |
Soit a...be. [Rd: b=| - AL g— <a.;§_==;(b;,»( xi + % Yie d

£ vied

3 x € Pab | ek V.Jde Pap | onl 4 .i:é;-%’_;[t_d

'l'_z <.

o | il ke .;&nzal |m,._@ _.r2_=o_3.ef5:ac,r)

te€d
9 Pﬂqbc 5(”1 Wl )

ANIEIVIEENY™YR=N I Facb

| _pele XN abe @
3| bk owvert del MY erk | meroble | _ _ | m

3 Lo tribve | Borélienne 8 1. e (74; (chcaauc mcovm.bu.)
| R g |

On va. veir : ‘A'Ad ;3 JD(I'R") "'8 Rd ¥ 6’" p 16




le 25.10.49

A_fm_'-gsc__' IT :

‘Eng Paur t:auh: m.rru:. AcC R " l.u: cond.m.om sotvanted sont

A MAL <o . 3 Pec ";IL,_,_ (A) kg |
== , ne

equwo.lcnm

' : = 4! | ML couluir
.11 A et oébcoaue - Mmepurable | M/’ wsue ek,
2) V¥&»o , 3 wun ouvert Gc R I-q ACG et A*(G\A) <&
) 4 un Boflien B € B gd de o forme d' interseckions

dénombrabuo o' coverts tq Ac B e A*(B\A) = 0o

4 ¥oo.,dun femé Fc RY kg FcA e A(AIF)ICE

s) 4 Bc_\BRd de o d%rmc. de lo  rbnion. dénombrable
de a"am l:c| BcA et A¥(A\B) =
| mmd
@) Veso , 3 un avert G et un ferme F ke que
| FeAcG et A[G\F) < £

) 331 € Bpd 'rc| Bc.Ac.B+ et MBHB )=o

L 2N(Pa) < MA)+ E |

Ddnc | ouvere G| 3 U Pl |ede | rq AcG,  AG) ¢
new

'an Mba) < LAY +£ et AlG) = AMG\ALA) =)\[6\A)
# ACA), | N
MGVAY = A(G) - AA) <& | shobrelod? |

i) ALAL =00, Seir AL € R (RY), On adfnit ee(d-)

B lsl ANJL] | | A= U 8, AL < M) < o0
“ Pax:_n_._)_ , 3 an ouvert Gn I'cl | BnC Gal de )\lGn\Sn\<

exarcoede

Done U awert G = UGn oe tq AcG , G\ACIU Ga\8a
v oar IRy L.
= AlGrA) Z )\(Gn\gn) ¢ Z Z‘E;-l-l = &

| new-

ﬂ‘i’l



Seit (Gn) _ | une suite o ouverts  telle quc AC Gnl et

IMGANAD & | Yady .| Alors W bnréum. B:= ﬂ Gn | et tel que
| ] new | |
Ac® , AlB\A) = AN lC-m\M) M Gno\A) < -,,—,,;
_ NEWr
loa 300 4 A(2\A) =
]

 Sair Be Boa ki que | Acg et ',\le,\M o

') A € 04' [ | Doe! Ly BLadd Wil / .tt*.. Vs U ...3_’ MLl NG | |

Tk e‘\- . par 2) . 3 un obvert G tq ASC G et
[ALGVA®) € £ | 0naGVA® = GNA = AVGS cu ASc il GCA.
Done L fermé Fiz G et kel que FcA ok MAF)CE

1 3B e Bpd kg 8 '_ﬁw”(m ,A°c3¢..
A 4 __ne _
MS\Aizo. 3 BcA 8= () 6,5 , BcA,

WA o¥, S || ne w
ALALSE) = A[B\A®) = o

Seit £30 , par 21 e 4)  F un ouvert G et un fc;'mc'._F'
kes que  FCAC G ek MG\A_)_E!Q LALAVE) <& [ [ ]

Or G\P=G\A LU A\E HEN |
=) MG\F) = MG\M + AlAlF) < &

ooy

Soik _$..>.o. F fermé e G auvcrb FcAc6 ct MGI\F) <&
' r

G\F =@\ U AF 3 G\AC G\F B
SAGVA) € (A(G\VF) <& | | | pl8




le 25.40.29

D = El R O U R O 5 P -
P::rr ;) ek 5): , 38 c 3[2.3 h.-1 B cAcB,y , MB+\AFO
ek A(AMBY =0 -
BB = ByNA PIAVRL [ ][]
S AMBAL) = ALB4\A) T+ AMDE) = o
B e '

‘lﬁ.gm  lde Vitali)
| _POI..;I' _I:a.:l.: _Sous - mcmbm Dlcl RY. YIS ETF-R

. -11 dxiakel [¥ie [CY [néal T - medurable .

a;,p,, Sok @ eR (D), D =0n(U @) = U OnGE,
B Hﬁew- l:q ocA(.ﬂ-an) 400'_
Nl:=10Nag. | i
Seit ae R4 .A-q .Q ¢ P, =P
ALQY D0 3 3 ss- envewble  Anfini cilnombrable
Je Q' (e=: T=@ ﬁ_O.') | |
Solkl 4J) W ss- f.amupe. additif a 1.:4_=%=@£ par .
R - _%rcupc quottent, |
Ae R4 @ Asx + (T> 3 Vyeh ,ona
A= e (I, L] |
o relation  d _équtvdunce corredpondante. : x4 & x-y edd)

S =LA (a4 OMmiRT =0 (A
| 1| Ae RY<¢T> AES

al | = '[_ A € iR.d/{J) [ DNA#E & _non - dinombrable
Par U'amiome de choix , Jv:S— L ke que

viAY e AN [ ]|




ens, de Vikalld .

= I TR | | _ .
On aéfine V= N(8) =4 v(A) | Ae S‘[
On va ua..l'q V o' et poD ofcbco%uc mequb\e 1
-Supposma par L' absurde. que Ve 49'
On o Tc <L e <D N Eq,a'c' 4T N 2P
2 eroemble | €T O 20 | ep .q:n.‘fn.‘m.' d.fnombmbu.
Sellk b:uwr — {I>XN 2P _une bllfcctﬁod',
On  difenit W e (P(iE"J) Wn:= b, +V

108 | Nal 0O W = gd m#n:' |
U xe WaD Wm 3 x'= bm+ (Al =ba+ VIB)

@ by -bma VAY=(B) € 4TY &) |A=8 ek bn=bm
AP | |
An=m _ LilSlv] |- i

04 | o “loumsi | JO) € Unew Nn.

Tee D' '» FlAesS 4 <eA , x- v(A) € <TYN 20 = biW)

9 Al new : 2 =bn+ VA) € Wn | |
LJw_LJn c 3p & Ve .D. c P blw)c 2P
new f |
Naeelbd +(V | ¢ |3P A lel

n n
e ALY ¢ MLJ Nn) $A3p) ¢ oo || I .
Par c.ml:r:, . _ 5
I SN 5! a8 17 (0 I (T 9% . o st AlV)i=g

AW W Y sl T Sy [ = D] [ NtBad V) [=] X [ Ni) =

NEW: | _ néewyr | ne ! newr o2 sinen
camtrmMm | ! _: o Jr Ea



. le OI__.: n.19
Ana.l.rdsc. T |

Ensembuw oébaaaw_- mesurables  non - borfliend :

.i' enoemble de  Cantor :

On conoidére ' ensemble di tooken les sulhen bt.‘na.i.'ft.s'

N AP N1 § W L L P N1 1 Y
hewr : Ben
2:={e i} n{{ P

On éerik  S=(Si) . = (So,....Sn1) si€efon

Ex=;  2° = {0t
2 = {0, m}

2% = -{lo.ol L o) |, (1,00, l'nll}?

L appication  langueur | L: 2T —— . Lisi=n st se 2"
Longu £] ‘ . Lis)=n si
| podwie | 2w 2 ——— g ewr
(S,£) F—— sk

(Sk); = {sa il
1= Lisy e
L(gE) = Lisy + L(Ek)

le procult est asscelatlf : (sk)

= slkuw)

On o Us , propredede -
NuERITRIITVIRY P U Ar I aN
2P o5 | lreal se o9 [T [2[°

da 3amﬂlc de  Cantor cun  intervalles  ouvverts dans (o)
6 e (T N Plenn)®”

G = (30 G =R (60 Vse 2
Q. a.f U Romothétie du cenbe Q. ek rapport B. |

‘ng (ec) =

(x-a) R + a | p. 21



Gy = Ry Lo) = B, L BVY = (£.]2)
Gz Riw 1G:) =l [ | 123, &]) g

ferme: | S Mic de (Cantor abt:.dxsjd‘.nl'c. ]

Démo: ) GL2°) = &
@ Supesona que  G(2") ene aisjotnke , aters
162 M = b)) 0 gl [iez,sa 24T
= {6,300 U % (6(z™)

v
degl | 4 |||

2 b -
ac SJU‘..».,FS

ETT Rovia (o) = [oivs] ] @

/ | & | |dasipouls . |,
. . R.l,.‘.lb ([e]) = [2{34|] J
demme;  Ona N (MZ) = 4 o3 s LT 16 € la]
] ! . - _ . | se 2™
Dém; M 1Go) = A%, %)) =
| sote s= 0k ]
MG = ARy (G) = § A Gg)
RN ENIRRTXEED AN A6
| s W neEwur .se.zl"
" e e .l N+l
£ 2110 L TIgT™ % T DT 10 IR) | o[ 4
neur se2 | nNeE ur a

; =_ Liensemble (&cm) de Cankor coe u. complmentnire  de
| I.,LL'G dane | [og1] | l(3: e [QH].\LLG -_,_

Rew: MU =0 car  Allord) = X (K * A(dlg)
_ i )| it & 3 ii

1 FT LT T T T %




ke Q1. 1.]9

: -
Analyse IT: L[] REsviv
Analyse [T: ;

b g’anch'on de Cantor -

B(R,R) = { 9 R R [ banée } =+ B(R)

Norme oniforme s ﬂd’ﬂw = _sup ljml.[
| x €Il

Rem: 0 |' enpace fB(l’R.._I-R.), .o ) et un espace ot Banach .
| 2) le ss-espace C(R,R) ot a’bhcbbha bornéen conttnuen est

N SS - espace  vectoriel a’crmé._

On de,guru.l- ANE o.ppumuon T: B(R) — .Blﬁ?.)
ﬂ.= R(l 3 D“‘Dol -’R»_. | |

T(g)l_bi = hyoa) o Ris Ce 2 z{or}

Ram:
1, ‘ﬂ..'..us. (Cet]) e D wield

1) "T‘J.Ll i T(;V}" 0o < i ”-U-" vl [o%] ( ‘r_:ent a—»zbrn.c!:cuu:e)

Done , fof L thm du  poink fixe , L existe une ovnique applicabion
bornée as R = R I'q.T-tal“%
Cette  fonetion | cot appellde fonction _cle _Cantor .

En parbculier , cette forction est  contxnue

.
-
L
o

- :I

Ll
-

~

C; "3“".\ '|
Excercice : On agfinit Fo C C(R) © B(R)

‘ae. E. = ‘{ et continue  croissante

i SC =201
3"1::1 =
° -

S  x<o |
Y2 st s e LY,
P 23

(e.l:ona juc. Tlcf’l=§) ?




&mmg Par| Pe G (2% [1d rcobiébtgn. '8lp eot mcﬁ»mh.m Pootonte.

Pﬁm-“ Comme | g & F o =
| | 8 o) %_lc-m 4
Suppesens  que 'al = ot | VYse 2! ] |
| 1| Gs g o o " |
= qo R; . = 3o i e = Rt ©9
8".61.:.15.5 T IGS_ " °1 o9 Gl I 3 Gs
' a2
 Ensewbus  clons o4~,\ \ -3‘R ]
rh’mu;a Soir ‘3 l?.*"'TR une qppu:ca.n‘m, continue , Sufjeckive et
sb-m.ltmcnt' crmsscmb:  Alors L' envemble J'- {AC le‘lﬁ)e B"R& e
eot uine triby contenant A JR 1
Dém; W f_R'é" F 3’111{)' = ReJp
2) AeF 9 AeF ? |
| = JIR) = $(AUATY = i LI JiAc)
Ll e Bel = e 2 fmTe B g
| 1| | | W EEK: L .
3 AedY ., HIUA) = U gmn) € Bm A&
| ! hEur _ NEW
nEur
Va,ble R |, acb ., on a 'g'lta,..b.)m) = flai.‘fﬁ!&)) € E’IR-
L donc abre F 3 BocF
. . | | -
‘:1".’cn:um'_,a | Sﬂd‘% la ﬁanchnn de Cnnl:or on de@.ruJ" g i *%
[%la::\ = :r:.-rcam)] Alols 8 col: coru:uwc, stn.cl;cmen.t
croissante et .swjacaw_ et ’\'{-3”‘3” =4 .

p 24




ko119

Ann.uasc I :
x = +oo
Dém, ¢ y) Ve % 1 glx) = xc*Qx) = o +| =———p | +00 _
.!J '3 9 e D surjectivike
5 = (
¥Yx ¢ O %lac\=ac*‘atx\==¢———--* -60 au.é"
4) Crolssance stricte |
A | - _ = il J
::).nd %txl«_atai = x - 'd *Lal:cl_ al.a) W X 3 > o
X0

3 g([.oall) 2 [,%‘{cn ,.gmj =l lslte,21

Pe G(2) | %('Pl = {‘élxﬂ l.#eP} . {ac.-r%mmlacei?’l(

=gt F
.\,(gtm) = AP = ,\..t_%-tusw) = MUg) = 4

glky) = Fitowl) - GlAllg)

2 = ;iu‘ér{al.m = MG+ A LFLrY)
—y 1

B
= 4 |
Cooulatre ;¥ A € LGN Vba  on a §(A) ek \ Bg
'ancer.am af:bcagjuc- meswa.b_!e. . le O%.1. 19

o) =(ﬁ.,¢4',).1.). un ecpace mepurE :.Campu.vt-'..

En pa:bn‘cume.r,ﬂc-l‘l-{d, d’=\?(.fl)ﬁ0“xd ¥ L )\dl‘*

Forctiond _mepvrables & valwrs dae R": ne /A

'Dé: 3 .0. - R" cok -ﬁ’zbeﬁuc—meob_r_abu aL mgt)r%u, st ele

et Mmwurabl. comme 3 (Q,AJ_—’ (ﬁl",@,g)

Prop: 3: N SR ot Znovcbe & poor toot ouvert VER"

| (V) e o

o s




m: () dair |
(€) X ememble K= {AC_IR“I a‘"(A'\.r)édl-} et une tribu
mnb tous len ouverts  dw ﬁi".
Tone Bge < K

7]
Rew :

Si ) eot un espace bopologique  tel que "3.(1‘:'04'

alors  tate appUcation continue ek a&be%m ~ meovrable .

demme ;  Sotent pr, R— R, ien , projections careniques

Alors $ 0= R" et mesrabie & prlzlﬂah N2 R e

muvrable Ve n.
Dém: () Soir VeR un - oovert ., (pro*g) '(v) | = ‘{" apé;' (v)

T il pwr"'m )

Donc ([ pr'iv)) et mewabi (€ d)

(UD€

(&) Seit P=Pap € Jpa *3"(P)'{xefl|‘3m)eP‘r
'{ac e ) l piof = € .(ai,bi) VLen]
.Qn {.:r;e ﬂ’ f:"'off x) & ta.f,b;)}

= N (pro a”) flo..,b;))

LGﬂ.. i 10 7]
el o

&muﬁe‘: Sotent me 7 & We iR"

&—i un_ ouvert |, ‘i=ﬂ“”w une
appucation. merurable |, 8: W - R™ e appluioction

conttnue . Alors %o ao et mesurable .

Sof.h Ve i'R.m un ouvert . Alors

_ca"W) eot un ovvert o

] eld-a| e R dalodvare 6 g = WAL

Donc %"'(V] @t un ouvere oo IR =5

c«aqgf'm = 47(g'w) € o




| le .11 .19
Ano.uasc o -

Forcbions mesurabus & valuurs  dans PEE

Thw :  Opérakions  sur W gdonckiona  mesurabled

Selenk f‘ﬂ‘ 0O > R guourabup . Alers k4 q: 8%'
oz (fg) »ux."u.(‘g;g) sonk  muourabs | =

M= plus st Qi) 20 Nx e QL , alers ‘i/ﬂ eakt | awss(
mesrable . |

Dém:  Soif R: W= R [I'une aw opérations (x.y) P =ty 'T':g’

ma::l::.(dl AN l.ac..iai avee W = R% c&

? avee W=Rx[R
Alors

FO
U appications BoR: N — R & R: (1= WeR?

Ry =(3’lx1 i catxi) Correcpond o une dw opérahbdb J
Comme B et conknue e R mepurable |

= E°ﬁ et mcou_ro,bu
Fonctions mesurabld  d  valwwrs _dans R :
D& On dib gque ¢ ) — R eot (Lebeogee) - mepucable, si j"f@a)

€ Ad& VYaeR , & ensemble de tavtes wa appl. meaurabled

-3-._;1-&.4::.@ et noté MO ,A)

_ >

x:rnm.l. 3: Soik 303 (H{ﬂ,.ﬂz)) . Alors sup jn ; .L'nf jn. , Lm sup fn
_ | 1 Aéur new n=doo

Wur  cnf a"n. Sonk ulesvrabla |

_ n = 00

Dém: () 3:: SuUPneuwr “gn. . Seit ae iR

x & 8"[[?2-,“) & gi= € Rra & Qiac> Q @ Hdnew

l'q Slaca p ?nl:c.) >a (=) Jneur I-cI a e &’:(.ﬁm)
@ x e Unew

%]

aon-'(lﬁ)a) . Donc a et mmurd.bu.,

-

{
.—

p 2t




,;;,4 Anf 'é‘n.- F 4= 5upi-é’m)

new newr
"f&. mourable. W - 30“' mworable | ek sup mourable. =

- .sup musuratole. = ..t.n,d“ _J’n._ m:.outa.bi-t.

nLE W
e e e e e e e HEAR)
), méme argument

7

| ﬂcm_ Si lJ’ ) el e | can.vcr%c pmctucucmc:nl: alors | 1o Gmike

L ‘a"n enk mmurab&
n=y 00

Dc& Une  fonckion § e HO,R) leot | clite Etagde st

‘3[.0.) et wun encemble L .

E(OL,A) = {'3:..().—514 amﬂag]

!E:'r. . | Fe ok , alors x.E N R e BN R).

X () e fon} .
Xe ({o}) = ve |, XT'({44) = E

Rew : | Isd ﬁe E—(.D. R) ahrs , on a dicomposition. canonique |

sutvante g "sx:, ] asl 3"{{:}) e A
SE a"m.) §lysy) |

Notakion @ Four a"e MO, R0 ) . on | difince
E(f): = {ce. E(.Q R l cux) s fue) ¥xe (). }




le O.11.19

Anal_;dsc 1T :

ﬁty. ( Approxiwmation.  monotone )
Vv§eH (N, Bro) 4 m:.suLEc crotssante e e(gqnwl-ﬁ
s;.npcn.*-a?'(@wn tm‘j')-
newur. n o0 .
Den; On asgonit 2 sviko © R,e e ((Ryo) ) ¥
ﬁn_m! = min ((}";m;, 21" )
entx) = max [ Safx))

S, tc) = (27 n'Lc:..*, ﬁn_lx)l_]

A = . o, S

/i G
iNRED=d en
Vs e

129

:l:' )
\" Pln
. .
i-l i ‘f"..":’J_ T ~

=

|

Reat e sopl: duw _sulted | croissanted
o) € urx Q)
2% (207 [ el (Mides| ,|2]7) & ,nwafaﬂiga,._.z."*') |
| @ [ Rale| Bl | :
A" %lel 27 7| B Sdah | 4 Sl 1de]
3 en €entr | |
entQ) c (27Z)NTo12"] | funk.
fn et menurable par W thm .
sieleal D)
en' ({st) = {:ac..e Q[ seRnixycs+2y
= E: (s, s+2°" ) €dt
A E(N,Rye) . On a en s_ﬁ'mSS.

| Donc. e, € éldg) .DCG 0 . anl_q o ¢ R“‘x) :'Cnlx'.f-'i'n

P Sup leptx)) | = Lt enlze) = | LW .ﬁn.la::l = P X
n =4 o0 n=eo
=Lﬁgw .,u,cn.l‘?\:s\; 2°") = glx.) .3




e 15.10. (9

i' intégrale de xébenquc 3

= (£, ) espace mesorE complLt.,

Def: Soit e E(N,Ryo) (fonction Engie  positive)
a." .‘.nt:e%m.lc | cle Xebm%uc de € ent:
Ie = su(E(§sy) €& loy+o0]
sec(.n.)_ . _ _
demme :  Soit e € &(n, R,,o) newr, ce(Ry) | ek Ee€ +" el
que | Ol=[HE] | k=l2 ok 7. , alors I:. = ) ¢; MIE;)

LEN (en . _ CEN

Dém; On soppose E;# ¢ vien . ¥Vse elfl)  on défnit

Is=={ier1,l C;=s} # ¢  ( pasce que | la. réunion  eot m:sjocnrc)
sy = L1 E[ LILN] [Jsi=sinl

_ |‘.e..:r's sSe &)
'Jc S X s sy = L su(llEy =2 s X piE)
se e(Ln) . sec(.(l) LeJg se el €T
= ()l 2 S}.L(E) 2 Rl C.i}.LLE',) 2 71 i B
secc.ﬂ.) €0s. L see(fN) (el ce L/ Jg
=12 el MLE;) | | T
ten
|

. ':P!QE;’ Setent  ce Riryo , $i9 € (N, ‘Rz«a).. 7 g g
0 [ g o §iR,.) e,
Fgg =g s
3) Jaf = c_J' L(f
i feg o Ja’é jg ||
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