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Analyse I Unige

1 Séries numériques

ai,as,as--- € R une suite

a+ag+as+---+a, = Zan
n=1

1.1 Définitions

N
(o)
Si aj,ag,--- € R est une suite, alors ) a, = lim E a,
n=1 N—oo 1
n=

e Si > a,et > b, convergent, alors Y a, +b, = > a,+ > b,
= n=1 n=1

e Si Y ajetsideR alors Y A-a, =)\ a,

oo
e Si > a, converge, alors lim a, =0
n=l n—00

Preuve
(o)
Sis,=ay+as+---+ay,,alors > a, = lim s,, mais a, = s, — s,_1 et donc :
n=1 n—0o0
o0
lim a, = lim (s, — s,-1) = lim s, — lim s,_; =0 car lim 5,1 = E an,
n—oo n—0o0 n—oo n—o0 n—oo 1
n=
Contre-exemple
>~ 1
> —=oomémesi lim — =0
n=1M n—oo M
Remarque
Sici,cp--+- € C est une suite et si ¢ € C, alors on dit que lim ¢, = ¢ si et seulement si
n—oo
lim,, o |¢, — ¢| = 0. Autrement dit, si ¢, = u, +iv, et ¢ = u+iv on veut lim w, = u, lim v, = v

n—oo n—oo
Exemple série géométrique

Soit g€ C, Y. ¢"=1+q+¢@*+---

n=0

e si|g| > 1 alors il n’est pas vrai que lim ¢" =0 (car |¢"| > 1) alors ) ¢" diverge.
n—oo

n=0
1 — gt 1 1 1
esil¢gl <l:s,=14+q¢+@+-+q" = q = - lim ¢"™ = ——
l—g¢q l=q 1—gnooo l—g¢q
1 1 1
Illustration : =—:1l4+=-4+-4+---=2
ustration : avec q 5 +2—|—4+
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Analyse I Unige

1.2 Comparaison avec une autre série

Définition
o0 o0
Soit ay, as, - - - € C une suite. On dit que la série > a, converge absolument si » . |a,| converge.
n=1 n=1
Théoréme

oo oo [e.e]
Si > a, converge absolument c’est & dire si ) |a,| converge, alors ) a, converge.
n=1 n=1 n=1

Preuve

Rappel : une suite (c,)>2; converge si elle est de Cauchy, c’est a dire Ve > 0,3ng,Vm > n >
no, [Cm — Cn| < €

Posons t, = |a1]| + |az| + -+ + |a,| et s, = a1 +as + -+ - + ay.

Notre hypothése est lim ¢, converge ( = > |a,|)

a montrer : lim s,, converge (= >_ a,)

t, converge = t, est une suite de Cauchy c’est a dire

m
Ve > 0,3dng,Vm > n > ng, Z lag| = |tm — ta] <€
k=n+1
m m
mais Sy, — Sp|l =1 Do ar < D |agl <e
k=n+1 k=n-+1

par l'inégalité triangulaire.
= la suite (s,,)7, est de Cauchy, donc elle converge.

Observation

n
Si a, > 0(a, € R)Vn € N alors s,, = Y a; est une suite croissante (s,11 > S, car Spi1 — S, =

k=1
any1 > 0) et donc
[e.e]
e soit la suite (s,)22; est bornée = elle converge. c’est a dire ) a,, converge.
n=1

o
e soit (s,)°2; n’est pas bornée. c’est a dire lim s,, = 0o c’est a dire > a,, = oo. (diverge vers

n—oo n=1

+ 00)

1.3 Comparaison avec une intégrale

Théoréme

o0
Soit f : [1,00) = [0,00) une fonction décroissante. Alors »_ f(n) converge si et seulement
n=1

si / f(z)dz converge.
1
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Preuve

n) > /100f(:v)dx2 S )

= > f(n) < oo si et seulement si / f(z)der < 0o
1

n=1

£(1)

Preuve formelle

Fin—1) / fn+1)d g/n d:l:S/nan(n)d:c:f(n)
iy 5 > f(0) < /
/100f(x)dx<oo[j

| /\

et donc ) f(n) < oo si et seulement si

||M8

Exemple

Soit a > 0, f(z) =

> dx
quand est-ce que — <007
1 r ]
, . . x ' sia#1
Réponse : si et seulement si a > 1 car | — = { 1—a a
v log(z)
< dz : : o < dzx
— < o0 si et seulement si a > 1 ( en particulier — =00
a x® 1 T
On a donc :
Z — converge si et seulement si @ > 1 en particulier, Z — = 0o ( la série harmonique)
n=1 N n=1T
Est-ce que Z converge ? voir la série.

=2 nllogn)”

1
- ?
Nous savons si ; q" et si Z converge, est-ce que 7;1 tan(nQ) converge
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Proposition

Si0<a,<b,etsi ) b, <oo,alors > a, < oo

n=1 n=1
Preuve
N N
(7% S Z bn
n=1 n=1
[e.@] oo
a3 e
n=1 n=1
Proposition
a
Soient a,, € C et b, € (0,00) Si la suite (b—”);’f:1 est bornée, c’est a dire si I3C' > 0 tel que
an o0 o0 "
|b_| < C,Vn et si ) b, converge, alors > a, converge absolument.
n n=1 n=1

Preuve
Onala, <C-byet >, C-b,=C
n=1
> n =1%b, < co (converge)

o0 o0
> |an| converge, c’est a dire > b, converge absolument.
n=1 n=1

Théoréme (critére de la limite)

Soient a,, € C, b, € (0,00)
Supposons que lim — existe.

n—o0 n
Alors :
o [e.e]
e Si > b, converge, alors Y a, converge absolument
n=1 n=1

o0 o0
e si ) a, diverge, alors ) b, diverge.
n=1 n=1

a oo
e Sia, € (0,00),b, € (0,00), et si limn_mb—" # 0, alors ) a, converge si et seulement si
n n=1
oo

b, converge ( car on peut échanger les suites a, et b,)
n=1

Preuve du théoréme :
an
ba
On a donc |a,| < C - b,
Par I’hypotheése : > b, converge —> > a,, converge OJ

a
La suite — converge = elle est bornée, c’est a dire 3C' > 0, tel que |b—”| <C

n
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Exemples

o Ztan( 1) tan<n1>:an

t
limy 1)
x—0 €x

=1

~
Q
N
/N
3M| —_
——
I
[S—

lim
n—oo

On pose b, = — :
n

1
Z — converge, et donc Z tcm(nQ) converge.

n=1 n=1
° ngl sin <ﬁ> :

sm(m)

lim =1

T—00
(1)

. _\n/ _

tim 57 1"
n

> 1 0 1
> — diverge = ) sz’n(—) diverge.
n n

n=1 n=1

Comparaison avec la série géométrique :

Théoréme (Critére du quotient)

Soit a,, € C une suite

e 1) Silim, ]anH

n

2) Si limy, o0 | —— Gnt1

n
Preuve :

a
e 1) Soit ¢ tel que lim, 0| ntl
a

n
On a donc :

|Angt1] < G- |,
g2l < q - Jangr1| < Q- [

|ano+k| < qk : |ano|

| < 1, alors ) a, converge absolument.

| > 1, alors Y a, diverge.

a
| <qg<1 = 3ng tel que Yn > ng, on a | ntl

Vu que Z ¢~ converge, Z |Gpg 11| converge = Z |a,| converge, c’est a dire ) a,, converge

k=0 k=0
absolument.
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e 2) Soit ¢ tel que 1 < g < lim,,_, |%|
a

n

Ap+1
Ing¥n > ng, | —
a

| >q

n
= |tnork| > qk |

= im0 |an| = 0

(o)
a, diverge O
n=1

Exemples

n

x
xEC,x#O,an:—'
n!

xn—l—l
ans1,  (n+1)1 |z
) = R = S e (< )
o om n!
— — converge absolument.
n=0 '’
x 1 1
—, a, — —
ngl n2 T 2
. a . n+1\2 . . L X
lim,, o iia lim,, o ( ) =1 = le critére ne dit rien méme si > s converge.
s n n n=1
n=1 "
(n +1
+1 1
lim,, o 2;; =3 <1
on
X n
- — converge.
— 2"
n=1
Rappel :
e Sia, € Rest une suite, alors lim,,_, o sup(a,) := lim,, o SUpg>nar € [—00, 00| = le plus grand point d’a

e Silim,_, a, existe, alors lim,, . supa, = lim,_., a,

Théoréme (critére de racine ) :
Soit a,, € C une suite
e 1) Silim, supm < 1 alors ) a, converge absolument
e 2) Silim, supm > 1, alors > a, diverge

Remarque

Si lim sup {/|a,| = 1, alors le critére ne dit rien
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Preuve :
e 1) lim, o supi/|a,| < g <1 en choisissant q.

o
Pour la définition de lim sup, 3ng, ¥n > ng, {/|a,| < g, c’est a dire |a,| < ¢" = >_ |a,| converge (car

n=1

o 2) lim, o supi/|a,| >q>1
Par la définition de lim sup, il existe une infinité de n € N tel que {/|a,| > ¢, c’est a dire |a,| >

[o.¢]
¢" = on ne peut pas avoir lim, ., |a,| =0 = >_ a, diverge O
n=1
Exemples :
[e%e] l-’fl
. E—
n=1 TL'
x
Y \an\:%—m_)oo()<1
n!
[e’e} 1-71
—> )., — converge.
n=1 T
xXn

1.4 Critéres de Leibniz et de Dirichlet

2 Critéres pour la convergence non-absolue.

Théoréme (critére de Leibniz)

Soit b, € R est une suite décroissante tel que lim,,_ o b, = 0
oo

Alors > (—1)""'b, converge.
n=1

Preuve :

n

On pose s, = > (=1)F1by
k=1
Onasy<sy<sy<--<s5<s3< 8

lim,, o S2,, existe (g, est croissante et bornée ) aussi lim,, o, So,11 existe.
On a aussi lim,, o0 Sop, = limy, 00 Sopt1, car lim, oo (Son11—S2,) = limy, o0 bopr1 = 0 par Uhypothése —
la suite s,, converge ([l
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Exemple :
1 1 1 1 1 . 0
_§+§_Z+5_6 -+ (= log2) converge mais ne converge pas absolument (> — ne converge pas )
n=1"T

Théoréme (critére de Dirichlet) :

Soit b, € R une suite décroissante tel que lim,, . b, = 0.
n

Soit a,, € C une suite tel que s, = > a; est bornée (c’est a dire IC' > 0 tel que |s,| < C)
k=1

[e.o]

Alors la série Y a, - b, converge.
n=1

Remarque :

Si a,, = (—1)"!, Dirichlet devient Leibniz (s; = 1,55 =0,s3 =1,8,=0-")

Preuve :

n
L’idée : sommation par parties. so = 0,8, = > ax
k=1

n n n—1
th = ap b= (Sg— Sk—1) bk =5n - b+ > Sk (b — bry1)
k=1 k=1 ~——~— k=1

ag
lim,, o0 Sy, - by, =0, car (s,),—, est bornée et lim, b, =0

Donc > ay - by = limy, o0ty = > Sk - (be — bgs1)-
n=1 k=1

o0
On va montrer que _ sy - (b, — bx41) converge

k=1
sk est bornée, c’est a dire 3C' > 0, tel que |s;| < C et la série ) (by — by41) converge
k=1
S (b = bryr) = (b1 —ba) + (b — bg) + -+ + (by — buy1) = by — by "= by
k=1
On a donc :
> (by, — bgy1) converge, by — bgiq >0
k=1
lsk| < C = > sg - (b, — bry1) converge O
k=1
Exemple
Soit z € Ctel que |z] =1et 2 #1
[e's} ZTL
o
1
ap = Zn; bn =
n
2 .3 n 1-="
Sp,=a1tas+as+---+a,=2+z+z22+---+2" =2 11—
1=z _ [+ [="] z
n| = . = = C
e T

=1
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— la suite s,, est bornée.
[e%] Zn

= >  — converge.
n=1
e
Z —_— —_— DRI
2.3 o
= 8l z = cosa + 1 - Sinw
[o.¢] o0 n
2" = cos(na) + isin(na) = > cos(na) converge = Re() Z—)
n=1 n n=1 T

1.5 Convergence absolue et convergence non-absolue

o o0 o0
Rappel Y a, converge absolument si > |a,| converge (= > a, converge )
n=1 n=1 n=1

Théoréme A

Supposons que » a, converge absolument.
n=1
Soit o : N — N une bijection (ici : N={1,2,3,---})
Alors Y~ agmy = Y an
n=1 n=1

"si une série converge absolument, alors la somme ne dépend pas de 'ordre de la sommation".

Théoréme B

(o] oo
Supposons que » . a, converge non-absolument (> |a,| = 00), et supposons que a, € R(Vn).
n=1 n=1

Alors Vs € R, 3 bijection o, : N = N tel que ) a5, (n) = s. Aussi, 3o : N = N tel que > ag(n)
n=1 n=1

diverge.
Exemple :
1 1 1 1 1 1
~3 + 372 + 5T + p = log(2) converge non-absolument.
Un autre ordre :
Iyl
3 7 4
11 1 1 1 1 1
5737175 67 8" 29(2)
1 1 log(2)
t5-3tE TR =

Contradiction
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Lemme :
o0
Supposons que Y a, converge.
n=1
oo
Alors limy 0o Y. a, =0
n=N-+1
Preuve :
00 (o] N
My seo: D — D, ap =Y. ay
n=1 n=N-+1 n=1
o0 [o.¢] o0
Yoan —limy e Y @ =) ay
n=1 n=N+1 n=1
o0
= limy,e Y, a, =0 O
n=N-+1
Preuve du théoréme A :
n n
_ !
Posons s, = Y an, 8, = D Go(n)
k=1 k=1
. , . s 1 . ,
I1 faut montrer que lim,,_,, s, = lim,,_, Sp, c’est & dire que lim, o (s/, — s,) =0
Posons A,, = {1,2,3,--- ,n}, B, ={c(1),0(2),0(3),--- ,0(n)}
On a donc s, = > ag
kEA,
s = E ap, = S — s,
kEB,
=D =D
keBy, keA,
D DI DR
k€Bn\(AnNBn) k€A (BrNAR)
/
= [sn — sl S >
par l'inégalité keAnABy
triangulaire
Si N est donné, alors Vn suffisamment grand, on a {1,2,--- , N} C A,N B, et donc |s/, —s,| <
o [o.¢]
oo agl < )0 ag| car imy o Y. Jax| =0, on a lim, o |s), —sp| =0 O
k€AnAB, k=N-+1 k=N-+1
Preuve du théoréme B (indication)
o0 o0
On a > a, qui converge, mais Y |a,| diverge.
n=1 n=1
Soient by, by, b3, -+ les a, >0 et ¢,c9,c3,-+ lesa, <0
[o¢] (o)
On a donc lim,, o b, = 0,lim,,_,, ¢, = 0( car lim,, o, a, =0) et > b, =00, > ¢, = —©
n=1 n=1

Pour construire o4(s € R) :

Quand on dépasse s, on ajoute un ¢; pour revenir en arriére, puis quand on redépasse s de

I’autre coté, on ajoute b; pour revenir de 'autre coté. A 'infini, un va tendre vers s.
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1.6 Produit de séries et I’exponentielle complexe

o0 n
Nous savons Vz € C, ) — converge.
n=0 TV

(par exemple, par le critére du quotient)

Théoréme :
n

Si z € R, alors ) a:_' = exp(x)
n=0 T

a:—?—i-a—ﬁ—l—- = sin(z)
1 2 2t af _
—a Z_E—i_ "—COS(ZL’)

Preuve :

Taylor-Lagrange :

e (n+1) (4
o) = 32 L0 )
Si f(x) = exp(x), (%) =e* = fH(0) =1 exp(x) = EOE mm”*
=Rn(z)
R elzl " 0
n(7)] < o
R < bl
lim R,(z) =0
n—oo
ot Oa ot
= eaple) = lm > =3 5
k=0 k=0

Pour sin(z) et cos(x) = exercice.
Définition :

Si z € C, alors exp(z) := ), $—'

n=1 T

Proposition :

Si z € R, alors exp(iz) = cos(x) + i - sin(x)
Preuve :

- €73 Y ¥ R S F T B r? ! _ 3 a2
copliv) =2 ==y g grtat s Ut )ty e

cos(x) + i - sin(x)
On va montrer Vz,y € C, exp(x) - exp(y) = exp(x + y)
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Définition :

Supposons que X est un ensemble dénombrable et que on a des nombres a, € C(Vz €
X)( c’est a dire a : X — C)
Si o : N — X est une bijection alors on pose :

Z Ay = Z CLU(n) en supposant que Z ag(n) converge absolument
rzeX n=1 n=1

(convergence absolue = Y a, ne dépend pas de o )
reX

Théoréme :

o (0.9}
Si > an et Y b, convergent absolument, alors :

(i,j)ENXN

4 a104 a2b4 CLgb4 a4b4

3 | arbs | axbs | asbs | asbs

2 | apbe | axby | asbs | asbs

1 |aibr | axty | a3 | il

| oy dag diy ds !

Corollaire :
00 00 n—1 (e 00 00
Si > a, et Y b, convergent absolument et sid,, := > agb,_x, alors > d, = (E an> <Z bn>
n=1 n=1 k=1 n=1 n=1 n=1
Preuve :
On sait que Y a;- > b;= > a;-b; On doit choisir 'ordre de la sommation.
(i,/)ENXN
Exemple
]_ 00
Si|e]<1,—— = > a"
- n=0
1 o o0 00 )
Donc — = " x" = d, = n+1)z"
(1 N ZE)Q (;) ) <; > corrolaire nz::() nz::o( )
anzxn bn;,ﬁn
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dp =" an_ibr = > 2" kb = (n + 1)a"
k=0 k=0

Proposition

Si z,y € C, alors (exog(x))(exp(y)) = exp(z +vy)
(Rappel : exp(z) = > —)

n=0 T

Preuve

- Y L n! —k k
d, = v _1 e )
kzzo(n—k)'k' n!kgo(n—k)lkl Yy n,(l”ry)
o o0 1
Donc (x) = 3 dn = g(x +y)" = exp(x +y) .
n=0 n=0

Preuve du théoréme

e > a;b; converge absolument, c'est a dire Y. |a;b;| < oo On prend cet ordre de la
(i,)EN? (i,5)EN?

! l
sommation. Si [ € N, alors la [?-iéme somme partielle est (Z |ai|> (Z ]bj|)
i=1 =1

J

1 2 3 4 5 ?

Cette somme partielle est < (Z |ai]) (Z \bj|>
i=1 j=1

—> la suite des sommes partielles ( qui est croissante) converge.

[ (Z CLi) <Z bj> = z (Iibj .
i=1 j=1 (4,5)EN2
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n n
On utilise le méme ordre de sommation, la [>-iéme somme partielle est (Z ai) <Z bj>
. =

o oo
On a donc trouvé une sous-suite qui converge vers <Z ai) (Z bj) (%)
j=1

i=1

La suite des sommes partielles converge (car on a une série qui converge méme absolument)
—> la limite est (x) O

1.7 Résumé de la partie 1

e savoir faire : déterminer si une série converge ou pas Méthodes :

— comparer avec »_ ¢" (critére du quotient et de la racine)

1
— comparer avec ) —
n

— critéres de Leibniz et de Dirichlet

(o.9] oo
e Théorie : Y aym) = ) an si la série converge absolument.
n=0 n=0

e produit de séries, exp(z + y) = exp(x) - exp(y)

Théoréme (Euler)

1
— =0
pp%r:nierp
—> # des premiers est 0o, ou que » — < 00, donc les premiers sont plus dense dans N que
n=0"1
les carrés.
Preuve
L’idée :
() 1+1+1+1+ 1—|—1+1+1+ 1—|—1+1+1—I— il
k) = — a— R— P —_ — R— oo —_ R— J— P e e — —_ =
2 22 23 3 3 3 5 52 5 n=omn
> 1 1 1
(*) :—1.—1..':prremier —1:OO
1—=- 1—= 1—-
2 3 p
1
log: > —log(l—-)=00
p premier p
—2log(1 —
ou que lim,_,q M =1
x
1

on a aussi que Y = oo avec beaucoup de travail

p premier p
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2 Suites et séries de fonction

Motivation : justifier les calculs

<l,— = n
1 I o ?
() ~(E)
So(a") =Y n-a"h =3 (n+1)a"
n=0 n=1 n=0
t 1 t oo
—log(1 —1t) = / dz = / 2" | de =
0 1—2 0 n=0
00 t o0 tn—i—l 0 n
= r"dr = = —
n=0Jo % n+1 “n

2.1 Comparaison uniforme
Définition

Soient A un ensemble, et f, : A = R( ou C),n € N On dit que la suite (f,)5,
converge ponctuellement vers f: A = R(ou C) si (Va € A) lim f,(a) = f(n)
n— oo

Exemple
F,:R =R
fn(z) = arctan(nx)
g, x>0
(%) = limy, 00 fu(z) = 0,2 =0
—z, x <0

Alors f, converge ponctuellement vers f(x) = ()
Cette limite n’est pas continue.

Exemple

fo i [0,1] = R

Ja

=)
S
—_
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lim,, o0 fu(z) =0

/0 ) =

= lim, 0o /01 fo(z)de = % + /01 (hm f(x)) dx

DN | — ||

n—oo

=0

Notation

Pour f: A = C, on pose ||f|| := supaea |f(x)] la norme de f.
Motivation : si f,g: A = C, alors on va voir ||f — g|| comme la "distance" entre f et g.

Définition

On dit que une suite de fonctions f, : A = C converge uniformément vers f : A = C si
c’est a dire si :

Ve > 0,3ng,Vn > nol|fr, — fl| < e

Visualisation :

Proposition

Si f, = f uniformément, alors f,, = f ponctuellement

Preuve

Sia € A, alors [|f, — f|| > |fula) — f(a)]

Donc si lim,, o || fn— f|] = 0, alors aussi lim,, . | fn(a) — f(a)| = 0, c’est & dire lim,, o fn(a) =
f(a) O
Exemple

;= sin(nx)’fn R — R

Sait-on calculer lim,,_,o f,, 7
La limite ponctuelle est 0 car lim f,(z) = 0Vx € R

n—oo
On a f, — 0 ponctuellement
n—oo

Est-ce que f, = 0 uniformément ?
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sin(nw)|

[ fo = Ol = [ ful] = sup
rz€eR

= f, = 0 uniformément

Image avec la fonction en triangle :

fn:[0,1] = R

fn = 0 ponctuellement

(Vx € [0, 1]) lim,, o0 frn(2) = 0 uniformément ?

fn = Oll = [lfull = n £

n—oo
— la convergence n’est pas uniforme

fn(x) = arctan(nz), f, : R = R
limite poncutelle :

v
— x>0
27

fr)= D=0

—7T
—, <0
9 7

| fn — fll =2 € Rsup|fu(z) — f(z)| = g car la convergence n’est pas continue

= [lfn = fll /= 0

fn = f uniformément

Ve > 0,3ng,Vn > ng,Va € Alf,(a) — f(a)| < e

convergence ponctuelle :

Va € A,Ve > 0,3ng,Vn > ng, |fu(a) — f(a)| < e ng peut dépendre de a.

Théoréme

Soient AC R(ouACC)et f,: A = R(ouAd = C),n=1,2,3,--- Supposons que toute
fn est continue et que la suite (f,)22, converge uniformément vers f: A = R(ou A = C).
Alors f est continue.

Preuve

f est continue en a € A si :

Ve > 0,36 >0,Vd € A ld' —al <0 = |f(d)— fla)] <e

£
fn = f uniformément = Vn suffisamment grand ||f, — f]| < 3
€

L)

fn est continue = 3§ > 0,Va' € A, |d' —a| <§ = |fu(d) — fu(a)| <
Il faut montrer : si |a’ — a| < 6, alors |f(a’) — f(a)| < e.
Mais [f(a’) = f(a)| = [(f(a) = fu(@)) + (fu(d)) = fu(a)) + (fula) = f(a))| =

inégalité triangulaire
= O]

+z+

ol ™
Wl m

< [f(a) = fuld)[ + [fula’) = fula)| + [fnla) = f(a)]

{1
Wl M

d’aprés (x)

2.2 Critéres de la convergence uniforme
Théoréme (Critére de Cauchy)

Toute suite de Cauchy converge uniformément.
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Soit f, : A = C une suite de fonctions tel que :

(Ve > 0), (3ng), (Vm,n > ng), || fmm — ful| < (x)e

Une suite de Cauchy. Alors la suite (f,,)7, converge uniformément.

Preuve

e Convergence ponctuelle Si a € A, alors |f,(a) — fu(a)] < ||fm — ful|(¥Ym,n) Vu que (%), on
a que la suite (f,(a)) ~, est de Cauchy.

= (fn(a));2, converge

et on pose f(a) > lim f,(a)
n—oo
On a donc une fonction f: A = Cet f, = [ ponctuellement

e f, = [ uniformément : Noussavons que (Ing), (Vm,n > no)||fm—fall < e, en particulier (Va)| f(a)
fula)] < (+)e
T |fn(a) = ful@)] = (@) = fulo)] < ( par +
Onadonc (Va € A),|f(a)— fu(a)| < e c’est a dire ||f— f,|| < € Cela implique que f,, = f

uniformément
Définition
- N
Si g, : A — Condit que Y g, converge uniformément si A}im Z gn converge uniformément.
n=0 oo n=0
Propriété (inégalité triangulaire pour ||...||)
Si f,g:A— Calors |[f +gl| <||f][ +lg]l
Preuve :
(Va € A) :[f(a) + g(a)| < [f(a)| + |g(a)] < | f]| + 4]l
on prend sup : |[f + g[| < [[f][ + lg]] 0
ac

Théoréme (critére de Weierstrass)

o o0
Soit g, : A — C une suite de fonctions tel que ' ||g,|| < co. Alors > g, converge uniformé-
n=0 n=0
ment.
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Preuve :

Posons s, = > gr(sn: A= C),t, = Y |gkl(€ R)
k=1 k=1

Proposition

< Z Hgk||:tm_tn:|tm_tn’
k=n+1

22 9n
k=n+1
Par 'hypothése, la suite (¢,,)%°, converge.

= elle est de Cauchy = |s,, — Sn| < |t — t,] la suite (s,,)%; est de Cauchy = (Critére
de Cauchy) s,, converge uniformément. 0

Sim > n, alors ||s;, — Su|| =

Exemple :
sin(nx)
g'IZ(m) - ng
g R—=R
> sin(nx

> 5— converge uniformément
n=0 n

1

sin(nx)
T2

n2

||| = sup
zeR

00 > 1

2. lgnll = 32 — <00

n=0 n=0 T
-
> Sm(;m converge uniformément
n=0 n

o
— f(x) = Zo sm?gm) est une fonction continue
n—=

Corrolaire (forme alternative du critére de Weierstrass)

Sig,:A— Cetb, >0 sont tel que :

oo oo
(Va € A),|gn(a)|] < by, et si Z b, < oo, alors Z gn, converge uniformément

n=0 n=0

Preuve :

1gall < bn = > l1gall < 0ol

n=0

2.3 Intégration et différentiation

Théoréme

Soient f, : [a,b] — C des fonctions continues (n = 1,2,3,---)

b b
Si la suite des f,, converge uniformément, alors lim fulz)dz = / lim f,(x)dx
a — 00

n—oo a

oo
Version pour les séries : Si ) g, converge uniformément, alors
n=0
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> | = [ (ign@:)) &

n=0

Preuve :

Posons f(z) = lim f,(x)

n—00
b

b
On veut montrer/ f(x)de = lim [ f,(x)dx

n—oo a

b
Ona: / (f(x) = fu(x))dx| < /b |f ()= fn(x)|dz < (b—a)||f—fall . 0( converge uniformément )
— 1i_>m b(f(x) — fo(x))dz =0 O
Exemple

Si |z] < 1, alors :

doat = 1 converge uniformément.
n=0 -
& 1
sur [—q, q], si 0 < ¢ < 1, par Weierstrass, ||z"|| Tod qret > ¢t = N converge.
sur |—q,q n=0 — q
Sio<t<gq:
" | de = / zdr =
0 n=0 n=0"0 n=0 n+l
t
d
/ - —log(l —t) = Vte (-1,1):
0o 1l —=x
S AL
—log(l—t)= > —
og(1=1) =2,
Remarque

Le méme (%) est vrai si f,, — f uniformément sur [c¢,d] et [a,b] € [c,d] car la convergence
uniforme sur [c, d] implique la convergence uniforme sur |a, b].

Question ?

Quand est-ce que :

/
lim (f) = (nm f) ?
n—o0 n—oo

La convergence uniforme n’est pas suffisante :

Exemples
sin(nx
o 1) fla) = S0
n
fn:R—=>R

lim f,, = 0 par la convergence uniforme.
n—oQ
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1
(15 = .0

mais f/(x) = cos(nx) ne converge pas

lim f) n’existe pas

1
. 2) ful)=fr et
fnR—=R

fo(x) — |z| = f(x) convergence uniforme.
n—oo

f n’est pas dérivable.

Théoréme

Soient f,, : [a,b] — C des fonctions de la classe C' ( c’est a dire f/, est continue).
Supposons que la suite (f,)22, converge (ponctuellement) et que la suite (f))>°, converge
uniformément.

/
Alors lim f, est de la classe C' et lim (f)) = <lim fn>

n—oo n—oo n—o0

Preuve

Posons f = lim f, g = lim f. Vu que f/ sont continues et que lim g converge uniformément,
n—oo n—oo n—oo

nous savons que g est continue.
I1 faut montrer que g = f’.
Soient ty,t; € [a, b]

t1 t1
Alors/ g(x)dx:/ lim f/ (z)dz =

to tg o
t

—lim [ fi@)de = lim (fu(6) — fulto)

n—oo t
= f(t1) — f(to) = f est une fonction primitive de g, c’est a dire f' =g O
Pour les séries :

nil g;l N (nil gn)

oo oo
Si > gn converge et si Y g/, converge uniformément.

n=1 n=1
Exemple
0 1
Size (—1,1) alors Y 2" =
n=0 1-— X

On pose gu(z) = o™, gl (z) = n - 2"~

Est-ce que > ¢/, = >_ n-2""! converge uniformément ?
n=1

n=1
Avec Weierstrass : soit ¢ tel que 0 < ¢ < 1
Sur [—q,q] on a :

|TL . xn—ll <n- qn—l
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~1 converge par le critére du quotient :

1)g™ 1
(U (e :q<1)

n—oco N
o0
= > n-2"! converge uniformément sur [—q, q|.

Weierstrass ;1

oo / o0
= (Zx”) => n-z"!
n=0 n=0

(Vz) € [=q, ]
= VraiV:UE( 1,1)

1 n—1 _ n
A=z Z n-x nz::O(n 1)z
2.4 Séries entiéres

Série entiére : série de la forme > ¢,a™
n=0

Par exemple :

oo
° Zx
n=0

1
Vz tel que |z| < 1
-z

% = exp(z)Vx

8

0

n

[e%e] l-’fl
o > — =—log(l—x)
n=1 N
Proposition
oo
Soit z,, € C tel que Y. c¢,z" converge.
n=0 ~
Alors Vz € C tel que |z| < |xo| la série Y ¢,z converge et la convergence est uniforme sur le
n=0
disque.

:= {z € C||z| < ¢} pour tout ¢ tel que ¢ < |z

Preuve

oo
n
> cpxy converge
n=0
— lim ¢,y =0
n—oo

= 3C > 0 tel que |czp] < C Vn
Si |x| < |z, alors

len - 2| = [en - 2] - |—|"<C
To (%)

37

Zo

— | <
= Efl<=

Z|cn " < oo
par(*) n—0

24/ 117



Analyse I Unige

o0
c’est a dire ) ¢,z" converge absolument par la convergence uniforme. On utilise Weierstrass :

sup [,2"| = |eal - J2[" = leal - ¢
T€Dq
00

len| - ¢ < oo (car g < |zo|)

n=0

o0
et donc ) ¢,2" converge uniformément sur D, O
n=0

Théoréme

converge absolument si |z| < R

1 c. n
Si g, 1,02, -+ € C, alors R € [0, 00] tel que Y cpx diverge si |z] > R

n=0

o0
Sig < R, alors ) c,z" converge uniformément sur D,.

n=0
‘Dq
Preuve
o
On pose R = sup{zx € C‘ Z cp,x™ converge } et on utilise la proposition précédente L.
n=0 o
R est le rayon de la convergence de la série »_ c¢,z"
n=0
Théoréme
(1) R 1
[ ] =
lim sup v/ |Ch|
n—oo
e (2) R= lim si cette limite existe.
Preuve

e Critére de la racine :

Posons a,, = ¢,2". Par :
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converge si limsup v/|c,a™| < 1

o0 [e.°]
Q. = o™ Nn—00
nZ:o ! 'n,;O " diverge si limsup {/|c,z™| > 1

n—o0

Mais lim sup {/|c,z™| = |z|limsup {/|c,|
n—00 n—0o0
— diverge

Et donc si |z]| < la série converge et si |z| >

1 1
lim sup v/|cy| lim sup v/ |cy|
n—oo n—oo
N . .1 ‘CnJrlxn—H’ =
e Avec le critére du quotient : Si lim ——— < 1 alors ) ¢,z" converge.
n—00 |Cngj’n’ n—=0

o0
> 1 alors c,x" diverge.
R T nZ:jO nz" diverg
|Cn+11’"+1| Cn+1

Cn

= |z| lim
n—o00 |Cn{L‘n| n—o0o

On a donc :
Cn+1

|z| lim <1 = converge

n—oo | Cp

Cn+1

|z| lim >1 = diverge

n—oo

Cn

c’est a dire |z| < lim = converge

|z| > lim —> diverge
Exemple
(o]
> na”
n=0
cn = n?
2
. , n
R = lim = lim s = 1
n—00 | Cpy1 n—00 (’[’L —+ 1)

A partir de maintenant : z € R :

Théoréme

o oo
Si la rayon de la convergence de Y ¢,z" est R, alors le rayon de la convergence > ¢, -n-z"!

n=0 n=1
est aussi R.
o0 ! o
et (Z cna:") =Y ¢, n-2"Wr e (-R,R)
n=0 n=1
Preuve

La fonction f: (=R, R) — C, f(x) = i Cpx™
n=0
f(0)

et f est infiniment dérivable (C™) et ¢, = ‘
n!
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Preuve
[e.e] [e.e]
La rayon R’ de la convergence de Y. ¢, -n-x" ! est le méme que pour z > ¢, -n-a" ! =
n=1

n=1

o0
> ¢y n-x™ et done :
n=1

1 1
R/ pu— =
limsup {/|c, - n|  limsup {/|c,| - lim /n
n—oo

n—o0 n—oo

1
~ limsup Vel -

n—o0

c'est Adire R =R

Rappel
o o0 !
S = () s
n=0 n=0
>~ (g},) converge uniformément et si > g, converge.
n=0

n=0
On pose g,(x) = 2™, g/ (x) =n-c, - 2"}

Choisissons ¢ tel que 0 < ¢ < R

— gl et > g, converge uniformément sur [—q, ¢
n=0 n=0
00 S !
— S o= (S o) s ladta<r)
n=0 n=0
o0 S !
— S ¢ = <Z gn) sur (—R, R)
n=0 n=0

On a donc Vz € (—R, R) :

/!
oo o0 oo
(Z cnx”> =Y cp-n-x" =3 ¢, (n+1)- 2" < une série entiére avec le méme rayon
n=0 n=1 n=0

de convergence. R.
oo / o0
= (Z cn+1-(n—|—1)-x”) =Y Chpa-(N+2)-(n+1)-2"etec.
n=0 n=0

= f(x) =) cpx" est C*° sur (—R, R)
n=0

Sion calcuoloe :
f(n)(o) = (Ckwk)(n) le=0 = Cn - (SU")(n) lz=0 = ¢ - 1!

)

= ¢, = @) [

n!
Théoréme
Sit € (—R,R), alors
t 00 o) t 00 tn+1

ey | dz = ¢, | x"dx = Cn

4> Do ] e = ey
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Preuve

Convergence uniforme ([l

Exemples

oe:vp(x):z_:x—'R:oo

n=0 T

— (exp(z)) = exp(z)

reC
A =
captre) = 55 2

00 A\l / 00 /\n—l n—1 SR
(Z O'C > = > pRANNL S > )\n—T = dexp(Az) = (exp(Ax))

t t o0 &) t ©  n
—log(1 —t) = /0 1%2 = /0 (Zx") dz = Z/o z"dx = Z% = —log(1 — )Vt €
n=0 n=0 n=1

Remarque
Pour t = —1, on n’a rien démontré mais
00 —1)"
> (=1 converge, en fait = —log(2).
n=1

C’est vrai par le critére de Leibniz, mais il faut le montrer.

=1-a?+at—a%+a®—

1+ 22
Cette série converge si et seulement si || <1 = R=1
vVt e (—1,1)

t 3 45 4T

dzx t t t
= (arctan(t)) = =t b (x
(arctant) = [ TEm=t-FHE T
La série (x) converge aussi pour t =1 (et t = —1)
TR (par Leibniz )
— -+ - ——=+--- (par Leibniz
375 7 P

En fait, c’est égal a arctan(1) = % mais il faut le montrer car 1 & (—1,1)
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Théoréme (Abel)

Supposons que

(¥) = > cpa™ converge pour x = xp € R
n=0
Alors la convergence de (x) est uniforme sur [0, zo]( si zg > 0) ou sur [zg, 0]( si 2y < 0)

En particulier, la fonction (x) est continue sur [0,z ( ou sur [z, 0] si 2y < 0 ) et donc :
o0

o
> cpa™ = lim E Cpa™
T—T0
n=0

n=0
Exemples
Z — = —log(1 —x)V|z| < 1
asin
< (=1)" apel . 2" B
z:: = Er_n1 > = 331591 —log(1 —x) = —log(2)
1 1 1
Pareil 1 — 3 + o mt= 3161_% arctan(z) = arctan(1l) = %

Preuve du théoréme de Abel

Quelques simplifications :
Sans perte de généralité, on peut supposer que :

00 n
e zp=1car ) ca" = ch :co( )
o

n=0

o (0.]
e Sizg =1, on peut supposer que »_ ¢, =0 ( pour cela, on remplace ¢y par — cn>

n=0 n=1

L’idée de la preuve : sommation par parties.
n

On pose s, = Y. cx( et s.1 =0
k=0 .
Donc ¢, = s,, — 85,1, lim s, =0
n—oo

n n n—1
Ona Y cpz® = > (sp — sp_1)2® = spa™ + > sp(ah — 2F )
k=0 k=0 k=0
Vu quesi — ,ona
n—oo
$px™ — 0 uniformément sur [0,1] car ||s,2"|| = |sn| = 0

Donc il faut montrer que

ey : s 1 .
lim sk est unifome sur 0,1), c’est a dire que :
n—oo
Z sk( F — zk+1) converge uniformément

k=0
A montrer :
n

fo(x) = S spa®(1 —2) — > spaf(1 — 2) = f(x) uniformément sur [0,1] en utilisant que

k=0 o0 k=0
lim s, =0
k—o0
I1 faut donc montrer que lim ||f — f,|| =0
n—oo
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@) = ful@) = | 3 sia*(1—a)

o0 oo
=|1—a-| Y s2f| < |1 —a| sup|sp]- > 2F =
k=n+1 k=n+1 k>n+1 k=n+1
xn+1
(L—x)- sup |syl = 2" sup |s] < sup |sy]
k>n+1 - X k>n+1 k>n+1
Donc Vz € [0,1], on a |f(z) — fu(x)] < sup |sk
k>n+1
Clest a dire ||f — ful| < sup |skl
k>n+1

Finalement,
lim sup |sg| = limsup |sg| = lim [sx] =0
=00 k>n+1 n—o00 n—o0

n—oo

2.5 Séries de Taylor
Rappel

& M) (0
Si R est le rayon de convergence de f(x) = > ¢,a", alors f est C*° sur (=R, R) et ¢, = / n'( )
n=0 .

Définitions

Soit f : (—a,a) — R(ou — C) une fonction C*°. Alors la série de Taylor de f est la série

entiére : ( )( )
0o fn 0 "
(*)52% o
Question

Est-ce que (%) converge vers f? Pour quels x € (—a,a)?

Contre-exemples

e Jf : R — RC™ tel que sa série de Taylor ne converge que pour z = 0 (c’est a dire le rayon
de convergence est 0).

— ) s 0
o f(x)= “rp ( x2> sie 7 f:R — Rest O et f(™(0) = 0¥n (exercice)
Osiz=0

— la série de Taylor est 0 # f(x) pour le comprendre : Analyse Complexe.

Exemples positifs

1 [e9)
= > az" Vre(-1,1)
n=0

1—x

o0 $n
exp(x) = > —Va
n=0 T
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Résumé de la partie 2

Déterminer si une suite ou une série de fonctions converge uniformémement ou pas.
Méthodes :

e de la définition

e critére de Weierstrass
A quoi ca sert :
e montrer que lim f, est continue
n—oo
/
. (lim fn) = lim f
n—o0 n—o0
b b
o / lim f,(z)de = lim [ f,(z)de
a n—oo n—oo a

Cas particuliers, séries entiéres :

e rayon de la convergence

e on peut échanger > avec la dérivée ou avec l'intégrale
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3 [Espaces métriques

Motivation
e préparation pour les fonctions & plusieurs variables
e mieux comprendre la convergence uniforme

e "une grande généralisation"

3.1 Meétriques et normes
Définition

Si X est un ensemble, alors une métrique sur X est une fonction de X x X — [0, 00) tel que
Vr,y,z € X :

o d(z,y)=0siz=y

o d(z,y) =d(y,z)
o d(z,2) <d(x,y)+d(y,2)

Un espace métrique est un ensemble avec une métrique.

Exemples

e si (X, d) est un espace métrique, et si Y C X, alors (Y, d|yxy) est aussi un espace métrique.
o X =R d(z,y) =|r—y| (z,y €R)
o X =C,d(z,y) = |z —y|

e X =R".d(z,y) = /(x —y) - (x — y)ou - représente le produit scalaire.

Définition

Soit V' un espace vectoriel réel (ou complexe). Une norme sur V' est une fonction || - || : V —
[0,00) tel que Yu,v € V,VAER (ouC):

e ||v|| = 0 si et seulement si v = 0
o [[Mvf[ = Al [[v]]
o [Ju+v|[ < |[ul] + [[v]]

Exemple

V=R" ||| =+v-v

Proposition

Si || - || est une norme sur V', alors d(u,v) = ||u — v|| est une métrique sur V.
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Preuve

d(u,v) = ||u —v|| = 0 si et seulement si u — v = 0 si et seulement si u = v

d(u,v) = |Jv —ul[ = [[(=1)(u = v)[| = |lu = v]| = d(uv)

d(u, w) = [lu—wl|| = |[(u = v) + (v =w)|| < |Ju = v|| + |Jv = w|| = d(u, v) + d(v,w) [
Terminologie

Un espace vectoriel muni d’'une norme est appelé un espace normé.

Exemples

7

n
o V=R"v= (v, ,0,) |[v|]]2:=+v-v= v?
=1

o IV =R"
||v||1=;|v¢|
o IV =R"

V]l = maz ||v]]
i=1,--n
e si A est un ensemble,
V=B(A):{f:a— R _|f est bornée }
(ouC)
si f €V, on pose :
|| fllooc = sup|f(a)| (on utilise la norme dans la convergence uniforme).
acA

a<beR
V = C([a.b])
7l = maz ()

b
£l = / f(2)|dz

b
17l =1/ [ 1#@)kda

3.2 Fonctions continues
Définition

Soient (X, dx) et (Y, dy) des espaces métriques.
Une application f: X — Y est continue en zy € X si :
Ve > 0,30 > 0,Ve € X, (dx(z,20) < = dy(f(z), f(z0)) <¢

33/ 117



Analyse I Unige

Définition
Si (X, d) est un espace métrique, g € X, R € (0,00), alors la boule ouverte de rayon R centrée
en xg est Bx(zo, R) := {z € X|d(z,x¢) < R}
Exemples
e X =R xR
Bgr(zo, R) = (xg — R, 9 + R)
o X =R?

BR2 (ZE(), R) ==

On a donc f: X — Y est continue en xg € X si et seulement si :
Ve > 0,30 > 0, (f(Bx(xo0,6)) C By(f(z0),€)) + dessin
Théoréme

Sif:X — Y est continue et si g : Y — Z est continu, alors go f : X — Z est aussi continue.

Preuve

Soit zg € X,on pose yo := f(Z0), 20 := g(yo)

Par 'hypotheése : g est continue, donc : Ve > 0,30 > 0, g(By (Y0, d)) <0 C Bz(zp,¢).

Mais f est aussi continue, donc : Vo' > 0, f(Bx(xo, ")) C By (yo, )

Donc g(f(Bx(0,0"))) C Bz(%0,¢)

= go f est continue. U

Remarque

Sif,g: X — R sont continues, alors f + g, fg : X — R sont continues.

Preuve

Voir semestre 1 O

Définition

Une fonction f : X — Y est Lipschitzienne si 3C' > 0 tel que Vz, 2’ € X on a dy (f(z), f(2')) <
Cdx(x,2")
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Proposition

Si f est Lipschitzienne , alors elle est continue.

Preuve

On peut poser § = % O

Remarque

Si V, W sont des espaces métriques normés et f : V' — W est linéaire, alors f est Lipschitzienne
si et seulement si 3C' > 0, tel que Yo € V., || f(v)||lw < C||v|]
Preuve

v, €V et v=v1 + vy

dw (f(v1), f(v2)) = |[f(v1) = f(v)llw = [[f(v1 — v2)[|lw < Cllvr — va|lv O
Exemples
R - R
C P\ (xg, - xn) = x
(1<i<n)

p;est linéaire et

n
l|lpi(2)|| = |z:i| < Z:BJZ, c’est a dire p; est Lipschitzienne avec C' =1

j=1

—> p; est continue

e (si on utilise la proposition f + g, fg), tout polyndéme est une fonction continue de R™ dans
R.

par exemple : R* = R

2
(21,2, 3) — 3T129 + 73

e (on peut composer des fonctions continues )

par exemple : R®* — R

f(x1, 9, 23) = sin <$1:v2 + e”””%)
e X =C([a,b]) avec || - ||
[ X SR I(f) = /bf(x)dx
I est une fonction lirféaire et elle est Lipschitzienne :

b b
L) = / f(z)dz S/ [f(z)|de < (b—a)maz|f(x)] = (b—a)-|[fll

x€|a,b| C=b—a
— [ est continue
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Quelle norme & utiliser sur R™?
(n’importe quelle)

Définition

Deux normes || - || et || * || sur V sont équivalentes si 3C, Cy > 0 tel que Yv € V,||v|| = C4]| x|
et [| x| < Cy|o]]

ie: || -|let || * || sont équivalentes si et seulement si idy : (V|| - ||) = (V,]| *||)

idy = (V.|| *=]|) = (V.|| - ||) sont Lipschitzienne.

Proposition

Des normes équivalentes donnent les mémes notions de la continuité, c’est a dire. Si || - || et
|| * || sur V' équivalentes, si X est un espace métrique, et si

f: X —=>Vetg:V — X sont des fonctions, alors f est continue X — (V,||-||) si et seulement
si f est continue X — (V|| % ||). Similairement pour g.

Preuve

X congnue VA -1D iy conginue (V|| = ||) et la composition de fonctions continues est continue.
0

Plus tard, on va montrer : toutes les normes sur R"™ sont équivalentes.

Proposition

Les normes || - [[1,[[ - [[2,- -+, [| - ||oc sur R" sont équivalentes.
Preuve

Siz e R" 2z = (21, ,xy)

1
ol = 32 Jl, |l = | 22 27)2

l#lleo = maz ;|

o ||z]|oo < ||x|]1 évident
o ||| < ||x||2 évident
o [[zfly < nflzflo

o [|z]l2 < v/l
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3.3 Limites de suites
Définition
Si (X, 1) est un espace métrique, si (z1),=100 est une suite d’éléments de X, et si x € X, alors

on dit que :

lim z, ==
n—oo

si et seulement si lim d(z,,z) =0
n—oo

Exemples
e X =R, d(z,y) = |z — y| La définition classique de la limite

e A un ensemble, X = B(A) = {f : A — R|f est bornée }, d donnée par || - ||oo(||f||cc =
acalf(a)])
Si f, € B(A),(n = 1,2,3,--+),f € B(A) alors lim f, = f si et seulement si lim ||f —

fulloo = 0 et ¢a c’est si et seulement si f, — f uniformément.

Proposition

Soient X, Y des espaces métriques et f : X — Y une application. Alors f est continue en x € X
si et seulement si V suite (z,)%2, dans X tel que lim z,, =z, on a :
n—oo

Jim () = f(2)

Preuve

Voir semestre 1 O

Exemple

I: X —=R
I(f) == [} f(z)dz

fn — [ dans X c’est a dire si f,, — f uniformément, alors lim I(f,) = I(f)
n—oo

X = C([a,b]) avec || - ||, Y = R, on a vu que est continue = si

Rappel

|| || et || * || sur V' sont équivalentes si 3C1,Cy > 0 tel que |[v|| < Ci|v]|* et ||v|[* < Col|v||

Proposition
Si ||| et || ]| sur V sont équivalentes et si x,, est une suite dans V', alors :
lim z, = z(1)
n—oo
par rapport a || - || si et seulement si
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lim z, = z(2)
n—oo

par rapport a || * ||.

Preuve
(1) Jim [l — 2]} =0
<= par la définition d’équivalence de normes
(2) <= ||z, —z||"=0
0

Rappel

Les normes || - ||1, || - |2, || - || SONt équivalentes sur R"
Proposition

Soit (z,)%%, une suite dans R¥, z,, = (2, Ty, -+, Tug), (2, € R).Alors :

lim z, = a € R*
n—oo
a = (ay,as, - ,a;) si et seulement si :
lim z,, =a;, Vi=1,2---k
n—oo

Preuve

Utilisons la norme || - ||1

n
(HaH1 => ]ai\) On a donc lim x, = a si et seulement si lim ||z, — a|| = 0 si et seulement
k=1 n—oo n—oo
n
si lim Z |z, — a;| = 0 si et seulement si Vi, lim |z, —a;| =0 O
n—00 n—00
k=1

Proposition

Soit X un espace métrique et f : X — R¥ une fonction.
Autrement dit, on a k fonctions fi, -+, fr : X = R(f(z) = (fi(X), -, fu(z))Ver € X
Alors f est continue si et seulement si f; est continue Vi =1,2,---  k
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Preuve

f est continue si et seulement si lim f(x,) = f(lim z,) (pour toute suite (z,)7, convergente
n—oo

n—oo
dans X)

lim f(z,) = f(z) (z = lim xn) si et seulement si lim f;(x,) = f;(x)(par la proposition
n—00 n— n—00

précédente) si et seulement si les fZ sont continues. 0

3.4 Sous-ensembles ouverts et fermés
Rappel

e X est un espace métrique
e r € X est un élément de I'espace métrique

e R > 0 est le rayon de la boule

La boule ouverte By (z, R) := {y € X|d(z,y) < R}
Définition
Soit X un espace métrique. Alors un sous-ensemble U C X est ouvert si :

Vx € U,Je > 0, Bx(z,e) C U.
On dit que U C X set fermé si X\U C X est ouvert.

Exemples

e X = R? un triangle T C€ R? est un fermé, mais pas ouvert.
e X =R,z € (a,b) CR est ouvert mais pas fermé.

e [a,b] C R est fermé mais pas ouvert.

(—o0,a] C R est fermé car son complément (a,c0) est ouvert.

e (—00,00) = R C R est ouvert mais aussi fermé car son complément R\R = () C R est ouvert
et fermé également.

(a, b] est ni ouvert ni fermé.

Proposition

Siz e X, R>0,alors B(x, R) C X est un sous-espace ouvert.

Preuve

Si 2/ € B(x,R) alors d(z,z') < R. Montrons que y € B(2', R — d(z,2")) C B(z,R) si et
seulement si d(y,2") < R — d(z,2’). 1l faut montrer que d(z,y) < R.
On ad(x,y) <d(z,2")+d(z',y) <d(z,2’)+ R—d(z,2") = R O
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Théoréme

f:x — Y est continue si et seulement si VU C Y ouvert la préimage f~1(U) C X est ouvert

Notation

FEOU) = {z € X|f(z) € U}

Preuve

Rappel : f est continue en = inX si et seulement si Ve > 0,36 > 0, f(Bx(x,0) C By(f.),e) <
B(2,6) C OV (By (f(x),)

= : Supposons que f est continue. Soit U C Y un sous-ensemble ouvert. Il faut montrer que
fEV(U) € X est ouvert, c'est a dire : Vo € fCV(U), 35 > 0 tel que Bx(x,0) C fCY(U)

Mais : U C Y est ouvert.

= Je > 0 tel que By (f(z),e) CU

Car f est continu, 36 > 0, tel que Bx(x,8) C f"V(By/f(x),e) C fEU(U)

<—=: Supposons YU C Y ouvert.

fWO(U) € X est ouvert. Il faut montrer que f est continue.

Size X,y:= f(z) CY Sie >0, alors By(y,e) =: U est ouvert.

Donc f-Y(By(y,e)) C X est ouvert, donc 36 > 0, tel que Bx(x,6) C fY(By(y,¢)) donc f
est continue. 0J

Corrollaire

f: X — Y continue si et seulement si VS C Y ferm¢, f(-V(S) C X est fermé.

Preuve

FEDIS) = X\fD(9) -

Exemples

f R} = R3

(w1, 2, x3) — exp(x, sinzy) + T1x3 est continue.

[ ]
(0,00) = U C R un sous-espace ouvert. Alors f(=1)(U) est ouvert C R?

FEVU) = {(21, 22, 23)| (@1, 22, 73) 0 OV

> (0 fermé
e R? =R, f(z,y)

) (=00, 1))
I (o0, 1))

Y

{

(x,y)|ry < 1} est fermé
(x,y)|zy < 1} est ouvert

Théoréme

Soit X un espace métrique, U, C X des sous-ensembles, « € A (A un ensemble, peut étre

infini). Alors U U, C X set ouvert.

aEA
SiUy,---,U, C X sont ouverts, alors U; N --- N U, est ouvert.

40/ 117



Analyse [

Unige

Preuve

Six e U Uy, c’est a dire si 35 € A tel que x € Ug, alors 3 > 0 tel que B(x,e) C Ug C U U,

acA
(car Uz est ouvert).

= U U, est ouvert.

Si:ﬂEaUlﬂ---ﬂUn.

Pour tout ¢ = 1,2,---n,3e; > 0 tel que B(x,e) C U;

On pose € = min e.
i=1,n

Alors B(z,¢) € Uy(Vi)
Donc B(z,€) C ﬂ Ui
=1

Corrolaire

SiS, C X,z € A, sont fermés, alors
displaystyle (),c 4 Sa est fermé.

SiSq, .-, .S, sont fermés, alors S; U---U S, est fermé.
Preuve
X S, = X\ S,
\O LQJ( \ / )
\ , - , fermé

ouvert

ouvert
n

x\UJs = e se)
i=1 i=1 fermé

ouvert

ouvert

Exemple

{(x,y) € R?|xy29 > 1,21 + 19 < 2,21 > 0} est ouvert
{(z,y) € R?|x1my > 1,21 + 19 < 2,71 > 0} est fermé

Théoréme

acA

I'intersection de 3 sous-ensembles

ouverts
fermés

Soit X un espace métrique. Alors un sous-ensemble S C X est fermé si et seulement si pour
toute suite (s,)5%,s, € S tel que lim s, =z € X existe, ona x € S

n=1»
n—oo

Exemple

(0,1 cR
ScX

1
n=—€(0,1
sn= (0,1
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lim = 0¢ (0,1]

n—oo M
(0,1] n’est pas fermé.

Preuve du théoréme

e Six € X, alors Jsuite (s,)%, s, € S, tel que lim s,, = z si et seulement si Ve > 0, B(x,¢) NS # ()

n=1
n—00

-~

(*)

Sous-preuve

Si lim s, =z, alors lim d(s,,z) =0,
n—oo n—oo
Donc Ve > 0, Ing, Vn > ng, d(sp, x) < €
$p € B(x,e)NS = B(x,e)NS #
1 1
Si B(z,—) NS # 0, choisissons s,, € B(x,—)N S et on a lim s, =x
n n n—>00
I faut montrer : S est fermé si et seulement Vx € X, x satisfait () si et seulement si z € S.
Mais : S est fermé si et seulement si X'\S est ouvert, si et seulement si :

Ve ¢ S,3e > 0,B(x,e)NS #0)
Ve e X\S,3e >0, B(z,¢) C X\S

si et seulement si z satisafait (%) <= z € 5) O

Exemple
X = B(A) = les fonctions bornées A — R avec || - ||Oo(sup|f(a)| =l

A = e, d], S = C([e,d]) C B([c,d]) une suite (f,)32, converge dans X si et seulement si elle
converge uniformément.

Sif, €9, etsi hm fn € X existe, alors lim f, € S (la limite uniforme d’une suite de fonction
n—oo

continues est une fonctlon continue)

Thé
Coime S« X est fermé.

Exemple
U, = (——, ) C R est un sous-ensemble ouvert.
m ﬂ —= 1 =[0,1) C R n’est pas ouvert.

3.5 Espaces compacts
Rappel

Si(x,)52 (2, € R) est une suite bornée, alors 3 une sous-suite convergente.

— si f:[a,b] = R est continue, alors f atteint son maximum et son minimum.
Définition

Un espace métrique X est compact si V suite x,, € X, 3 sous-suite qui converge.
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Exemple

X = [a, b]

Théoréme

Si X est compact et f: X — R, continue alors f atteint son maximum et son minimum.

Preuve

(pour max) : 3 suite z,, € X tel que lim f(x,) = supf(x)(€ (—o0, 0])
n—00 zeX

Soit y, € X une sous-suite convergente de (z,)2 ;.

On a donc :
n—00 n—00 n—00
——
yeX

f(y) = supf(x), donc f atteint son maz en y.
zeX

Pour min, c’est pareil O

Théoréme

Un sous-ensemble S C R* est un espace compact si et seulement si S C R” est fermé et borné.
(borné : 3R > 0, tel que S C B(0, R))

Preuve
< : Supposons que C R* est borné et fermé. Soit =, € S,n = 1,2,--- , une suite.
Ty = (xnla .Z'n2, T axnk)a (:L‘nl S R)

S est borné = |z,,| < RVn, c’est a dire la suite (x,,)5, est bornée.
Soit y, une sous-suite de xz, tel que (y,, )5, converge. Soit z, une sous-suite de y, tel que la
suite z,, converge etc. — on trouve une sous-suite w,, de z,, tel que :

(wnl)flo:l converge Vi =1,2--- | k

c’est & dire w, converge dans R¥
Mais S est fermé et w,, € S, donc lim w, € S( = exercice) O

n—oo

Exemple

S={(z,y) eRay >1 & 2?+y* <4}

S C R? est fermé et borné. = S est compact.
Sif:S—=R,f(r,y) =sin(x+e¥) + cos(zy) : f est continue.
=—> d max et min de f.
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Exemple

On cherche le n-gone P inscrit dans le cercle unité avec ’aire maximale.

Si P est d’aire maximale, alors tout ses cotés sont de méme longueur, c’est a dire P est régulier.
dP avec l'aire maximale :

P est doné par ses sommets qui se trouvent sur le cercle. Les sommets € S' C R?

On a l'ensemble (S')" =C (R?)" = R*™"

Fermé et borné = compact. L’aire est une fonction continue = max existe.

Théoréme

Toutes les normes sur R™ sont équivalentes.

Preuve

n
Si N : R" — R est une norme, on va montrer que N est équivalente a || - ||, (|[v]|1 = Z lv] )
1=1

n
o V= Zviei,vi € R, e; la base de R"

=1
N(v) <> N(vies) = Y |vi| N(e;) < max (€:) “|[villx
=1 =1 N——
C

e L’autre inégalité. Montrons que N : R” — R est continue.

Siwu,veR:

[N (u) = N(v)| < N(u—v) < Ciflu—vlh

inégalité triangulaire

c’est a dire N : R™ — R est Lipschitzienne, donc continue.
Posons S = {v € R"||[v||; =1} C R"
S est fermé et borné = S est compact.

= Jug € S tel que N(vp) est minimal, c’est a dire;

Vv € S, N(v) > N(vp)

car ||vp]|1 = 1, on sait que vy # 0, donc N(vg) > 0.

Siw e R" w # 0, alors v € S et donc :

Tull
¥ () 2 ¥

donc
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C’est aussi vrai pour w = 0. ([l
3.6 Espaces complets
Définition
Si X est un espace métrique et si (z,,)7°; est une suite dans X, alors (z,)7, est de Cauchy si :

Ve > 0, 3ng, Yk, 1 > ng, d(zg, 2;) < €

Exercice

Si une suite convergem alors elle est de Cauchy.
Définition

X est complet si toute suite de Cauchy dans X converge.

Proposition

Si X est complet et si S C X est fermé, alors S est complet.

Preuve

Si (s,)22; est une suite de Cauchy dans S, alors cette suite converge dans X (car X est

complet).
Car S C X est fermé, on a que lim s, € S O
n—oo
Exemples
e R
e RF Preuve :
Si (v,)%, est une suite de Cauchy dans R*, alors les suites dans R (v,,)%,(i = 1, ,n)

soit de Cauchy, donc elles convergent et donc la suite (v,)2%; converge.
e Si X est compact, alors il est complet. (exercice)

e Si A est un ensemble,

B(A) ={f: A — R|f est bornée }

avec la norme || - ||

B(A) est complet ( le critére de Cauchy).

45/ 117



Analyse [

Unige

e (C([a,b]) C B([a,b]) est un sous-ensemble fermé.

= (C([a,b]) est complet.

Résumé de la partie 3

Vocabulaire

Métrique, norme, sous-ensemble ouverts/fermés, espaces compacts et complets.

Théorémes

— f est continue sur f~1(U) est ouvert VU ouvert.
S C R"™ est compact si et seulement si S est fermé et borné.

— X est compact, f: X — R continue = f atteint son max et son min.
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4 Equations différentielles ordinaires

4.1 Introduction

La vitesse du chien est :

o (80:0) = (2(t). y(t) _ (dx(t) dy(t)>
V(v —z(t)? + y(t)? e dt

Si (2(0),y(0)) (position initialle) est connue, il faut trouver les fonctions x(t), y(t).

Le probléme : si y(0) et 3'(0) sont connus, trouver la fonction y(t).

Définition
Soit f : R"*! — R™ une fonction continue.
Alors 'équation ' (t)(x) f (¢, y(t)) pour une fonction y : R — R” est une équation différentielle

ordinaire (d’ordre 1).
Dans les composantes : si

y(t)
est yi(t) = filt,y(t), -, yn(t))V =

(yl(t)v"' 7y7Z(t))7yi R—=>Retsi f= (fla"' 7fn) alors (*)
2,

1,2,---,net fi: R""! - R

Problémes de la valeur initialle

Trouver la fonction y : R — R si y(ty) € R™ est donné.

Visualisation

Théoréme (existence et unicité des solutions)

Ve e R" ) Vtg € R,3e >0, et Jy(tg —e,to+¢) > R”

tel que y(to) = c et y'(t) = f(t,y(t))Vt € (to — &,t0 + €).
Si f est localement Lipschitzienne, alors y est unique.

Preuve

Analyse II.

L’idée de la preuve :

construire une solution approximativement y,,.

Pour h > 0 trés petit :

yn(t[)) = ¢, yn(t[) + h) = yn(tO) =+ nf(t[)a yn<t0))

Yn(to + (n 4+ 1)h) = yu(to + nh)nf(to + nh, y,(to + nh)) et on prend I'interpolation linéaire.

Il faut montrer que dans la suite | y— , 3 sous-suite convergente et que sa limite est une
n

n=1

solution de ¥/(t) = f(t,y(t)) i

A7/ 117



Analyse I Unige

Remarque
Une équation différentielle ordinaire d’ordre £ est :
d*y(t) dy  d*ly
(). =2 -7
dtk f 7y( )? dt? Y dtkil

Le probléme initial : trouver y si y(to), % (to), - -,y V(o) sont donnés.
On peut transformer cette équation différentielle ordinaire d’ordre k£ en équation différentielle
d’ordre 1. On pose Y = (y, p1,p2; -+, P—1)

et %(t} = pi(1), dp(it(t) = po(t), - - - ’d]id—kt_2 = pr_a(t)
dpkd;tl(t) = f(t,y(t),pi(t), - pr-1(?))

On a donc trouvé une équation différentielle ordinaire di ) = F(t,Y(t))

Exemples
d*y = dy
AT
on pose p(t) = y'(t)
y'(t) = p(t)

%) est équivalente &
(*) q (1)

t) = —ky(t) — Ip(t)

4.2 Meéthodes de solution
4.2.1 Les équations différentielles ordinaires autonomes
Définition

Les équations différentielles ordinaires autonomes sont les équations différentielles ordinaires
de la forme;

1
Si H est une fonction primitive de —, alors H' = —

Ators 29— gy

fy(®))
Donc (x) est ( ( ))’ 1, c’est a dire H(y(t)) =t —c
et donc y(t) =

fy)
H(y):/%:/dt:t—c
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Si yo € R est tel que f(yo) = 0, alors la fonction constante y(t) = yo est une solution.
Visualisation :

Exemples
o fly)=1+y
dy
-1 2
@Y

J i
1492
arctan(y) =t —c

y(t) = tan(t — ¢)

y(t) est définie sur (c — g, c+ g)

e Liberté pour les petites voitures

fly)=v?3, o =y*3
dy /

7 _ [ at
/y2/3
=3y =t—c

N3
y(t)Z(tBC)
Pour y =0,ona f=0,f(0) =0

— y(t) = 0 est aussi solution.

La solution générale :

e acR
Y = ay
d
/—y:/adt
Yy
= logly| = at + C

y(t) =c-e" ceR

Proposition

Si a € C, alors les solutions y : R — C de ¢y = ay sont y(t) =c-e*, ceC

Preuve
Posons z(t) = y(t) - e~*, ’est a dire y(t) = 2(t) - e*.
Onay = (2(t)-e®) = (¢ + az)e® = aze®
C’est a dire 2/ =0
= z est une constante. U
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4.2.2 Séparation des variables

On consideére une équation différentielle ordinaire de la forme :

f,9 : R — R données
La solution est :

Et ainsi, on trouve y(t).

Exemple

y:tyW/ /tdt

logly| = —t2 +e
2

—¢2

y=de2 e

_t2

Clest a dire y(t) = C - €2 (C' € R aribitraire)

4.2.3 Equations différentielles ordinaires d’ordre 1

Sia,b: R — R sont données, on cherche les solutions de :

y'(t) =at)y) +0(t), (y:R—=R
e Sib=0, l’équation différentielle ordinaire est séparable :

y =af(t
/ b /
= expA(t) ot A’(t) = a(t) est une solution.
La solutlon générale est :
y(t) = c-expA(t), ceR

e Sib#0, on pose z(t) = y(t) - exp—A(t)
C’est a dire y(t) = z(t)expA(t)

y'(t) = 2/ (t)expA(t) + (1) - a(t)expA(t) = a(t)y(t) + b(t) = a(t)z(t)expA(t)

C’est a dire 2/(t) = b(t)exp—A(t)
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= z(t) = /b(t)exp—A(t)dt +c

— y(t) = expA(t) (c—l— / b(t)emp—A(t)dt)

Exemple
t2
ACERTANPICES
h t? 2
/te_gdt — ¢ 2 +c
2
y(t)=—-1+ ce 2

Le solution générale de y’'=yt

4.2.4 Les équations différentielles ordinaires homogénes et la méthode d’une symétrie

Une équation différentielle ordinaire homogeéne est de la forme :
=1
yt=1{;
oy _
On pose z(t) = i est a dire y(t) = z(t) - t

y(t) = (=()t) =2t + 2= f(2)
t-— = f(z) — z est séparable
dz [ dt
/ f@) -z )t
Exemple

t
)

dy _y
dt ¢

+

teztz=z+4+2"

/zdz:/ﬁ
t
1

2
222 — loglt
57 oglt| + ¢

2(t) = /2 - log|t| + ¢
y(t) =t-+/2-log|t| + ¢
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Méthodes de la symétrie

TSNS - dy i Y Y
Une éqaution différentielle ordinaire autonome i f(y) a une symétrie : st e
Si on a une équation différentielle ordinaire avec une autre symétrie : par exemple une équation
d
différentielle ordinaire homogéne : d—‘?; = (%)
s Yy —cy

L trie;

a symétrie; (x) s o

z—z

On cherche des nouvelles variables y, t ~~ z, s pour que (*) devienne : s—s+A A une constante

une équation différentielle ordinaire autonome.
On prend z = %, s = loglt|

y=-¢€e2z, t=¢€°

W%:f@)WdZ:g(z)

dt t ds
Effectivement :
dy  d(e’z)
dt — des
_ e’zds +e’dz
esds
d
= Z+2=f(2)
9(2) = f(2) — 2
Exemple
dy Y
2 4
it~
y—cy s
b ot est une symeétrie
Y
¢=1g 8= log|t|
dz
~ s 9(2)

4.2.5 Réduction d’ordre

Siy'(t) = F(y(t) ()
f:R*"—>R"”
y:R—R"

On peut remplacer (x) par une équation différentielle ordinaire non-autonome dans R"~*

L’idée : (n=2)

on cherche d’abord y;(i = 1,2,--+ ,n)

comme des fonctions de y; (la réduction)

Apreés, on va trouver y;(t) et donc aussi y;(t)(i = 1,2,--+ ,n)

dy; .
W e )= 120 )

est une équation différentielle ordinaire autonome.
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dy; fi(y1>"' ayn) .
~ = 1=2,---,n
I~ Ry )

Exemple

dy. _dyp
dys n
Ay — = — —
dy, Y2

/yzdy2 = —/yldy1

y2 +y? = cst = R

yzzvRQ—y%

diy
W —_—

— JR2 — 2
dt Y1

/L _ /dt
VR =yt
~ y; = Rsin(t —¢), ya = Reos(t — ¢)

Cette méthode pour les équations différentielles ordinaires d’ordre 2

y'=fl,y) (%)
f:R? — R donnée

y:R—=-R
[
remplagons (*) par un systéme de 2 équations : y ﬂ f_( 5 ») On utilise la méthode :
dp _ f(y.p)
dy p

On cherche p(y), aprés y(t)

Exemple

(pendule avec frottement)

1

y' = —sin(y) — ky

/

Yy =p
p' = —sin(y) — kp

>
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dp _ sin(y) +kp

dy p
C’est difficile a résoudre.
Supposons que k=0 :
/ pdp = — / sin(y)dy
L,
P - cos(y) =cst=FE
dy
=2(F = —=

W/\/Q(Efil—ycos(y)) :/dt:t—c

C’est une intégrale elliptique, et non pas une fonction élémentaire.
>y =g(t)

4.3 Les équations différentielles ordinaires linéaires & coefficients constants
Si o, A1, ,Ap—1 € C
On cherche les solutions yg — C de

a™ + a1y + -+ ay +agy =0

Observations

L:C>®(R) — C*(R) est une application linéaire, c’est a dire :

L(y1 + y2) = Lyy + Ly,
L(ay) = aL(y)
Yyi, 92,y € CP°(R)Va € C

Proposition

Les solutions y de L(y) = 0 forment un sous-espace vectoriel de C*°(RR)

Preuve
e Si L(y) = 0, alors y € C°(R) y est n fois différentiable y™ = —a,_y™ Y — ... — agy
Le coté droit est dérivable, donc y™ est dérivable. On répéte cet argument : y"+b =
(n) /
—ap, 1y — - —agy

~
dérivable = y(n+2) existe

On peut continuer comme ¢a a 'infini.

{Les solutions de L(y) = 0} C C*°(R) est = Ker(L), qui est un espace vectoriel. O
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Théoréme (probléme de la valeur initiale)

Si cg, 1, ,cn_1 € C sont donnés, alors Ay tel que L(y) = 0 et y*¥(0) = ¢Vk=0,--- ,n—1

Preuve

Plus tard O

Remarque

La dimension de ’espace des solutions de L(y) = 0 est n (car Ve € C", 3ly, c’est & dire on a
une bijection linéaire entre C" et I’espace des solutions)

Définition
Le polynoéme caractéristique de L est :
PA) = A"+ apadn—1+ -+ aXA+ap
D’ou cela vient ?
o L(eM = p(N)eM

e si D: C®(R) — C=(R) est donné par D(y) =y alors L = p(P) = D"+ a, D" ' +--- +

GlD + ag

Observation
Si A € C est tel que p(\) = 0, alors L(eM) = 0, donc e est une solution. = si A, , A
sont les racines de p et si ay,---,a; € C, alors aja™! + -+ + aze™! est une solution (car les

solutions forment un espace vectoriel ).

Théoréme
SipA) = (A= A)™ - (A= A)™
(A\i # Nj, i # j) est le polyndme caractéristique de L, alors les solutions de L(y) = 0 sont :
y(t) = qu(t)eM + -+ gi(t)e™*
ol ¢; est un polynoéme de degré < n; — 1.
Les polynémes ¢; sont uniquement déterminés par y; et donc
{tle)\it

est une base de I’espace des solutions.
Sin;, =1 Vi, cest a dire si k = n, alors les solutions sont :

1<i<k0<Il<n;—1}

e 4 et
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Exemples

y// + y — O

pA) =X +1=(A—0)(\+1)

Ces racines sont +i (multiplicités = 1)
— les solutiosns sont (ay, as € C)

aleit + age”'t
Rappelons : e = cos(t) + i - sin(t) et e~ = cos(t) — i - sin(t)
= [icos(t) + Pasin(t) (=7 - cos(t —c))

v' +ay +y=0,a>0
p(A) = A +ar+1

—1++Va? -1

A = 5
R
Sia< 2, )\172 = a 22 a
1 7 — —1 —
——at —v4—a“t —V4—a
— y(t)=e 2 e + ame 2

——at

=e 2 . <ﬂlcos(%\/4 —a?) + 6gsin(%v4 - azt))

Sia > 2, alors A\;, A2 € R solution aje’? + age?t
Sia=2,NX+2\+1=(\+1)?

On a une racine double A = —1

— la solution est

y(t) = (o + ft)e”

Proposition

Si p(A) = A", les solutions de ™ = 0 sont les polynomes de degré < n — 1

Preuve

Par récurrence :

n = 0 vral

~mn41:

Si y™+) =0, alors (y')™ =0, = 3’ est un polynoéme de degré < n — 1

C’est a dire y est une fonction primitive d’un polynéme de degré <n — 1

=—> y est un polynéme de degré <n O
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Proposition

Sip(A)=A—¢)",ceC
Les solutions de (D — ¢)"y = 0 sont :

q(t)e”

ol ¢ est un polynoéme de degré <n — 1

Preuve

Observons que

D (e=y(1) = (e~y(t) = (y/(t) — ey(t)) = e~ (D — ey (t)

— D" (e‘“y) =e (D —c)y
Donc (D — ¢)"y = 0 si et seulement si D" (e~“'y) = 0 si et seulement si
e~ y(t) = q(t)

ol ¢ est un polynéme de degré <n — 1

Proposition

Si V' est un espace vectoriel, p(A) = (A — Ay)™ -+ (A — A)™ un polynéme et D : V — V
une application linéaire, alors les solutions v € V de p(D)v = 0 sont : v = vy + -+ + v o0
De plus, les v; sont uniquement déterminés par n;, c’est a dire

ker(p(D)) = ker(D — X\)" " @ -+ @ ker(D — \)" "

Preuve

On utilise la décomposition en fractions partielles :

1 s1(N) sk(A) .
= + -+ ————"— ol les s; sont des polyndmes de degré <n; — 1
P =) (= A ey i
On multiplie par p(\)
p(N) p(A)
1= A+ ————5, (A
(A_Mnfﬂ)+ %XA_MWQM)

v1(X) vg(A)
Les v; sont des polyndmes, v;(A) - (A — )™ = s;(A)p(N)
etv+---+u=1
Si p(A)v =0, alors on pose v; = r;(D)vetv=vy+-- v carry + - +rp =1

(D — X\)"v; = (D — X\)"v;(D)v = s;(D) p(D)v =0

Il faut encore vérifier 2 choses :
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e sivy, -, v, €V sont tel que (D — \;)™wv; = 0, alors
p(D)(vy + -+ -+ v) = 0 mais p(D)v; = 0 et donc p(D) > v; =0

k
e siv = g vy, (D — X\)™ = 0, alors les v; sont uniquement déterminés par v : en fait, v; =
=1

ri(D)v, gar ri(D)v; = 0 (car (A — ;)™ |ri(N)),i # J

1

et donc r;(D)v = (D) (v + -+ - + vg) = ri(D)v; = (r1(D) + - - + r(D)) v; = v; O
Preuve du théoréme

On applique la proposition précédente avec V = C*(R) O

Si b(t) est une fonction donnée, trouver les solutions de L(y) = b (Equation différentielle

Ordinaire inhomogene)

Proposition

Si yo : R — C est une solution de L(yo) = b, alors la solution générale de L(y) = b est :
y=yo+y1ou Ly) =0

Preuve

L(y) = b si et seulement si L(y) = L(yo) si et seulement si L(y — yo) =0 O
e

Y1
Comment trouver une solution de L(y) = b7
(méthode générale par variation de constantes plus tard)
Solution si b(t) = R(t)e™ ou R(t) est un polynome.

Meéthode

e Si p(a) # 0, alors 3 une solution de la forme y(t) = S(t)e* ou S(¢) est un polynome et
deg(S) = deg(R)

e Si v est une racine de p de multiplicité m, alors 3 une solution de la forme : y(t) = t™S(t)e™

(deg(S) = deg(R)

Preuve
Sip(a) #0
ClY] -e* L Ct] e
(deg<li) (deg<l)
Et R(t) - e € CJt] e*, | = deg(R)

(deg<l)
Cette application est injective, = bijective.

Sim # 0 (p(a) = 0)

58/ 117



Analyse [

Unige

" Clt] e 5 Clt] e 5 R(t)e™
(deg<l) (deg<l)

L’application est injective car, les dimensions sont identiques.
Donc bijective = Ft™5(1)e™® & R(t)eot

Exemples
it _ it
Yty by = sin(t) = —
21
Trouvons une solution de y” + ¢ + y = e
pA) =N+ A+ 1,p(1) #0
~+ 3 une solution de la forme ae® = y(t)
L(y) = p(i)ae™ = iae™ = it
= a=—1
L(y) = e " ~~ ie”" est une solution.
it _ it it it
L(y) = €~ \ne solution est : —— 5 1
i
Les solutions de L(y) = 0 sont :
—1+v-3
= A12
2
creMt 4 cyet?t

— la solution générale de y" + ¢ + y = sin(t) est
(*)

A
e ™~

t
y(t) = —cos(t) + e 2. (C’lcos (\/gt) + Cysin (\/§t>>

ezt _ e—zt

" = sin(t) =
y" +y = sin(t) 5

pN) =2+ 1=(\—i)(\+1)
p(i) = 0, multiplicité = 1 (=m)

y// 4 y = eit

3 une solution de la forme y = ate®, il faut déterminer a.

(ateit)// + ate’ = —ate® + 2aie™ + ate L et
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A + €' est une solution de L(y) = "

§te_” est une solution de L(y) =e "

—~—
(=y"+y)
i
 —2 5 2 = —5003(15)

t *
= — est une solution de y” +y © sin(t)
Alternativement, sin(t) = In(e')

. ;
= In <—% + e”) est une solution de (x) = —icos(t)

t
La solution générale de 3" + y = sin(t) est y(t) = —5003(75) + cycos(t) + casin(t)
solution géné;z:le de y""+y=0

4.4 Systémes d’équations différentielles ordinaires linéaires a coefficients
constants

A une matrice n X n (élément € R ou C ).
On cherche une solution 3y : R — C" de ¢y = Ay(x)

Y1
Y2
Cest a dire si y = ( . >, on veut :

Yn
Yi = Z Aijy;
j=1

Proposition

Les solutions de () forment un espace vectoriel, c’est & dire si y et 3 sont des solutions, et si
a, B € C, alors ay + Py est une solution.

Preuve

(ay + BY) = ay’ + By = aAy + BAY

= A(ay + BYy)
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Théoréme (probléme de la valeur initiale

Vv € C", 3! solution y de y' = Ay tel que y(0) = v

Preuve

Plus tard

Proposition

Si v € C™ est un vecteur propre de A, Av = \v, alors y(t) = a*v est une solution.

Preuve
y = (e”)/ = \y, Ay = AeMv
=eMAv =M v =)y
— ’y/ = Ay
O
Proposition
Si A est diagonalisable, c’est & dire, si 3 une base vy, -+ ,v, de C" tel que les v; sont des
vecteurs propres de A, alors la solution générale de ¢y’ = Ay est :
y(t) = cra™vy + - -+ + e,
(Ci S (C, Avi = )\ﬂ)z)
Preuve
Siv e C™, alors dey, - -+, ¢, € C tel que v = c;u; + - - - + ¢,
Alors y(t) = cieMtoy + - - - + cpeto, est une solution, et y(0) = v
C’est a dire y(t) est la solution (unique) de 3’ = Ay avec la valeur absolue v. O
Exemple
11
A= 2 0

Polynome caractéristique de A :

PN =X =-A-2=A+1)(A-2)

—> A est diagonalisable.
Vecteurs propres : A\ = —1, Ay = 2

-1 1
A=-—-1 A—2—2 9
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-1
V1 = 9 (A’Ul = —1

M=2 A+1=

N DO
[ Y

1
Vg = 1(A'U2 = 21}2)

La solution générale de 3/ = Ay est :

—t 2t
cre'vy + cpe”vg,  (c1,c0 € C)

Trouvons une solution y(t) tel que y(0) =

€ =—5,0=

[SVRI

Donc

YL =12, Yo =—W

i — 0 1\ (n
Ys -1 0/ \»
Le polynéme caractéristique est :

pN) =X +1=(\—i)(\+1)

Les valeurs propres sont A\; = i, Ay = —i (A diagonalisable)
Vecteurs propres :

) ) 1 1
A =1 A+Z—(_1 @)

(o
1

—i
—> la solution générale est :

(e ()
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y(t) tel que y(0) = (é)

Dessins pour n = 2 (matrices 2 X 2)
AL >0 > )\2,>\1,>\2 eR

Dessin 1

)\1 > )\2 >0:

Dessin 2

A=A >0

Dessin 3

y(1) = Ay(t)

A une matrice n X n

y:R—C"

Comment résoudre cet équation si A n’est pas diagonalisable ?

Définition

Si A € Mat,«,(C), alors :

expA = ZF g) Mat,«n,(C)
k=0
teR
t2 t3 t4
exptAzl—l—tA—a—aAjLZjL...

2t b B3t
:O_5+I_a+”>+AG_§+5_ﬁ+m)

:wqw+mmwA:<C%® sm@D

—sin(t) cos(t)

Il faut montrer que () converge VA € Mat,,x,(C)
Posons ||Al]|; = Z |A;;]

i7j

Proposition

IABI[x < [|Allx - [IBlh
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Preuve
IAB|[ = [(AB)i| = > D> AwBkj
irj ij |k
< D 1Al 1Byl < 37 1Al - 1Byl = 1Al - [|Bll
inégalité triangulaire .3,k 1,5,k
OJ
Théoréme
[e’e) k

VA € Mat,y,(C), la série ];0 ST converge (dans Mat,x,(C) = C™
Preuve

Il faut montrer Vi, j que > TJ converge.

k=0 '
On a :
<
|(4%);5] < 114¥]], Proposition|] A|l:
Donc :
(4%)] _ flAll
k! T k!
Mais :
Z ! k'Hl = exp||A|| converge
k=0 ’
OJ

Propriétés de expA

o cxp(0) =1

o cxp(A+ B) = exp(A) + exp(B) si AB = BA
Preuve : voir la preuve de exp(a + b) = exp(a) - exp(b)
En particulier si s,t € C,
Alors exp((s +t)A) = exp(sA) - exp(tA)
Aussi : exp(A) = exp(—A) =1

e Si Q est une matrice inversible, alors exp(QAQ ™) = Qexp(A)Q~!
parce que (QAQ™)" = QA"Q™

64/ 117



Analyse I Unige

Proposition

d
Eexp(tA) = Aexp(tA)

Preuve

= 1
Z EAktk = exp(tA)
k=0 "

est une série entiére (avec variable t) qui converge vers t. On peut donc différentier terme par
terme. Et donc :

d = 1
— —e:vp (tA) = E k_ ARkt
k=0

= A-exp(tA)

Théoréme

Si A€ Mat,xn(C) et siv e C" alors 3y : R — C™ tel que y(0) =v et y(t) = A-y(t)
En fait,
y(t) = exp(tA)v

Preuve

Montrons que : y(t) = exp(tA)v est une solution :
y(0) = nv

%y(t) = %e:rp(tA)v =A-exp(tA)v=A-y(t)v
L’unicité :

Siy:R — C" posons :

2(t) = exp(—tA)y(t), c’est a dire y(t) = exp(tA)z(t)

Donc :
d
ay(t) =A- expﬁA)z(tl +exp(tA)2(t)
y(t)
= A-y(t) + exp(tA)'(t)
Donc ¢y’ = Ay si et seulement si 2/ = 0 si et seulement si z est constante. 0]
Remarque

Probléme de la valeur initiale.

"™ + a,1y™ Y - agy = 0(x)

Remplagons (*) par un systéme d’ordre 1 :
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oy =p
b pll = P2
L p;7,—2 = Pn-1

® D1 = An_1Pn—1 + -+ a1p1 + agy
C’est & dire :

Y
h
/ (+) N b2

V)P A Y ouy =] "
Pn—2
Pn-1

Vo € C", le systéme (4) a une unique solution avec Y (0) = v, c’est a dire siv = (co, c1, -+, ¢n1)7,
on peut dire que (%) a une unique solution y tel que :

Sous-remarque

det(A — A) = \" + a, A" " + -+ + ao( exercice)

Probléme : Comment calculer exp(A)?

A1 0
e Si A= est une matrice diagonale :
0 An
Ak 0 eM 0
Ak — — exp(A) = -
0 PV 0 et

n

e Si A=QDQ ! ou D est diagonale (c’est a dire A est diagonalisable).

exp(A) = exp(QDQ™") = Q- exp(D) - Q"

e Si A= D+ N ou D est diagonale et N est nilpotente, c’est a dire que N™ = 0. (par exemple :
forme canonique de Jordan).

etsiN-D=D-N:

exp(A) = eap(D + N) = exp(D) - exp(N) = exp(D) - (1 NG oiv i)z)
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Par exemple : A = (3 i\), D = (3 ())\>’ N = (8 é) et N2 =0
e 0
exp(tA) = exp(tD) - exp(tN) = ( 0 et’\) -(1+1tN)

o (1t
- (01

Rappel (théoréme de Caley-Hamilton)
Si p(A\) = det(A — A) est le polyndome caractéristique de A, alors p(A) = 0.

Méthode pour calculer exp(tA)
o 1) SipA) = (A—=A)™ - (A= Ap)™ avec \; # ;.
On cherche des polynomes r1(\), -+, 7x(A\) tel que ry + -+ + 1 =1
Et tel que p(A\)|ri(A) (A — \)™
Comment trouver les r; 7
I s1(A) sk(A)

O RO A S W W

(décomposition en fractions partielles)

Donc 1 zi:()\ ())\\i)" i(A)

i (A)

J/

e Puisque p(A) =0, on a aussi :

(A—=X)"ri(A) =0 (= (p(A)si(4))
e On peut maintenant calculer :

exp(tA)ri(A) = exp(t);) - exp(t(A — \;))ri(A)

Finalement :

exp(tA) = exp(tA)(ri(A) + - +re(A))

,_.
~

MG —

l

k
_ Z oy

=1 =0

( ri(4)

o~
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Remarque

n;=1 (Vi) = eaxptA = > expt\ir;(A)

i=1

Exemples
1 2
A4=12 5
pA) =X+ A—=6=(\—2)(\+3)
1 1
1 _ 5 _ 5
A=2)(A+3) AX—=2 A+3

M =2 =—

R = +3)m=—2(A~2)

1 1
exptA = e - g(A +3) —e 3. S(A —-2)

A= (-12 —23)
p(A) = (A +1)?

)\1 = —1,7‘1(/\) =1

_ 1+2t 2t
_ _
exptA=c¢"' - (1+t(A+1)) =e¢ ( o 1 275)

(on a utilisé que (A +1)? = 0)

Rappel

y = A-y, tel que y(0) =v e C"
y(t) = e est la solution

Trouvons y = Y1) tel quey = A-you A= 01 et tel que y(0) = 1 v
Yo 10 0
ra _ ( cos(t) sin(t)
—sin(t) cos(t)

o= (3l

y(t)=A-y(t) +b(t)

Le probléme & résoudre est :

sib: R — C" est donnée.
Méthode : variation de constantes. (déja vu pour le cas y/(t) = a(t)y(t) + b(t) )
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On pose : y(t) = e"2(t),z : R — C"
(2(t) = e "y(t))

y'(t) = A-e2(t) + e (t)
= A-y(t) +b(t)

2(t) = e " b(t)
= z(t) = /e_t'Ab(t)dt +c (ceC)
y(t) = et / e HAb(t)dt + e e

Remarque

Comment résoudre :
a(”) + an—ly(n_l) + .. 4 apgy = b(t) (*)
ou b: R — C est une fonction donnée.
On peut transformer (x) en un systéme d’ordre 1 et on applique la variation de constantes.

4.5 Systémes d’équations différentielles ordinaires linéaires générales

Probléme

Résoudre y/(t) © A(t)y(t) avec A : R — C™*" est une fonction donnée et on cherche y : R — C”.

L’idée : on va construire une suite de fonctions yg, 41, -+ : R — C" de "solutions approxima-
tives" de () et finalement, on trouve y(¢) comme étant : lim y,(¢).
n—oo

Cette méthode s’appelle 'approximation de Picard.
On pose yo(t) =v € C
Puis, 4| (t) = A(t)yo(t) avec y1(0) = v

t
Clest a dire y;(t) = / A(s)yo(s)ds + v

0

Y (t) = A(t)yn-1(t) avec y,(0) = v

C’est a dire, y,(t) = v +/ A(S)yn—1(s)ds

0
Autrement dit, on construit My(t), My(t),--- des matrices n x n tel que yx(t) = My (t)v
Par :
Mi(t) = A@)M(t), Mi(0) = 1
t
Clest a dire : M;(t) =1 +/ A(s)My(s)ds
0
t
Mg(t) =1 +/ A(s)My_1(s)ds
0
On va montrer que : M(t) = klim M (t) existe et que :
—00
M'(t) = A(t)M(t) avec M(0) =1
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Exemple

Si A(t) = A est constante.
My(t) =1

t
wa:1+/ﬂms:1+rA

0

t 2
My(t) =1+ A(1+8-A)ds:1+t-A+t—-A2

0o ?

t21 tk

Mk(t):1+t-A+E+"'+gAk

Et donc lim Mg(t) = e
k—o0

Théoréme

On suppose que A : R — C"*" est continue.

La suite de fonctions M, : R — C™" converge ponctuellement, et cette convergence est
uniforme sur l'intervalle [-N, N] VN > 0.

La limite M(t) = kll}rgo My (t) satisfait M'(t) = A(t)M(t) et M(0) =1

Preuve

(I'idée est d’utiliser le critére de Weierstrass)

IM(t) = Ma(0)]]s = \ [ 46) tecs(s) = M)

1

< / Al (1Mot (s) = Mi_a(s)[lids| < O

Sur [—N, NJ, la fonction ||A(s)||1 est continue = bornée. Posons Cy = s € [—N, N|||A(s)|]1

max

t
<Oy / [[My—1(s) — My—a(s)||1ds
0

Site [N, N]

> || My(t) = My—1(t)| 1
Ona || My(t)— M_i(t) |l =n

=1 =0

[My(t) — Mo(t)[|1 < C

¢
/ nds
0

t
/ nCy|s|ds
0
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e 1 *

1M(8) = My (D] < nCR T < m- = sur [=N,N]

(Cy-N)*F

[1M3(t) = M (D)l s < 10> —

o0

. Nk
car Z n% = nexp(Cy - N) converge.

Par Weierstrass, la suite M), converge uniformément sur [—N, V.
o0

Car lim =Y (M — M;_y)

On a donc (kV:lf) M(t) = A(t) My—1(t) T A(t)M(t)

Donc la suite M} converge uniformément, donc on peut échanger lim et dérivée et on obtient :

0
Théoréme
Vo e Cr, Jly:R — C" tel que y(0) = v et ¢/ (t) = A(t)y(t).
On a y(t) = M(t)v
Preuve
Vérifions que y(t) = M (t)v est une solution :
y'(t) = M'(t)v=A{t)M(t)v = At)y(t) et y(0) = MO)v=1-v=w
L’unicité de y :
Supposons que M (t) est inversible V¢ € R (& montrer plus tard).
Siy:R — C", on pose z(t) = M~ (t)y(t), c’est a dire y(t) = M (t)z(t).
On a donc : '
y'(t) =M (t)z(t) +M(t)2'(t) = A(t) M(t)z(t) +M(t)2'(t) = A(t)y(t) c’est a dire M (t)2'(t) =0,
(®)
y(t
Donc 2/(t) = 0, donc z € C" est une constante.
Pour montrer que M (t) est inversible.
M(0) =1 est inversible.
Supposons que 3t > 0 tel que M (t) n’est pas inversible et on pose :
to=1> Qinf{t|det(M(t)) =0}
det(M (t)) est une fonction continue.
Dessin . . .
Soit M (t) une solution de M(ty) = 1, M(t) = A(t)M(t). On sait que M est inversible sur

(to

—&,tg +¢) (car det(M(t)) est continue, = 1 en t = ;)

On a sur (tg —&,tp +¢€) :

M(t) = M(t)K(t) on K(t) = M(t)"'M(t)
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Et donc :

— K' =0 = K est constant = M(t) est soit inversible soit non-inversible sur tout
(to —e,to +e)ABSURDE O
Résumé de la partie 4
e EDO non-linéaire :
— séparable
— homogeéne

— y" = f(y,y) réduction d’ordre
e EDO linéaires :

— y'(t) = a(t)y(t) + b(t) (variation de constante)
_ p(D):y =0 (y(”) + an_ly(nfl + .o+ agy = O)

— systéme y' = A -y (vecteurs propres /valeurs propres ou exp(A))
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5 Fonctions a plusieurs variables

Probléme typique :
Trouver les maximas et les minimas de :

f(z,y) =2y + a2y + ¢

5.1 La différentielle et les dérivées partielles

On va étudier des fonctions :

.k l
FRE

Ou plus généralement :

f:T‘[/_J—>W

ouvertC

Définition

SiaeU,v eV, alors la dérivée directionnelle :

ovsta) = (e m)

Sixy,--- , sont les coordonnées sur V = R” et si e;, -+ - , e, est la base canonique de V = R¥,
alors la dérivée partielle est :

t=0

0
2L @) = 0.1 (@)

Dessin

Remarque
Comment calculer / ?
T
0 d
f (xlv"' axk’) - _f(wlal‘%"' y Lg +t7xi+1a"' ,$k)

ox; dt t=0

qui est la dérivée de f par x; si les autres variables sont vues comme des constantes.

Exemple
f:R*=SR
flz,y) = sin(z +y + zy)

af
9 cos(x+y+zy)(1+y)
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% = cos(x +y + xy)(1 + )
Remarque
S
Si f:RF = R clest a dire f = JfQ o f; : RF - R
fi
Alors :
dfr
or _ "
Ox; 8fk
o0x;
Définition

f: g/ — W est différentiable en a € U si il existe une fonction linéaire d,f : V. — W (appelée
la différentielle de f en a € U) tel que (h € V);

fla+h) = f(a) +daf(h)+ o(||R]])

Explication de o(h)

Ona: f(a+h) = f(a)+duf(h) + R(h)
On écrit R(h) = o(]|h||) si "R est négligeable par rapport a ||A||", c’est a dire si :

limw—()

k= (IRl
C’est a dire si R(h) = ||h||v(h) et v(0) = 0,v est continue en 0.

Exemple

SiV=W=Retd:R—-R

Si f'(a) existe, (a € R), alors f(a+ h) = f(a) + f'(a)h+o(]h]) heR
Done d, f(h) = f'(a)h

Proposition

Si d, f existe, alors 0, f(a) = d,f(v)
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Preuve
avf(a) — lim f(a + tv) — f(a)
t—0 t
i B0 o) o)
t—0 t t—0 ¢
=0
O
En particulier :
of B
axl( ) - daf<€z)
cargl @) = 0..f(@
O f(v) = daf(v)
Proposition
Sid,f existe, alors
~ 9/(a)
dof(v) = ; o,
(ici, v = Y vie;,v; € B)
Preuve
k of
do f(v) = dof <Z Um) = vidaf(e;) = sz‘%(a)
i i=1 i=1 !
O

Si f: R¥ — R, alors la matrice de d, f est :
of  of of
(L@ g @)

S

Sif:RF R

fi

(f; : RF — R, alors la matrice d, f est :
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of dfi
8_:151(&) 8_xk(a)
af; B : .
%(0) = : :
Z " %(a) %(a)
0, oxy,
Proposition
f est Ctsi ﬁ, e ,ﬁ sont des fonctions continues.
o0xq oxy,
Théoréme

Sif: [{/ — W, est O, alors f est différentiable partout, c’est & dire, d, f existe Ya € U.
C

Preuve

Plus tard

Proposition

Si f est différentiable en a € U (c’est a dire si d, f existe), alors f est continue en a.

Preuve
fla+n) = f(a) + daf(h) + of[[A]])
iy = (0) +0+0)f{a) 0
fest ' = fdifférentiable = Of existe (Vo) = existent.
= fcontinue i
Exemple
9 9 r rcos(®)\ [z
JiRE—=R (@) ~ (rsin(@)) - (y)
La matrice de df est :
Jx Oz
o ob cos(®) —rcos(P)
dy Oy sin(®)  rcos(P)
aor 0P

(f est C' = f est différentiable)

Exemple

Si f:V — W est linéaire, alors f est différentiable, et (Va € V), d,f = f car f(a + h) =
fla) + f(h) = dof(h)

En particulier, les coordonnées :
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RF - R
Iy
x;: .
S 7w
Ty
hy
est linéaire. d,x1(h) =hy ou h = | :
hy
La matrice de d,z° est (0, 0, 0, 1, 0, 0) avec le 1 a la i-éme position.
Proposition
Si d, f existe, alors :
k
of
da = dz i
f Z 5o, (@i
Preuve

Il faut montrer : Yh € R*

Exemple
f:R? —» R?
f(x,y) = sin(z +y + zy)
_of of
df = 8$dx—|— aydy

=cos(zr+y+ xy) (1 +y)de + (1 + z)dy)

Défintion
Si f: R¥ — R est différentiable, alors a € R¥ est un point critique si d,f = 0 (c’est a dire
0
3xfi (a) = OV1)
Proposition

Si a est un extremum local, de f, alors a est un point critique.
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Preuve

Si a est un extremum local, et si g(t) = f(a+tv)(v € R¥), g : R — R, alors 0 est un extremum
local de g, donc :

C0(0)=0= 0.7

On a donc d, f(v)0, f(u) = 0(Vv) = d,f =0

Théoréme

Si f:RF — Rl est C, alors f est différentiable.

Preuve

S

Sif=1:1],f:RF = R, alors il suffit de montrer le théoréme pour les f; : R*¥ — R, donc

i

on peut supposer que [ = 1.
Pour simplifier la preuve, on suppose k = 2.

Soient a € R?, hR? h = Z; = hier + haes

fla+h)— f(a) = fla+he) = f(a) + fla+h) — fla+ hier)

hie;

On utilise les accroissements finis :

g1(t) = fla+tey)

, Of —F——
fla+hier) = fla) = g1(h1) — g1(0) = hagy(s1) = ha - 5, (@t sie)
51€[0,h1] L1
Dessin
gg(t) = f(a + h161 —+ t€2)
ﬂ@+@—f@thfﬁ=m@ﬁ—wm)
s2€[0,h2
a Ea
TAF hgg2(52) = h2af2 (Cl —+ h161 + 52625
af af
f(a—l—h) = hlaxl(bl) +h28 2( )
i of of of of of
=@ g @ +h (a—xlwl) @) +h (a—@wz) )
—0(||h||) —O(HhH)
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Mais
el-1,1]
~—~
lim o 8_f(b ) — ﬁ(a) -0
o ||R)] \ Oz~ Ox B
of
car h 0 — b > a — —— continue
6’x1
0J
Théoréme
(régle de la chaine)
ko 19 n
Soient : X° = R = R
a — b — ¢
Supposons que d, f et dyg existent. Alors :
da(g o f) = dpg o daf
a linéarisation de la composition est la composition des linéarisations
Lal del 1 des 1
Preuve
b
=
9(fla+h)) = g(f(a)+daf(h) + of[|R]])
9(b)
—
= 97 (@) +dogdef (1)) + dhg(o(|[11D) +o (lda (1) +o(l 111D
da(gof) o([Ih]) o([Ihl])
OJ
Remarque

Comment calculer les dérivées partielles avec ce théoréme avec la régle de la chaine ?

! Y Z1
Iy
Tk Y Zm
: 0 , 0z
La matrice de d, [ est : ( yq) , aussi dg = (—p)
oz, o 0y,
Le théoréeme dit : l
0z 0z, 0Oy,

ox, et 0y, Oz,
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Exemple

(x1> — <y1 :_:171 * .rg) — 2z = sin(y; + y2)

T2 Y2 = T122
R?* - R* - R
sin(xy + x9 + x122)
On a:
dz 0z 83/1 n 0z 0y
01 Oy Oz Oys O
= cos(y1 + ya2) + cos(y1 + y2) -
= cos(x1 + xo + x129) - (1 + x2)
Remarque

On peut écrire la régle de la chaine aussi comme :

1
Z 8zp de _dsy = 6zp Z 0z, 0y, dr.
q=1
dyq

8zp 0zp Oyq
81} Z 0y, Oz,

5.2 Dérivées partielles supérieures

Définition

0y, Ox,

f:R¥ — R est O™ si toutes les n-iémes dérivées partielles de f existent et elles sont continues.

Théoréme

Si f:RF — R est C?, alors

o’f O*f
O0x;0x; B Oz ;0x;
Preuve
fi
On peut supposer que [ =1 (si f = | : |, il suffit de montrer le théoréme pour les f;)
i

L’idée est d’approximer les dérivées par des différences :
Si v € R¥, on pose :
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(Av)f(z) = flz+v) = f(z)
Af:RF 5 R

Si v, w € R¥, alors :
Ay(Apf) (@) = Ay (Ayf)(z)(*)

= flatvt+w) = flatv) - fla+w)+ fla)

On va montrer :

an - hm AtEj Atez‘f
Ordr; =0 2

(+)

(¥) + (+) = Théoréme

Pour montrer (+), on utilise le théoréme des acroissements finis.
Si f:R" - R, alors :

On pose g(t) = f(t + te;)

3 TAF ~

A fla) = g(t) — g(0) = tg'(t) €0,
of

X

=t——(a +te;)

On a donc :

/'/f\\
Atej Atei f (CL)
t2
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Corollaire

Si f est C™, alors les n-iémes dérivées partielles (Vm < n), ne dépendent pas de l'ordre.
Par exemple :

*f  Ff *f Pf

0x0y0z  Oydxdz  Oydz0x  0z20yOx

Rappel
0z, 0z, 9y;

° =

*f  0f

: 2
* 81’183:] N 8.73](91’1 o f est ¢

Théoréme

(Taylor d’ordre 2)
Si f:RF — R est C?, alors :

fla+h)= Z

h hj + o(|[h][*)

oo+

Preuve

On définit :
gn: R — R par gu(t) = f(a+th)
Par Taylor-Lagrange :

Flat h) = (1) 2 gu(0) + 64(0) + Sk(n) ()

Outy, € [0, 1]

gn(0) = f (aa) .

gn(t) =>, f(g+ ! )h par la régle de la chaine.
i !

" d Of (a+th) O*f(a+th)
gh(t> = & (Z g—xlhl) = Z Whihj

? 2y

(%) nous donne :

fla+h)=fla)+> @gg) hi + % > w;;—;;h)hihj

i .3

Finalement :
2 2 2
Za fla+tyh) hih, 10 f(a)hithr}Z (6 fla+tyh) 0 f(a)) hih;

O0x;0x; 2 y 0z;0x; 2 &~ O0x;0x; 0z;0x;

(2% RN

82/ 117



Analyse I Unige

il <[] [hy] < [[n]]

= = o(||h]|*)

Rappel

df(a)
(9:1:1

Si f: R¥ = R a un extremum local en a € R, alors =0, donc :

fla+h) = fla)+ _Zaxz +o(|[R]*)

polynome quadrathue en (hi,ha, - ,hg)

5.3 Formes quadratiques

Une forme quadratique en variables x1, - - - z; est un polynéme quadratique homogéne :

k
(](271, e ,ka) = Z Bijl'iiﬁj Bij e R

ij=1

On peut supposer que B;; = Bj; si B est la matrice k x k avec les éléments B;; alors ¢(z) = 7 Bz

T

)
ouzr =

T
Exemple

q(xy, 13) = 22 + 62179 + 523

2= 3)

Est-ce que q(x1,15) >0 Vay, 19 € R??
On compléte les carrés :

q(x1,22) = (1 + 3I2)2 - 43@3 = y% - yg

Ou Y1 = 11 + 31‘2 et Yo = 2ZE2
La réponse est non.

(e‘g N =0y=1—-q= _1)
Dessin
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Théoréme
Si q(xy,- -+ ,,) est une forme quadratique, alors 3 un changement de base tel que :
q:y%+.+yi+ _y2++1_..._yi++n7
T T2

—N——
Méthode : Compléter les carrés et x129 = (y1 + v2) (Y1 — ¥2) = y3 — Y3

Définition

Si V' est une espace vectoriel réel ( ou sur un corps K ), alors une forme bilinéaire symétrique
sur V est une application : B: V xV — R (ou K) tel que :

e B(u,v) = B(v,u) VYu,v €V (symétrie)

e Blau+ pv,w) = aB(u,w) + fB(v,w) Yu,v,w €V, Va,5€R(oukK)

Exemple

Produit scalaire = forme symétrique bilinéaire tel que B(u,v) >0 Vv #0
Sieq,---e, est une base de V. On pose B;; = B(e;, ej) € R

n n
Siu= > we,v=> vie; wu,v; €R
n=0 =1
Alors

B(u,v) =B (i: u;e;, zn:vj, ej) = z”: zn:uiva(ei, e;) = z": Bjjuv;
i=1 j=1

i=1 j=1 ij=1

Si B est la matrice avec les éléments B, alors B(u,v) = u’ Bv

U U1
Un Un

Remarque

La matrice B est symétrique car B;; = B(e;, e;) = B(ej,e;) = By

On a donc une bijection entre les formes symétriques bilinéaires et les matrices symétriques
n x n (si une base est choisie).
Définition

La forme quadratique g associée a une forme bilinéaire symétrique B est ¢(v) = B(v,v)
Avec les matrices :

q(v) =v'Bv = Z Bijviv;

ij=1

Exemple

Si B(u,v) =u-v (V =R"), alors q(v) =v-v = ||v]?
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Remarque

On peut calculer B a partir de q :

(u) (v)
/—q/H /—q/a
q(u+v) = B(u+v,u+v) = Blu,u) + B(v,v) +2B(u, v)
Donc :
Blu.v) = q(u+v) —Qq(u) —q(v)
Si une base est choisie :
B(u,v) = v’ Bv

Si on change la base :
Si @ est la matrice (n X n) du changement de base :

Unew = Q_lv
Uy = (@ u)" =u"(Q7H)T
Et on veut :

UT Bnewvnew ; UTBU = uT (Q)TBQUneW

new new

(U = Qvnewa u = Qunew)
Changement de base :
B~ Q"BQ
Théoréme

Si B est une matrice symétrique n x n réelle, alors 3 matrice n x n  inversible tel que Q7 BQ
est diagonalisable avec £1,0 sur la diagonale.
C’est a dire pour toute forme quadratique ¢, il existe une base tel que :

q(xy, -+ xpy) = Zcm?, ¢ € {-1,0,+1}
i=1

Rappel

3Q tel que QT = Q7! (c’est a dire @ est orthogonale) tel que Q™' BQ est diagonale.
(3 vecteurs propres de B qui forment une base orthogonale de R")

Rappel

Formes quadratiques :

n
T
q(z1, 29, -+ ,x,) = E B; jxix; = x' Bx

4,j=1

Formes symétriques bilinéaires :
B(u,v) = u” Bv
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Si on change la base de R" :

B~ QTBQ

(@ est la matrice de changement de base)

Théoréme

Si B est une matrice symétrique n X n alors 3Q une matrice n x n inversible telle que QT BQ
est diagonale, avec £1,0 sur la diagonale. C’est a dire, aprés le changement de base, ¢ se simplifie
en :

n

qzzcix?7 ¢ € {+17_170}

i=1

Preuve/Algorithme

On utilise consécutivement des matrices () élémentaires, c¢’est a dire on applique des opérations
¢lémentaires sur les lignes de B et (les mémes opérations) sur les colonnes.

e Cas1 By; #0,etsi By; #0(i #1)
By . .
On fait : [; — [; — cly avec ¢ = 2L oy l; est la i-iéme ligne.

1,1
Pour que B;; — 0, il faus aussi appliquer ¢; — ¢; — cc;

Exemple

s (12 L (2 _ (10
o 2 3 lo—1l2—20 0 —1 ca—ca2—2c1 0 —1

o Cas 2 By; =0,B;,; # 0 On peut faire : [; = 1 + l3,c1 — ¢1 + ¢ et on est dans le Cas 1.

Exemple
01 N 11 . 2 1
1 0 1 —1l1+1s 1 0 c1—c1+c2 1 0

Algorithme :

m 0 0|00

O/ m|{0]0|O0

0|0 M| 0]O

0/[0|0|M|O

0[0(0|0| M
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Exemple
1 2 3 1 2 3 1 2 3
210 — (0o -3 4] — [0 -3 —4
30 lo—l2—211 3 0 1 I3—l3—3l1 0 -6 -8
Lo 0 10 0 10 0
-2 0 -3 -6 = 0 -3 —6 -, 0 -3 0
g§:§§:32 0 -6 -8 ls=l3 =2l 0 0 g ) @7 g g 4
1 0 0
— 10 =1 0] ailal+a3
0 0 1

Finalement, on fait :

l; = «al;,c; — ac; avec «; € R convenables pour que les éléments de la diagonale soient
transformés en £1 ou 0. [

Terminologie

Si B est une matrice symétrique et si N = QT BQ est diagonale (Q inversible), on pose :

ny = # éléments > 0 sur la diagonale de N
n_ = # éléments < 0 sur la diagonale de NV
ng = # éléments = 0 sur la diagonale de N

Le triplet (ny,n_,ng) est la signature de B ( ou de q).
e On dit que B est définie positive si n, =n,n_ = 0,ny = 0.

C'est a dire ¢(z) =27Bx >0 V0#z € R"

e On dit que B est définie négative sin_ =n,n, = 0,n9 = 0.

C'est & dire ¢(z) = 27Bx <0 V0 # 2z € R®

e On dit que B est semi définie positive si n_ = 0.
Clest a dire g(z) =27B >0 V0#x R
(par exemple, q(z1, T2, 23) = 2% + x3 est semi définie positive, ny = 2,n_ = 0,ny = 1 donc

pas définie positive)

e On dit que B est indéfinie si ny > 0,n_ > 0.
C’est a dire si dx,y € R™ tels que ¢(z) > 0,q(y) <0

Remarque

La signature de B est indépendante de ) (preuve — série)

Les formes quadratiques / symétriques bilinéaires "existent dans la nature"

Le produit scalaire dans R" et || - ||?

q(x,y, 2,t) = 22 + y* + 22 — 2t? Signature : n, =3,n_ = 1,n9 =0
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5.4 Extremums et selles

Rappel
0
Si f:R" — Retsifaunextremum local en a € R”, alors g(a) =0 Vi. Clest a dire a est
L
un point critique.
Taylor :
si festC?:

n

i, 1 0
flatny= @)+ 3 4 25 ST o
i=1 v —1 v

Ou i agia) est la différentielle (d,f(h).
u

=1

n 9%f(a
5.5 G
3,0=1 T x]

.

O\

est une forme quadratique pour h = (hy,--- , hy)

Terminologie

0*f(a)\"
OOz, ) ij=1
n 9°f(a)

t la matrice Hessienne de f et Ho f(h) =
est la matrice Hessienne de f et H, f(h) ”zzjl Ox;0x;

-

hih; est la forme quadratique Hessienne.

Théoréme
Soit f : R™ — R une fonction C? et soit a € R™ un point critique de f.
e Si H,f est définie positive, alors a est un minimum local stricte de f.
e Si H,f est définie négative, alors a est un maximum local stricte.

e Si H,f est indéfinie, alors a est n’est pas un extremum local de f. On dit que a est une selle.

Remarque

Sing >0,n_=0,n9> 0, alors le théoréme ne dit rien.

Preuve
e Si H,f est définie positive, on change la base de R™ pour que H,f(h) = ||h|[?
1
Soit € > 0 tel que |r(h)| < ZHhHQ

Ou r(h) est le reste dans le développement de Taylor qui est o(||h||?)

Pour ||h|| <cona:
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fla+h) "E fla) + < [|Bl]? +r(h) > f(a) + iuhuz > f(a)sih#0
~—

Hq f(a)

N | —

Donc a est un minimum local stricte.

e Si H,f définie négative - pareil.
Hyf(a) = —||h][*
e Si H,f est indéfinie, on change la base pour que H, f soir diagonale avec £1, 0 sur la diagonale.

H,f indéfinie = 3 vecteurs v, w (on peut choisir des éléments de la base) tel que ||v|| =
1 =||lw|| et Hyf(v) =+1et H,f(w) =—1

On a:
1,
fla+tv) = f(a) + 525 +  r(tv) lt] < e
v 1
=Ha [(tv) borné parizt2
L,
= fla+tv) => f(a) + Zt
Aussi :
1,
fla+tv) < f(a) — é_lt
— ¢ n’est ni un maximum ni un minimum local. 0.
Proposition
. a b
SiB= <c d>
Alors :

B est définie positive ssi det(B) > 0 et a > 0. B est définie négative ssi det(B) > 0 et a < 0.
B est indéfinie ssi det(B) < 0.

Preuve

3Q inversible tel que QT BQ = <£Ol 60) ot e1,e9 € {0,1,—1}
2

— det(QTBQ) = £1&9.
Mais aussi :

det(Q)
det(QTBQ) = det(Q") det(B)det(Q) = det(Q)>*det(B)

= 169 = sym(det(B)) € {1,—-1,0}
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Donc det(B) > 0 si et seulement si e165 = 1 si et seulement si 1 = €5 = 1 si et seulement B

est définie positive ou négative.
1 a >0 == B est définie positive
=q = . .
0 a <0 == B est définie négative
det(B) < 0 si et seulement si €169 = —1 si et seulement si B est indéfinie.

Mais (1 0) B <

Exemple

(; g) det(B) = —1 = indéfinie

(; (23) det(B) =2,a =1 = définie positive

Comment trouver les extrema locaux d’une fonction f: R” — R

df(a
e Trouver les points critiques a € R™ (tel que f(a) =0 c’est a dire d, f)

ox;

e Trouver la signature de H,f = (

/()"
5’@8%)1.7],:1
définie positive =~ = min

H,fest { définie négative ~— max

indéfinie = selle

Exemple

f:R? =R
flr,y) = 2y(l -z —y)
Dessin HARDCORE

Points critiques :

af_ v
%—y(l—%—y)—o
3f_ 1

Les points critiques = (y=0V1 -2z —y=0)A(z=0V1—-2y —x=0)

(2,9) = (0,0),(1,0), 0,1), (5. 3)

4 points critiques :

o2f  0*f
| 022 oy | _ —2y 1—2z—2y
Hi=| gy *f _(1—2x—2y —2x
oxdy  0y?
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e (r,9)=(0,0):

= (1)

det(Hf) = —1 = indéfinie = (0,0) est une selle.

¢ (r.y)=(10):
n= (4 %)

det(Hf) = —1 = indéfinie = (0,0) est une selle.

e (0,1) est indéfinie donc c’est une selle.

o (r) = (5.3)
21
Hf=| { 3
3 3
det(Hf) = %, —% < 0 = définie négative = est un maximum local.

5.5 Multiplicateurs de Lagrange
Probléme

Siy:R" - R, etsi S CR"est donné par S = {z € R"|F(z) = 0}, ott F: R® — R¥ est une
fonction donnée.
On cherche les extrema locaux de g|s : S — R

Exemple

n=2k=1
g(z,y) =z +y Flz,y) =2"+y* — 1
S ={(z,y) € R*|F(z,y) =0} = {(z,y)|z* +y* =1}

Dessin avec le cercle
On cherche les maxima et les minima de g|g
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Remarque

g continue, S compact = max et min existent.

max en (z,) = (%21 %)1
min en (z,y) = <_ﬁ’_ﬁ)

Ces deux points ne sont pas des points critiques de g.

Théoréme

Multiplicateurs de Lagrange
F
Soit F': R® — R¥ une fonction C', c’est a dire F'= [ ... | ,F; : R® — R des fonctions C.
Fy
S ={z € R"|F(z) = 0},g : R" = R une fonction C', et a € S tel que g|s a un maximum ou
minimum local en a.

Si I'application linéaire d,F : R — R* est surjective, alors I\;,- -+, A\ € R (multivariable de
Lagrange) tel que a est un point critique de g — A\ Fly — -+ - — A Fy
Remarque

[ ] g|S)<g — )\1F1 — e — Aka)‘S car E|s = OVZ

e Pour trouver les extrema de g|g, on cherche (Ay, -+, \x) et a € R" tel que a est une point

critique de g — > N F;

— les extrema sont parmi ces points a.

OF;
d, F surjective <= rang(d,F') = k, c’est a dire rang( ) =k
0z ) i=1,- k
j:17"'7n
Exemples
n=2k=1

Flz,y)=2"+y*—Lg(z,y) = +y

g—AF =z+y—AN2*+y*—1) (¥) NeR
On cherche les points critiques de (x) qui sont dans S = {(z,y)|z* + y* = 1}

0(+) O(+)
=1—-2z,—=1-2
Ox “ Ay Y
2 x =1=2\y

tel que 22 + 9% =1
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ne (%%) ot pe = (T@—%)

Sont les "extrema potentiels" de g|s.

S compact, g continue = les maxima et les minima existent, g(p;) = V2 = max, g(ps) =
—+/2 = min

F(x,y) =2*+y*>—1

g(z,y) = 2 — xy?

(x)=g—AF =22 —ay? = N2> +y* - 1)

a(*):Zx—yQ—Q/\a:;()
o)
—:—Qxy—Q)\yéO
dy

Pyl — y(zr+A) =0
Cestadirey=0ouz=—-A\
y=0 = x=+1,A=1
rT=—-\N = A=—x
= v -y +202=0ct 2+ =1 <= y?*=1—2?
20 — 1+ 2% +222 =0
322 4+2r—1=0

-1 = y=0
T=141 V8

3 Y=y
On a trouvé 4 points :

(IE, y) = (:tL 0>7 (%’ ?)

Dessin avec les 4 valeurs
I1 faut calculer g(p;) pour i =1,--- 4

g(p1) = g(p2) = 1 = max

5 .
9(293) = 9(194) T o7 T min

Exemple

Trouver les minima et les maxima de :

g(z,y) = 2® — 2xy?

dans
D = {(z,y) e R*[z® +4* <1}

C’est a dire on cherche les maxima et les minima de g|p
D est compact, g est continue = les maxima et les minima existent.
Soit on trouve les maxima et les minima a l'intérieur (z? + 3*> < 1) = point critique de g
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Soit les minima et les maxima se trouvent sur le bord (S) == on utilise les multiplicateurs
de Lagrange.
Les extremums potentiels qui sont sur le bord (€ S) :

1 V8

+1,0), (=, =—
(£1,0), (5, £5)
Les extremums potentiels & l'intérieur :
99 _ 2 — 12 =0
%, et A<l = (x,y) = (0,0)
— =22y =0
Ay
9(0,0) =0
= ni maximum ni minimum global
Pour voir si ¢’est un extremum local :
0? 0?
| 0a2 oxoy | _( 2 —2y
Ho=1 " "9 | = <—2y 2
0xdy  Oy?

2 0 . . . . .
— <O O) semi-définie positive car n, = 1,n_ =0,n9 =1 = on ne peut rien dire

Dessin
=—> a n’est pas un extremum local.

Rappel

(Multiplicateurs de Lagrange

F :R" — R* de la classe C* avec les composantes Fy, Fy, -, F, S = {x e R"|F(z) =0}, g¢:
R"™ — R une fonction C!, a € S un extremum local de g|g : S — R. On suppose que d, F : R* — R¥
est surjective.

Alors FAq, Ag, - -+, Ax O R tel que a est un point critique de g — A\ Fy — -+ — ApFp.
Preuve
Cas 1:
Fi(xy, - ,x,) =21, cest adire S = {(x, -+ ,2,) ER"xy =29 =+ =24 =0}.
Alors gls = ¢g(0,0,- -+ ,0, Tgr1, Trao, -+, Tp) est une fonction de n — k variables.
\k:’ ntk
0
/I S A 1 A S

8:}@
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dg(a)
8ZE]‘

On pose \; = j=1---k

Et donc :

(g — Mxy — - — M) (a)

0T,

=0 m=1,---,n

Cas 2 : général

L’idée est qu’il existe un changement de variable tel que on se retrouve dans le cas 1.
Lemme

On pose Fy(x1, - ,xp) =ax; i=1,---,k
Jouvert a € U C R",0 € V € R" et une bijection ¢ : U — V tel que P et &~ sont
Cl, Pla)=0et F=Fod

Preuve
Analyse 2 (Théoréme de la fonction inverse) rgr
On définit g par g =god™" (g=go®) ) )
F,g Cas = d\, .-+, A\ tel que 0 est un point critique de § — A\ F} — -+ — A\ F),

C’est a dire do(g — Z NE) =0
Reégle de la chaine :

da(g =Y NF) = doj o do® = Y NidoF 0 d,®
= do(g - Z)\ZFZ 9} da(lv) =0
Résumé de la partie 5

e Calculer avec les dérivées partielles et différentielles et utiliser la régle de la chaine

e Trouver les extrema d’une fonction, ses points critiques, la matrice Hessienne, sa signature
et utiliser les multiplicateurs de Lagrange.
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6 Intégrales multiples

6.1 Motivation

b
/ f(z)dx = L’aire sous la courbe.

Dessin

SiACR", f: AR

/f(xl,... ’xn)d$1dxn:
A

Dessin

Comment définir int fdx, - --dx,?
n =2

Dessin patatoide.

6.2 Définitions
Définition

Un pavé (rectangle en n dimensions) dans R™ est un sous-ensemble de la forme P = [ay, by] X
[ag, bo] X -+ X [an,b,] a,b€R

]
T

ag t------

Le volume de P est vol P = [ [(b: — a;)
i=1
Définition

Une division d'un intervalle fermé [a,b] est une choix de points a < ¢; < cg < -+ < ¢ < b
C1 Cy C3

i T T T 1

Une dimension d’un pavé P C R" est une décomposition de P en sous-pavés qui est donnée
par des divisions de cotés de P.
Image n = 2.
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Un raffinement d’une dimension D est une dimension D’ obtenue en ajoutant des nouveaux
points de division.
n=2

77
77
6 D, PAREES EE——ee

eD

Proposition

Si P est un pavé et D une dimension de P, alors :

volP:ZvolR

ReD
Preuve
(pour n = 2)
P =[a,b] X [c,d] :
Image
S = d T
S1 +
a = to tl t2 tk_l tk =b
C!I/ T T T \b SO _ C 1

vol P = (b — a)(d - C) = ((tk — tk—l) + (tk:—l — tk_g) + -+ (tl — to)) ((Sl — 81_1) + -+ (Sl — S[)))

- Z(t% —tii1)(sj — 8j-1) = Z vol R

ReD
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Définition

Si P C R” est une pavé, D une division de P et f : P — R une fonction bornée, alors la
somme de Riemann supérieure de f est :

S(f(, D)) = supf(x)vol(R)

ReD TER

La somme de Riemann inférieure est :

s(f(, D)) =) inff(x)vol(R)

ReD zER

Observation

S(f, D) = s(f, D)

Lemme

Si D' est un raffinement de D, alors :
S(f.D') < S(f. D) et s(f, D > s(f, D)

Preuve

S(f,D) = Zsupf(a:)volR: Zsupf(x) Z vol R
ReD €8 ReD “<F R'eD,R'CR

— Z sup f(x)vol R’

z€ER
R'eD’" oy ReD est tel que
R'CR

> S supf(ayol B = S(f,D)
rep P
Pour s(f, D’) > s(f, D) c’est pareil.

O
Proposition
Si Dy et Dy sont des divisions de P, alors :
S(fa Dl)a Z S(fa D2)
Preuve
Si D’ est un raffinement commun de Dy et Dy, alors :
S(faDl) Z S(va/> Z S(faD,) 2 S(f7D2)
O
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Définition

Si P C R" est un pavé, f : P — R une fonction bornée, alors I'intégrale de Riemann supérieure
de f par P est :

/fda:l---dxn: inf  S(f,D)
P D division de P

L’intégrale inférieure est :

/fdx1-~~dxn— sup  S(f,D)
JP D division de P

(par la proposition, supérieure est supérieure a 'intégrale.

Si / f= / f, on dit que f est intégrable et son intégrale est :
P P - -

Lf:Z?;Lf

Définition

Si A C R" est borné, donc 3 pavé P C R”, tel que A C P, et si f: A — R est une fonction

bornée, alors :
(s s )fle) sizeA
Af—éjAMﬂ@—{o e

Remarque

Le résultat ne dépend pas du choix de P (exercice)
Propriétés de / f
A

o /(af—i—bg):a/f—i—b/gsia,beR,f,g:A—)Rtelque/fet/gexistent (preuve
A A A A A

dans le semestre 1)

'ﬁféﬁwm/fé/g
A A

Théoréme

Si PCR"etsif: P — R est continue, alors / f existent.
P
Plus généralement, si f : P — R est bornée, et si 'ensemble {x € P|f n’est pas continue en =}

est négligeable, alors [ f existe.
P
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Définition
Si A C R™ est borné, alors vol(A) = / L.
A
A est négligeable si vol(A) = 0, c’est a dire si Ve > 0,3 pavés Py, P, -+, P — k tels que

k k
AcC UP" et ZUOZ(R-) <e
i=1 i=1

Preuve du théoréme

Plus tard

Proposition

Si S C R™! est fermé et borné, et si g : S — R est continue, alors le graphe de g {(z,g(z)) €
R"|z € S} est négligeable.

Preuve

Plus tard

Exemple

D= Z, € RQ 5(72 + y2 <1 N alors 1 existe, car 1= f pour C un carré, ici f = Xc
Yy =
d D C

1 sizeD

x| <1 < 1, c’est a dire
ol < 1yl < e

0

C

Les discontinuités de yp sont le cercle {z? + y* = 1}.
Le cercle est I'union de 2 graphes : y = V1 — 2?2 et y = —/1 — 22
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On utilise si A, B C R™ sont négligeables, alors A U B est négligeable.
—> le cercle est négligeable,

— /1existe.
D

Intégrales itérées
Théoréme

Si P =ay,bi] x -+ X [an,b,] CR", sif: P — R est intégrable, alors :

bn b2 bl
/fdifl"'dl"n:/ (/ ( f(ffl,ﬂ?z,"'axn)dl"l)dffz'“)dxn
P an az ai

()
Si l'intégrale itérée (x) existe.
Exemples

1 1 1 1
Agzgl rydedy = /0 (/0 :cydx) dy = /0 §ydy =1

0<y<1

1 V1-y? 1
/ 1dxdy:/ (/ 1dx> dy = / 24/1 —y?dy =
z2+22<1 -1 - 2 -1

1 w/2 w/2
= / 2y/1 —y2dy = / 2cos*(t)dt = / (cos®(t) + sin(t))dt = 7
—1

—7/2 —7/2
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y = sin(t),—m/2 <t <w/2,dy = cos(t)dt, \/1 — y* = cos(t)
A=0<y<2?, 0<z<1

2

1
1,
(x+wm0dx=/kw+§fﬁdx
0

1 x
L/@+yﬁwy=/a</
A 0 0
__/1 L s by !

)\ T )Y T T

Autre maniére de calculer I'intégrale.

Explication

Comment calculer / fdxy---dz,?

Image IMP‘OSSIBLE4

n=3

Volume de {22 +y*+ 22 <1} =B
Intégrons d’abord par z :

— /1_x2_y2§2§ /1—x2—y2
/ldxdydz:/ 24/1 — 22 — y2dady = etc
B

D un autre ensemble

Preuve du théoréme

P = [al,bl] X oo X [an,bn] C R"”
f: P — R intégrable.

On a P = [ay,b;] X P ou P’ = [ay, by] X -+ X [a,,b,] C R*™!
by

On pose g(xg, - ,z,) = flzy, e, -+ xy)day

ai
Supposons que g est bien définie.
Il faut montrer que :

/ fdxy---da, :/ gdxsy - --dx,
P P
Et que P’ existe.

Soit D une division de P, c’est & dire une division a1 = tg < t; < ty < -+

division D" de P'.
Montrons que :

/ (1.D) > $(0.D) > s(0. 1) > s(/. D)
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Si on suppose que :

Maist=éf=/Pf

= les > sont en fait = — existe et / g= / f
P/ / P

Pour montrer (1) :

b1 N t; N
g(x27'” 7xn) = f(‘rh'" 7‘rn)dx1 :Z/ f(‘r17"' 7$n>dx1 S Z(tz_tlfl) sup f(xla'” ,I‘n)
i—=1 Yti—1 i=1

a1 T €ti—1,t:]

Donc

S(g,D") = Z supg vol R < Z Z —ti 1) sup f-vol R

R'eD! R'eD  i=1 [ti—lyti}XR/

= Zsupf vol R=S(f,D)
ReD
6.3 Changement de variables

Introduction

D={z*+y* <1}
Si on veut calculer

/D f(,y)dady

Dessin
en plus d d’une division, on peut utiliser
Dessin
[ faedy = [ feoste) rsino)rdrdg
0<r<1
b 0<plom
Théoréme

(changement de variable)

Soit P C R™ un pavé,

P cCcUcCR"ouU C R" est ouvert, g : U — R", une fonction C™ qui est injective dans
I'intérieur de P, et f : g(P) — R une fonction intégrable. Alors :

/ / f o gldet(dy)|

En coordonnées y = (yo, s ,yn) T = xo, ,l'n)

/g(P)f(y)d?JO' / 1y ‘ (af)
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dyo - - - dy, = ‘det (%) ‘ dzg---dz,
ox

gz —y(x)
En plus d'un pavé, on peut utiliser n’importe quel sous-ensemble admissible. On définira cette
notion plus tard.
Exemple - coordonnées polaires

Calculons :

/ (z° + y*)dady
D=x2+y2<1

g: (x) — (x _ TCQS(LP))v R? — R? fonction C*
v) 2 \y = rsin(e)

On cherche un rectangle P C R? tel que g(P) = D

0<r<i1i
P‘(oswszw)
Dessins

J|vintérieur de p €St une application injective.
La matrice de dy :

00 0c
or 0Oy cos(p) —rsin(p)
9y 9y sin(p)  reos(p)
or 0y

Et le det = r
— /(:1c2 + y?)dady
D

— /0<r<1 ((rcos(p))? + (rsin(p))*)rdrde

0<p<2m

! T
= / r3drdy = 27?/ r3dr = =
0<r<1 0 2

0<p<2m

Exemple - volume d’un céne

= VET P

Dessin

_ /D (1= r)dady

! 1 1 w
_ _ _ 2 — Z_ ) ==
— /0<T<1 (1 —r)rdrdp = 27r/0 (r —ro)dr =27 (2 3) =3

0<p2m
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Terminologie

0
La fonction det(dy) = det (6_y> est le Jacobien (ou le déterminant Jacobien) du changement
x

de variables.

Exemple - coordonnées sphériques dans R?

Dessin

z=rcos(), x=rsin(0)cos(p), y=rsin(d)sin(p)

r x
[ N Y
© z

Il faut calculer le Jacobien, c’est a dire det(dg)
Le Jacobien de r, 0, p — x,y, z est la matrice :

or 90 0Oy sin(f)cos(p) rcos(0)cos(p) —rsin()sin(p)
oy 9oy Oy | , . . .

det o 90 9y =det | sin(0)sin(p) rcos(f)sin(e) rsin(0)cos(yp)
92 92 02 cos(6) —rsin(p) 0
or 90 dp
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sin(0)cos(p) cos(f)cos(p) —sin(p)
= r?sin(0) - det | sin(0)sin(p) cos(#)sin(p) cos(d)
cos(p) —sin(0) 0
= +1 car c¢’est une matrice orthogonale.
Dessin :
Exemple

Le volume de la boule By de rayon R

0<
P{0<
0< 2

<r<
0 <
<<
/ ldzdydz /7‘ sin(0)drdfdy
Br

Intégration par ¢

R 2 3 4
=27 - / ridr - / sin(0)dg = 27TR— 9= "R
0 0 3 3

Exemple

Le centre de masse d’une boule :
Dessin demie-boule

/ zdxdydz
Py <R
z>0
0<r<R
P ogegg
0<e<2r

/rcos(@) r2sin(0)drdfy
P

7r
R J—
= 27r/ 2d7“/2 cos(#)sin(6)do
0 0

R* 1 =R*
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Le centre de masse se trouve & :

R
4 3
-R
g
3

L’intégrale de Gauss

+o0 )
I :/ e *dx

“+o0o +0o0
/ e_mg_yzdacdy :/ e‘”Qe_dexdy:/ e_"Bde/ e_dey:I2
R2 R2 —00 —00

0<r<oo
0<e<2rm

/ e~ Y dxdy
]RQ

:/e_rzrdrdcpz%r/ e rdr
P 0

On passe en coordonnées polaires : P {

Avec s = r? et ds = 2rdr

Volume d’une boule de dimension n.
Préparation : fonction I'

Définition

Pour s > 0, ou pour s € C, Re > 0, on pose :

Propriétés de I'

Preuve : intégrer par parties

I'(s+1)= / e “x’dr =0+ / e "sz* tdr = sT(s)
0 0
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r=1t% dx=2tdt

0 [e’e)
3 1 1 1
I'(=)==T(=)==
(5)-30(3)-3v
r(2) 231~
2 22
7 531
r(lt)=22=
(2) 22 2\/_
Posons :
Bu(R) = {z € R"|[]| < R}
Vol,B,(R) = (Vol,B,(1)) -R" =V, -R"
=V
/ 9 9 5 ].de‘l st dxndt = / e_x%_m_x%dxl PR dxn
0<t<e 1727 "n Rn

n

oo o0 -
—x2 _ 2 .2 2
:/e zl...e zndxl...dxn:/ emldxl.../ exndxn:/n-z
—0o0 —00

Dessin par n = 2 :
Dessin cone
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L’intégration par xy,--- ,z, donne :

:/ Vnr"QTe_Tzdr:2Vn/ e dr
0 0

s =12 ds=2rdr

n
—Vn/ sie_sds:VnF (24—1):#5
0 2
n
2
V, = —
r(z+y)
2+
I'(n+1) =n!
sin:211€<::
T
VQk:E
sin=2k+1:
2k+1 2k +12k —1 1
r 1) = B
( 2 +) 2 2 Qﬁ
7Tk2k+1
Vagy1 =
1-3:5---(2k+1)
2k+1=3 k=1
-3
y_ T3
L’idée de la preuve de la formule du changement de variables :
¢ € B,
g:R" — R"
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/
P, P CR"®

mmm@P:P:UB

frg(P)—R
§ : ~ i) - vol(g(P;
/Q(P)f ; /g(pi)f ;f(g(q» (9(F))

Fait

Si T :rR™ — R™ est une application linéaire, C,, = le cube [0, 1] C R", alors :

vol, (TCy,) = |det(T)|

Autrement dit : Si 7" est une matrice n x n, alors le volume du parallélépipéde donné par les
colonnes de T est |det(T)]

volg(F;) :

P; petit = ¢ est "presque linéaire" sur P; (g est C').

On a donc :

volg(Py) ~ vol(dy,g)(P;) = |detdy,g| - vol(P,)
S i) - |det(dy,g)| - vol (P
:>/Q(P)f 5 o)« det(dy )] vl ()

z/fogwdet(dg)!
i

Pourquoi le "fait" est vrai : le volume orienté d’un parallélépipéde donné par les vecteurs
V1, ,UnGRn

Vol(vy,- -+ ,v,) est linéaire, dans chaque argument (v, --- ,v,) et antisymétrique

Explication du "fait" pour n = 2
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L’aire orientée :
Aire (u,v)== aire
aire(u, v) est :
e linéaire dans u est aussi dans v :

aire(au + fv, w) = « aire (u,w) + B aire (v, w)

e Antisymétrique
aire (u,v) = -aire(v, u)
U = Ure1 + Uges

UV = v1e1 + v2eo

aire (u,v) = aire(uje; + uges, vieg + vaes)
_linéarité

= = wjvjaire(ey, e1) + uyvoaire(ey, e2) + ugviaire(eq, e1) + usvoaire(es, )

Or aire(e;, e;) =0

= (uyvy — uguy )aire(eq, eg)

aire (u + v, w) = aire (u,w)+ aire (v, w)

6.4 Propriétés élémentaires de 'intégrale

Pour montrer que toute fonction continue est intégrable : continuité uniforme.
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Définition

Si X, Y sont des espaces métriques et f: X — Y alors f est uniformément continue si :

(Ve > 0)(30 > 0)(Vz,2’ € X)(dx(z,2') <§ = dy(f(x), f(2")) <e)
Uniforme : 6 ne dépend pas de z € X

Théoréme

Si X est compact, f: X — Y continue, alors f est uniformément continue.

Preuve

Supposons que f n’est pas continue, c’est a dire (Je > 0)(Vn), Jz,,, 2!, € X tel que dx(x,, x)) <
1
Lot ay (£ s 2 <

X est compact = remplagons la suite (z,),°; par une sous-suite convergente. On peut donc

supposer que lim x, existe.
n—oo

1 : . .
De dx(z,,x)) < —, on voit que lim 2, = lim x,
n

n—oo n—oo
f est continue —-

JE&H (@) = f<7}£‘£|w>
lim () = f(lim 1)
n—00 n—o0

Contradiction car dy (f(x,), f(z])) > €

n

Théoréme

Soient P C R™ un pavé, f : P — R une fonction continue alors f est intégrable (ie [, f existe).

Preuve

P compact = f est uniformément continue (Ve > 0,36 > 0,Vz, 2’ € Xdx(z,2') < § =

dy (f(z), f(2')) <e)
Djs est o-fine : z,2’ € P, € Ds
= ||z —2|| < ¢
= supf(z) —inff(zx) <e
zeP; zeP;

(. 05) = (7.9 = Y (supf ~ inf ) vol(R)

P;C D5 P

<e Z vol(P;) = ¢ - vol(P)
PiCD(;

C’est a dire

(Ve > 0), ADs tel que
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S(f, Ds) — s(f, Ds) < evol(P)

— infS(f. D) = sups(f, D)
D D

/ f existe
P

C’est a dire :

Théoréme

Si P C R™ est un pavé, et si f: P — R est une fonction bornée tel que :
A = {x € P|f n’est pas continue en =} est négligeable. Alors :

/ f existe
P

Soit € > 0 et soient Py, --- , P, des pavés tel que A C UPiO et Y wol(P;) < e

Preuve

Si P = [ay,b]x - X[an, by, alors P° = (ay,by) x -+ X (a,,b,) ol (a;, b;) sont des sous-ensembles
ouverts de R™.
Soit D une division de P tel que VR € D, Va,y € R, on a ||z — y|| < §. De plus, on suppose

VR € D, soit R C | P, soit Rn| P’ =0
Dessin ' ’
k
P\ U P; est fermé et borné.
i=1

ouvert
- f ]P\ U PO est uniformément continue et donc (si 0 est bien choisi), on a VR € D, tel que

RcPWJRf
sup(f) —inf(f) <e
R R

On sait aussi que f est bornée, c’est a dire |f(z)| < C Vx € P

S(f,D) = s(f, D) = > (sun(f) = inf (f))vol(R)

ReD
-

s

g

()
Si R C P\UPZ»O, alors :

@gﬁﬁ—%%ﬂfﬁ-wﬂR)§€4wKR)
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&RcUngmsCaMWﬁz—O
- R

— @%pﬁﬁ—igﬂfﬁ-vd(3>SQC“UOMR)
(%) <e-vol(P)+2C ¢

k
car ZUOZ(R-) <e
i=1

Proposition

Si § € R"! est fermé et borné et si f : S — R est continue, alors le graphe de f :

{(z, f(z)) e R"|z € S}
est négligeable.

Preuve

S compact, f continue

= f est uniformément continue, c’est & dire (Ve > 0)(36 > 0) tel que :

Soit P C R™! un pavé tel que S C P et soit D une division f-fixe de P. Alors VR € D tel que
RNS#0D:

sup (f) — inf (f) <e

RNS RNS

Si Ri€Detsi RyNS #0D, on pose P, = R; x [sup(f) —inf(f)] CR"
R R
vol(P;) = vol(R;) - (sup(f) —inf(f)) C vol(O;) - €
R R
OnaAC UB, Zvol(R;) < Z vol(R) - € =€ - vol(P)

i ReD
Vu que € est arbitraire, A est négligeable.

Quels sous-ensembles A C R” sont "convenables" pour I'intégration ?
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Définition
Si X est un espace métrique et si A C X, alors le bord de A est :

0A = {z € X|xa n’est pas continue en x}

D e R?

(z) = lsize A
XA = 0 sin g A
C’est & dire = € JA si et seulement si Ve > 0 :

B(z,e) NA#0 et B(w,2) N (X\A) £ 0

Définition

Un sous-ensemble borné A C R™ est admissible si A C R" est négligeable.
Une fonction bornée f : A — R est admissible si ’ensemble des discontinuités de f est négli-
geable.

Proposition

Si A est admissible et f: A — R est admissible, alors / f existe.
A

Preuve

Si P est un pavé tel que A C P, on pose (pour z € P) :

ﬂ@::fg;iéaA

[7=17

(Les discontinuités de f) C (Les discontinuités de f) N(0A) = / f existe.
P

Proposition

Si A C R"™ est néligeable et si f: A — R est bornée, alors / f=0
A
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Preuve

3C tel que C > f(z) > —CVr € A

:>m4%£1=ACZLf2AG@=O
:>/Af:0

O
Théoréme
Si A, B C R™ sont admissibles et si f: AU B — R est admissible, alors :
[ oa=[ss[s-] s
AUB A B ANB
Preuve
XAUB = XA T XB — XAnB
sur AU B :
f=fxaus = f(xa+xB —xanB) = f(xa) + f(x5) = [(XanB)
qui sont trois fonctions admissibles.
— [ = [ s [ stw = [ o)
AUB AUB AUB AUB
~ [ [i-] 1
A B ANB
O

Résumé du chapitre 6

Comment calculer les intégrales :

e Intégrales intérées

e Changement de variables, en particulier les coordonnées polaires et les coordonnées sphé-
riques.

e + calcul de l'intégrale de Gauss : / e dx

— 00
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