Louis Pelloud page 1 Geometrie

1 Chapitre I : Geometrie classique

1.1 Avant Euclide
Theoreme de Thales Si les angles des 2 triangle sont egaux en A,A’, B,B’ et C,C’ alors :

Notation : On
Definition 2 triangle avec m angles sont appeles semblable :
aplication :

preuve antique de Thales : Dessins pour 2AB = A’B’
On juxtapose 4 copie de ABC = 2AV = A’C’ et 2BC = B'C’

propriete :
—0)
— 1) opposer a« + S =7
— 2) Angles parralele

theoreme La somme des angles d’un triangle est egale a 7

preuve :
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Critere :

Triangles isométriques (congruence)

N,

B ABC et A'B'C' sont |sometr|ques

A

ABCet A'B'C' sont |sometrlques

A
A
f 3 c i S c
B B

ABC et A'B'C' sont isométriques

preuve de Thales rigoureuse pour 2AB = A’B’ :
— 1) CAC = A”B”C” est convergent a ABC

Si

— 2) CAC = triangel orange ”

same”

CAC = tri violet est convergent

ACA = m tri vert

)
)
— 3) L’angle manquant en B” est = 71— -7 =«
)
)

'?A

a=p

angles opposés

a=0

angles paralleles

a:ﬁ

angles orthogonaux

Fi1G. 1.5 — Angles opposés, angles paralléles, angles orthogonauz

De meme pour AB € N, possible mais penible

AB

Si on a une preuve pour

€ N = walidite pour

AB

€Q



Louis Pelloud page 3 Geometrie

AA/E/ ZEGQ@q*AB:p*A’B’

& q*x AB =px* A'B’. Soit A”B”C” semblable @ ABC avec A”B” = q+xAB’ = p x AB)

Thales appliquer a ABC et A”B”C” = A/}g,, = Aégﬂ = B?gﬂ (= %)

. A'B’ AC! B/ 1
Thales appliquer a A’B’C” et A”B”C” = rpr = A,,gﬂ = Bngﬂ (= 5)

= 2w = v = wol

Remarque

— On pourrait en faire une preuve pour apport reel en utilisant continuite et densite Q C R
— On verra une autre preuve plus tard

on atribue aussi a Thales : Les angles a la base d’un triangle isocele (2 cote egaux) sont egauz

cad a=b= a=/ < isocele
theoreme Soit AB un diametre d’un cercle C. D € C\{A,B} = ABC ABC a un angle droit en D
Preuve :
Application de Thales : Construction de nombre rationnel a la regle et au compas. Donné un

intervalle de la longueur 1 construire une longueur g € Q Construire m € N Donne un intervalle de

longueur x, construire une longuer ’é
Theoreme (de ’angle au centre) Les angles sont ainsi VA # B, C dans l'arc vert
Remarques :

— Ce cas limite est donne par le theoreme precedent

— FEn particulier, l’angle a ne depend pas de la position de A'!

Preuve : On decoupe en 4 cas selon la position de A :

Cas 1

Cas II
{Qﬁ — Obtenu par Cas I sur, B,D,A

2y — Obtenu sur C,D,A

Cas III

1.2 Découverte des nombre Irrationnel :

Les figure qui vont le plus nous fasciner sont les requliere. Parmis celle ci une figure culte. Le
pentagone.

On inscrit un pentagone regulier dans un cercle :
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~ On cherche la longuer ¢ d’une ’et de toute) diagonal

u =Z
Par L’angle au centre, o = ¥

Par le triangle ACD, 28+a=7= = ZT“

— 1) On deduit Les angles manquants
— 2) On deduit les longueur du cote droit

— 3) On utilise Thales, car les triangles ACD et CDF sont semblable :
1 CD AC ¢

#-1 FD CD 1

= ¢*-9-1=0
= ¢:1j:2\/5 ¢ >0
N ¢:1i2\/5

Affirmation :

‘ Le "nombre d’or” ¢ est irrationnel‘

Preuve : Par l'absurde supposons que ¢ = T € Q  pged(m,n) =1 Alors :

2
¢27¢71:0:>%7%71:0

= m?2-mn-n2=0

= m? = (mn)n

Soit p un premier qui divise m (ca existe car ¢ >1=m # 1) alors p | m? = p | (m —n)n
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= & n'est pas reduite ~ [0

{p|<mn>:»p|n

pln

Cette decouverte (ou celle de \/2 pas clair laquelle était la premiere) bouleverse lidde Pythagori-

cienne que “tout est mombre”. En particulier, la preuve de Thales est incomplete! D’autre culture

n‘ont pas les meme probleme avec les nombre cf tablette Pythagoricienne qui approzime V2 : /2 =
1424, 51 , 10

+1+ 50+ 6oz T g3 T

Theoreme de Pythagore : On va maintenant parker d’aire, sans donner de vraie definition for-
melle. Pour l'instant : l'air est une surface polygonal, un nombre reel, de sorte que :

— Tair du rectangle
— L’air est additif par decoupage

Avec ca on peut deja calculer :
* Aire d’un parrllelograme de base a et hauteur h
* Aire d’un triangle de base a et hauteur h

En particulier, si ABC et A’B’C’ sont semblable se rapport A, on a :

(Aa)(Ab)

Aire(A'B'C’) = = A2 % % =22 Aire(ABC)
Theoreme de Pythagore :
VaaN
Dans un triangle rectangle a2 + b? = ¢2 c

Ce theoreme date sans doute du V av JC. Un article de 1940 recense 370 demonstration !

Preuve :
— 1) (a+b)? = Aire(grand carre) = ¢ + % = a2 4+ b2 + 2ab
a) b)
—

— 4) Preuve d’euclide
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2 _ ¢p
O
On en tire le classique
Theoreme (de la hauteur)
B
A
Dans un triangle comme soit : d Ona: hZ=qxp

Preuve : On utilise Pythagore 3 fois :

— a2+ b? = (pxq)® = p® + 2pq + ¢

— p24h2=g2

o q2—|—h2 :b2
=a+b2+p2+q®+2n2=a2+b2+p?+¢2+2pq O

Application : On peut construire a la regle et au compas des racine carre arbitraire. En effet, donne
un segment de longueur 1 et un de longueur .

— 1) On construit le milieu m de 141
— 2) Cercle de centre m par les extrmite du segment
— 3) Perpendiculaire par m

= h¥=1x1=1 = h=vI

Conclusion :  On peut construire a la regle et au compas a partir d’un intervale de longueur 1, toute
longeur | s’ecrient comme un nombre fini de :

* nombre irreationnel

* oy

* %,/

*
\/
Corretion : comment construire ,/p a partir de 1 et p?

1.3 Les éléments d’Euclide

-300 av JC

Les éléments = 13 livres, compilation de resultats principalments connus
— Nouveau : Rigueur
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Définition :
1. Un point est ce dont il n’y a aucune partie
2. Une droite est une longueur sans largeur
3. Angle

10. Et quand une droite ayant été éleve sur une droite fait les angles adjacents égaux entre eux,
chacun des angles est droit :

— angle obtu, angle aigu, cercle

23. Des droites parrallele sont celles qui étant dan sle meme plan indefiniment prolonge de part
et d’autre, ne se rencontrent pas, ni d’un coté ni de I'autre.

Les postulat : (a accepter comme vrai)

Chaque deux point A# B peuvent etre joint par un segments de droite
Un segments (de droite) peut etre prolonger indefiniment en une droite
(VA #B) 3 cercle de centre A passant par B

Tout les angles droits sont égaux :

5. Si deux droites en coupant une 3eme de telle maniere que la somme des angles intérieur d’un
coté est inférieur & 2 angles droits
Alors ces 2 droites se coupent de ce coté
7/

Ll o

— Post 1 & 2 <— Constructuion a la regle
— Post 3 «+— Construction au compas

— Post 4 +— Homogénéité de ’espace

— Post 5 «— 77

Proposition : Sur un segment donné, on peut construire un triangle équilatéral

Preuve :

P3 : cercle Ca centre en A passant par B
P3 : cercle Cb passant par B en A
— Soit C € C4, NGy,
Alors ABC est un triangle equilateral AC = AB=CB [O
Attention : Manque de rigueur pour l'existence du point d’intersection il manque un axiome de
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continuite. Ce sera rendu rigoureusement avec Hilbert en 1899 avec def précis et 20 postulats
Proposition 1.2 :  Donné un segment AB et un point C, alors 3 D tq AB = CD

Remarque : On comprend de la néscessité de demontrer cette proposition que le compas <> Post 3,
ne peuvent pas reporter des distances. Mais avec prop 1.2 on peut supposer que notre compas est rigide

Preuve de la propositon 1.2 :

m$

— P1 : segment BC

— Prop 1.1 : trinagle equ sur BC
— P2 : prolonge DB’

— P3: cercle centre en B par A
— D’ par E

— P2 : prolonge D’C

CD =ABcar:CD=DD-DCcar E,D € Cy

=D'E-D'B=BE=AB 0O

Proposition 1.3 :  On peut retrancher d’un segment CD donné, un autre segment donné si AB < CD

B Longueur AB

)
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Preuve :

CF=CE=AB

— Prop 3E tq CE = AB
— P3 cercle par E centre en C

Proposition 1.4 : Critére de congruence CAC
Indémontrable sur la base des 5 postulat d’Euclide. 1l faut prendre cette proposition comme un

postulat

Proposition 1.5 :  Si dans un triangle deux coté sont égauzx, alors les angles opposés sont égaux : Si
a=b alors, a = f3

Preuve :

Avoir :a=0

— P2 : prolongation de CA

— Soit D € prolongation

— P2 Prolongation de CB

— Soit E C prolongation de CB tq BE = AD (existz pour arg converge dans la prop 1.3)

Affirmation :Les triangle ACE et BCD sont congruent :

Preuve de afirmation : AC = a=BC; ACE =BCD; CE=CB+BE=AC+AD=CD
=(par CAC) AE=BD; (1) d=¢; (2a+(-8+p 3)8+n

Affirmation :
Les triangles AEB et BDA sont congruent

AE = BD par (1)
AEB = ¢ = § = BDA par (2)

CACBAE = ¢ =75 = ABD
(3)-4)ra=p8 0O
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Proposition 1.6 : Si dans :

@ * SiB=a eta=b

Proposition 1.7 : sur 'unicité de certain triangle

Prop. 1.7. Si deuz triangles sont érigés sur la méme base AB et du méme coté de celle-la
aveca=a' et b="V, alors C = D.
Preuve d’Euclide : supposons C' # D (voir figure 2.2, image 1). Car DAC est isocele par

2. A

F1G. 2.2 — Triangles a cotés égaux

hypothése, o + # = 7 (Prop. 1.5). Car DBC est isocele, f = v+ § (Prop. 1.5). Donc une
fois v > (3, et une fois v < 3, ce qui est impossible.
Remarque. Voila notre premiere preuve “par I’absurde”. Bien entendu, ce genre de rai-

sonnement n’est pas resté sans critiques: “on ne peut pas prouver quelque chose de vrai
a 'aide de quelque chose de faux” (L.E.J. Brouwer 1881-1966)!...

Proposition 1.8 : critere de congruence CCC
Apparition du 4°™€ postulat

Preuve : SI ABC sont aligné, alors a+ 8 = 2x angle
= angle v egaur = v = angles
a+pf=2y=2x langle O

10
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y/ v
B B A A

(proposition serie I)

proposition 1.13 : (propriete 0 du premier cours)

P a
B & A

— Si A,C,B sont aligné ra o+ 5 = 2.1
Proposition 1.14 : M dessin. Si o+ g =21 = A, C, B sont aligné

Preuve : Si A, C, B ne sont pas aligné

e

— P2 on prolonge BC
— BCD sont aligné pour ocnstruction
— PropL13 = vy+p=2L=>v=q

Prop 1.15 (propriete 1 du premier cours :

Preuve :

11
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— prop I3 a+~vy=21
— B+y=21L

a=21l-y=p O

Proposition 1.16 : (angle interieur a un A)

Preuve :

— Prop 1.10 : Soit M le milieu de BC
— PI: segmnt entre A et M + P2 prolonge
— P3: cercle centre en M par A pour trouver D

Affirmation : Les A BMA et CMD sont congruent
En effet :

— BM =CM

— MA = MD (par contruction)

— /BDA = ZCMD par prop 1.15

— Par CAC = Les A sont congruent

en particulier : ZABM = g = ZDCM
B <d

— Prop Prop 117-19 Resultat sur les lignes, sont utiliser le 5eme

Définition : DFux droites distinct a et b sont parrallele noté a || b sianb =@

12



Louis Pelloud page 13 Geometrie

1.27

Si o= alors al| b

Preuve :
— Siajalorsanb=10
— Par prop .16 a > B contradiction « =5 O

o/
o/
/

Proposition 1.28 :

Sia=pfalorsa| b
Preuve : - Prop I et Prop 1.27 UJ

Entrée du 5eme Postulat : -

il

o

/

Sia+ B 2L donc les droite s’intersectent du méme coté que a et g

Proposition 1.29 : -
Si al| b, alors a =

Preuve : -
On démontre la contraposé : « # S alors a}f b
SRLGa>fa+vy=2L pB+y<a+vy=21L

Proposition 1.30 : -
Soient a,b,c trois trois

13
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Proposition 1.31 Soient A un point et d une droite tq A¢ d

A
d
Alors 3 droite L tq 1] d et Ac |
preuve :
Aa
a
a d

Remarque : la preuve de la prop 1.31 n'utilise pas le 5eme postulat mais st on demande 'unicité de la
droite 1, alors oui. Plus précisement :

Postulat de Playfair : Pour toute droite d, et point A¢ d, il existe une unique droite 1, parrallele
a d, et contenant A.
Remarque : C’est la proposition 1.31 ot on a ajouté : Alors 3! droite

En supposant vrai les postulat 1-4 (mais pas le 5) on montre :
Postulat de Playfair < 5eme Postulat

On démontrer beme postulat = Playfair

Soit d une droite, A un point :

— Dexistence de 1 3 A tq d|| est établi dans la Prop 1.31

— il faut démontrer 'unicité ; Supposons qu’il existe 2 parrallele, 1, I’ tq :
Lifd;  1ld

L|d,d ||V =11 siletl sont distinct mais : 1Jf1" car A € 1NV = [ et I’ ne sont pas distinct
g

on montre :  Playfair = beme postulat :

14
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—a+p=21
A voir : Les droites s’intersectent du cote de o + f3

_ , les droite sont ||
Si ce n’est pas le cas, alors : . )
elle s”intersectent de l’autre coté

— Construire une droite I’ tq ’angel en B est «
(par ex S2 : on peut repporter des angles)

Prop 1.28 =d || I
puisque B€ 11| d; Bell|d=Il=I'=a+8=21L~

Proposition 1.32 Dans un triangle a + 8 +~v =21

Proposition 1.33 - 46 : Aire de parral*, triangle, etc Définit aire d’un rectangle :

Aire(rectangle) = axb;  Aire(triangle) = %

Proposition 1.48 : Si dans un triangle de cote a,b,c a2 +b? = ¢2, alors Pangle opposé a ¢ est un
angle droit :

15
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Prop II1.20 : - Théoreme de I’angle au centre

N

o

Prop II1.22 : - 29 a+v=21

Preuve : -

L

Prop II1.36 : -
— Soit C un cercle, E un point exterieur zau cercle
— Soit | un droite par E, intersectent C en deux point A B, alors :

AE-BE=(d-1)(d+R)=d?>-1? =(ET)?

Pour nous la tangente a un cercle est une droite intersectent le cercle en un point T, tq le rayon par
T est L a la droite < 3! point d’intersection

16
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Preuve : -

)

5
2a
200+ 20
a+pBF7L=p0=1—a«aestl’angle

Remarque : Ce n’est pas la preuve d’Euclide, qui n’as pas encore démontrer Thalés, mais c’est ok pour
nous car nous n'utilisons pas cette prop pour démontrer Thalés.

Rappel : Cercle inscrit et circonscrit d’un triangle :

Proposition : -
Les 3 bissectrice d’'un A\ se recontrent en un point qui est le centre du cercle inscrit du A
[ ———
k+gd
preuve :

— on considere 2 des bissection et leur point d’intersection 6

— on prend les 3 perp aux coté par 6

— CAA = Les 2 triangle vert sont congruent (1)

— CAA = Les 2 trinangle belu sont congruent (2)

— (1) (2) = Les 3 perp ont meme longueur = r = Le cercle centre en 6 de rayon r est le cercle
inscrit

— Les droite par C et O a voir, c’est la 3eme bissectrice

17
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Prop : -

Les 3 médiane d’un triangle s’intersectent un point qui est le centre du cercle circonscrit du triangle
— médiane : mediatrice des segment du triangle
— cercle inscrit : le 4 petit cercle contenant triangle

preuve exo

il existe une autre famille de droites dans un triangle : les médiane, par un sommet et le milieu du
segment opposé.  Elles s’intersectent en un point (facile a démontrer en coordone plus tard — Aucun
cercle correspond

Remarque : pour se souvenir faire un dessin dégénéré

e ——ll
B
A
Le cercle circonscrit doit passer par les segements d(0,A) = d(@,B) — +oo d,C) — 0

donc ce n’est pas le cercle circonscrit

Livre V: -
Théorie des proposition d’Eudoxe, appoxe de nombre irrationnel, précurseur des coupure de Declekind

Livre VI : -
On commence par une variante

Proposition VI.2 : -
Si:CB | ED alors : § = ¢

Preuve : -

18
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— Ap = Aire(CBD)*
— Agp = Aire(CBE)*
— Ap=14dh A= Aire(ABC) = 1bh

B« C A
— ﬁ—]g:% Parsym({EHD );—g:%:par(*) O

Théoreme de Thales : -
Soient A B,C et A’ B’,C’ deux triangle semble Alors :

AB  AC  BC
AB' ~ A'CT T B

Preuve : -
Srlg AB < A'B’

— La prop III nous donne : % + g
— i ip. b _ ¢ b+d _ cte
On doi tvoir : 29 = ofc © °F C

— 1+g8=1+¢

Livre XI - XIIT : Dim tri-dimensionnel , volume en particulier :
Les corps platoniens :

Un corp platonien est un polyedre (solide de R3 délimité par des faces polygonales) (convexe) régulier

1. Toute les faces sont le méme n-gone régulier
2. Tous les sommet rencontrent le méme nombre de faces

Exemples : -

pyramide autre pyramide (2.15)

d’un prisme (7 piopc, un corps formé par un polygone, un autre identique paralléle et des
parallélogrammes)

prisme (2.16)

Combien en existe t’il ?

19
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Preuve constructive : -
Un polyedre régulier détermine deux nombre :

— 3 <n: toute face est un n-gone
— 3<m: # de face qui se rencontrent en un sommet
Quelle polygone regulier peut on construire avec des faces triangulaire ? n=3
m=3
m=6 impossible m > 7:angle > 27
n=4 : carré m > 4 impossible car 41 = 27

n=>y5 : pentagone : m=3

Preuve Algébrique : basé sur la formule d’Euler suivante

Théoreme : -
Dans un polyedre convexe de R?, soit :
— v = # sommet
— e = # d’arrete Alors v-e+f = 2
— f = # face
Nous démontrons cette formule a 'aide de la géométrie sphérique :

Ex: -

20
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\s c f n m
tétracde 4 6 4 3 3
cube 8 12 6 4 3
octaedre 6 12 8 3 4
dodécaedre | 20 30 12 5 3
icosaedre 12 30 20 3 5

Pour les polyédre régulier, on a en plus :
— 2e = nf car chaque face contient n arrete et chaque arete est contenue dans 2 face
— 2e = mv car chaque sommet rencontre m face : donc m arrete et chaque arete rencontre deux

sommets
2 =v-etf= % -e+ % = —=(2n-mn +2m <2mn+e-mn=2(n+m)=(2+em-n @
Sim et n>4 2(n+m) < F-n+5-m=n-m

n<m

®: (24 e)mn = 2e(n+m) < e-nm Donc m=3 ou n=3 et pour sym ({ ) on peut

fov
sopposer n=3
Pour n =3 : ® devient : e- m = 6(e —m)

Sim>6 6e 6 impossible
= m=3,4 ou 5 sont les seul valeur possible pour n=3

L v f . o
Cette structure algébrique ) s’éxplique géométriquement

/W\

!

21
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2 Chapitre II : L’espace Cartésien R"

2.1 Le plan R? dans les postulats d’Euclide

Définition : -

— R? = {(x,y)|x,y € R} le plan (cartésien)
— Un point est un éléments de R2
— Une droite est un sous-ensemble de R? de la forme
dp,v == {p +tv|t € R}ou pe R2, 0#veR?

q€dpy

Lemme : dpv =d &
pv v {HSGR tqw=s-v

Exemples : Soient p # q € R?
dpgp=1{p+tla-p)teR} ={1-t)p+tateR} ={s-p+t-qs+t= 15teR}

4

Lemme : Par deux point p# q il passe une unique droite

Preuve : -

Jd droite dpqq Soit dxyv 3 p,q A voir:dpgqp=dxyv
— dxv3p=x+t,v
—dyy 3q=x+t10v
— =qp=_(t2-t1) Vv

Corolaire : Deux point se rencontrent en au plus un point
Les postulat 1 & 2 sont valide :

Définition : Deux droite sont parallel noté || , si leur intersection est vide

q ¢ dpv
Lemme d d =3 ’
pv [ daw {Els eR tq w=sv

Preuve : (exo)

En résumé : Donné deux droite dp v, dq,w

— v& w linéairement indépendant : droite d’intersectent ern un point
q€dpy : droite s’intersectent

— v& w pas linéairement indépendant < 3s tq w=sv .
q ¢ dp,y : droites ||

22
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Corrolaire : (Postulat de Playfair)
Soit d droite, p¢ d Alors 3! droite d’ > p  tq d| d’

Preuve : - d=dqv —

Existence :d’ = dpy || dg,v puisque méme vecteur directeur et p¢ dqv par hypothese
Unicite : Soit dx.w 2 p et dx,w || dq,v = w=s-v pour s€ R

dx,w = dp,v

Remarque : On est pas en train de dire que playfair découle des postulat 1 et 2! Ici on utilise
implicitement les structures de R Pour le 3eme postulat il nous faut une distance :

d:R?xR?2 5 R
(%y), x,y) = f/ (x'=x)2+ (y' - y)? Par pythagore

On définit {

L’équation d'un cercle de rayon r par un point 6 = (a,b)
Cor={peR?d(,p) =1} (¥l x)*+ by =1
Postulat 3 : 0 #b € R?: Alors le cercle Co,d(0,b) Passe par b (postulat 4 est valide :)

Le plan cartésien vient avec une approche analytiquer : on traduit les probeleme de géométrie en
probléme, d’algebre :

Illustration : -
Théoreme de fermat :

M
AN @ b c\B
H )
V2| Alors pour tout M i1 C
E g Soient R,S les intersection des

droites, ME rep MF avec AB,
ona: (AS)2 + (RB)2 = (AB)2<: 22)

Soit C un cercle 9 cercle de rayon 1. AB sur son diametre.

Soient E,F tq : ABFE est un rectangle avec AE =\sqrt{2}

Preuve : - On pose : a :=AR, b =RS, ¢ = SB
on doit montrer :  (AS)? + (RB)? = (AB)?

& (a+b)2 4+ (b+C)2=(a+b+c)?

& a2+ 2ab+b% + (b+c¢)? =a%+2a(b+C)+ (b+c)?
& b? = 2ac

23
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M
A a b c B
B
o
V2
A' a ﬁ Bl
a' E F
— ABM a un angle droit en M puisque M € % cercle de dim AB
= A’B’M aussi un angle droit en M, donc a + 5 =21
= L’angle manquant dans le triangle AA’ E est 8
= l’angle manquant dans le triange BB’ F est «
Thales = \B/L—%:g@a/c/:Q Thales : %/:%:%/ éa’c’:%-%:% O
2.2 Trigonométrie :
cercle de rayon 1 :
2
SRS S sin(a)
cos(a)
ral
5 2 6 8 10
cosa cos*(a) + sin*(a) = 1
on peut construir des angles négatif :
2 cos(—a) = cos(a)
sin(—a) = —sin(a)
e’
o 2 6 8 10

On peut considérer des angle > 27 , comme angle o = a + 27w
— cos(a + 27) = cos(a)
— sin(a + 27) = sin(a)

o+
— cos(a) = —cos(a + )
— sin(a) = —sin(a + )
— cos(a+ §) = —sin(a)
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— sin(a + § = cos(a)

c
1
b
- tana
sino
——————
cosa
~ _
y
, o a
dans un triangle arbitraire :
iy — D _ a. _b
= sina = g; cos(a) = %; tan(a) =2

Formule d’addition :
— cos(a + B) = cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(/3)
— sin(a + B) = cos(a) - sin(B) + sin(a) - cos(B)
= cos(a — B)=cos(a)cos(B) + sin(e) - sin(pB)
= sin(a— ) = —cos(a) - sin(B) + sin(«a) - cos(B)

Preuve géométrique pour 0 < o, 3,a+ < §
— cos(a+ ) =X-X'
— sin(a+8) =y +y’

thates [ amggy = % = X = cos(a) - cos(3)
=7 = 2 =y = sin(a) - cos(8)

Les triangles :

En posant : a =
— 2 s 2 _ 22 _ 2
cos(2a)) = cos”(a) —sin“(a) = 1 —2sin”(a) = 2cos”(a) — 1
sin(2a) = 2cos() - sin(«)

En remplacant apara /2 ca nous donne :

cos(a) 21 2sin?(r/2) 2 2c0s%(r/2) — 1

. 2q _ l-cos(a s ran 1—cos(a

1 sin“§ = —5—— =sin(g) = £/ —5—
a a _
2 2

_ 1+4cos(a + 1+cos(«
- 2 2

= COS

. o, .«
sin(a = 2008(5) : 5111(5)
(1) Ve>0 3N.eN VneN [n>N:=Vxe A, d(fn(x),{(x)) < €]

théoreme du cosinus : -

2 =a? +b% - 2ab - cos(v)
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Remarque : -
— Pour v = L c’est pythagore
— version calculatoir des critere CAC avyb
a2+ b2 -2

cos(y) = 5ah

Preuve : -

Pythagore ¢2 =h% 4+ (a-u)? b2=h24+u® =c2 b%2=a% 2au

cos(y) = § = u = b(cos(v))
Donc : ¢ —b? = a? — 2au = ¢ — b? - 2ab(cos(y)) dessin pour v < 7/2)

Cc
Dessin pour 7 = /2 b
a VoIr :
i
u

Pythagore : ¢ = h? + (u+ a)?
b2 =h? +u? et B =cos(m—7) =-cos(y) O

Theoreme du sinus : -

A“‘
sin(a)  sin(B)  sin(y) 1
a b ¢ 2R
Q
Cc

ou R est le rayon du cercle circonscrit

Preuve : -

D a I
onc & car les a2

2 triangles sont semblable

sina =% o 2~ — o U il existe aussi une formule pour le rayon p du cercle inscrit et une

formule pour Uaire d’un triangle

sin(a) 1
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Théoreme de Héron d’Alexandre Ier -
On pose S = a"*'Tb'*'C

Alors  Aire(ABC) = \/S(S—a)(S—Db)(S—¢) p=/ E2BEDEC a

Preuve : - L’égalite pour p = 1’égalité pour l'air :

Aire(ABC) = Aire(ABO) + Aire(BCO) + Aire(ACO)

on définit z,y,z comme :

x+y=c(1)
x+2z=D(2)
y+z=a(3)

M+2)+3):2x=c+b-a

=a+b+c-2a & x = %b"'c —a = S-a

(S—a)(S-b)(S5—<)
2

p= & p? = =2 Idée : Construction du cercle circonscrit par AOB

La perpendiculaire a AO par O
La perpendiculaire a AB par B
= intersection := L

Affirmation : AL est le diametre du cercle passant par AOB car ce cercle et le cercle de Thales des
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triangle ALO et ALB

Affirmation : ZLAB = v/2

3

R

Les triangles ABL et CDO sont semblable
— Par Thales : % = %
— Les trinagles OEK et LBK sont semblable Thales : % = %r
— On pose r = EK
Done XY _ yr < r(x+y)=zy—tz
' & r(x+y+z)=zyer=73

Theoreme de la Hauteur : -
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2.3 Espace R"

" = {(x1,...,xn)|x; € R} Pas juste un ensemble R™ est muni d’une structure d’espace vectoriel
R" x R" — R"

avec 2 operation qui ont une signification géométrique : (a,b) — a+bi= (a1 +B....,anbn)
’ = (a1 ,oe0y AnPn

RxR— R"

(A a)—  da:=(lag,...,Aap)

Attention : Dans cette écriture on a choisi O et les axes de coordonné (< choisir une base orthonormal)
- On définit la distance euclidienne : d : R™ x R(> 0) par :

Multiplication par un scalaire :

d(a,b) = /) (bj—a)?
n=1 d(a,b) = \/(b—a)2 = |b—a|

n=2 = /bi —a;)? + (bg —ag)?

Pythagore : /b1 —a1)2 + (by — ag)?

3

/b a2+ (b a2)2 + (b3 as)? = 4| 3 (by - a)?

i=1

Produit scalaire : -

n
R x R* — R (ah ...7an), (bl, ...,bn)) — Zaibi = <(a17 ...,an), (bl, ...7bn)>
i=1

De norme associé : llal| :== ¥/ (a,a)
Propriétés : -
n
1. a est bien défini, cad : )a,a) > 0= Y a?

= . i
2. le produit scalaire est bilinéaire :
Aa+MNa',b) =A(a,b)+ )\ (a/,b) Va,a/,b,b’ €R"
a, ub, ,u’b'> u( by +p/(a, by VAN, €R
3. Le produit sclaire est symétrique :  (a,b) = (b,a) Va,b e R"
4. ||Aal| =[N - ]lal] YA eR™

5. Jla]l=0 < a=0

< trivial
= 0=|lall=/Xaf &Xaf=0
= 312 =0
6. d(xy) = lly x|
Lemme : - < De Cauchy-Schwarz
[{a,b)| < |la|| - ||b| avec = si et seulement si a et b sont colinéaire

(cad a et b sont sur une meme droite par l'orgine)
< b = Xa pour A € R ou a=0
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Preuve : -

Sia=0ona 0=0, rien a démontrer
On suppose a# 0
idée : on considere f(\ )
=(b—Xa,b—Xa) >0

= (b—b)—A(a,b) — A(b,a) + A\2(a,a)
N—— N—— N——
I[bl[2 (a;,b) [laf|?

= |[b[[* 2 (a,b) + A?[[a]?

f(X) est prolongé de degré 2 (en A ) et f(A) > 0 donc sot discriminant est < 0

A = (2(a,b))2 -~ 4|[a]|? - |[b][2 < 0« (a,b)* < [[al|? - ||b]|?
Pour le cas de I'égalité :
|{a,b)| =la|| - ||b]] & A =0 < f()\) a une unique racine
En particulier il en a une : I € R tq f(\) =0 = ||bf)\au||2 Sb-Xda=0&b=J\a

Inversement, sib = Xa = f(\)a au moin une racine
= A > 0mais on sait/\ <0
=A=0 0O

Propriété de la distance : -

d(a,b)=0 < a=b
1. (3 |
[b-al]|]=0 < b-a=0

2. d(a, b) = d(b, a)
3. L’inégalité du A :
d(a,b) <d(a,c) +d(c,b) avec = si et seulement si ¢ € segment entre a et b
Preuve : -
1. deja donné
2. évident

3. Onpose u=c-aetv=b-¢c = u+v=b-c
d(a,b) = |[b-al|
l'inégalité du triangle a montrer devient :
o+ I < Jful] + [[v]]

Ju+v|2=(u+v,u+v)
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v, v)
= [ulf* +2 (u,v) + [Jv]]?

©) <l +2[ {a,v) [+ []v]]?

) < Ml + 2l - []v]] + []v]]?
= (|Jull +[Iv]1)?

Sil'inégalité est une
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égalité , les inégalité 1 et 2 doivent etre de =

(1) {u,v) =[(u,v)|
(2) :

[(w,v) | =|[ul]|-|[v|]| < u et v sont colinéaires
Siu = 0c = a € intervalles
SSinon v =X-upour A € R
Sb-c=X-Jdaeb+la=(1+N)c

SiA=-1: a=Db (oulinégalité des trianges est un egalite < a=b =c

c= 1+)\:a—|—p+)\'b (s’adionnent a 1 = c € droite par a et b

: . 1 A
Il faut voir que : 0 < X Thx <1

On a donc montré : Si I'inégalité est une égalité = c € segment entre a et b
Utilisons (1) avec v= Au

(u,v) = (u,A\u) = Au,u)
e

(1) !
| (u,v)| >0 = A>0

Sicela,b c=(1-t)-a+t-b avec0<t<1

Exercice : - montrez que d(a,b) = d(a,c) + d(c,b) O

Comme dans R? une droite de R™ est défini comme :
d={p+tvfte R} =dpy

Droite par 2 point p#q:
dgp={sp+tqs+t steR}
En particulier : m %p + %q € dp,q p et les milieu entre p et q
On vérifié que d(m,p) = d(m, q) = @
deux droite sont parrallele si leur vecteur directeur sont colineaire et les droite sont distincts :
dpyv [dgw e ® w=Av
® qedpy

Théoreme de Varignion : - Les quatre mlieu des quatre coté d’un quadrilatere arbitraire de R"
forment une parrallélograme

Preuve : - Soient a,b,c,d € R™ les 4 sommet d’un quadrilatere :

Le vecteur directionnel de la droite par inet% est :

b—l—cia—kbicfa
2 2 ] 2

meme vecteur = les droite sont parallele

E meme les vecteur directeur des 2 autre droites sont =+ %
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Equation paramétrique d’un plan : -

Donne 3 point a,b,c € R®  (p,ex n=3) n> 2 non aligné
il existe un unique plan T C R™ les contenant : 7 ={ a+t(b—a)+s(c—a)lsteR }

4

b+r(c-b)

Cette droite C 7
a+t(b-a)

7 ={(1-t-s)a+thb+scls,t € R}
r,s,t € R }

= {ra + tb + sc| Ftta4s—1

(r,t,8) sont les coordoné barycentrique du plan 7 (par rapport a a,b,c)

Coordonnés
(rt,s):

Les 3 médiane (droites pr un sommet et le milieu du segement opposé) sont donné par t=s, r=s et r=t

il existe un unique point d’intersection
donné par : t=s=rcommet+r+s=1

respectivement :
ce point est : %a+ %b + %C

11
(07575)

(*.t)

Angle et produit scalaire :

Théoreme : - L’angle 7 entre 2 vecteur non nul a,b, € R" est donné par  cos(y) = G

En particulier a et b sont orthogonaux < ja,b; = 0
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Exemple : - a=(aj,az) €R
2 . a
a
a,=b,
a
11, b
_6 -
On cherche b € R2 tq aLb
S btg<a,b>=0 par ex on peut toujours prendre b=(ag,—aj)
Conséquence : - On retrouve CS :
th
| <a,b> = Jeos(y)| - lall - |IbIl - < [lal] - |Ibl]

Preuve du Theoreme : -

c=b-a  Par theoreme du cosinus : ||c||* = ||a||> + ||b||? —2|[a]| - ||b|| - cos(7)

<c,c>=<b-ab-a>=<bb>-2<ab>+<a,a>
—— N———

|[b][? I[af|?
= cos(y) = <a,b>
V) Tall ol
Corrolaire : - Soit ac R" ue R" de norme 1 (||[u|| = 1) Alors ja,uy, est la longueur (avec signe) de
la projection orthogonal de a sur u Autrement dit : la projection orthogonal est ja,u;-u
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a
<a,u><0
U
u

proj orthogonal

de asur4 proj orthogonal de
asur4

preuve : - On cherche A € R tq :

a—Aullu
S<a-Au,Au>=0
A<au>-NM<uu>=0
A<a,u>-A=0

Pour A = 0 c’est une solution algébrique mais :

a-AulAu al0 n’a pas de solution

Remarque : - Si {uj,...,uy} forme une base orthonormale de R
o< uyuy o= {
0 sii##j
pour a = Zaiui on a :a; =< a,u >
On peut le voir :
0 sij#i

1 sij=i

n n
-algebriquement : <a,u >=> Y ajuy,u >= ) a; < uj,u; > {
j=i =1

:a’i

-geometriquement :

34
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< T, U P U
le gneme ppur ts les x < o

Equation cartesien d’une droite de R? - 2 1

-2
n

u= Tl

d={p+tvlt e R} Soitnlv

pour tout x € d, < x,n > est le meme :

<p-+tv,n>=<p,n>+t<v,n>=<p,n>
Et les point x€ d sont meme caracterise par : < x,n >=<p,n>=c€R
d={xeR?} <x,n>=c} n=(a,b)ecR?

En varient ¢, on obtient des droites ||

Inversement si une droite est donné par :
d= {Xl,Xg) € R2|axl 4+ bys +c = O}

alors (a,b) € R? est non nul et orthogonal a d

Equation Cartesienne d’un plan de R3 : - peR3 0#neR3

On cherche 'unique plan 7 pour p et orthogonal a n :
XeEme<x—p,n>=0&<x,n>=<p,n >

Pour x= (x1,x2,x3),n=(a,b,¢c) d:=-<p,n> xeEmTESxat+xsb+x3c+d=0

Inversement si un plan est donné par : {(x1,x2,x3)|ax; + bxo + cx3 = d = 0} = (a,b,c) € R3 est
orthogonal a 7

Application du corrolaire precedent : -
Distance entre un plan (7 orthogonal a npasse par p) et un point :
La distance est :

n
<X-p,7— >
‘ ||| ‘

Angle entre deux plan : L’angle entre deux normal
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Aire et volumes : -

Probleme : Donné a=(aj,as), b= (by,b2) € R2

Calculer : Aire

| —
4. / as
% /
\
2 1 / az
0,bp——-b
by | 2T h a (05 a ) a
/M as a2
2 ol 2 4 / 6 3 2 A 1 2 3 2
\\ -~ " —1 % . bl
N a / Thales : h= -

Aire: =ay (bgf :—f -bl)

= aibg —aghy

_ ap  ag
= det (bl bz)

Ceci ce generalise a tout dim le vol du parralépipéde engendre par :

al :(au,...aln)
all] ... alnp
est |det

ani ... anpn
an :(anl,"'yann)

Ici on a une vison feometrique de ’algorithme d’elimination de Gauss :

a] ao N al ag . al 0
b1 bo 0 by-2L.ap 0 by-2L.ap

Produit vectoriel : sulement dans R?
Donné a,b € R3, on cherche un vecteur orthogonal & a et b :

<x,b>=0

xla et xlb<&
bi1x1 + baxo + byxz =0

Posons : x3 := ajbg —as -by  Ce choix de x3 donne :
x2 = brag—arbs

x1 = agbhz—agbg

On definit le produit vectoriel de a,b € R3 par :

<x,a>=0 {alxl—l—ang—i—ang:O @{

a1x1 + agxg +agxz =0
(bz ~ Dl ag)xg + (b3 — 21 - ag)xs = 0)

a x b= (a;b3 —agba,a1b3 4+ azbi,a1by —ashy)

Par construction: <axb,a>=0=<axb,b>
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a=20
Lemme : - axb =0 < a et b sont colineaire < < ou

Preuve : -
<: evident
a2b3 - a3b2 =0

=: axb=0«& ¢-ajbg+agh; =0
ajbg —agsby =0

Si a=0 rien a faire

Sinon a# 0 srlg a; # 0

a; b
by = 23 . by = -% . ag
aj aq
b
b2:—1'a2
al

Produit mixte : - (R3)

trois vecteurs a,b,c € R3 est defini par :

<axb,c>eR

Lemme : -

Preuve : - <axb,c>= (aghg—agba)-c1 + (—aibg + agby) - ca + (a1bo —aghy) - c3

alp a2 ag
=det [ by by Dbg
C1 Cy C3

ap a2 ag

Mais on sait = det [ by bg bs | = Uy|(parralel engendre par a,b et c)

c1 C2 €3

Pour c=a x b, alcet blc:

Donc Vol(parallel engendre par a,b) = Aire(parallel engendre par a et b) -||]a x b||

a
= A=|laxDb|letdet| b >0
axb

En resumer : a x b € R3 est Punique vecteur tq :

e <aaxb>=0=<b,axb>

o [axDbl|=A
a

o det b >0
axb

IT plan passant par a, betc

b= Xa pour\eR3

Pour trouver un vecteur normal : n = (b—a) X (¢c—a)
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2.4 Constructibilité a la Regle et au compas

-Probleme général : Donné un objet géométrique, en construire un autre a la regle et au compas

-Exemple :  Probleme classique
-Trisection de angle :  Donné un angle, peut on le bisecter a la regle et au compas ?
Duplication du cube : - Donné un cube, en construire un de double volume

Vol = a? — Vol = 2a%  Longueur d’un coté = V2 a

Quadratur du cercle : - Donné un cercle, construire un carré de méme aire :

» C’est impossible

Construire de polygone régulier : -

Pour quel n peut on construire un n-gone régulier ? (n > 3)

n=3 A
n==~6
n=>5

On peut construire

1 5 (1 )
+2\/_ ( +2\/_ -c> a partir de 1 (c)

14 \/5 \/5 par le théoreme de \a hauteur
1
2
v\’—‘_x ™~ /
1 5
n 1 2

— A partir de 1 — construire 5

— 1+V5
1+V5

57> en bissectant

en resumer construction possible pour : -

n=2M3.2M 5.2M 5.5M 3.5™ ce qui etait connu d’Euclide :
Gauss 1796 construit a la main le 17-gone et montre :
Theoreme : - n-gone constructibe < n=2% . p....p, ou p, sont des premier distinct de la forme
p; = (22)™ + 1le premier de fermat

Aujourd’hui : (22)™ + 1 pas premier pour 5 < m < 32
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Théoreme : - dans R? on se donne les point A=(0,0) et B=(1,0)

Un point (x,y) € R? est constructible a partir de A et B a la regle et au compas < x et y s’écrivent
comme des expression finies avec Q, +,—, -, /, Y

145 244/3+5/2

Exemple : - 7 77 sont constructible car = 1 + /3 est constructible

Theoreme : - Donnés les points A=(0,0) et B=(1,0) Un point (x,y) € R? est constructible a la
regle et au compas a partir de A et B si et seulement si x et y s’ecrivent comme des expressions finies

imphquant Q7 +7 EERE] /a \2/

Preuve : -
< Q est constructible (Thales)
+,— +— additions et soustraction d’intervalles
-,/ Thales et \/ theoreme de la hauteur

= Les seul constructions possible a la regle et au compas :
— droite par 2 point donné
— cercle centre en 1 point donné passant par un autre point donné
Voyons ce que cela donne algébriquement :
— Equatin de la droite par p=(py, py) et q=(q,dqs) € R? donné :
d={p+t(a-p)lt €R}

d={(x1x2) € R2| <x,n>=<p,n>} < x1(qg —pg) +x2(—q7 + p1)- <p,n >=0

donc ’equation de la droite a la forme : ax; + bxg + ¢ = 0 ou a,b,c s’expriment en :
— coordone de p et q
N _’_,_7.

e FEquation du cercle de centre p = (p1pa2) par q = (q1492)

C = {(x1x2 € R}|(x1 ~p1)? + (x2—p2)? = (a1 —1)? + (a2~ p2)?}

equatin de la forme (x1 —a)2 4 (x2 — b)? = ¢ ou a,b,c s’expriment en :
— coordonne de p et q
— +, - /
On construit des nouveaux point prenant des intersection de droite et cercle, Algébriquement :

° intersection de deux droites :

axi +bxo4+¢c=0
a’x; +b'xg+c=0

Siaeta =0:bxy+ c=0 alors les droites n’ont pas un unique point d’intersection

ax] +bxo+¢c=0 cal - c'a 1
Srlga £0: < : ' g o amea
rlga 7 (b’ab) X9 + <c'ac> = 2T e 1 a( X2+ )
a a

Donc (x1,%2) € R?

1

coordonne utilisant
les coeficiant a,b,c,a’b’;c
des droites et +,-,/,

b
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— intersection d’un cercle et d’une droite :

ax]y +bxg+c=0
(x1-d)2+(x2-e)2+f=0
ou bine a# 0 ou bine b # 0 Quitte a echanger x; <— x2 on peut supposer a # 0

—bxg — —bxy — 2
Donc : x1 = %C — dans Pequation de C — (X%C d) +(x2-e)?+f=0

poly de degré 2 en xg :
(AX2)2 + Bxg + C ou A,B,C s’expriment avec a,b,....f,+,-, , /

“B 4+ VB2 -4AC
= X9 = oA

L’intersection de 2 cercle :
(x1-a)>+(xg-b)2+c=0

— (led)2—|—(X2*e)2+f=O
(-2a+2d)x; +a? - d?+ (-2b+2e)xg +b%2 e +c-f=0

— On se ramene au cas intersection cercle et droite

Posons K={x € R|x ’ecrit en une expression finie de Q,+,—, -, /, \/}

Lemme : - Si u polynome de degre 3 a coefficcant dans Q n’a pas de racine dans Q alors il n’a pas

de racine dans K

Exemple : - Duplication du cube est non constructible : V2 ¢ K /2 est racine de f(t)=t> -2

f(t) n’a pas de raine rationnele :
0=f(R)=2 2=0 &md=20

= fn’a pas de racine dans K = /2 ¢ K
pged(m,n) =1 = 2|m = 2|n P #

Preuve : - On peut supposer que f(t) a la forme suivante :
f(t) = 2+ at?+bt+c aveca,b,ceQ

On va montrer : si f n’a pas de racine dans Q

a+ BVR
7+ 5VR

alors f n’as pas dde racine de la forme
que 7 est racine de f

Siy 6VR=0 = VR= % €Q
= 1 € Q pas possible car f n’a pas de racine rationnel par hypothese
Siy-6vVR#0
B o v-6VR  ay-BOR+ (By - ad)VR
"TBVRY+oVR 7 oVE 7?07 R
0="f(n) =f(P+QVR)
= (P? + 3P?QVR + 3PQ’R + Q’RVR)
+a(P? + 2PQVR + Q°R)
+b(P + QVR)
+c
=M+NVR M,Ne€Q

=P+Q VR

40
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Si N#0 alors VR = % € Q = n € Q impossible
{

car M+NvR = 0

SiN=0 = M=0= M-NVR =0
N-+NvR

I (par le calcul ci dessus)
Posons 79 := P~ QVR et calculons t(n2)
Un polyn de degre 3 ne peut pas avoir 2 racine : f(t) — 400

t—o0
Soit 13 la 3eme racine :

f(t) = (t—n)(t—n2) - (t—n3)
=7+ 6% () + 717
—_———

a
=n3=-a-n-mn=-a—(P +M) - (PfM) = —a— 2P € Q impossible
L’idée de la preuve : recurence sur # de @ dans une recine de f

atpVR
v+ 6VR

Si f a une racine 1 qui s’ecrit avec n ocurence de ¢+ =17

a, 3,7,6,R s’ecrivent avec < n— 1 occurence

La preuve ci-dessus au cas n=1 [

Trisection d’un angle : - il est impossible de trisecter 60°

Se donner 60° c’est ne rien se donner puisque 60° est constructible donc :

Donc trisecter 60° <= Construire 20° = Construire cos(20°)

On va montrer cos20° ¢ K = pas constructible

cos(3a) = cos(2a + )
= cos(2a)cos(ar) — sin(2a)sin(a)
= (2cos?a — 1)cos(a) — (2 cos a - sin o) sin &
—
1—cos?a
= 4cos3a ~ 3cosa

1
Pour o = 20° : cos(3 - 20°) = 2 donc cos « satisfait :

1 1
§:4t3—3t = cosaestmcinedef(t):4t3—3t—§:0

Montrons que f n’as pas de racine dans Q . = fn’est pas de racine dans K
emime
= c0s(20°) n’est pas constructible
theoreme

Supposons que :

m
— € Q est racine de f, avec pgde(m,n) =1
n

O:f<g>:4m—373%f

n n3
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= nbs qu’on peut exprimer avec Q, =+, -,/ et v

& 8m? = n2(6m—|—n) Si p premier divise m alors p divise n : donc
& n? =m(8m? - 6n?)
m=1

Pour m =1 on obtient n38—6n2 donc ne Z est racine de :
h(t) = t3 +6t2 -8

Voyons que h n’as pas de racine entiere (dans Z )

Pour t>2:  h(t) >8424-8=24>0
Pour t<-6: h(t) =t%(t+6)-8<0
N——

<0

Donc h n’as pas de racine entier et f n’asd pas de racine tationnel

Quadratur du cercle : impossible car équivalent a la constructibilité de m
7 est un nombre transcendant(dur)

1l est racine d’aucun polynome a coefficient dans Q Or tout x € K est racine d'un polynome a
coefficient dans Q

2.5 Conique

V2 pas constructible vraisemblablement suspecté en Gréce Antique. Construction de V/2 utilisant
des courbe plus compliqué que droites et cercles

En voici une de Menaechiaus ~ 350 AD, presque une trivialité en coordonnées :

2

3 _
On cherche x tq \X/ =2 y =X parabole

%/5 XXX

courbe dites coniques, obtenu en intersectant un cone avec un plan

Donc on cherche la soltion de : { Ce sont des

x-y =2 hyperbol

2.6 Parabole :

Définition : - La parabole de droite directrice 1 et de foyer F est I’ensemble

P = {P|d(P,F) = d(P,1)}

Equation de la parabole : -
Coordonné : Placgons l'origine sur le point entre F et 1 avec un axe || a1

Posons d:=d(F,])

d
F={-=
On a (2,0)

(x,y) €P & d((xy)F) =d((xy)1)

d 2
g X*i +y*=x+3

d\? 2
@(x—i) —|—y2=(x,%)
d 2 d 2
@)gfxd—l- I +vy z)g—l-xd—l— I &y =2xd

42
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Tangente a une parabole : -

Ici, la tangente a une courbe en un point est définie comme 'unique droite qui contient P et localement
aucun point de la courbe

— Soit dy L 1 par P

— do droite par P et F

— soit d la (bone) bissectrice de d; et da
— Affirmation : d est la tangente

Preuve : - Soit Q €d, Q# P Aussi Q¢ P < d(Q,F) # d(Q,1)
——
pe P d(P,F) = d(P)]) = d(P,B) par CAC d(Q.B) > d(Q,]) carQ¢d O

Consequence : - Un rayon vertical sera refleté vers le foyer

C’est le principe des antenne parabolique

2.7 Elipse :

Définition 1 : - Soit 0 < e < 1 donné L’ellipse de droite directrice 1 et de foyer F est I’ensemble
{P|d(P, F) )
€= =e
d(P,1)

Remarque : - Pour e=1, on retrouverait la def de la parabole e:%

Définition 2 : - L’ellipse de foyer F, F’ et parametre

d(F,F)

a > est l'ensemble :

e = {P|d(P,F) + d(P,F’) = 2a}

Remarque : - Si F=F’ on obtient un cercle de rayon a

Exo : - Les 2 defs sont equivalentes

Eqgaution de ’ellipse : - On pose d=d(F,])
d((0,0),F) = e- d((0,0),1)
—_———

d((0,0)B)

3

S|

Il
T~
=
+| e
CDa

o
~_

43
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2xd d? 2xd/e  d?
e x? - + 2+yQ=e2 X% + / + /2
1+e Fe) 1+e Fe

y2 = 2xd - x2(1 - ?) |x

d 2 2 2
Posons a:motb\/ﬁﬁéd:%ctl—@:%
b2 b2
* devient y2=2x—7x2—2
a a
2 2
y 2x X 1, 5 -1, 5 9 9
CRT e 2T 2 E= o Zata el
(x-a)?
2 1 2
Posons x” = x-a : %:a—Q(x?faQ):a_z_,_l@
2! 2
X Y
2Tl

Pour y=0=x'=4a

W' =0=y=4b } = a et b sont les demi axes de l'ellipse

Precision : - Dans la def 1 de I’élipse, on choisit la parametre e tq 0 <e < 1
d(P,F)
d(p,1)

Mais algébriquement les équations des ellipse avec e=0 correspondent aux cercle

= e n’as pas de sens pour e=0

dans la definition 1, les cercle sont exclu. On peut penser auz cercle comme des ellipse avec une droite
directice a linfini

Affirmation La tengente est la bissectrice
des droite de P a F et P a F’

Preuve de laffirrmation : - On montre que Q € d, Q # P alors Q¢ ellipse
Soit B sur la projection de la droite par FP tq d(P,B) =d(P,F’); CAC = d(Q,F’) =d(Q,B)
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d(QF)+  dQ.F

——
=dQF)+ d(Q,B) >d(B,F)
H
2a = d(B,P) +d(P,F) car B,P,F sont aligné
——
d(P,F’)
= Q ¢ ellipse
Conséquence : - Billirad dans une éllipse

un noyau par un des foyer est reflété vers lautre foyer

2.8 Hyperbole

Définition 1 : - 1 < e I’hyperbole de droite directice et de foyer F est 'ensemble :
un | D(P,F)
H = P =
{ € plan | a@y)
e d(F,
Définition 2 : - L’hyperbole de foyer F.F’ et parmaetre 0< a < > est I’ensemble :
H = {P|d(P,F) - d(P,F’)| = 2a}
Equation des Hyperbole (exo) : -
y2 = 2xd + (&2 — 1)x?
«2 B y2 _, Tangente de I’hyperbole = bissectrice des droite verls les 2 foyer
a2 b2 -
Assymptote de I’hyperbole : -
2 2
X2 - y_2 =1
a® b
CHED-% 5% 5
——= -+ — 55 =0
. a b/\a b a2 a2 b . .
Pour x,y tres grand : 1~ 0 b Les equation des 2 droites
y=—-X ouy= _—X
asymptotiques
2.9 Aires
2 2
; X Y o
Ellipse : - a_2+§_1
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Changement de variable y’ = a. y
* devient x2 4 (y/)2 — g2
b
= Aire de elipse = —Aire du disque = abr

AN————
a

Parabole : -
f(x) = aa?
f(@) N
f(b)
Ta 4 b2
_2_

A de: L’aire délimite par la parabole et le segment de droite entre (a,f(a)) et (b,f(b))
4
est —Aire A de sommet (a,f(a)),(b,f(b)) et

Saiey)

Peuve : - Sans se soucier de convergence on accepte Aire de la parabole =

Aire(Avert +Aire(2Ajaune) ZéA

—_——
A
. 1
+Aire(4Arouge) 48—2A
. 1
+Aire(APA) = A
Preuve de ’affirmation : -
) / / 1
Aff’ . h' = Zh
f(a) H, f(z) = ax® U |
Aff - Aire <M)
I 1)
1 = Aire (\M) +  Aire (ﬂ)
S 11
_ §~Z(b7a)h’+ i t(b-a)y
2 g a+g at3b b 2 3 !
2 2 = Z(b - a)h/
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h
fla)+ f(b)
2 ! - [2a2+2b272272ab7b2]
2
. _ 1 2
-4 -3 -2 -1 0 ) —)\~2—2(a7b)
a a+b
2

-1 4

a+b

pour h’ : le calcul est le meme que pour hou a est remplace par

ath )\ ? a—b)?
h/: 2 —
() ()

1
= /\2—4(a7b)2 O

2.10 Cone et conique

Theoreme : - Si un cone est coupe par un plan qui a la meme inclinaison, alors l'intersection est
une parabole :
Equation d’un cercle C x>+ y? = k2 - 22

1
toute les droites par (0,0,0) de C ont pente : iE

Soit m € R® un plan :
7 = {(x,y,2) ax + by +cz = d}
A rotation pour ’axe z pres, on peut supposer que w_L plan des axes y et z

vecteur normal(1,0,0)
En effet, m est donné par une normal n, a rotation par ’axe z pres on peut supposer que nL(l, 0, O) &
n,(1,0,0) >=0

L’equation de w devient by +4cz=d

2 by+cz=d

o T > 3 " ¢ L’inclinaison du plan 7 est

b
4 =+ la pente de celle droite = p

Si linclinaison du cone = inclinaison du plan
L’equation du plan 7 devient yv+kz=d

dans I’equ du cone ’
24 y% =K% = (d-y)? = d® - 2dy + y*

d
e x?=2d (5 - y) =y’ changement de variable
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Théoreme : - Soit C un cone et 7 un plan dde meme inclinaison. L’inclinaison CN est une parabole :

Preuve : -pour wL au plan y,z projection othogonal sur y,z

Afirmation : 3 une spherre au cone et a 7 s
Preuve : Par continuité : Soit F := 7 avec cette sphere
Soit S = C N sphere

Soit 1 :== 7w N plan (horizontal) contenant S

Affirmation : CnN est une parabole de foyer F et droite directrice 1

Preuve : Avoir:PeCnm:
d(P,F)=d(P,])
SoitPenrnC

Soit A€ S I'unique point sur le segment de P a 0
Affirmation : d(P,A)=d(P,F)
Preuve : car AP et FP sont des droites tangentes & la meme sphere
Si on effectue une rotation, puis on projette, on peut voir P et A comme ceci meme pente que m

d(P,A) =d(P]) O

Théoreme : - Sila pente du plan 7 est plus faible que 'inclinaison du cone C, alors m N C est une
ellipse

Preuve : - Meme preuve, meme conclusion de F et 1

sul différence :

inclinaison du cone pente du plan 7

d(P,A)=d(P,F)

d(P)
a et B ne dépendent
que des pente, pas de P
d(P,1

Par Thales : 3 ((P,’F)) =

Seule différence 7 intersectent aussi la partie supérieur du cone

d(P,F
Donc par Thales : ﬁ =e O
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Probleme de Pappus : -

Donné trois (resp quatre) droites a,b,c (resp d). Pour P point on dénote par PA;PB,PC (resp PD)
Les distances de P aces droites
On cherche 'ensemble des points P tq :

PA-PB=(PC)> resp PA-PB.-=PC-PD

-Idée de descartes :

P est déterminer par 2 valeur :
X= 0OA et y =AP

C’est l'origine des coordonné

Distance d’un point a une droite de R?

1= {(x,y) € R?jax + fy +~ = 0}
P=(x0,yp) d(P,) = ||projection orthogonal de P-A sur n ——
n=(«, 8 ) normal a l

n

=‘<PA, >’:>x<
[In]

Preonons A = (1,0) €1l pour a#0
«

kx —=

- (X0+ v yo) a B _| _ lexo+ By +11
a’ Va2 + 82 \/a? + B2 /a2 + B2
Pour a = 0 verifier que la formule finale est valide
Pour trois (ou quatre) droite donné , equation PA-PB = (PC)? devient quelquechose de la forme :

(a1x + b1y + c1)(agx + bay + c2) = (agx + bay + c3)?
dist PA PB PC

& Ax2 +Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0

DEscartes traite d’inomnbrable cas pour conclure que cette equation définit une conique (cad une
parabole une elipse ou une hyperbole)

On le verra simplement avec des technique d’algebre linéaire
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3 Chapitre III : isométrie de R"

3.1 Matrice et application linéaire
Définition : - Soient V,W deux espaces vectoriel réel
Une application f:V— W est linéaire si
f(v+u’) = f(v) + f(u’) (V¥v,y’ € V Typiquement pour nous V=R"
f(Av) =XM(v) (VAeR,veV

Remarque : -
1)  f lineaire alors f(0) = 0
Car {(0) = £f(0-v) = 0-f(v) =0

2) fest en particulier un homomorphimse de groupe pour les structure de groupe (V,+),(W,+)

Représentation matricielle : -

Si Vet W sont de dimension finies :
Soit B={ey,...,en} une base de V
B’={f1,...,fn} une base de W

une application linéaire f :V— W est completement determiner par f(ey), ..., f(en)

En effet tout v € V s’ecrit de fagon unique comme :
v=2XAer+..=Xpen, AN ER
Et alors f(v) = Mif(er) + ... + Anf(en)
Chaque f(ej) s’écrit de fagon unique comme :
f(ej) = a1fy + ... +amjfm  aj; €R
Donc f est completement determiner par la matrice :

all aln

aml .- aAmn

De plus f(v) s’obtient par calcul matriciel :

ai] ... aln A a1+ +Anain

aml .-~ amn An AMaml +...4+  Anamn
——

1:=]]g p(f) coef de v

dans la base B

En effet  (Aja11 + ... Anain)f1
+...
+(Mam1 + .- + Anamn) - fm

En particulier, la j-ieme colone de A est constitué des coefficiant de f(ej) dans la base B’

aij

cor~oo
—
Il
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Evidement la rep matricielle depend des base B,B’ choisis

Si C est une autre base de V £ i
ME, =M
C’ est une autre base de W - C,Cf B'C’

v vecteur propre d’une application linéaire f :V— V

< f(v) € droite engendré par v :

Coment trouver vecteur propre et valeur propre? : -

f
Soit A une représentation matricielle :f :V— V lin, dimV = n, A:H pour une base B={e;, ...,en}
BB’

n
On cherche A € R tq f(v) = Av pour un v#£0 € VV = inei
i=1
X1
& Ax=Xxpour x=|: [#0€cR"
Xn

< A — Al pas injective
< A-)I )x=0 < X € Ker(A—-Al) < A- ) pas inversible

application lineaire = det(A - )\I) =0
Pour trouver les valeur propre on resout :  det(A—A) =0
—_——
polynome de degre n
en A\

2 0

1-Xx 1
det(A-AI) = det < 9 )\)

Exemple : - A:(1 1)

(I-N)(=N) -2

A2-A-2
A-2)A+1)=0

= valeur propre sont A =2et A =-1

Pour trouver les vecteur propre on resout Ax=MAx (pour les valeur propre trouvé)

. . . 1 1 X1\ X1
Exemple : - A =2 Ax=2x & (2 O) <x2) =2 ( X2>

=2
A=-1 L est & X1+ %2 1 & X] =X = ! est vecteur propre pour \ = 2
2 2x1 = 2X9 1

Si il existe une base B={v1y, ..., vn,} V=R" de vecteur propre de {, valeur propre correspondant, Ay, ..., An
(avec répétition possible, comme p ex, pour f(v)=2v)

0 0

£ A1 0 N f :

alors H = car H 1 | = j-ieme colone de H =1}
B,B 0 An B,B B,B .

0 0
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Si f est donné par une machine A par rapport a la base canonique, alors :

A1 A
1 _ on dit que
T AT = est diagonalisable
An
id
ou T est la matric de changement de base de ma base B a la base canonique T= H
B,Bcan
T = (v1]...|vn)
0
X1 Y1 Vi
car T : | =] : | coordonné de x dans la base canonique Sl x=vi= (1
Xn yH Vn
0
Certains application linéaire n’a plus de valeur propre et vecteur propre
Exemple : - A= (c'osa s a) det(A-AI) = det <cos'a ~A sina >
sina  cosa sin v cosa— A\
= cos? o — 2hcos o 4+ A2 + sina
= A2 2X\cosar + 1
A =4cos?a-4<0 = pas de racine (equiv a pas de valeur propre) sauf si o € Zm

Ax— [Cosa sin ) [ Acosf) \ [ cos acosf —sinasinf | A\ cos(a + )
*Z \sina  cosa Asinf /" \sinacosf + cosasingd) 7\ sin(a + 0)
3.2 Isométrie de R" et matrice orthogonales

Définitions : -

Une application surjective { :R™ — R™ est une isométrie si d(f(x),f(y)=d(x,y)) Vx,y € R®

Remarque : - Une isométrie est automatiquement injective :

Sif(x) = f(y) alors  d(f(x),f(y)) =0
|| f isométrie
dx,y) & x=y

— L’ensemble des isométrie de R™ noté isométrie(R™) forme un groupe. Pusisque isométrie (R™)
C Application de R" dans R"

groupe

Si f,he IsomR™ = fh! € IsomR™

Exemple : -
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n n
1)  Une translation 7, : RE— R pour a € R" est une isométrie
X — X+ a
d(7a(x),7a(y)) = lITaly) - Ta(x)l
= ly +i- (x+ |
=|ly =x[[=d(xy)

Ce n’est pas une application linéaire sauf si a=0, puisque 7,(0) =a # 0sia # 0

2)  La multiplication par un scalaire A € R
R" - R»
X — Ax

est une isométrie < \ = +1

d(Ax, Ay) = [[Ay = Ax|[ = [A] - |lx — ]
= [Al-d(xy)
S M=1

3) La rotation dans R™ est une isométrie, On le verra plus tard

on ne peut pas esperer que les isometrie soient linéaire
puisque les translation existent, mais aux translation pres, c’est le cas :

Théoreme : - toute isométrie f R* — R" est composition f=7, o a, ou « est une isométrie, et est
linéaire,
Ta 1 X — X + a est une translation

De plus cette décomposition est unique

Preuve : - Unicité : qoa=m,00
a=0+a =750 «(0) =10 5(0) =0+b=D>

~—~— —~—

0 « lin 0 8 lin

TaOQ=Taof => Q=T ,0Th0oQ=T4720Ty 0 =0
H’—/ W—/
id id
Existence de la décomposition :
On pose a :=f(0) et a:= 7, of isométrie «(0) =7,(f(0))=a-a=0
= ~—

(ra)7! a

a(0)=0

« isometrie

il reste a montrer : { = « est linéaire

Vx,y € RJaa(y) — a(x)[| = d(a(x),a(y)) = d(xy) = [ly x|

« iso
En partticulier pour x=0 [la =yl | @
On calcul : <X-V,X—y>=<Xx>+<y,y>-2<X,y >
—_—— —— —
Ix=yl[? Il lIyl1?

1
s<x,y >= 3 I+ Iyl - lx-y1P] o
a préserve le prod se :

« est linéaire :  a) a(x+y)=akx) +aly) Vx,yeR"®
b) a(Xx)=Xda(x) VxeR" VxeR"™WAeR

a)
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b)
O

On a vu que fe IsomR" a la forme :
fx) =ax)+a

ou « : R — R est une isométrie linéaire et a € RY

Theoreme : - Soit a : R® — R™ une application linéire donnée de matrice Q relative a une base
orthonormé. Sont équivalent :

(i)  « est un isométrie

(i) QQ'=I

(i) Q'-Q=1

(iv) Q est inversible et Q1 = Qt

Terminologie : -
e Une base {eq,...,en} est dite othonormé
1 sii=je|lgll=1
Si < ej,ey >= . J el
0 sii#j< ejle

e Une telle matrice est appelée orthogonale et on dénote par =

O(n) = {Q € My(R)|Q- Q* =T}
L’ensemble des matrices orthogonales. on montre facilement que c’est un groupe :
O(m)#£0, I€0(n)
QP €0(m) (QP)(QP)" = QPPEQ = QQ° =id
~—~ ——
id id

Qe O(m) QHQM =QQH)! =

equivalence de

(2)=(3)

Combinaison du rappel : (AB)* = BtAt

Preuve du theoreme : -
(1)= (2) : a isomorphe = «(0) = 0 et « preserve la prod scalaire, cad :
<ax),aly) >=<x,y> Vx,y€eR"
aj by by
a= | [,b=] | €R"<ab>=aib; +..+ayby = (a1,...;an)- | : =al-b
an bn bn
Soit Q une matrice representant o par rapport a une base orthogonale B={ey,...7en}
0
<xy > =<ax),aly) >

=< Qx,Qy > eg=| 1] < i—ieme

= (Qx)"- Qy =x"(Q'Q)y =
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0

o sioi=j 1 : .
* appliqué a x=e;, y=¢; { s i;«é; 0 } =<eje; >=(0,...,1,...,0) Q'Q) |1 =Q'-Q=id
0
—_———
j—ime colone de Q'-Q

(2) = (1) :Soit o donnée par une matrice Q tq Q'Q = id Alors ¥x,y € R" :
d(a(x),a(y))? = [la(y) - a®)[]* = [laly —x)|?

=ja(y —x),a(y —x) >=< Q(y —x),Q(y —x) >

=(Q(y - x)"(Qly -x)'(Q(y —x)) = (y*X)tgtg(y*X)
id

=(y-x)'y-x) =<y-x,y-x>=|ly—x|]* =d(x,y)?

. « est injective R" — R"
= « preserve les distance =

4= (2 ..
)= (3) }trwlal

(2) = (4). On suppose que Q' - Q = id
(detQ)? = detQ' - detQ = det(Q' - Q) = det(id) = 1
N——

detQ
= detQ € {£1} = Q est inversible
£0

L = « bijective = «a isométrie
lineaire

= Q-QQ'=q
par hyp T

Ql=id-Q!

(3) = (4) : identique O

3.3 Exemples et classification des isométrie en petite dimension

n=1 ex x—-X
X —=X+a
x — x id

reflexion par ¢c € R

O(1)={Q € Mi(R)|Q"Q =1} = {1}

fe isometrieR = f(x) = £x + a pour a € R

f(x) = 4+x+a : est une translation pour l'identité pour

((5e2) -3

La composition de 2 translation est un translation

f(x) = -x+a a un point fixe en

f est la reflexion par rapport a

N N ®

DO |

la composition de 2 reflexion ?
0coh(x) = 0c(—x 4 2b) = —(—x + 2b) + 2¢ = x + 2(c — b) trans pour 2(c—Db)

. , reflexion et translation .
La compostion d’une . . est un reflexion
tranaslation et reflexion
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En resumer : - Toute isometrie de R est une composition de reflexion :

0 reflexion : identité
1 reflexion : reflexion
2 reflexion : translation

Dimension n=2 : O(2) = {Q € M2(R)|Q'Q = id}

1
Remarque : - Q€ O(n) < Ses vecteurs Ol(i);rrlfs forment une base orthogonales
vi
Q=(vilval..lvn) Q'-Q=id& | i | (vil-[va) = (vi,vj >ij)
t
v

n
Puisque les colones de Q€ O(2) forment une base orthognormale
e sa lere colone est un vecteurs de nomre 1

a 9 9 a = cos
tqa®+b* =1«
(b> E {bzsina

e Sa 2eme colone est un vecteur 1 a <§) a la forme <;\‘;> pour A € R

e Sa 2eme colone a norme 1 :

2
b
()

=202 +a?) =22 = A =41
Donc Q: (COSO& sma) ou bien Q _ (COSO[ Sin & ) det -1

sinae  cosa sinae —cos«

rotation d’angle o

Pas de valeur propre ni vecteur propre sauf si a € 7Z

cosa  sina A0
Valeur Propre : det ((sina ~ cos a) - (0 /\>> = 2 valeur propre : £1

Vecteur propre : A =1: (cosa sma > : <X> <X> = <cos'a + 1) vecteur propre pour A =1

sina  —cosa y y sin a
—sin«
A=-1 <cosa+ 1)

On a obtenu une reflexin par rapport a la droite engendré par le vecgeur propre de valeur propre = 1

une rotation (de centre O)

Done =Q€ O(2) represente soit une reflexion (par un droite passant par O)

Quen est-il de x— Q(x) + ¢ c€ R?

) Qz(iiorfs C?;;) =R, Q’est ce 7. o Ry
Voyons d’abord comment representer sous la forme x— Q(x) + ¢ ne roation d’angle « centrer en b
€ R?
TbRat_p(x) = ... = Ro(x) + (id—Rq) - b

€R2

On conclut que 7. o Ry est une rotation d’angle o centre en b= id—Ry) 1(c) < det(id—Rq) # 0
———
est inversible

< 1 n’est pas valeur propre de Ry, pour a € 27Z < Ry # id
e Si Qe O(2) detQ=-1 est une reflexion Qu'en est il de 7c 0 Q?
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Définition : - Une reflexion glissé est une composition 7, o od, ou a || d

Proposition : - f(x) = Q(x) + a une isométrie de R? avec det Q = -1. Alors f est une :
— reflexion si a L a la droite de réflexion de Q3 (= vecteur propre pour la valeur propre=1)
— réflexion glissé sinon

Preuve : -

Soit v4 = vecteur propre de Q de valeur propre +1

v_ =vecteur propre de Q de vecteur propre -1

— Siae<v. >

Q(x) + a = 04q(x) pour d =droite || a jv4; par a/2
— Siaé jv_;

a=a) +ag, a €< vy >, ag €<V >

f=Taoocyi> =Ta10 Ta2 C O<v+>
—— —_——————

Q reflexion par une droite
lla <v+>

reflexion glisse

Classification des isométrie R? : -

Toute isométrie de R? est coomposition d’au plus 3 reflexions :
— 0 réflexion : id
— 1 réflexion : réflexion
— 2 réflexion : translation si || rotation si x

— 3 rélexion : réflexion glissé
11 est vraie en toute dimension qu’une isométrie de R™ est composition d’au plus n+1 reflexions

En dimension 3 on peut encore classifier les isométrie ”a la main” (cf exos)

Théorme : - Toute isométrie de R3 préservent I'orientation et fixant origine est une rotation d’axe
passant par 1’origine

Définition : - f=7, 0 Q € Isom R" préserve (resp renverse) lorientation si det Q= +1  (resp -1)
Remarque : - Si P représente Q€ O(n) dans une autre base orthonormé alors det P=det Q car
P=T71QT

Corolaire : - Toute isométrie de R? preservant Iorientation et fixant un point p€ R? est une rotation

par un axe passant par p.

Preuve du Théoreme : -
Soit f(x) = Q(x) + v € IsomR3
f(0)=0=v=0

f preserve l'ordre < det Q = +1
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Voyons que A = 1 est valeur propre de Q :
det(Q 1) = det(Q(I- Q")) = detQdet(I- Q") = det((-1)
~—~A—— —
1 det(I-Q)
(Q-1)) = det(-I)-det(Q-I)= det = —det = det(Q-I) =0

Qe O(3) avec detQ=1. On a vu A = 1 est valeur propre. Soit ac R? ||a|| = 1 le vecteur propre pour
A = 1. On verra que < a > est 'axe de rotation de Q. Soit vi € plan orthogonales a < a > ||vi|| =1
Soit v € plan orthogonale , ||vo|| =1 et < vi,vg >=0 (p.ex vg = v X a)

1 0 0
Representons f dans la base {a,vi,vo} : P= |0 x x| f(a) =a dans la base {a,vy,va}
0 =*= =«

Qy; € plan orthogonale & a = plan engendré par vi et vo car < Qvi,a >=< Qvi, Qa >=< vi,a >=0

1 00
Donc P a la forme P=| 0 , detP = detA=1
0
1 0 O 1 0 0 1 0 O
pe OB3):I=p-pt= |0 A 0 =10 = AAt =1
0 0 A 0 AAY

= A est une rotation OJ

3.4 Groupes de symétries :

But : - Donné Y C R" étudier

Sym(Y) = {f € somR"[f(Y) = Y} et Sym™(Y)={f € Isom™R"[f(Y) =Y}
Remarque : - Sym(Y) et Sym™(Y) sont des groupes
Outils : - Actions de groupes

Définition : - Soit G un groupe et X ensemble vide : Une action de G sur X est une application :

GxX — X - 1) ex=x V¥xeX
(6x) — g-x 2 (gh)-x=g-(h-x) Vghel¥xeX

Exemple primodrial pour nous :
X=YcR® o . 3 ,
au lieu de X=Y on pourrait avoir un objet associé a Y p.ex Y=cube dans R
G = Sym(Y)
On peut prendre X={diagonale du cube}

Autre Exemple : -
1) V groupe G,V ensemble X+ () on a I’action trivial :
GxX — X
(g,x) — g-x=x VxVy
2) G=Sym(n) X={1,2,..,n}
Sym(n) x {1,2,...,n} — {1,2,...,n}
(o,1) — o(i)

3) GLyR agit sur R®
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Définition : - Une action est transitive si Vx,y € X dg € Gtqy =g-x
e une action est fidele si on a : Si g € G satisfait gx=x Vx e X = g=-¢e
Une action de groupe determine un homomorphisme :
@ G — Bij (X)
g — {x—g-x)
A verifier :
1) x— g-x est bien une bijection

2) ¢ est un homo

. o GxX — X
Rappel : - Une action d’un groupe G sur un ensemble X+ () est une application :
(g-x) — g-x
Tq: i) ex=x V¥xeX
ii) (gh)x=g-(h-x) VgheG, ¥xeX
On notera GC X
Une action GC X détermine un homomorhpisme :

G % Bj;X)
g — {x—g-x}

A vérifier : -
1) ¢ est un homom
2) Im(p C BiJ (X)

On vérifie :
Cg: X=X

2)  Soit ge G Notons
X—g-X

o Cg surj: Soit ye X
Posons x=g ! -y

Alors : pg(x) =g-x=g- (g -

1) A voir : ¢(gh) = ¢(g) o p(h)
< p(gh)(x) = p(g) o p(h)(x) VxeX
¢(gh)(x) = (gh) -x W g-(h-x)=p(g)-( h\} ) ce qui termine les vérifications

p(h)(x)
Inversement un homomorphisme : ¢ : G — B;;(X) determine une action de G sur X par :
GxX = X
p(g-x) = g(x) - x
Ceci est bien un action de groupe :
(i) ex=ple)(x) =
(i) (g'h)-x =(gh)
=g (p(h)(x)
——

h-x

X

(x) = w(g)ep(h)(x)
)

Revenons a nos exemple :
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GxX —X N G —)Bij(X)
(gx) —g-x=x g —idx VgeG

ii) Sym(n) C {1,2,...,n} — Sym(n) — Bj;({1,2,...,n}) = Sym(n)
iii) GLnR C R" — GLnR — Bij (Rn)

i) Action triviale

Rappel : - GC X fidele si pour tout gc G Sigx=x VxeX=g=e

Pour l’homom correspondant etre fidele veut dire que I’homom est injectif

Définition : - Soit GC X une action Vx € X on définit 'orbite de x par :
Gx = {g-x|g € G}

L’ensemble des orbite est dénoté G\X

Exemple : - G = rotation par l'origine rotation de R?

N Orbite de x
o 2 y
]
O
( . @ . .
-4 -2 0 |orbitede O 4
Orbite y ]

Exemple important : - les groupe diéd aux :

Soit P, C R? un n-gone régulier centré en 'origine

On cherche :
Doy, := Isom(Py) = {f € IsomR?|f(Py) = Py} et Isom(Py,)
Doy De,r,r2, .., o1
S, rs,rZS, ...,rnfls r := rotation d’angle
—_———

Ce sont des reflexions
car Plles renversent 1’ordre
et ont ’origine comme point fixe

On verra que |Doy| = 2n donc Doy, = {e, 1,12, ..., 1™ L s, 15,125, ..., 1% s}

Les n réflexion sont :

Remarque sur la notation : Sym(X) = Isom(X) deux notation pour le meme objet : {f € IsomR"™ —
f(x)=x } pour X C R"

Définition : - G C X action Soit xe X

On définit le stabilisateur de x par Stab(x)={g € Gl|g - x = x}

Exo : - Action est fidele & [ Stab(x) = {e}
xeX
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Propopsition : -
i)  Stab(x) est un sous-groupe de G

ii) Six ety sont dans la meme orbite alors Stab(x) et Stab(y) sont isomorphe
Avant cette proposition, voyons

Lemme : - Soit GC X une action de groupe. Soient x,y € X Alors :
e ou bien Gx=Gy
e ou bien GxNGy =0

Preuve du lemme : - Supposons que GxNGy # @ A voir Gx=Gy
Soit ze Gx
Puisque zeGx dge G z=g-x
zeGy dheG z=h-y

-1
Doncgx=z=h-y b, hlg)(x) =y
Voyons que Gy C Gx

Soit k-y € Gy pourk € G = k- ((h'g) - x) @ (kh1g) - x € Gx

De meme Gx C Gy par symétrie O Lemme

Conséquence du Lemme : - On peut choisir un sous-ensemble de SC X représentant des orbites
tel que :

S contient exactement un élément de chaque orbite. On a alors X = H Gs
SES

Preuve de la prop : -

i) ee Stab(x) car e © X
gh € Stab(x) = (gh)x 2 g( 2 )=x
x car heStab(x)
donc ghe Stab(x)

g€ Stab(x) :g-x=x=g (g-x) =g ! - x = g ! € Stab(x)

ii) Six ety sont dans la meme orbite, alors Gx=Gy

En effet x,y € Gz, mais x€e GxNGz = Gx= Gz

~—~—"lemme
#0

De meme Gy=Gz

En particulier, y¢ Gx donc dg € Gtqy =g-x
G—
h— ghg
On a ¢g(Stab(x)) C Stab(y)

Soit he Stab(x),  0(h)(y) = (shg )(v) = (8)(g 1y) = 8l x) =y car he Stab(x)

X X

On définit Pg 1 qui est un homom de groupe d’inverse ¢,-1

Par Sym, on a ¢,1 (Stab(y)) C Stab(x) Ce qui finit de montrer que ¢g restreint a Stab(x) est un
isomorphisme d’image Stab(y) O

Formule des orbites : - Soit GC X une action avec G fini

Pour tout xe X :
|G| = |Gx] - [Stab(x)]

61



Louis Pelloud page 62

Geometrie

Exemple : -

i

iii)

G C X action trivial

Gx = {x}

Stab(x)=G G =1G]

Sym(n) C {1,2,...,n} x=n  Orbite de n
Stab(n) = {0 € Sym(n)|o(n) =n} = Sym(n—1)
|Sym(n)[=n-|Sym(n - 1)|

Par induction : [Sym(n)|=n!

Doy C {sommet du n - gone régulier P} =X
X un sommet, orbite de x = X
Stab(x) ={id,s} —Daoyp| =n-2

Théoreme des orbites : -
G C X G fini Vx € X : |G| = |Gx]| - [Stab(x)]

Preuve : - Vy € Gx on pose :

Sy ={g € G| gx=y}

Ceci n’est pas un groupe sauf si y=r puisque pour : e-y # X

Pour x=y :  Sx = Stab(x) pour définition

© :Stab(x)  — S(y)
On a un bijection : g —h-g
d’inverse g —g/h't

Puisque ye Gx: y=hx pour he G
hlg/(x) =hly =x

En particulier  |Stab(x)| = [Sy]| G= L(I} Sy Chagque g€ un unique Sy en fait Sgx
y€ X

Gl =Y [Syl= ) [Stab(x)| = |Gx| - [Stab(x)] O
yer yer
Formule de Lagrange : - H< G groupe
. HxG —» G
G/H = {gH|g € G} Action de H sur G par : (h,g)
)8

Une orbite pour cette action < Hg classe a droite

Orbite égales ou disjointes < Vgq1,89 € G {

ou bien

ou bien

# d’orbites < # de classes a droite :=[G : H]

Maintenant onconsidere Paction de G sur G/H = {gH|g € G}

GxG/H — G/H
(g,g'H) —gg'H

Formules des orbites : |G| = | Orbite de H |- |Stab(H)| =[G : H] - [H]
— ———

x=HeG/H Stab(H)={geGlgH=H}=H

G/H car ’action H
est transitive
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Formule de Burnside : - G CX

Rappel Stab(x) = {g € Glgx =x} < G pour x € X
Définition :- Fix(g) = {x € X|gx =x} C X pourg € G
L’ensemble des points five de g € G

Théoreme : - (Formule de Burnside)

G\X| = ﬁ S [Fix(g)|

geG
Preuve : - Double comptage sur :
Y={(g,x) eGxX|g-x=x} CGxX

Varticalement :

Y =YN(Xx U {g} xX)
geG

= uUYn( Xx{g} xX)
geG ————
”droite verticale”

= U x Fi
e {g} x Fix(g) o

Y

YN (Gx U {x})
xeX
X

Horizontalement = uUYn( Gx{x} )
xeX ———

droite horizontal

LI Stab 2
L Sta ) x{x} @

SoitN = |G\X| le nombre d’orbite

Soit : S={x1,...,xn} C X un systéme de représentant des orbite

N
o ) @ b =S bix
D [Fix(@)] = Y[ = ) [Stab(x)[ = > |Stab(x)|

geG xeX \1:1 Xerl, [Stab(x;)| car x€Gx;

X:'I_IlGxi |Gx;||Stab(x;)| (formule des orbite) O
i= —_——
IG
Application : - Enumération d’objet géométrique / combinatoires

Combien existe-t-il de choix de 7 perles différentes :
ler idée : 7 choix par perle ~ 76 fauz car les collier ont des symétries

L’esnemble de toute les représentation possible de collier a 6 perles, de 7 types différents est donné
par :

X = {X : {Pl, ...,PG} — {17 2,3, ..., 7}}
6 . , . . DigxX — X
(—X—=T°) L’action de Dy sur ’héxagone induit : 4
(g:x) = {Pi—=x(g Py}

Deux représentation de collier x1,x2 € X
représentent le meme collier ssi x1,x2 sont dans la meme orbite de D1s C X

on cherche alors le # d’orbite de D1a C X

1
=D Z |Fix(g)] Dio = {id,1“71"27 ...,r5,s,rs,...,r5s}
Dl 55, —

reflexion
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id : Fix(Id) = X  |Fix(id)|7°
r : Fix(r) = collier constant x(P;) = x(P;) Vi,

ou

r1Fix(r 1)
r2Fix(rt? )
- . . x(P1) =x(P3) = x(P5)
r 2 collier tq : x(P3) = x(P4) = x(Pg)

|Fix(r+2)| = 72
? |Fix(v3)| =7

3 réfléxion par des droites passant par des sommet opposé

|Fix| = 74

3 rélexion de droites passants par les milieux d’arrete opposés

|Fix| = 73

1
# d'orbite= — |7 +2.742. 72+ +3. 3 4+3. 7

12

Retour a ce qui nous interesse : Isom(X) = {f € Isom(R")|f(X) = X} pour XC R"

+ Isom(X) = {f € Isom + (R")|{(X) =X}
n=1 cf exo
n=2 e X=P, n-gone régulier
Isom(Py) = Doy
Isom+(Py,) = {enr,...,t" 1} = Z/nZ

o Isom(X) = {e,r,..,t" 1} = Z/nZ

n=3 e Isom (ttracde) = Sym(4)
Isom-+(tétraede) = Alt(4)
e (C=cube, centré en origine
G=Isom(C) C X = {sommet de C}

Remarque : - Si ge Galors g(0) =0
car 0 = N diagonale et g(digonale) est une diagonale
Soit x€ x Formule des orbites |G| = |Gx| - |Stab(x)|
|Gx| =8 |Stab(x)| = |Orbite de a|

3
Stab(x)C {arrete par x}

Combien de fe Isom(C) tq f(x) =x f(a)=a?

= { est l'isométrie qui fixe la plan 3 0, x q = f=id ourefl = |G| =8-3-2 =48

G =Isom(C) |G| =48

GT =TIsom™(C) meme preuve sauf que Stab(arrete) < GT

|GT| =24 D={diagonale de C} |D| =4
Gt xD =D

G et GT agissent sur D : (td) S £(d)

Action determine un homomorphisme G — Sym(4) |D|

C est injective :  (un peu + tard)
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|G| =|Sym(4)| =24 = pestunisom GT = Sym(4) reste a determiner G :

-1 0 0
(la symétrie centrale) représenter par la matrice: | 0 -1 0
0 0 -1

¢ R 5 R3

Soit
I X =X

-1 0 0

det| 0O -1 0 | =-1 donc c renverse 'orientation
0 0 -1

Posons Cg = {id ¢} (groupe a Z : 27)

G+XCQ - G

On définit un homomorhpisme (£, %) L focE

¢ est bien un homomorphisme : ¢(f, ce) - (g,c?))) = fogoc® oc®
—— ——

(fog,ceoc?
o(f,cf) o p(g,c®) =fo cogocd il suffit de voir que goc® =cfog

pour € =0 : goid = id o gv’
poure =1lgoc=cog g est représenté par une matrice Q (car g(0) = 0)

-1 -1
& Q -1 = -1 Qv
-1 -1

é est injective : Si ¢(f,c¥) =foc® =id = =f 1 = =0 (car c renverse = id =f 1 = id =f O
Puisque |GT x Ca| = |G| = ¢ est un isomorphisme et donc G= Sym(4) x Z/nZ

Reste a voir que ¢ : GT — Sym(4) = |D| est injective. Soit f€ G tq ¢(f) = id

f fixe les diagonales, donc f({x;,X5}) = {x;, %}

Si f(x1) = X1 Pour chaque voisin x2,x3,x4 de x7 on sait que f(x;) € {x1,Xi}

d(f(x1),f(x1)) = d(x1,x1) = f(xy) est voisin de f(x1) =X x; = pas voisin de X7 = f(x;) =X
Si f(x;) = X = f = ¢ symétrie centrale et f ¢ G

Donc notre supposition que f(x1) = X7 est fausse et f(x1) =x1

Par symétrie f(v)=v pour tous les sommets = f = id

e D=dodécaedre; meme genre de preuve pour Isom(C)
Isom™ (D) = Alt(5)

On laisse Isom(D) agir sur les cubes inscrit dans le dodécaedre et montre : Tsom (D) 2 Alt(5) xZ/27

e L’octaedre et l'isocaedre s’obtiennent par dualité

Remarque : - Isom (T) = Sym(4)
Iso™ (T) = Alt(4)
Est-ce que Isom(T) = Isopm™ (T) x Z/27Z Non car Sym(4) % Alt(4) x Z/27Z

pourquoi la meme preuve que pour le cube ne marche pas ? Car la symétrie centrale ¢ ¢ Isom(T)
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4 Chapitre IV : Géométrie sphérique

4.1 Aire de A sphérique

S? = {x,y,2) e R} x%2 +y2 + 22 =1}
Les droites ~» grands cercle (cad S2N plan par Porigine)
segments de droites ~» arcs de grands cercle

Un A sphérique de sommets P,Q,R dans une hémispgere H est déterminé par les uniques segemtns
reliant P,Q et R dans H

L’angle entre deux arcs de cercles est l’angle entre les plans sous jacents :

Supposons que :
e [’aire de triangle varie continuement
e laire est invariente par rotation  Aire(Rq (X)) = Aire(X)
o Aire(S?) = 47

Théoreme : - Soit A sphérique d’angles «, 8,7 Alors Aire(A) =a+ 8 +~v-7
Remarque : - E, particulier a + § + v d’un sphérique est toujours 7 car Aire(A) > 0

Preuve : - On considére des lunes pour 0 < o < 27

Aff laire de (Ly) = 2«

2
Preuve de P’affirmation : - ler cas: a = il qe N
q
2
On recouvre S? de q lunes Ly, 47 = Aire(S?) = q(Aire(Ly) = Aire(Ly) = 2T — 94
q
= Aire(Ly) = p Aire(Le) ler cas
R,_p/

2a/p

cas général Continuité et densité de Q dans R [0 Aff
271 = Aire(hemisphere nord) = Aire(Ly) + Aire(Lg) + Aire(Ly) — 2Aire(A)
< 21 =20+ 23 + 27 — 2aire(A) O th

Corolaire : - Pour FC S? un n-gone sphérique d’angles a1, ..., an alors :
AireF)=a+..+an—(n-2)7

Conséquence (du th(du cor))

Formule d’euler : - PC R3 un polyedre convexe avec :

v sommet
e arrete
f faces

Alors : v-e+f=2
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Preuve : - Supposons que o€ intérieur de P On projette P sur S2
meme nombre de sommet d’arrete et de faces
Soient F1, ..., F¢ les faces de la projection F; est un n-gone
2= ufp; .
i=1

f f
Am = Aire(S?) = Z Aire(Fy) = Z(somme des angles de F; — (nj —2)7)
i=1 i=1

f f
= ZZ angles de Fi)thiw—i—f-Qw
i=1 i=1

4.2 Projection stéréograophique et inversion :
S2 € R3 On identifie R? a : {(x,y,0) € R3 | x,y € .R}

la projection stéréographique ¢n = @ : SQ\{N} — R?  est definie par la projection a partir de N sur

R? Plus précisement P € S? est envoye sur l'intersectionn de la droite d par P et N avec R?
Immédiat Pe I'équatezur : p(P) =P
@(I’hémisphere nord) = exterieur du disque de rayon 1 dans R?
(hémisphere sud)=intérieur du disuqge de rayon 1 dans R?
explicitement P= (x,y,z) € S2 donc  x*>+y2+z2=1
Droite par P et N : d = {(1-t)N + tP = point € R?
—_———
(tx,ty,tz+1-t
1

tz+1l-t =0t = —

1-z

¢ :S%\{N} = R?

Donc : 1 y

Sonn inverse se calcul explicitement :
Soit  (u,v) = (u,v,0) € R?
On cherche I'intersection entre S? et la droite par (u,v,0) et N=(0,0,1) :
d={(1-1)(0,0,1) +1(u,v,0) | t € R?}

S? 5 (tu,tv,1-t)
& (tu)? + )2+ (1-t)2 =1

t2(u2+v2+1)-2t+1
St +v2+1)-2)=0

Pour t=0 on retrouve le pole nord :

- 2 2 w?+v241-2
Sit#0 t(y2+v2+1)=2; @t:m Ona:lft:17u2+v2+1: TiveaT
uw? +v2-1
P
Don co ! : R? — S2\{N}

(uv)ﬁ< 2u 2v u2+v21>

’ w4 v+ w2+ v+ 1wl +v2+1
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Propriété remarquable : -

La prjection stéréographiqe envvoie des cercles de S2 sur des droites ou des cercles de R2

Théoreme 2 : - ¢(cercle passant par N) = droite de R?
Et ¢! (droite de R?) = cercle passant par N

Preuve : -

Un cercle dans S2 est 7 N'S2 ou 7 est un plan de R3 intersectqnt S? en plus qu'un point. On suppose
que Ne 7N S? donc Ne 7

La droite d entreN et P est inclue dans 7 puisque P et N €

©(P) =dNR? c 7 NR?

Inversement soit 1 C R? une droite

Soit 7 la plan contenant 1 et N
soit Q €1, © 1(S) C Jaks

droite par Q et N cercle de S? passant par N

Les deux inclusion (7 N S?) C droite 7 NR? et ¢ (1) € 7 N'S? demonstration du Lemme

Théoreme : - ¢(carcle ne passant pas par N) = cercle de R? et ¢ !(cercle de R?) =cercle ne passant
pas par N
Preuve : - Soit 7 C R3 un plan tq : # N'S? est un cercle (x,y,z)€ 71N S2 < :

2 +y? 422 =1; (i)ax+by+cz+d=0

On suppose que N¢ N S? donc en particulier c+d# 0
N# (x,y,2) € 7N S?

71( ) 2u 2v w4+viol
u,v) =
¢ ’ WHvZ4+1U w2 4+v24+1u24+v2+1

L’equation (1) devient :

20 v w? +v2 -1
a C
wW+vi4+1l w2 +vi4l o uZ4vi4d

+d=0
2au+2bvtc(u? +v2 - 1) +d(u? +v2 +1) =0
s u?(c+ D) +2au+vi(c+D)+2bv+d-c=0

2 a 2 b d*C
w4 u—2 P
[ S e e g

=0

2
a b \2 _ a24b? | cd
®<u+c+d> +(vaha) = e

- -b
c’est ’équation d’un cercle de centre —a, —— | et rayon y/ojvhef
c+d c+d
2 2 2 2 2 2
a“+Db c—d a‘+b” +c*—-d 9 19 . 9 9
*pourautantque:m+c_’_—d>0 = T d)? Sa*+b?+c¢v-d* >0

il faaut encore utiliser la fait que m N S2 est un cercle

Srlg on peut supposer que n=(a,b,c) le vecteur normal au plan 7 est de norme 1 cad ne S% a24+b%4c2 =
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1 (x,y.2)
VPenr <P,n>=ax+by+cz=-d
AMenr <Apn>=A<nn>=A=-d

7NS2 est un cercle & -1< A=-d<1=d2<1

Pour montrer que ¢+ (cercle ]R2) = cercle de S? ne passant pas par N. Il suffit de voir que tout cercle
de R2 est décrit par une equation de la forme A

C={(u,v) | (u-ag)?+ (v-bo)* = (r0)%}

On cherche a,b,c,d On va supposer que c+d=1

| R—agetieed
— a=-ag b=-Dbg et on résoud pour c,d a partir de O
c+d=1

Théoreme : - (sans preuve)
La projection stéréographique préserve les angles
inversion Une reflexion oy : R2 — R? par rapport a une droite 1 satisfait :

i) o(P)=P VvVPel

ii) o] échange les coté de 1 On cherche I’analogue pour

iii) les cercles et droites L a1 sont laissé globalement invariantpar o
une reflexion par rapport a un cercle

Rappel : - Euclide II1.36

AP-A’P’ ne dépend pqu du crcle et de A éxtérieur au cercle mais pas de la droite

Proposition : - Soit C un cercle de centre O, dans R? :

1l existe une unique application 1 : R?\{O¢} — R?\{O¢} telle que :
i) wc(P)=P VvVPeC
ii)  tc échange l'intérieur et exteirueur du cercle C

iii) Les cerlces et droites L a C sont laissé globalement invariants par ¢
Terminologie : - (¢ est 'inversion par rapport au cercle C

Preuve : - Unicité et construction de (¢

e SiPeC, onposetc(P)=P
Donc (¢(P) € dNC’ = {P,P’} Mais puisque tc(P) € exterieur
e Si P est a l'interieur

de C (par ii)) on est obligvé de poser 1(P) := P’
e Si P est a 'exterieur identique

tc est bien définie cad indépandant du choix de C’

2
I111.36 : OcP-Pc-P =  (OcT )2 Donc OcP’ = T e dépend pas de C’
—— Ocp
r:=rayon de C
1'2
Donc P’ est 'unique point sur le rayon par P de O¢ a distance OcP deO¢
C

Le staisfait les propriétés 1), ii), iii) : i) et ii) derivé par construction
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Propriété : -
1) tcoc=id

2) Exo Si C et C’ sont concentrique (cad il ont le meme centre)

» '\ 2
alors : (¢ otc = homotétie de rapport | —
r

RZ =C
(xy) < x+iy
C=S’ le cerlce unité {z € C| |Z| =1} Expression pour vy : C\{0} — {0}

1g-(s) € Az avec A€ R Pour z=re'? g (z) = Arel?

3)  On identifie

|z| -|ig/(2z)| = rayon du cercle =1
~ ~Y——

' ir 1 1 1
i0 0

= )\ = — la/lz) = —I‘el = —. = —

r2 S ( ) r2 r Z

N[

Donc g/ (z) =

4) Si C C C cercle arbitraire centre a rayon r
2
r
Exo:i(s) = ——=+a

z—a
idée : tc=TaoHrotg oHroT 4

5) RA{0} % S2\{S;, N} 2 R\ {0}

Proposition : - L’inversion tc : R2\{O¢} — R?{O¢} envoie

1)  Les droites passant par Og sur des droites passant par O¢ (en fait sur elle meme)

)

Les cercles assatn par O¢ sur des droites ne passant par O¢

w

)
) les droites ne passant pas par O¢ suur des cercles passant par O¢
)

4) Les cercles ne passant pas par O¢ sur des cercles ne passants pas par Oc

Idée CU {400}

tc(Og) = 400
te(+o0) = O¢
On pense aux droites comme & des cercles par +o0o

On étend 1o a C en posant :

Les cercles dans C son soit des vrais cercle de C soit des droites

DE méme la projection stéréographique s’étend & S? en posant eN(N) = 400
En fait X et un sphere S2

Preuve de la proposition : -
On peut sans restreindre la généralité supposer que C = S’

Posons: t:=1tgy Ona t=¢pNo (SDNY1
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1)  «(droite par 0) = on( goél (droite par 0)) 1l passe par N = o (0)
cercle passant par S (Lemme 1) droite par le lemme 1
qui passe par 0=pN(S)
2) N (pg) !(cercle passant par 0) Ce cerlce passe pas Nc,og1 (0) ne passe pas par 0=¢N(S)
cercle ne passant pas par S( Th 2) droite par le lemme 1

&5 | droite e pssant pas poc O )

Cercle pac S (Hemme 4)
3) he passc.pas pa- N: €53 (o)

teccle (por St
Gii puse p O= Enls)
1 eLs( el e pussank s porc)

corde qui re puise pad pur S (Teed]
4) qw re pase paof)c( N-E5lo)

Ceccle oar (The2)
ne passant pas pur 8= Euls)

Théoreme : - Les inversions renversent les angles orienté

Idée L’angle entre deux courbes de R2 est I'angle entre les vecteurs tangent

Pour f :R? — R? la dérivée en <XO) € R? <X) — <f1(X’ y)) est donné par

Yo y fa(x,y)
of of
éTi(XOaYO) a?,l(xo,}’o)
of 0
an(XOJO) (T;(XOJO)
. . .. . " Aa ——Ab
Elle préserve les angles si c’est une composition de rotation et homotétie cad = \b \a
A>0 a?+b2=1
il suffit de montrer le théoreme pour le cercle unité
1 " _ 1 Z
t(z) == compositionde z — 7 e z — — = —3
z —— 2|

Z
enverse les angles —
preserve les angle

R* - R?
X
X <2 4 x2 et on calcul la dérivée explicitement [
v) 7 7j§
x2 +y?

Application : Le prisme de Steiner : -
Soient C1, Co deux cercles avec Co a l'intérieur de Cq

Soit I'1 un cercle tangent a C1 et Co
Soit 'y un cercle tangent a Cq et I'y

On continue inductivement :
T := cercle tangent ¢ C1,Co et Iy 1 T # T
Soit n€ NU {400} le + petit entier tq 'y =Ty

Affirmation Ce n est indépandent des choix de I'y et I'y il ne déoend pas que Cy et Co
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Preuve : - Un cas évident : Si Cy et Co sont concentrique

Dans le cas général on veut trouver une inversion tq ¢(Cq) et ¢(C9) sont concentrique. Puisque 'inversion
1 2
préserve les cercles et les angles, 'affirmation découle du cas évident ci-dessus

Affirmation 3 cercle L & C; Cy et a la droite O etOo
Modulo l'affirmation : Soit P un des points d’intersections de C avec la droites d
Soit C’ un cercle arbitraire de centre P Soit ¢ := ¢

C droite ne passant pas par le centre P
C1, Cy cercle ne passant pas par P
CiJ_d L(Ci)J_d
CiLC 1(Cy) Le(C) = droite L «(d) =d
———

le centrede ¢(C;) est dNe(C)
1l ne reste plus qu’a montrer aff’ :
On peut supposer que O1 =0 et que d est la droite de coordonnées x (horizontal)

On cherche x réel tq [xT| = |xT’| pour T,T’ les points de tangence

Dans le cas C=cercle centré en x de rayon |xT| (1)
IXT']?2 = (x—a+1)(x—a-1) (2)
On cherche x tq :  |xT|? = (x —1)(x + 1) = |xT’|?
a2 + 1‘2 _ (I‘l)2
2a
(1) n’a un sens que si x > r et (2) si x> a+ 1’
A vérifier aZ+12- ()2 >2ar e (a-1)2 > ()2 er-a>r ok

= X =
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5 Chapitre V : Géométrie Hyperbolique

5.1 Transformation de Mobius
C =CU{+o0}
Cercle de C cest soit un cercle de C soit une droite (< cercle par +00 )

Inversion de C c’est soit un inversion ¢, C C C soit une réfléxion oy | une droite

Définition : - Mobh(2) = {f: C — C | f = tc0... 0 C1 ou ¢ sont des inversion}

MobT(2) = {f : C — C f = 1y 0...0Cy ouk est pair} Les éléments de Mab (2) sont appelées
transformation de Mdbius, et MobT (2) est le groupe de Mdbius

Pour Ae GLoC on définit

a by 1 C —=C 1 +00 00
az+Db ou on comprend que : — = +o00; —— = 4o00; — =1
c d 0 1 00
cz+d
aco+b a . —d
par ex @A (+o0) = =—; siz= — alors 9 (z) = +o0
EE— cood c c
Exemple : -
1 0 1-z+0
o a=(y V) e - 50—

1) A= ( B ?) wa(z)=2z+Db translation par b

a composition d’un homéotétie

a 0
2) A= <O d> 1(z) = a4’ facteur r et d’une rotation de C

0 1 0-z+1 1
A: = = —
5 a=(] o) e =11

4) SiAeC#0 = pya=0paA

Théoreme : - L’application
©: SLeC —Mosbt(2)

définit un homomorphisme surjectif de noyau : - {£id}
A — QA

Remarque : -
1) Puisque Mob™(2) C Bij((@) cet homomorhpisme définit una action de SLyC sur C
2) en particulier Méb™ (2) = SLoC/{id} ( := PSLyC)

Lemme 1 : - Toute matrice de GLoC est produit de matrice de la fomre :
1 b\ a 0\ 0 1
0 1)’ 0 d)’ 10

1) vrai pour les matrices de la forme :

a b (a0 1 b/a
0 d —\0 d 0 1
——

det=a-b#£0=a+#0

Preuve : -
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2) vrai pour les matrices de la formes

ED-( 96D

cas (1)

3) cas général :
: a b b-da a\ /g 1
¢ # 0 sinon cas (1) (c d>_< 0° i) (c d) O
N —— N——
cas (1) cas (2)
2y . 2 A az+b
Lemme 2 : - Pour tout cercle C l'inversion tcC — C est de la forme : z — ard’
7

b
pour (: d> € GLoC

De plus <j 2) € GLyR <= C est orthogonal & la droite réelle R ¢ C

Preuve : -
2 2 = =
. +a(z—a
e Soit C un cercle de centre a, rayonrexo:z,c(z):_r_—i—a:r _Z_ )
Z—a Z—a
a 12— l|a]? a-z+ (12— |af?
1 -a Z—a
a 12— |a|?

C1lR <= acR (1 5

e Si le cercle de C est un droite d :
d={v+iw | A eR}

oq4(z)={z—=z2-vowlz-v)=>wlz-v)=swwl(z-v) = wwl(z-v)+v=w?Z-w2v+v}

2

2 _ _
~~ matrice (VB i 1 1)V) € GL,C

2 2=
odw<vg W‘1’+V> dlR < WlR < weiR+|w|=1 = w =i

2 — 1 <= matrice a la forme :

(1 v”)eGLQR 0

En résumé : dIR <= w=4i «<— w
0 1

/ /
Preuve du Théoreme : - o A:(j b) Al= <j/ b ) € GL,C

d d
a'z + b/
PA 0 ppr(z) = pa Jord
/ +b/
@ (2’Z+d/) +b ~a@z+b)+b(cz+d)  (aa’ +bc')z+ (ab’ + bd’)
T (a’z—l—l(:i)') g cl@z4+b)+d(z+d)  (ca! +dc)z + (cb +dd)
c’z+d’

/ / / /
_ , _ [aa +bc’ ab’+bd
= panr(2) AAT = <Ca'+dcl b’ +dd’

En particulier : o5 0o py1 =id = p 1 0pp
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Donc ¢4 : C — Cest bijective et A — A définit un homomorphisme deGLyC — Bj; (C)
o Ker p{+£id}

pid=¢id =id  (pra =pa A#0)

Si Ae Kerpap :

. az+Db R
oA =id — z:gpA(z):CZ+d Vz e C

— c2+(d-a)z b=0 VzeC
deg f <2 = fa au plus 2 racines.Ici Vz € C est racines

a 0

= coeff sontnul ¢=0; d-a=0; b=0 A:(O a

) € SLoC

detA =a2=1 = a==+1
Imp = M6b™(2) = p(SLyC) = ¢(GL2C)

car SLoC < GLoC

A € GLC = 3\ € C* tq detAA = 1 = det (3 g) detA = AdetA
AA € SLyC ©A = PrA € ©(SLoC) Prendre A tq A2 = ﬁ

o(GLoC) € Mobt(2)

il faut voir que VA € GLoC pp est un composition d’un nombre pair d’inversion :

. . 1 b a 0 0 1
Lemme 1 = il suffit de le voir pour <O 1>, <0 d>’ (1 O>

()oa = z—2z+b  translation par b est coup de deux réfléxion par droites

@e(f )@=

(3) composition de tgr et réflexion par la droite R

H, o Roty, (z) = composition de deux inversion

homotétie de t d’anal
facteur r ot alangie @

Composition de 2 réflexion par des droites X

©(GL2C) DM&bT(2)
az+b

a b
rd avec (C d) € GLoC

Donc une composition de deux inversions a la forme :

Par le Lemme 2 toute inversion a la fomre z —

a'z+b’
dZ+ D . a(c'z+d’> +b

'z +d’ Y
o(2Zh) +4a

== )

Donc une compostion de 2 inversion € ¢(GL2C) et donc toute composition d’un nombre pair d’inversion
aussi O

5.2 Birapport
Définition : - Soient z1,22,23,24 € C tq 21 # 74,79 # 73
Leur birapport est le nombre complezxe :

71— 73 72— 74
71— 724 7273

e CU+

[21,22,23,24] =
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Remarque : -
00
1) d’apres nos conventions <+— = 1)
00

+00
[+OO7Z27Z37Z4] = E =
De meme pour z9,7z3 ou z4 = 00
2)  [z1,21,23,24] = 1 = [21, 22,723, 23]

3)  [z1,22,23,24) = (22,21, 24, 23]

Théoreme : - Vz1,29,23,24 € C avec 71 # 74, 72 F 73
1) Vo eMobt(2)  [p(21), p(22), 9(23), p(24)] = [21, 22,23, 24]
2) Ve €Mob(2) \ Mob™(2)  [p(21), p(22), ¢(23), p(24)] = [21, 22, 23, 24]

Preuve : -

1) On a vu que tout ¢ €Mob™(2) est dde la forme  (z) = avec
<j 2) € SLoC est produit de matrices de la forme :
1 b a 0 0 1
0 1 0 d 1 0
Puisuge A— @4 est un homom, il suffit de démontrer 1) pour les matrices ci-dessus :
1 b
A:(O 1) : wa(z)=2z+b

[@(Zl)v@(Z2)7@(23>7@(Z4>]
= [z1 +b,z2 +b,23 + b,z4 + b]
(z14+B)~ (z3+PB) ((z1+P) (z4+B))

S B @ B) (B mr By

(5 ) w0-3

[oa(z1): oA (22), oa(23)pa(za)] = (wzi,wzo,wzg,wzy] = ;Zﬁ;ﬁj:ﬁj
[21, 22, 23, 24]

Y e

ea(er) eala) oala) oatan)] = |2 % L]

1)z —1/z3 1/23—1/24
1/21-1/z4 1/29—1/23
_ (z123)(1/21 —1/23) (2224)(1/22 — 1/24)

 (2924)(1/21 — 1/24)  (2223)(1/29 — 1/23)
7371 74— 79

== = [z1,722,23,24)] ce qui montre 1) du Théoreme
Z4 — 21 23722

2) Si ® € Mb™(2)\Mb™(2) alors 1oy € MbT(2) V inversion ¢
~~

nombre d’inversion
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Prenons ¢ = l'inversion (cad la reflexion)par rapport a la droite réelle
(z) =7

Par le point 1) (car 1o € Mb™(2)) :

[21,22,23,24] = [t 0 ©(z1),00@(z2)L 0 p(23),1 0 V(z4)]

car 1(z) =7 = [p(21), p(z2)p(23)p(24)] = @(21)p(22)p(23)p(24)

Application : -

Proposition : - Quatre points distinct de C sont sur un cercle si et seulement si leur birapport est réel

g e
r

(b 4)€ R

G (A Ju \l’M\ kL\
\,HI'-‘)(I au v \0(

Lemme : - Vz..z4 € Cdistinct 3 € MbT(2) tq

p(z1) = +o0
p(22) =0
p(z3) = +1
p(74) = [21..24]
az+b
Preuve du Lemme : - II faut trouver A € GLoCtq  pa(z) = p——
Z
envoie z1 sur + 00 & 400 - (z)—az1+b—0
! AV = cz1 +d
ez +d=0
Envoie 79 sur 0 S 0=pp(z)=a-229+b=0
envoie z3 sur + 1
b
1= pa(m) = BE2 gy +d=am +b e (a-c)rg+ (b—d) =0
czg +d

Posons A=( 23~ %1 %2 (23— 21)
z3 29 —21(23 — 23)

Clairement cette matrice staisfait :
cz1+d=0 az+b=0

(a—c)z3+ (b-d) =0
—— ——

72771 2172377273

77



Louis Pelloud page 78 Geometrie

donc pp(2z1) = +oo  p(z2) = 0 et p(z3) = +1
det A = (Z3 — Zl)(*Zl)(Zg — Zg) — (Z3 — ZQ)(*ZQ)(Z3 — Zl)
= (22 —21)(23 — 21)(23 — 22) # 0 puisque z1..z3 sont distinct dans colone

b
a
—_——
—
. (Z3 — Z1) <74 + (7Z2(Z3 — Zl)) 23— 71 2472
"INV = : = [71,24,23,24] O
(z3—22) - 24 + (—21(23 — 22) 73— 29 74— 71
N—— N————
c d
Preuve de la proposition : - z,7Z9,23,24C ;distinct € cerlce

Soit ¢ € Mb*(2) tq (z1) = +00  @(22) =0 @(z3) =1 @(z4) = [21,22,23,24] € cerlce
Le seul cercle contenant +00 0 et 1 est la droite réelle R donc +00,0,1[z1,72,23,24] € cercle <=
[21,22,23,24] € R O
5.3 Le disque de Poincarré
On pose D={z € C| |z| < 1} ce bord est S’ = {z € C| |z| =1}

On aimerait définir une fonction distance sur D

Soit 21,29 € D 3! cercle L S’ est contenant z1 et zo Soient z{°z5° les 2 points d’intersection
Définition : - La distance hyperbolique entre z| zo est définie par :
dp(z1,22) = —log[z12227°25°] (eR>0)
————
€R
Remarque : -

1) Siz; =z 7 un unique cercle contient zq et zg et L a S’
Pour chacun de ces cercle on peut prouver
- [z1,22,23,724] = £1  qui correspond a dp(z1..24) =0

Pour chaque deux cercle
2) Soient z1,72,23 € cercle € D1aS’
dD(Zl...Z4) + dD(Zl...Zg) =
= 710g[Z15 Z2, U, V] - IOg[Z27 Zz3, U, V]
710g([zlv 72, U, V] : [237 z3, U, VD
Z] - U Z9g—V Zo—U 23V

— 1 —dq
8| Ty e 23—y z3_u p(71,73)

[21,23,u,v]

dpz1,22) = —loglz1, 22, 27°, 257

71,729 € D

Lemme : -
(i)  Si¢ € Mob(2) est composition d’inversion par des cercle L a S’ alors : (D) =D et

dp(p(21), ¢(22)) = dp (21, 22)
(ii) Vz1 # 22 € D 3 une inversion par un cercle C L S’ tq tc(2z1) =22 to(z2) =21
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Preuve : -

(i) 11 suffit de montrer (i) pour ¢ = un inversion (¢ par un cercle C LS’

Montrons d’abord que (D) =D

tc(S') est un cercle othogonal a t(C) =C; = C’est ’S” (puisque S’ LC ) passant CNS’

L est continu
w(Sh) =5
Léxtérieur d 87 < 1o(D) € C\D *

} = D est ou bien envoyé sur l'intérieur de S’ < 1(D) C D ou bien

Pour ze DNCon a tc(z) =z € D ce qui exclut *

(D) Cc D

On a bien D = 1ara(D) € 1o

(D) } —— Lc(D) =D
dp (vc(z1), Le(z2)) = —log([te(z1), to(z2), wi, wa]) = *

Affirmation : wi = ¢ (25°) et wo = 1 (25°)

Preuve : 1(C’) est 'unique arc de cercle 1 S’ pasant par t¢(z1) et vc(z2)

22°eC'nS = 1c(z°) € 1c(C) NS = {w1,wa} O
* = _IOg[LC(Zl)vLC(ZQ)aLC(ZTO)vLC(ZgO)] = _1og([zl7z27z<1>o7zcz>o})
car tc est une coup d’une inversion (impair)

€ R puisque z1,22,27°,25° € cercle = —log([z1,22,27°,25°)] = dp(z1,22) Od3)

(ii) Soient z1 # 29 € D A voir : 3 cercle C L S’ tq t¢(21) = 22

on remarque que tc:(z1)et tc(z2) sont du meme coté de 1(S’) car z; et zo étaint les deux a l'intérieur
de S’

On cherche la rayon r tq dy -dg = 1% didg =12 = 1" (1c(z1)) = to(z2) 3 CLS car C7 Lif(S') et
vo(z1) = 2 puisque 1o” (1(21)) = 1(:(22) 0 lemme

Conséquence : -
1)  Le refléxion par des droite passatn pas 0€ D preservent D
2) Les rotation centré en 0€ D préservent dp (car composition de 2 réfléxions)

3)  On peut étudier les cercles hyperboliques : donné zg € Dr € R > 0
{z€D|dp(z0,2) =1}

1-t 1-r7*
Pour zg =0 € D dp(0,t) = —log =r&t= !

1+t 14
S={z€D|dp(0,2z) =r} est un cercle Fuclidien

— efr
1+eT

Tout cercle hyperbolique est un cercle Euclidien

t(t(S)) =S ={z | d(zg0,2) =1}

Lemme (ii) 3 inversion ¢ tq ¢(zg) =0

de Centre 0 et rayon Euclidien t = En effet : z€ S < Rotq(z) € S

U(S) = {w | d(0,w) =1}
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4) V71,29 € D3¢ € Mob(2) composition d’inversion par des cercles S’
tq p(z1) =0 et (z2) € [0,1)

Proposition : - dp satisfait :
i) dp (z1,22) =0 21 =2
i)  dp(z1,22) =d(zo,21) V21,29
iii) < A strictement d(z1,22) < d(z1,292) + d(z2,23) V21,292,273

Avec = si et seulement si zo € arc de cerlce LS’ entre z7 et z3

Preuve : -
(i) = Si z1 = z9 on pose dp(z1,22) :=0
— Soient z1,z9 € D Conséquence : 4) Jp composition d’inverse par cercle L S’ tq

¢(z1) = 0 et p(z2) € 10,1)

1-t
1+t

dp(z1,22) = dp(p(z1), p(22)) = dp(0,t) = ~log

Sizi #29 = t#£0et —log1 . >0 < dp(t1,t2) #0

(ii) dp(z1,22) = -log[z1,22,27°,25°] = dp(z2,21) = log[za,21,25°,25°

(iii) Soient z1,22,2z3 € D Conséquence 4) : ¢ composition d’inverse par cercle L S’ tq
p(z1) = 0et p(z3) =t €[0,1)

On pose w := p(z2) A voir : dp(z1,23) < dp(z1,22) + dp(z2,23)

Puisque dp(z;,2j) < dp(0,t) < dp(0,w) + dp(w,t)

On pose Sg = {z € D | dp(0,z) = dp(0,w)}

St ={z €D |dp(t,z) =dp(t,w)}

t n’est pas le centre du cercle euclidien St, mais on sait que le centre de St est sur I'axe réel :

En effet z— 7z préserve des distance

Puisque t —t De plus Sg NSt = {w,w}
St — St
On pose : x€ Sy N (-1, 1)
y€ SN (0,1)
dp(0,t) < dp(0,x) +dp(x,t) <dp(0,y) +dp(x,t) = dp(0,w)+dp(w,t)

Postulat 1 : - VA # B €D 3 segment de droite hyperbolique (cad arc de cercle) reliant A et B
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Propriété de A hyperbolique : -

Polygone —R>0

Aire On suppose 3 fonction Aire hyperbolique

qui satisfait :

e Continuite
e Additivite Aire = Aire(A) + Aire(B)
o Aire(A) = Aire(pA) Sip € Isom(D, dy)

Théoreme : - Aire(A hyp d’angle) = 71— (a+ 8+ 7)
On peut considéré des A avec des sommets sur S’ dans ce cas a = f = =0 et Aire (A) ==

Le fait que Aire (A avec des sommets ) et sonstante décante de fait Vzq, 29,23 € S’

Preuve du théoreme : -

baire =T —-a - -7)

Montrons le cas ou 2 sommets sur S’ :
Aire Ay =7 -«

2m 2m
Vrai pour @ = ~—— ; n-Aire(A~~) = Aire(n- gone avec sommets sur ') ;
n n

(n-2)-m

Vrai pour o = L ; Aire (ABQ’TF) + Aire (p + 1 — gone avec sommet sur S’) =p - Aire (A%r)
q q
= Aire(A%Zw) =7- 3277

Cas général
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