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Roppel: + Xe fibrd tongent & M est une varStd o climension 2n
« do. différenticlie et une cpplication lisse df: TH— TN
o e chomp de vecteurs sur M comme une opplication
vi H=TH  tq vo'Tl‘:--; i‘.d_.n_

DEf; Mne vardté eo puo.uéu_sgg u. si Jon mﬁ’gm Srphisme

§ Hx Rﬂ — TH "‘1 - e¢¢c Vp §‘ Py xR — T
{pt=xR"

ey - . s | : | | _ | [z JE -
il x| Q ey i)

Rem. : §* n'est par po.rouéu'.sa.bu. (Precn di vari€tés ne sonr pear
_paraliéisaioes )

En ‘fmt Vv' $2 - TS* un champ dg o veckeues admek un

9
% § pomt-. smguucr Théorme du Ren.sm_rt J |
. \g el b | =l N |
¥ S f’//) | | | |20 potat donr 4
o X \ O | | Lveckeu( est o |
S W AN ES:, T A, 45 O PO
R LT |
& 'Saus Vo.u.ctcs Usses :
Def i Solk M une vaséte | Mn ss-enn, NoH et une  Sous.- vorlées i |
YeeV 3 un voinmma‘ Qe auvert peW , Wen et vne m.tl:;c
[ dano L‘cd:m mam.mm.) Q: W — .uch.“‘ telle qu:.
ave e [ RE {c&) '
- || localument  di cim B B
i FLE
n . L M
K P L
| AN T2
- o % N . (9 \ I

_CUalrement, V ent unt ss-vasité en sol , dim V= & si &
Py . ; | - 1 [ | - | - .25
ne dfpend. pod de p. ( Vest connusxe ) s

Exemple T
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3 H—= N enl: une Cmmersion Sl. df(p) : 7}” e T'-‘,,,N
anl:uxjecbwe. Vper'l ] ?_ ool

'

 Thm; Si §: NN ek une dmmession injechive , alors JimeN et

Une  Sous - varées

m m'_=_ dm nl -‘.‘ n= dimN ( Par le thwrcw. du Icmca)
R J&tp) £ \s (i)
Ny d.gtp) (Terl)

_En. costen : ==

_On pest suppaacr que L' enpace. tangent 4. '-P (gtp\) eot paraligie
& R™Mx {P} | (Smo\n pe_feu: opéikr| sind dthtian | )
Soit ¥ ¢ We—— lla € R™ une caste o H =
:Sm.l: "l’p. | HjT .LL;C R® une carte ar N
avee Lo propriSte  d Wy cdg(r,m) N R« {0}
Aars ‘t”,_.jﬁ“?u M = JJ.; est une c:.ppu.ca.th Lisse

gl 0% @~ |

'_')éﬁmsscm d: u, x tR“"‘-—-————a R* nwf,;

(‘Plp). a) | . Ql'ﬁpﬁ"”\lﬂ)
)\ A.L:‘J-ln.u.g. J-l.l\-l'n) = = (OO, . ,O, J.L” ,.J..I,n;n.)
m

Notono que df et byective en(¥ (p) o ) e = R
9 Par W thm ' version locait , 300 2 Y(p tq B ek
un d@omarpmm o son tmage (u_.-.'; Y= (@l n_)" eot Lisse ) !
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Tam;  (WRitney)

Toute vosisté M de  dimendion n  est d.iﬁéamorépm..&. UnL $S - VO

de RN poor NY2nl.

Rem : oo va.ttibé: Usses peuvent &tre  conaldirded cemms capnnc'

clan phnoeo paur c.‘qun.hans ahg ard.lfndrm.'

Eq.p: Flok.'.o (n, {at}) " 3b H-—%H tgﬂ_ d@m % a% %
Howemsank :  cu point x e pm \P:fﬁ.-’ﬂ '-Pll:l"alx)
Otbite :  ®IRICH

(48]

_ Espace cup phmcs &l.a.t%\'.'t RxH et n.usf.; une: vasiété
____.&mbc m.te%mu. o le %ra.ph.n.qvc LT

Chwnpd:.vecteurs viH = TH ot TQV-Ldn

Mn zla!: (n {%‘H d.lgl.l\.ht un_champ de vecteurs par viz)= 3 * ‘ﬂ ‘e .

aE: = vex) scleH | lest une equa d.n.g mmm.

3 1 4 glat pour YV

s oL, eok- WL umquc.’

'qu o sowhkon de ® = VIX) ek | unt c:.ppu. Y: XN | L= :(a,b) o
eq ‘El iy = vuPl:f)) V:fe'l:_

3&8 Mot sowtion Wi T — H smj’w- !&cond.l.hmum:\.o.uc
(b, -.n.,) t,el xceM, st Wiko) = xo .
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m . fFﬂn de dﬁnmuaﬁcn de L'aunicité ) |

'Suppcmmr que vix) st d.\,g’cmnums.t. 3 Ikrol : \Wixi| § Kix-xo)
pour xx € W un uomnqaz d-l.. xXe . (wac.\ = o)
Soit ¥: T — AL uni Solwtion non- conatante , mais £.q ‘Plba) = Xo

: “le-k, )
‘{)_ R / 26 = Ty + 0, €

Vi’:ﬁo‘: =0,

SQpposc::sm quc: ik, y $lte) = o

| . : | Xg = O
i d k
F ks €,
Cantrandiction et localemen t (en W)
| Wlks) =l 0 [vize) ) & K

| . Ktt tl, o~
(omparoucon 3 ?Ll:n %> Xagt X, E ) Lo

. . . il

Wit) . _ @

Floks _ sul aune arotte -

R

a: 37 un fl.qe pour = = VIXI L xcUe R

Ex: =:Bx , RerR ,U=R

o sowton ¥: R = R véu,fmt-. ‘ho\ = %o ek donnie paf

Vle) = eRE | =

Définissons ca i R= R par xqF c.&baco ans 3mlu.
da da.géompﬁmmcs en pws x cﬁt X et une bm(formnnon
lLniare Vee R .

& or {%"‘} @t un qroupe d un mamdtre du diffomor pRismes

( donn cex e-.:umpl.v. oussi du tmn.osormu.btons uné'm.r:s)

tol %5 (x) = 9 (e.e's:x:) = c.'.E cas:n - c_B.(I:*s)
L %us
Soit x:vix) une EDO sur W. || —

p. 32



AL' Géom s

Roppelons W lien entre L 3|.ol: {«3‘} kg dI:L og?m- Vi)

et Un Solutiann _ﬂ.L__:C_L\ﬁm_____._____
W mouvement ¥: R U odu poink aqm... par flE)= g Fixe)

nous donne la Solotbn de = = Vix) vérifiant
I | 1 1 |

.

e, € WU |
lo C.onch.b.an

& 20.04, 20

i.n.it\h.u. o) = 'x-,,. |

laul: gtoupc cL wn pn.ro.mel:n.'. {% } d.l. I:ra.n.o&r mationd

linfaires d‘m dxoLl'.e et ':lob de x=Rax pour

N chelx cu. ﬁ.efR.

m Saik {gt} un tamupe & un pam.metrc. da. i:m.n.forma.tanb
Wndolren R— R | | | | bl |
=X _La.._dfﬁ‘.ué'g 2 ta txl Vix) eot aussi Wnéoure
| dt k20! ! | | |
et V(A *}‘Uﬂ) = Avix) +)xv13\
2 Vix-4) = Vi - b -
Prenonn b= wiay | =11
' _ f ! _
- Q- 37 un ﬁ.ol: pour une  EDO .qu'é.l.'ccn.quc.
Ex :
| x = sinxe , xe R
A -~ sdohipns  conbtonkes
| IS
.:E’IT'
P \ NN INGEN & | % R-’R . dl-cﬁ’éo
Lo |t | W D L — e, O, TI" zw
: 4 ses pom.ts Scncn
| - p. 33
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) dfff'nifs'.

Ex:
= =z xt
; | AL
. =y
Pley y 2
d{ | \‘Pm o 3
E-tq = __i - | s w| | = e =t
¥ik) 9
=o 1 ikt F1 I | Elzlc e
- | = 1 +ko) -k ’ g
fie) (L_ﬁ,_m, E_S\
C )
PlE) = 1k
. o L S 2
£
son. %rapﬁiqoc est unc ﬁapctbou. 3
- , =
lo. Couthbe tnwam.u.u. est une branche . =) pan cle élot "
Qa: lomment trouver une sowtion vétq’u,'anx  YPlke) = xo !
Yie) = %h"“’ Xq $: R— U
Plto) = cat""" xo = Q'xe = xo |
3 Tostes W sowkiond  sont qlobolLmenk  difinces si 8
{9t existe
le 23.04.20
Rop: Uniciké pour EDO sur une droite

X =vix) | gl [a*'-ﬂ-aﬁ
(onditions o' existence cdu  flot :

* On peut prolonger toute solwtion sur une droite entiére (Néaessaire )

[boe_babsibil o dnd_solutio ol & zhfi“fedcink jur

temps iuu. ) [e.ca= 1;:_=_a:‘ ) Wi RIl— M sol. vEnBant B
_ s |-
g_ca*fau’ = Vi) Pir) = 9 [Xel) PoTS X
dr E=L.O F- 34
et Plko) = xo = Wik = %‘:'to (%)



, le 23.04.20
AL- Géom:

Agjourd' Roc ©  Champs di vectewrs et gléts sor un pla.n.

En généraL , a une mé'tﬁodc _pour  doudire une _Eoo she[Alsd
dim M >1 (méme poor M= R?) . -
Cependant certalns cap po.rn.cuu.ers admetient une réclucklon
au cas 4- dimendionel. Y I O

| Netament s prociuits olirects . (Excempte du can qui cdmet
4 wne | rEduckton )

Déf: EDO sur UyxU,

T 1| Isckehe] [ & v doehyl | o) @ 2, ket = v, ix,) , x,el,
dese EDO. sur U, et ?lt duwoe yar(€tés Wsses [ quelconque_)
Alors U = 7.1., x 'U.,_ 3(x,,:,) =X est ouss{ une vandes
Usse. == (,, sc '{‘ e | T (U e e T (W) a’c'T(_u,)

9 vs (V4 Ve ) est un chcunp d:. vectm sorl U,

On Eerit {:E,

oty T oy [ £ Wi

Lz, = Vatxcs)

Rem . Une EDO camcra.LL et donnée par Vine,,Xz) = (Vixr, Xa), \f;[::.,.z,))
Un champ ds vecteurs v eot un prcdm‘.t cireck  si v, ne
da.pe.nd.pasd.n.:c,el:v;md;:n, |

:c' = Ve(=yy r..e'u.
Tﬁ.m. o saml:mnb a1 11 sont ol
e, = votxs) | cs@lU,
appucatons  W: T — U =y, xU, o la .d%rm_e. P= (4, F)
oh ¥: T — U; et une sowhon o x; = v lx;) Viz12
Plrka} = (e . ASEE

e
| . il
G ikbll = bol | V| [dfgh )< po
- 3§



[ | { x.| =X,
Ex _ | | | |
| z, = kx, ReR | .
| ek, | [T T T LT T[] Rie-eo)
Wity s o lel | e x e

Xo® (X, E,g) € Uz U, xU,

i wlt;’:-’

e, | = ,ﬁ. Cl=
3 ;. Cl'ch T

C dipendl du o , Mmaid pu.od.l. t ou ko

L une ofbite
4 pour LU orbite de V.
\& = 3‘.'3’-'9—' T un—clim ,f&m';l.'x:'r.rﬁ Ty L e

o dimi - dlrockes (0, *20)  ~
Jonk-cwssi- orbutcs

. W X Pou.’ = =]
Rem: On al| 2,2 vy x,e WU, palc Bk
® | - ‘ﬂ = | Avss|)

Supposonn 3 .{%,"} w "rlal: pour v, sor U, ek
3 {31&} /3 Jlob pour Vv, sor U,

FILANS Jl_ob.. pour v =(v,,Va) sur U, = U, ?

%h (X222 ) =,.(3..I’x., . %szz) —~
L flok pour U
E= 1 5 T 1 unt ofbite. = (( %= 2
\ ’/xlo;rm) i i/ | .
| whs = Y %1/ F(Liah:iu_. Y orbikes
auss)’ U
/\/ cloite
T l Bl
S < " or'bdﬁ -

Ls orbilen v
dano |'exemple én ﬁaufdz . paqr

)
£



_%bum = V. (k) oa % R? 4 R? t:mm: h.nem.m

vl T , _ : , E— le 23.04. 20

|AL- B&dm s |

--------- W i —

Gtougg o .gm pmmtrr. cu. tr rmab.ons u.necu,reb

.M,Jm

CMiey = (= ef 8- N cg") y £ 20221 difinit W fl.a.f:
=<

B

e b P |
ca ('x:.,acz ) —3 [Cﬁ‘tt'x: ) .cat{xn)

Puw %&.im.u.mcnt ) NOUS. pouuom conslalérer Lo Equation?

&)[::., = ax, +bx, TG (a. b)

X; = cx, + dox, e | o

I C=-5 Un chnmp cde vecteurs u.m.mrc [V[h: +)u1.1 = Avia vuw.z)]

- | - Qe ) A
______Um___.faw.ef.on :____!P*_l_l:l_-_a_ - S8 AW (1'3:)

AT

i = : 2 3 . L I
__A‘.cl’. € = JTd + EA + .A et 4 A E3 4 ... la serie conutmf'-

i 7. g onction e.xpane.nucut_dn. At _ J Al

. _ ). |
g 7. A+ A%t + A '-;- .= A(Td + At + A® t.;t.. ) B
dt =A¢Ae'_- . .
S P o | d At J !'At"" 2 | !
3 Py = &S = = Ale ac) ot une solktlon
de == Ax o  (¥). |

Touk %réug}é & An  paramétre de trnm,f Unéouren est

donné por une matrice A gt (e, ) e (R) wpo
|9 | At

Si o+d =0 (kA= o) 3 kA" 2 0 Vn ek dite =4

= 3 prt.scrvc ' aure

iﬁaf,:;,_i_pou_ W procwAt cumct
] {:c.. T X, % A = (; 2) o_a___'___g'rés:wc_f Lo B=-1

dadaldy 1 L cor 4rA =__9___(9_ ﬁ 2 |=| p- 33



ke O4.05.20

Equations nen - cutonomes :

/,_ champ.. comtank suwr W lemps .
% = vix)  (donné par un champ ol vecteurs )
et oppellée une équcuﬁofi.. EdC  owtonome  si elle
ne dipend. poo cu temps b, mais que = signifie YUE) |
En'.%én&aL ) " cho.mpﬁ. ol vﬁcl:eurs vsut H, Lo
partic dioite peut ddpendre de b, (£00 non - astonome )

x = Vix,t) | naus FQ.;Q:OND.CL}QJW lti: Ii
Se. sewhen et P: T — H tew que i {Eélvtbn;.t,\
Ylie) = v !:,_‘-Pll:)) € 'I";m H um: L,_L). (o sy x 35'5);1 s
(. fibic kanqeant ) = '?(&Jﬂ Tell ||| P K= dejyq

11? Ur:. Jn.muu vit,x) i champs ou vecteurs paramétrés par t €R
n

e Lhamp ol veckevrs - v i H— T disse rro\«‘=,4.‘o|n‘1
. IF 2 fa.m.lu, de cdiv il v Rx 1~ Il_l__LLss,e_Iff o vikip) & p_‘ VteR, pe I

R Un autre pdv  est donné par L' egpace cus phoses iargi :

e
d—i = ‘é’m.na)

Jdak  EDC  pon - aulonome

pavt = 2 Jd._,xéil

En %ém’.m.t 3 une _méthade pour Lo, fenoucire. ‘ lnEme ockar —
Ly 'a e R, ' :
| | : I’ |
Une  exception notable ?m.ﬂs Y 1/..3@)
3 d“/dx. = 4 3/&&) _
(|1 | '
dx
= u/al%} = /‘Fllx)
'é : dﬂ/dt =4 e %z 94 = Rixy
un produit  curect .
st Y € R, c€R , on pevt  résoudre = dik)
I P, L)

ane équation A variabup  Séparabld, p. 38



: le 09, O‘S’ .20
AL' G&:m H

Pun %énéta.l.t.mehé , 2= vix,k) xceM peut Etre

remplacee  pas k=1 k= kis)

de/ = |
/ds - j_f L doe X 7 Vi, x) x = TS
as

} 5\65 ML cuskonomal

L eopacr elen {-‘Jh{'{:’gu’.‘r oot noo et f;i}.i"nf R —
caihololk

o ( J eot un champs du veckeurs sor RxH coec
vit,x) | | 1 | | ) 4 ,
I' eppace elar \}}

5 _ | de ' EDO

d . / a/ dx 3“ &k
I / ol L An champ de drolked
' Y pour U espace. oo phase
_lae - élarc?i

IO
I I T AT P sl
| LAl

veckeurs - unikacres
[/ -

amy |
rR.em.pmc-e‘ par mavcho.mp de veckeurs { ) sor [T
(= champ di dioites sor R 1) 3"""‘6'

Ravemono au point de voe qéométrique :
Conoidironn L' c’qua.h’on L = V(X)  suf une vorieté M
' avronomi '

= e Pk
diffeo

Xe e H te\ VIXe) # O

pomi- pan Sv‘.'ntauu.‘e,r

; pk _5|'n8'u lers

p. 9



docaument, M et diﬁéomarphe a R"

Conoidirons on  champs de vecteurs sor R™ non - Einguu:cr:

. ]

o=

Q: Est-co que (N,v) et (R" e,) sont localument d@c’omorphw ?

Sout:.ne'?.L un.pombnon sc.nguu.cr 'waco)io )

Un | champs. di vecleurs |sor une varcéte (vixe) £ o)

M Redressement  Lie <oF localumnt (up)fcc a (Iu}_du R™.

3 un voisinage owert x,€ V¢ M et un &.u.ﬁ’aomorphwmc.
¢: voawe R" tq (dd)ivi= e,

_ _ | | 1e W.05.20
Rem : Selon W théordme , 3 un changement dio coordonnées localio

(L daﬁéomorphinm.l. ¢) tq Ln.—nouuc':l—fzéquatl.on eot

3": e 4 EW ar w -Stdal:é'mc suivank ¢

=l
_z‘O A

laﬂ 20

a: Sowkon ! Flat 7 il

I__ -\1 \
4 2= LT TN
{ 3. - x; l vy L“ \ ‘15 I.';
| 1 L&l ! rl\.
* - =1 v 4
mz . *y 1 *-\ ~ T“l '
‘ ;:'-F‘ | -.‘ T

p. WO
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AN
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c
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EEEEE
cld ' )
et

|
o

oL

| ;L:_Jbu'ati::’c:m_i__m;_ __

—
suf

L€

E

e ]
':!.'.'._

' intervalle

2 Lba)

| e

'~

'
|

| | .'
ne reabricElon
[ ] |

Ane

gation'

~P=li:.,) = Y

| 3
w.n|3n’!

o

{ -
anr
¢

1

Lnfervedl v ri-(\n{'i)fn
_n.#:ub

ey,

Coholdising th sowtion, Wik) =

- AL- G&

ex

.

Ll

. :¢|a |1.9

= oy Ie) &
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| | | EENENS NN
~ Pop: Sotent W,: TOMH et ¥ T, M chiux sowkions de

e = vix) ser M, T T.C R dwx intervalled tg L, .n_l'__f‘ﬁ A
Supposons quc It,e I,NI, tq Plke) = 9, Lt) . Alors ,
‘“::-.n:::-.,.:: ¥, lI,nI' ee| P: TUT, — H d.l.@un.l.tpa.r
WI:):{‘P*‘H teT, et une solphon o ® = vix)
$ib) EeT, | _
INI, = (a,b) et un intevalle owvert , k € (a,b)
Seik b'.—- NP{J:G. [to.b) ‘ ?’lft ) T: "'P ‘[to l:)]j
Par |l tRm ar U unieCté b's k.
N
Sack B¢ b Mom ] o= ]
Rar conkinuitd dr ¥, ek ¥, | Wik = P (k') .
Encare uune fom par L tg'un de U'wunicite ,nn,r.L b'> b
3 contadickon 3 b' =
v i _.g
'Fbw.u:.men.t ., oza = \ ey .‘.Pz.l..m.s)_
[ hiey teT, ||
Wikl = | eot  différenbiabll ek unc sowtion
fle) EeT, _ -
S (0 19 R O de 26 = Vi) £
17/}

‘.')épmdqmc. c:ontmuc. <t la d.n@émnh.nbu.uh: i squzl:u:im pcu ra.ppolt ct ia:q L-o)r,

. —_
e e e «.—-. 4_ r—_a=—=-—¢ = e q-L T s} _-|.,-.|.

.

XL = ViX) sor

H
' H - z B J
Seit '~P ta w6 '-Et:"""' ) I.nuj sowum_ vérifuank ‘4:.‘1(:.) Xq

@:| ¥ () eM donne-k-elt une o.ppu.c.a.h.on conhme.'z

ko o

d.u,ffére.nna.bu_ 7



B N N— ) . X .-

[ AL-lGkd ] 4
! Supoosonb clue. ac.- w::.) c.d.mal: ' ‘jlol: {% 3
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