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Quel point de vue sur la preuve ?



Argumentation vs Démonstration
Argumentation

• Raisonnement dont la validité ne peut pas
être contrôlée : il n’obéit pas à des
contraintes de validité mais à des
contraintes de pertinence.

• Un discours qui modifie la valeur
épistémique et non la valeur de vérité d’une
proposition.

Argumenter : accroitre l’adhésion d’un
auditoire aux thèses qu’on leur présente.

Démonstration

• Tout raisonnement valide permettant
d’établir la justesse (valeur de vérité := vrai)
d’une proposition.

• Elle a la structure plus rigide d'un calcul, 
dont l'organisation consiste en un 
enchaînement de pas de déduction ou 
d’inférences. 

Démontrer : produire des arguments pour 
conclure à la validité des propositions. 

Argumentation Démonstration

(Duval et Egret, 1982 ; Balacheff, 1982, 2019)



Et la preuve ?

Démonstration : preuves particulières qui possèdent les caractéristiques suivantes :
• Une caractéristique sociale : ce sont les seules preuves acceptées par la communauté des

mathématiciens.
• Une caractéristique sur la forme : elles respectent certaines règles : un certain nombre d’énoncés

sont considérés comme vrais (axiomes), les autres sont déduits de ceux-ci ou d’énoncés
précédemment démontrés à partir de règles de déductions prises dans un ensemble de règles
logiques.

• Les objets mathématiques sur lesquels ces preuves opèrent ont un statut théorique, ils
n’appartiennent pas au monde sensible, bien qu’ils y fassent évidemment référence.

Preuve Démonstration

Preuve : argumentations acceptées
par d’autres, à un moment donné.

(Duval et Egret, 1982 ; Balacheff, 1982, 2019)



Et la preuve ?

Preuve Démonstration

Preuve : argumentations acceptées
par d’autres, à un moment donné.

(Balacheff, 1982)

Typologie des preuves

Un outil pour analyser des preuves produites par les élèves dans des situations de validation

2 catégories de preuves

• Des preuves pragmatiques : preuves intimement liées à l’action et à l’expérience.

• Des preuves intellectuelles : preuves qui montrent que leurs auteurs ont pris du recul par rapport à
l’action. La démonstration est une preuve intellectuelle particulière.



Et la preuve ?

• Processus de preuve : recouvre les différents gestes, attitudes, 
intentions, opérations mentales, afférents à l'action de prouver 
dans le cadre de la rationalité mathématique, dont certains sont 
plus ou moins visibles de l'extérieur suivant que cette action a lieu 
au sein d'un groupe ou dans le domaine privé de la personne.

• Produit de la preuve : écrit qui résulte du processus et qui, lui, 
est destiné à être communiqué à l'extérieur. 

(Gandit, 2004)



Et la preuve ?
La preuve ne peut prendre son sens que par rapport à un problème donné, 
dans la recherche de conjectures et la réduction du doute. (Gandit, 2004)

→Pour développer les activités diverses qu’engage une preuve : activité de 
résolution de problème

Incertitude quant à la validité de la conjecture produite
…mais cela ne suffit pas !

Enjeu qui incite à lever l’incertitude.
→ Un enjeu de vérité.



Quel point de vue sur la preuve ?

Preuve Démonstration

Résolution d’un problème

On va s’intéresser au processus de preuve
• développement d’argumentations
• issues du travail des élèves lors de la recherche d’un problème 
• avec un enjeu de vérité 
• acceptées par des élèves, à un moment donné



A vous !
Chercher un problème et produire une preuve.

Cycle 1

Cycle 2

Cycle 2

Sec 1

Sec 1

Sec 2



Les tours / Les bracelets d’Annie

Combien peut-on faire de 
tours différentes de 3 étages 
de 3 couleurs différentes ?

Les tours – source : LéA-IFE Réseau de l'école 
à l'université - Grenoble et Annecy

Les bracelets d’Annie – source : ESPER 6ème

Cycle 1

Cycle 2



Les tours / Les bracelets d’Annie

On fixe le premier cube : ROUGE
On fait « tourner » les deux autres couleurs BLEU et JAUNE.
ROUGE – BLEU – JAUNE
ROUGE - JAUNE – BLEU
On recommence pour le premier cube BLEU, puis JAUNE.

Pour chaque choix de couleur du premier cube, il reste 2 
choix possibles pour la couleur du deuxième cube et un 
seul choix pour le troisième. Le nombre de tours valides est 
donc égal à 3 x 2 x 1 = 6.

Pour le premier bracelet, Annie a le choix 
entre 3 couleurs, pour le deuxième, elle 
n’a le choix qu’entre 2 couleurs et pour le 
dernier bracelet, elle prend la couleur qui 
reste, soit 3 × 2 × 1 = 6 possibilités.

Cycle 1

Cycle 2



Les tours / Les bracelets d’Annie

• Produire des tours différentes

• Comparer les tours obtenues

• Identifier une régularité / une généralité

• Trouver une organisation pour étudier tous les cas

Processus de 
recherche

• Prouver que 2 tours sont identiques ou différentes

• Valider ou invalider une solution par rapport aux 
contraintes

• Démontrer qu’on a tous les cas possibles

Processus de 
preuve

Es-tu 

sûr·e ?



Les tours / Les bracelets d’Annie
1-2P

« Comment est-on sûr que les tours ont 3 cubes ? »
E : « On les colle, elles font la même taille. »
E : « On dénombre. »
Puis toutes les tours ont 3 cubes. Valider/ Invalider une 

solution par rapport aux 
contraintes

P : « Comment sait-on qu’il y a 3 couleurs différentes ? »
E : « Parce que : il y a rouge, bleu, jaune »
E : « Celle là elle répond pas parce que il y a 2 rouges. »

On observe les tours qui ont été construites.
P : « Est ce que les tours sont toutes différentes ? »
Eleves : « Non »
P : « Comment on peut s’organiser ? »
E : « On fait des tas par exemple celle ci elle est pareille. »
Les élèves comparent les tours en les posant à plat et 
mettent ensemble celles qui sont identiques et 
dénombrent.

Prouver que 2 
tours sont 
identiques ou 
différentes

Les tours – source : LéA-IFE Réseau de l'école à 
l'université - Grenoble et Annecy



Les tours / Les bracelets d’Annie
5-6P

Valider (ou invalider) une 
solution par rapport aux 
contraintes

Produire des tours différentes

Comparer les tours obtenues

Un début d’organisation pour 
trouver des solutions différentes

source : HEP Vaud



Les tours / Les bracelets d’Annie
5-6P

Valider (ou invalider) une 
solution par rapport aux 
contraintes

Produire des tours différentes

Comparer les tours obtenues

Un début d’organisation pour 
trouver des solutions différentes

A-t-on tous les cas 
possibles ?

source : HEP Vaud



Les tours / Les bracelets d’Annie
5-6P

Produire des tours différentes

Une organisation pour trouver toutes les 
solutions

Valider (ou invalider) une 
solution par rapport aux 
contraintes

A-t-on tous les cas 
possibles ?

source : HEP Vaud



Le plus grand produit

Parmi les décompositions additives d'un entier naturel, trouver 
celle(s) dont le produit des termes est le plus grand.

Le nombre 23 peut s'écrire de plusieurs façons comme la somme 
d'entiers : par exemple, 23 = 11+5+7 .
Trouver parmi ces sommes, celle dont le produit des termes est 
maximum.
Et avec d'autres nombres ?

Le plus grand produit – source : DREAMaths
https://math.univ-lyon1.fr/dream/

Cycle 2

Sec 1

https://math.univ-lyon1.fr/dream/
https://math.univ-lyon1.fr/dream/
https://math.univ-lyon1.fr/dream/


Le nombre 23 peut s’écrire de plusieurs
façons comme somme d’entiers.
Par exemple 23 = 11 + 5 + 7.

Trouver parmi ces sommes, celles dont le
produit des termes est maximum. Peut-on
généraliser ?

✓ Il n’est pas intéressant pour le produit d’avoir des 1 et des 0.

✓Il n’est pas intéressant d’avoir plus de trois 2. En effet, si 6 = 
2+ 2 + 2 alors P = 8 et si 6 = 3 + 3 alors P = 9. Donc au maximum, 
il y a deux 2.

✓ Il n’est pas intéressant d’avoir des 4 car 4 = 2 + 2 et 2 × 2 = 4 ×
1, le produit n’est pas modifié. 

✓ Pour a ≥ 5, il est intéressant de décomposer a en (a – 3) + 3.
En effet, si a = (a – 3) + 3 alors P = 3(a – 3). Comme a ≥ 5, 3(a – 3) 
≥ a. Donc il n’est pas intéressant pour le produit d’avoir des 
nombres supérieurs à 5. 

Il reste donc des 3 !

✓Si on met deux 2, on a 23 – 4 = 19 et il n’est pas possible de 
décomposer 19 qu’avec des 3. Donc il n’y a qu’un seul 2.
Conclusion : 23 = 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 2 et P = 4374.

Le plus grand produit
Cycle 2

Sec 1



Le plus grand produit
• Produire des produits différents

• Comparer les produits obtenus

• Identifier une régularité / une généralité

• Formulation d’une conjecture : le plus grand 
produit, c’est quand il y a…

Processus de 
recherche

• Les rôles de 0 et 1 pour la multiplication et l’addition

• 2 + 2 équivalent à 4 pour le produit

• 3 + 3 est plus intéressant que 6 car …

• 5 est à décomposer en 2 et 3 car …

• Au-delà de 5, décomposition de l’entier pour montrer 
qu’elle est plus avantageuse pour le produit

Processus de 
preuve

Es-tu 

sûr·e ?

Cycle 2

Sec 1
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Fin de 

primaireLe plus grand produit

• Etude de cas particuliers (questionnement, comparaison, etc.)

• Identifier des régularités : le 3 revient souvent dans le plus grand produit

• Formulation de conjecture : il faut un maximum de 3

------

Pas d’argument explicite et visible dans leur production

Pourrait être utilisé pour les pousser à aller davantage dans des éléments 
de preuve.

source : LéA Ecl@Maths
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Le plus grand produit Fin de 

primaire• Etude de cas particuliers (questionnement, comparaison, etc.)

• Identifier des régularités : sur le rôle de 0 et 1, 4 vs 2x2

• Formulation de conjecture : il ne faut pas de 0 ; 1 ne change pas le 
produit

----

Des arguments explicites : les rôles particuliers de 0 et 1 dans la 
multiplication et l'addition

Preuve - Compréhension

source : LéA Ecl@Maths



Fin de 

primaire

• Etude de cas particuliers (questionnement, comparaison, etc.)

• Identifier des régularités : le 3 revient souvent dans le plus grand produit

• Formulation de conjecture : il faut un maximum de 3

• Raisonnement par disjonction des cas

Preuve construite

source : LéA Ecl@Maths



Fin de 

primaire

• Etude de cas particuliers (questionnement, comparaison, etc.)

• Identifier des régularités : rôle de 3 ; relation entre le nombre de nombres et la taille 
du produit

• Formulation de conjecture : taille du produit en fonction du nombre de nombres

Des éléments pour construire des arguments.source : LéA Ecl@Maths



10ème

• Etude de cas particuliers (questionnement, comparaison, etc.)

• Identifier des régularités : rôle de 3 ; relation entre le nombre de nombres et la taille 
du produit ; rôle de 5 ; multiple de 3 ou pas

• Formulation de conjecture : avec des 3, on obtient le plus grand produit

Des arguments explicites
source : Mémoire INSPE Lyon



10ème

• Organisation pour trouver des décompositions

• Etude de cas particuliers (questionnement, comparaison, etc.)

• Identifier des régularités : 6 vs 3x3 ; rôle de 3

• Formulation de conjecture : avec des 3, on obtient le plus grand 
produit

Des arguments explicites

source : Mémoire INSPE Lyon



10ème

• Etude de cas particuliers (questionnement, comparaison, etc.)

• Identifier des régularités : rôle de 3 

• Formulation de conjecture : avec des 3, on obtient le plus grand produit

---

Pas d’argument explicite et visible dans leur production

Pourrait être utilisé pour les pousser à aller davantage dans des 
éléments de preuve.

source : Mémoire INSPE Lyon



Les jetons

Les jetons – source : groupe Logique de l’IREM de Paris : https://irem.u-paris.fr/logique

On dispose de trois jetons de formes différentes (rond, carre et triangle) et de 
trois couleurs différentes (bleu, vert et rouge). Chaque jeton a une seule 
couleur.

Voici trois propositions vraies sur ces pièces :
1. Si le jeton rond est bleu, alors le jeton carré est vert.
2. Si le jeton rond est vert, alors le jeton carré est rouge.
3. Si le jeton carré n’est pas bleu, alors le jeton triangulaire est vert.

Donner toutes les solutions (s’il y en a).

Sec 1

Sec 2

https://irem.u-paris.fr/logique
https://irem.u-paris.fr/logique
https://irem.u-paris.fr/logique


Les jetons • Etude du premier cas : le jeton rond est bleu.
D’après la proposition 1, si le jeton rond est bleu alors le jeton carré est 
vert.
D’après la proposition 3, le jeton triangulaire est vert ce qui est impossible 
puisque deux jetons (carré et triangulaire) seraient verts.

• Deuxième cas : le jeton rond est vert.
D’après la proposition 2, si le jeton rond est vert alors le jeton carré est 
rouge.
D’après la proposition 3, le jeton triangulaire est vert ce qui est impossible 
puisque deux jetons (rond et triangulaire) seraient verts.

• Troisième cas : le jeton rond est rouge.
Si le jeton carré est vert, alors d'après la proposition 3, le jeton triangulaire 
est vert. Ceci est impossible puisque deux jetons (carré et triangulaire) 
seraient verts. Donc le jeton carré est bleu, et le jeton triangulaire est vrai.

Ainsi, la seule solution possible correspond au jeton rond rouge, au jeton 
carré bleu et au jeton triangulaire vert. On vérifie que cette combinaison 
rend les trois implications vraies.



Les jetons

• Produire des combinaisons différentes

• Etudier différents cas selon la couleur du jeton
Processus de 

recherche

• Valider et invalider une combinaison (implication, 
contraposée)

• Démontrer que toutes les combinaisons ont été 
étudiées

• Exhaustion des cas

• Disjonction des cas – sur la couleur possible d’un 
jeton

Processus de 
preuve

Es-tu 

sûr·e ?



Les jetons
S1

source : Mémoire INSPE Lyon

Reformulation « Si le carré n’est pas bleu ». 

La solution de ce groupe n’est pas explicitée sur l’affiche.

« pour la première 

possibilité, 

l’affirmation A1 dit « 

si le

jeton rond est bleu 

», alors qu’ici il est 

noir donc on s’en 

fiche ».

- Valider et invalider une combinaison (implication, 
contraposée)
- Affirmation que toutes les combinaisons ont été étudiées, 
mais pas d’argument
- Exhaustion des cas (étude incomplète ?)



Les jetons
S2

source : Mémoire INSPE Lyon

- Valider et invalider une combinaison (implication)
- Affirmation que toutes les combinaisons ont été étudiées, 
mais pas d’argument
- Exhaustion des cas (étude incomplète ?)

Prise en compte d’une affirmation vraie à la 

fois



Les jetons
S2

source : Mémoire INSPE Lyon

découper des ronds, des 

carrés et des triangles qu’elles 

ont coloriés afin de créer les 

différentes possibilités. 

- Valider et invalider une combinaison (implication, 
contraposée)
- Affirmation que toutes les combinaisons ont été étudiées, 
mais pas d’argument
- Exhaustion des cas 



Les jetons
S2

source : Mémoire INSPE Lyon

- Valider et invalider une combinaison (implication, 
contraposée)
- Affirmation que toutes les combinaisons ont été étudiées, 
mais pas d’argument
- Exhaustion des cas 

Etude de seulement 3 

combinaisons



Les jetons
S2

source : Mémoire INSPE Lyon

- Valider et invalider une combinaison (implication, contraposée)
- Affirmation que toutes les combinaisons ont été étudiées, mais pas d’argument
- Exhaustion des cas 



Les jetons
S2

source : Mesnil,Z., Beaud, S., Barbe, H. (2016). Retour de notions de logique dans les programmes de lycée. Atelier Journée CII Lycée, Bordeaux, 29-01-2016.

- Valider et invalider une combinaison (implication, 
contraposée)
- Raisonnement par disjonction des cas sur la couleur 
possible du jeton rond. - Valider et invalider une combinaison (implication, 

contraposée)
- Affirmation que toutes les combinaisons ont été 
étudiées, mais pas d’argument
- Exhaustion des cas 



37

Les tours / Les bracelets d’Annie Institutionnalisation

Les tours – source : LéA-IFE Réseau de l'école à l'université 
- Grenoble et Annecy

Dénombrement
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Le plus grand produit

source : LéA Ecl@Maths

Institutionnalisation
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Le plus grand produit Institutionnalisation

source : LéA Ecl@Maths

Renforcement des tables de multiplication
Commutativité de la multiplication

Décomposition additive d’un nombre en 
plusieurs termes

…
Ils n’ont jamais autant calculé !
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Les jetons Institutionnalisation

Elle peut porter sur :

- des notions de logiques : implication, réciproque, contraposée
o Une implication est une proposition mathématique qui peut s’écrire sous la 

forme « Si P alors Q » où P et Q sont deux propositions, ou encore 𝑃 ⟹ 𝑄. La 
proposition P s’appelle prémisse et la proposition Q s’appelle conclusion.

o La réciproque de l’implication 𝑃 ⟹ 𝑄 est l’implication 𝑄 ⟹ 𝑃.
o La contraposée de l’implication 𝑃 ⟹ 𝑄 est l’implication 𝑛𝑜𝑛 𝑄 ⟹ 𝑛𝑜𝑛 𝑃.

- les valeurs de vérité d’une implication, de sa réciproque et de sa contraposée
o Une implication n’est fausse que dans le cas où P est vraie et Q est fausse.
o La réciproque n’a pas nécessairement la même valeur de vérité que l’implication.
o La contraposée a la même valeur de vérité que l’implication.

source : Gardes (2023)
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Les jetons Institutionnalisation

- le raisonnement par disjonction de cas : il s’agit d’une forme de raisonnement qui consiste à décomposer la 
proposition que l'on cherche à démontrer en un nombre fini de cas (sous-propositions) vérifiés 
indépendamment.

- le raisonnement par étude de tous les cas possibles : il consiste, dans le cas où il y a un nombre fini de 
possibilités de solutions, à tester chacune de ces possibilités afin de toutes les trouver et elles seules.

- la représentation des solutions : on peut représenter les solutions de plusieurs façons différentes, par exemple 
avec un schéma, un tableau, un arbre, des lettres, des numéros, etc.

- chercher : les essais et les erreurs permettent de trouver des solutions. Les conjectures doivent ensuite être 
prouvées.

- argumenter et débattre : il faut justifier les propositions que l’on donne et les conjectures proposées doivent 
ensuite être prouvées.

- communiquer : pour convaincre, il faut utiliser des arguments mathématiques et expliquer ses stratégies avec 
un vocabulaire précis. Il est aussi important de comprendre les stratégies des autres groupes pour pouvoir les 
valider et les comparer entre elles.

source : Gardes (2023)





Des conditions

Un problème mathématique avec les caractéristiques suivantes :
– Un énoncé court
– L’énoncé ne donne ni la méthode, ni la solution
– Le problème se trouve dans un domaine conceptuel familier aux élèves

– Le problème permet de mettre en œuvre une dimension expérimentale
– La recherche du problème met en jeu une dialectique entre la 

mobilisation, l’approfondissement de connaissances et le 
développement d’heuristiques

(Arsac et Mante, 2007 ; Gardes, 2013, 2018)

1



Des conditions

Des modalités de mise en œuvre avec un contrat didactique qui nécessite…

• pour l’enseignant·e de ne pas corriger systématiquement les élèves s’ils construisent des 
tours de manière erronée ;

• pour l’enseignant·e de laisser les élèves prendre en charge la validation des réponses, donc, 
dans un premier temps, de les laisser exprimer ce qu’ils pensent être une tour valide ;

• pour l’enseignant·e de solliciter les élèves pour qu’ils expriment leur accord ou leur 
désaccord avec les solutions proposées ;

• pour l’enseignant·e de faire verbaliser les élèves pour qu’ils expliquent leur raisonnement ;
• l’avancement des élèves vers la validation ou l’invalidation des réponses doit l’emporter sur 

la résolution complète du problème.

(Gandit, 2023)

2



Des conditions

Une progressivité dans le choix des problèmes, sur un temps long

Source : DREAM

3

Source : (Gandit, 2026)

https://clarolineconnect.univ-lyon1.fr/icap_website/1324/35019


Quelle formation pour les enseignants ?
Chercher un problème
Identifier connaissances et heuristiques

Analyser le travail 
mathématique des 

élèves lors d’un débat à 
partir de verbatim 

(productions écrites et 
échanges oraux)

1

Analyser des travaux d’élèves sur le même problème : expliciter les procédures mises en œuvre par les élèves, repérer leurs 
difficultés, préciser les connaissances mathématiques mobilisées, analyser les méthodes et raisonnements utilisés
Projection dans la mise en commun, débat et institutionnalisation

2

Identifier les problèmes qui peuvent permettre aux élèves de développer une activité de recherche mathématique
À partir des caractéristiques d’un problème / Potentiels (Georget, 2009)

3

Elaborer et mettre en œuvre en classe d’une situation didactique de recherche de problème4

Gestion d’un débat à partir d’un 
jeu de rôle (préparation, 

animation d’un débat, 
institutionnalisation à partir des 

échanges et productions des 
élèves)

Préparation de la 
mise en œuvre de 

la situation en 
classe, par petits 

groupes

Analyse de leur 
pratique, suite à la 

mise en œuvre 
dans leur classe



Quelle formation pour les enseignants ?

Compétence 1

Analyser un 
problème de 
mathématiques 
en vue de mettre 
en évidence les 
connaissances 
nécessaires aux 
raisonnements 
permettant 
l'exploration du 
problème

Compétence 2

Dévoluer aux 
élèves les 
différentes 
phases d’une 
recherche de 
problème

Compétence 3

Repérer dans les 
travaux des 
élèves des 
connaissances 
et compétences 
mathématiques 
en lien avec les 
programmes de 
la classe

Compétence 4

Permettre aux 
élèves de 
débattre 
scientifiquement

Compétence 5

Construire son 
enseignement à 
partir des 
productions 
effectives des 
élèves

Compétence 6

Analyser ce qui 
s’est passé en 
classe et d’en 
tirer des pistes 
concrètes 
d’enseignement 
pour améliorer 
les situations 
d’apprentissage 
élaborées et 
testées



Conclusion

● Mettre en évidence que l’approche de la preuve peut s’effectuer dès 
l’entrée à l’école

● Processus de preuve permet de mettre un travail dialectique entre 
les connaissances et les heuristiques, se renforçant mutuellement

● Des conditions favorisent cette approche de la preuve : temps long, 
progressivité, caractéristique des problèmes, modalités de mise en 
œuvre, etc.



Ressources

● Les tours : https://www.problematheque-csen.fr/fiche-probleme/les-tours/

● Les bracelets d’Annie : https://sites.google.com/view/fcmermath5-
6hepvaudrsolutionde?usp=sharing

(une variante : Les triangles colorés https://www.problematheque-csen.fr/fiche-
probleme/les-triangles-colores/)

● Le plus grand produit : https://math.univ-lyon1.fr/dream/?p=3404

● Les jetons : https://www.problematheque-csen.fr/fiche-probleme/les-jetons/
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