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R�esum�e: Dans cette Note, on s'int�eresse aux plongements du tore solide tels

que l'intersection des images it�er�ees du tore donne un continu de Whitehead. On

d�egage certaines propri�et�es dynamiques, en particulier en relation avec l'entropie

topologique. Ainsi, on montre que l'entropie est plus grande que log 2. Bien que

par de nombreux aspects, ces objets s'apparentent au soleno��de de Smale, leur com-

portement dynamique est beaucoup plus complexe: par exemple, ce ne sont pas des

attracteurs hyperboliques et ils ne poss�edent pas une structure de Cantor transverse.

De plus, en supposant une certaine sym�etrie de construction (naturelle), on prouve

qu'il n'y a pas de syst�eme transitif qui atteint la valeur minimale de l'entropie.

Abstract: In this Note, we are interested in those embeddings of the solid torus,

whose intersection of forward images of the torus gives a Whitehead continuum.

We point out some dynamical properties, particularly in relation with topological

entropy. We show that entropy is greater than log 2. According to many aspects,

those attractors are similar to the Smale solenoid, but their dynamics is much more

complex: for instance, they are not hyperbolic attractors and they do not have a

transverse Cantor structure. Furthermore, assuming some natural symmetry condi-

tion, we prove that transitive systems with minimal entropy do not exist.

Figure 1: Un plongement de Whitehead: premi�ere et deuxi�eme it�erations
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1 Introduction

Soit T un tore solide de l'espace euclidien R

3

, di��eomorphe au tore solide stan-

dard S

1

�D

2

. On appelle disque transverse �a T un disque topologique ferm�e dont

l'int�erieur est contenu dans l'int�erieur de T et le bord est un m�eridien du tore qui

borde T. Un secteur est un domaine de T d�elimit�e par deux disques transverses

disjoints. Une âme est une courbe simple, ferm�ee, contenue dans l'int�erieur de T,

et dont la classe d'homotopie est le g�en�erateur du groupe fondamental de T.

Choisissons une orientation des m�eridiens du tore bordant T. Etant donn�e un

plongement � de T dans lui-même qui pr�eserve l'orientation et un disque � trans-

verse �a T, on dit qu'un secteur du tore solide �(T) bord�e par deux disques D

0

et

D

1

est une anse bas�ee sur � si D

0

[D

1

� � et les courbes orient�ees bordant D

0

et

D

1

n'ont pas la même orientation dans �.

L'entrelac de Whitehead est l'exemple classique d'entrelac non trivial de deux noeuds

de nombre d'enlacement nul (voir [2]):

Figure 2: L'entrelac de Whitehead

D�e�nition: Soit T � R

3

un tore solide et � : T �! T un plongement de classe

C

1

, pr�eservant l'orientation. On dit que � est un plongement de Whitehead si

l'image par � d'une âme de T forme avec un m�eridien du tore bordant T l'entrelac

de Whitehead. On appelle attracteur de Whitehead l'ensemble:

W(�) =

\

n�0

�

n

(T);

Par construction, W(�) est compact, connexe et totalement invariant par �. Re-

marquons qu'une application de Whitehead est homotope �a l'application nulle et

donc, d'apr�ese la formule de Lefschetz, poss�ede au moins un point �xe (voir, par

exemple, [3]).

L'attracteur de Whitehead poss�ede un objet de comparaison naturel: le soleno��de

de Smale (voir, par exemple, [4]). Ce dernier est obtenu en prenant l'intersection

des images it�er�ees d'un tore solide par un plongement qui consiste �a enrouler deux

fois le tore dans lui-même. On sait que l'entropie topologique du soleno��de est

toujours sup�erieure ou �egale �a log 2. C'est une cons�equence, �a travers un r�esultat

de Manning ([5], voir �egalement l'article de Bowen [1] qui donne un ra�nement
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du r�esultat de Manning), du fait que le rayon spectral de la matrice d'homologie

correspondante dans le H

1

est �egal �a 2. Dans la Proposition 1, on montre que

l'entropie topologique d'un plongement de Whitehead est aussi minor�ee par log 2.

Dans le cas d'un plongement de classe C

1

, ce r�esultat est une cons�equence directe

d'un r�esultat de Yomdim([6]). Cependant, le cas continu appelle une d�emarche

beaucoup plus d�elicate, car l'action induite en homologie et en homotopie est triviale.

Pour aller plus avant dans l'�etude des propri�et�es de l'entropie topologique, on con-

sid�ere la classe des plongements de Whitehead qui commutent avec la sym�etrie par

rapport �a un plan qui coupe le tore suivant deux disques transverses. Pour ceux-

l�a, on montre qu'il existe des syst�emes r�ealisant le minimum de l'entropie, mais

qu'aucun d'entre eux ne peut poss�eder une orbite dense (Proposition 2). On se

d�emarque ainsi de la dynamique du soleno��de: il existe un exemple explicite de

soleno��de d'entropie log 2 qui poss�ede une orbite dense.

Dans une derni�ere partie, on s'int�eresse aux propri�et�es d'hyperbolicit�e. On montre

que contrairement au soleno��de, l'attracteur de Whitehead, lorsqu'il est de dimension

1, ne peut pas poss�eder une structure hyperbolique globale (Proposition 3).

2 Entropie

Il existe plusieurs d�e�nitions de l'entropie topologique d'un syst�eme; rappelons celle

qui nous servira dans la suite et qui est due �a Bowen (voir, par exemple, [4]). Soit

X un espace norm�e et � : X �! X, une application continue. Un ensembleG � X

est dit (n; �)-g�en�erateur si:

8x 2 X 9 y 2 G j jj�

k

(x)� �

k

(y)jj < � k = 0; : : : ;n:

On dit dans ce cas que l'orbite de x est pist�ee par celle de y.

Soit r(n; �) le cardinal du plus petit ensemble (n; �)-g�en�erateur (si X est compact,

ce nombre est �ni). On d�e�nit l'entropie topologique de � par:

h

top

(�) = lim

�!0

lim

n!1

sup

1

n

log r(n; �):

Proposition 1 Soit � : T �! T un plongement de Whitehead, alors:

h

top

(�) � log 2:

Preuve: Soit G un ensemble (n; �)-g�en�erateur de cardinal minimal r(n; �) et a la

borne inf�erieure des longueurs euclidiennes des âmes du tore solide. La d�emonstra-

tion de la proposition devient claire si preuve est faite de l'in�egalit�e suivante:

3



Lemme 1 Pour tout entier n et pour tout � > 0, on a:

a 2

n

� 2 � r(n; �)

.

Preuve du lemme: Soit 
 une âme du tore T. Par compacit�e, 
 est pist�ee par

un nombre �ni de points x

0

; : : : ; x

s�1

2 G. Pour k = 0; : : : ;n, on note P (�

k

(
)) la

courbe ferm�ee, lin�eaire par morceaux, joignant successivement les points �

k

(x

0

) ; �

k

(x

1

) ; : : : ;�

k

(x

s�1

)

et �

k

(x

0

). Les points doubles n'existant pas de mani�ere g�en�erique, on suppose, quitte

�a bouger une peu les points x

i

que la courbe P (�

k

(
)) est toujours simple. Plusieurs

remarques sont n�ecessaires:

-i/ On peut supposer que le nombre s de points pistant 
 est plus petit que r(n; �):

en e�et, si s > r(n; �), on a x

i

= x

j

pour deux indices i 6= j et la courbe P (
)

forme deux boucles, dont l'une est homotopiquement triviale. Il su�t donc de

raccourcir la courbe 
 de sorte qu'elle soit pist�ee par la boucle non triviale de

P (
). Voir la �gure 3.

γ




P(  )γ


x 0

i jxx

γ




x 0

ix

'

P(   )γ




'

Figure 3: Comment raccourcir 
 lorsque s > r(n; �)

-ii/ Pour tout k, la courbe �

k

(
) fait au moins 2

k

tours dans le tore, donc, si j : j

est mis pour la longueur euclidienne d'une courbe:

a 2

k

� j�

k

(
) j:

-iii/ Pour i = 0; : : : ; s� 1 et pour k = 1; : : : ;n, la distance de �

k

(x

i

) �a �

k

(x

i+1

) est

plus petite ou �egale �a 2�. Ainsi:

jP (�

k

(
)) j = �

s�2

i=0

jx

i+1

� x

i

j+ jx

0

� x

s�1

j � 2 � s;

Consid�erons �

n

(
). Si P (�

n

(
)) lui est isotope alors:

a 2

n

� jP (�

n

(
)) j � 2 � s � 2 � r(n; �):
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Le lemme est alors d�emontr�e.

Sinon, soit k < n� 1 le plus petit entier tel que les courbes �

k+1

(
) et P (�

k+1

(
))

ne sont pas isotopes (voir la �gure 4). Dans ce cas, il existe deux sommets distincts

x

i

et x

j

de P (
) tels que j � i > 2 et:

j�

k+1

(x

i

)� �

k+1

(x

j

)j < 2� et j�

k+1

(x

i+1

)� �

k+1

(x

j�1

)j < 2�:

On e�ectue une op�eration qui consiste �a substituer �

k+1

(
) par deux courbes iso-

topes �a �

k

(
) de la mani�ere suivante: on choisit un point y

i

2 
 pist�e par x

i

et un

point y

j

2 
 pist�e par x

j

. Ils satisfont �a :

j�

k+1

(y

i

)��

k+1

(y

j

)j < 2�:

De même, on choisit un point y

i+1

2 
 pist�e par x

i+1

et un point y

j�1

2 
 pist�e par

x

j�1

. Ils v�eri�ent:

j�

k+1

(y

i+1

)��

k+1

(y

j�1

)j < 2�:

On ôte �a �

k+1

(
), l'arc allant de y

i

�a y

i+1

, puis l'arc de y

j�1

�a y

j

. En�n, on rajoute

le segment joignant y

i

�a y

j

et le segment joignant y

i+1

�a y

j�1

(voir �gure 4). On

obtient deux courbes, faisant chacune 2

k

tours dans T: la premi�ere, 


k

1

, est pist�ee

par x

0

; : : : ; x

i

; x

j

; : : : ; x

s�1

, et la deuxi�eme, 


k

2

, par x

i+1

; : : : ; x

j�1

. De plus, comme

k est minimal, 


k

l

et P (


k

l

) sont isotopes (l = 1; 2). On obtient ainsi:

a (2

k

+2

k

) = a 2

k+1

� jP (


k

1

) j + jP (


k

2

) j � 2 � ((s+i�j+1)+(j�1�i)) = 2 � s:

Pour chacune des courbes 


k

l

, on reprend le même algorithme: on appelle k

l

1

le plus

petit entier 0 � k

l

1

� n � k � 1 tel que �

k

l

1

+1

(


k

l

) n'est pas isotope �a P (�

k

l

1

+1

(


k

l

))

et on lui substitue deux courbes isotopes �a �

k

l

1

(


k

l

) et on recommence. 2

x i

x i +1 x j -1

x j
P(Φ    ( γ ))

Φ    ( γ )

x i

x i +1 x 

x jκ+1

κ+1 γ k
0




1
γ k

P(    )γ k
0




P(    )1
γ k

j-1




Figure 4: la courbe pistant 
 ne forme plus un entrelac de Whitehead

Des plongements de Whitehead dont l'entropie est �egale �a log 2 existent. On

peut en construire un de la mani�ere suivante: consid�erons un plongement poss�edant
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un point �xe p attractif et deux points �xes cols, q

1

et q

2

, dont les vari�et�es stables

coupent T suivant deux disques transverses, D

0

et D

1

. Appellons �

1

le secteur de

T contenant p bord�e par D

0

et D

1

et �

0

= �

�1

(�

1

), et imposons que �

0

contienne

deux anses bas�ees sur chaque disque le bordant. Pour calculer l'entropie, il faut se

souvenir que l'entropie d'un syst�eme est port�ee par son ensemble non-errant, qui

est ici contenu dans le compl�ementaire de �

0

[ �

1

et dont la dynamique peut être

conduite de mani�ere identique �a celle du fer �a cheval de Smale.

Σ 0

Σ1

pq
q

1

2

Figure 5: Un exemple d'attracteur de Whitehead avec entropie minimale

Le r�esultat de la Proposition 1, qui concerne tous les plongements de Whitehead,

peut être a�n�e si on impose une sym�etrie dans la construction, �a savoir: il existe un

plan coupant le tore suivant deux disques transverses tel que, si s d�esigne la sym�etrie

par rapport �a ce plan, on a s � � = � � s. Notons que l'exemple donn�e ci-dessus

peut être r�ealis�e en respectant une telle sym�etrie.

Proposition 2 Soit � : T �! T un plongement de Whitehead commutant avec

une sym�etrie de r�e
exion par rapport �a un plan transverse �a T.

Si � est topologiquement transitif, alors:

h

top

(�) > log 2:

On rappelle qu'une application continue � : X �! X sur un espace topologique X

est dite topologiquement transitive si, �etant donn�es deux ouverts U et V de X, il

existe un entier n � 0 tel que �

n

(U) \ V 6= ;. Notons que lorsque X est un espace

m�etrique compact, ceci est �equivalent �a l'existence d'une orbite dense.

Preuve: La preuve d�ecoule du lemme suivant:

Lemme 2 Il existe n

0

tel que pour toute âme 
 de T:

j�

n

0

(
) j � (2

n

0

+ 2)a:
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Preuve du lemme: Le plan de sym�etrie coupe le tore T suivant deux disques

transverses D

0

et D

1

tels que �(D

1

) � D

0

et �(D

0

) � D

0

. Appelons A et B les

secteurs de T d�etermin�es par D

0

et D

1

et notons �

1

une anse de �(T) bas�ee sur

D

1

. Notons que pour tout n > 1, �

n

(�

1

) est une anse (du tore �

n

(T)) bas�ee sur

D

0

. Par transitivit�e de �, il existe n

0

> 1 tel que �

n

0

(�

1

) \ �

1

6= ;. Ainsi, pour

toute âme 
 du tore T, �

n

0

(
) passe 2

n

0

+ 2 fois par un des secteurs A ou B, et en

fait, pour des raisons de sym�etrie, par chaque secteur. Chaque secteur ayant pour

longueur minimale a=2, on odtient l'in�egalit�e d�esir�ee. 2

Soit 	 = �

n

0

et 
 une âme de T; on d�eduit du lemme que j	

n

(
) j � (2

n

0

+

2)

n

a. Comme pour la preuve de la Proposition 1, consid�erons G un ensemble (n; �)-

g�en�erateur de 	, de cardinal minimal r(n; �). Soit s points pistant 
, P (
), la

courbe lin�eaire par morceaux qui joint ces points, et P (	

n

(
)) la courbe lin�eaire par

morceaux joignant les n-i�emes images de ces points. Grâce �a la sym�etrie de 	, il est

clair que 	

n

(
) et P (	

n

(
)) sont isotopes, donc l'in�egalit�e de longueur pr�ec�edente

reste vraie pour P (	

n

(
)). Ceci est su�sant pour conclure que h

top

(�) > log 2. 2

3 Hyperbolicit�e

Proposition 3 Un attracteur de Whitehead de dimension topologique 1 n'est pas

hyperbolique.

Preuve: Soit � : T �! T un plongement de Whitehead et supposons qu'il existe

une structure hyperbolique sur W = W(�). L'attracteur �etant de dimension 1, la

dimension du sous-espace stable en un point deW est �egal �a 2. D'autre part, il existe

� > 0 (uniforme par compacit�e de W) tel que le voisinage de W, V =

S

x2W

B(x; �)

est feuillet�e par les vari�et�es stables et ce feuilletage est invariant par �. Pour n

assez grand, �

n

(T) est inclu dans V et, en chaque point x 2 W, la composante

connexe contenant x dans �

n

(T)\B(x; �) est un secteur du tore �

n

(T). La vari�et�e

instable du point x �etant contenue dans l'attracteur, elle est contenue dans toutes

les images de T. Donc, comme l'attracteur est de dimension 1, il existe n tel que le

diam�etre de �

n

(T) est assez petit pour que le plan des directions stables en x coupe

�

n

(T) suivant un disque transverse et la vari�et�e stable �egalement. Soit alors 
 une

longitude de �

n

(T) transverse en tout point au feuilletage stable. Son image doit

encore être transverse �a ce feuilletage (car il est invariant), mais, c'est impossible

car 
 est transform�ee par � en une courbe homologiquement triviale (il est facile de

se convaincre, par exemple, en passant au revêtement universel, que dans ce cas il

existe un point de tangence avec le feuilletage). 2
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