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0. Introduction

Les mesures de Patterson-Sullivan associ�ees �a un sous-groupe discret � d'isom�etries,

ont �et�e �etudi�ees de mani�ere extensive dans le cas des espaces hyperboliques r�eels H

n

([Su], [Ni]). Elles re
�etent la densit�e, �a grande �echelle, des �-orbites. On en tire des

informations de nature g�eom�etrique et ergodique. Ces mesures permettent, en e�et,

d'�etablir un lien entre la croissance des �-orbites et des propri�et�es g�eom�etrique de

l'ensemble limite de �, telle que sa dimension de Hausdor�. On peut, par ailleurs,

�egalement construire �a l'aide des mesures de Patterson-Sullivan, des mesures invari-

antes pour le 
ot g�eod�esique sur la surface quotient H

n

=�. Ces mesures invariantes sont

d'entropie maximale, cette entropie �etant aussi li�ee �a la croissance des �-orbites.

Certaines notions ont par la suite �et�e g�en�eralis�ees aux espaces hyperboliques au

sens de Gromov ([C], voir aussi [Bou] pour les espaces CAT(-1) ). Les mesures de

Patterson-Sullivan permettent donc d'investiguer la distribution des �-orbites en cour-

bure n�egative. Apparemment, le cas d'espaces avec de la courbure nulle, a �et�e peu

trâ�t�e. Les espaces riemanniens sym�etriques de type non-compact de rang sup�erieur

constituent une bonne classe d'espaces �a �etudier. Ils contiennent en e�et �enorm�ement de

sous-espaces euclidiens non-triviaux. N�eanmoins, leur g�eom�etrie comporte d'importants

aspects hyperboliques.

Dans les espaces hyperboliques, le support des mesures de Patterson-Sullivan asso-

ci�ees �a des sous-groupes discrets cocompacts s'identi�e au bord g�eom�etrique de l'espace.

Dans ce papier, nous montrons que pour les espaces riemanniens sym�etriques de type

non-compact de rang sup�erieur, ce support s'identi�e naturellement �a son bord de

Furstenberg, lequel est distinct de son bord g�eom�etrique (tandis qu'ils co��ncident en

rang un). Pour être plus pr�ecis, ces mesures sont concentr�ees sur l'orbite, sous le groupe

des isom�etries de l'espace, du "barycentre" d'une chambre de Weyl �a l'in�ni. Cette

orbite coupe les chambres de Weyl �a l'in�ni transversalement. En fait, ces mesures se

concentrent sur le lieu du bord g�eom�etrique qui correspond aux directions o�u la diver-

gence des g�eod�esiques est la plus forte, ou de mani�ere �equivalente, aux directions o�u la

dilatation du volume riemannien est maximale.
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1. Mesures de Patterson-Sullivan

Citons [Ni] comme r�ef�erence pour ce paragraphe.

Soit (X;d) un espace m�etrique CAT(0) localement compact. Le bord g�eom�etrique

X(1) de X est l'ensemble des classes d'�equivalence de rayons g�eod�esiques asymptotes.

On note X := X [X(1) la compacti�cation associ�ee.

Soit � < Isom(X) un sous-groupe discret du groupe des isom�etries de (X;d). On

d�e�nit la s�erie de Poincar�e associ�ee �a �:

g

s

(x; x

0

) :=

X


2�

e

�sd(x;
x

0

)

s 2 R; x; x

0

2 X;

et l'exposant critique � de � : � = �(�) := inffs 2 R jg

s

(x; x

0

) <1g.

Consid�erons �a pr�esent la famille f�

s;x

g

s>�

de mesures orbitales sur X:

�

s;x

:=

1

g

s

(x; x

0

)

X


2�

e

�sd(x;
x

0

)

D


x

0

; s > �;

o�u D


x

0

est une masse de Dirac en 
x

0

.

Supposons que la s�erie de Poincar�e diverge en s = � (i.e. g

�

(x; x

0

) = 1) et

notonsM

+

(X(1)) le cône des mesures bor�eliennes positives �nies surX(1). La famille

d'applications �-�equivariantes

X !M

+

(X)

x 7! �

s;x

; � < s � � + 1;

est �equicontinue et uniform�ement born�ee sur les compacts ([Bu]). Cette famille est

donc relativement compact dans l'espace des applications continues C

0

(X;M

+

(X)) muni

de la topologie de la convergence uniforme sur les compacts. Soit x 7! �

x

un point

d'accumulation de cette famille lorsque s& �. La mesure �

x

a les propri�et�es suivantes:

. �

x

est support�e dans l'ensemble limite de � (i.e. supp(�

x

) � �x

0

\X(1)).

. Soit x; x

0

2 X et � 2 X(1) repr�esent�e par le rayon g�eod�esique r(t) avec r(0) = x

0

:

Alors:

d�

x

0

d�

x

(�) = e

��B

�

(x;x

0

)

;

o�u B

�

(x; x

0

) = lim

t!1

[d(x; r(t))� d(x

0

; r(t))] est la distance horosph�erique entre x

et x

0

par rapport �a �.

. 


�

�

x

= �


x

; 8
 2 �.

Supposons maintenant que la s�erie de Poincar�e converge en s = � (i.e. g

�

(x; x

0

) <

1). Une construction de Patterson ([Pa]), consistant �a ajouter une pond�eration faible-

ment croissante aux mesures orbitales �

s;x

, permet alors d'obtenir, apr�es passage �a la

limite, une famille de mesures �egalement not�ee f�

x

g

x2X

, jouissant des mêmes propri�et�es.

On appelle densit�e de Patterson-Sullivan (associ�ee au groupe �) une famille

� = f�

x

g

x2X

construite ainsi, et mesure de Patterson-Sullivan un �el�ement �

x

de

cette famille.
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Dans la suite, nous nous restreindrons au cas o�u X est un espace riemannien

sym�etrique de type non-compact de rang � 2 et � un r�eseau irr�eductible. Nous carac-

t�eriserons dans ce cas, le support des mesures de Patterson-Sullivan.

2. Les espaces riemanniens sym�etriques

2.1.G�en�eralit�es

Un espace riemannien sym�etrique X est une vari�et�e riemanienne, compl�ete,

avec la propri�et�e que la sym�etrie riemannienne s

x

en x, est une isom�etrie globale de X,

quelquesoit x 2 X.

Appelons G la composante connexe de l'identit�e du groupe des isom�etries rieman-

niennes de X. Elle admet une structure de groupe de Lie.

Soit x

0

un point-base �x�e et K � G le sous-groupe d'isotropie de x

0

. Alors K est

un sous-groupe compact et l'application:

G=K ! X

gK 7! gx

0

est un di��eomorphisme analytique ([Hel1], p.208).

D�e�nissons � 2 Aut(G) par �(g) = s

x

0

gs

x

0

. D�enotons par g (resp. k) l'alg�ebre de

Lie de G (resp. K) et �

�

2 Aut(g) la d�eriv�ee en e 2 G de �. Alors k = f� 2 gj�

�

(�) = �g.

Si on pose p = f� 2 gj�

�

(�) = ��g, on a la d�ecomposition en somme directe g = k � p.

La projection naturelle � : G ! X induit un isomorphisme d

e

�j

p

: p ! T

x

0

X (on

a d

e

�(k) = f0g). On peut alors identi�er, via les translations �a gauche, les espaces

tangents �a X avec p ([Hel1], p.208).

Notons Q : g� g! R la forme de Killing de g et Q

p

(resp. Q

k

) la restriction de Q

�a p� p (resp. k� k).La forme Q

k

est d�e�nie n�egative, car le groupe K est compact. Les

relations de crochet entre k et p implique que Q(k; p) = 0.

On dit que X est de type non-compact (resp. compact, euclidien) si Q

p

est

d�e�nie positive (resp. d�e�nie n�egative, identiquement nulle).

On a le th�eor�eme de d�ecomposition suivant:

Th�eor�eme 1: ([Hel1], p.244)

Soit X un espace riemannien sym�etrique simplement connexe. Alors X est isom�etrique

�a un produit riemannien X �X

+

�X

0

o�u X est un espace sym�etrique de type non-

compact, X

+

est un espace sym�etrique de type compact et X

0

est un espace euclidien.

Ces di��erents types se caract�erisent en termes de courbure sectionnelle. Par ex-

emple, X est de type non-compact, si et seulement si, X est sans facteur euclidien de

courbure sectionnelle � 0.

Dor�enavant X sera suppos�e de type non-compact. En particulier g est semi-simple

et la d�ecomposition g = k � p est une d�ecomposition de Cartan de g. Relevons

encore que le centre Z(G) de G est trivial et que la �nitude de Z(G) entrâ�ne que K

est un sous-groupe compact maximal de G. A une d�ecomposition de Cartan, on peut

associer un automorphisme

� : g! g tel que �j

k

= id ; �j

k

= �id ;
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appel�e involution de Cartan. On peut alors d�e�nir �a l'aide de la forme de Killing un

produit scalaire Ad(K)-invariant sur g:

hY jZi = �Q(Y; �(Z)) :

On obtient ainsi une m�etrique riemannienne G-invariante sur X.

2.2.Espaces riemanniens sym�etriques de type non-compact

Ce rappel th�eorique se base essentiellement sur [BGS] (appendix 5).

Structure des plats et d�ecomposition en sous-espaces de racines

Un plat dans X est une sous-vari�et�e euclidienne totalement g�eod�esique de dimen-

sion maximale. On appelle cette dimension le rang de X; on le notera rg(X).

Soit F un plat contenant x

0

. On dit que c : R ! F avec c(0) = x

0

, est une

g�eod�esique r�eguli�ere, si F est l'unique plat qui la contient, et une g�eod�esique sin-

guli�ere, si elle est contenue dans plusieurs plats.

L'espace tangent �a F en x

0

correspond �a un sous-espace ab�elien maximal a de p.

On a alors F = Ax

0

o�u A = exp a < G. R�eciproquement, tout sous-espace ab�elien

maximal de p correspond �a un plat par x

0

. Les sous-espaces ab�eliens maximaux de p

sont conjugu�es par l'action de Ad(K).

En diagonalisant simultan�ement les op�erateurs autoadjoints fadH : g! g; H 2 ag,

on obtient la d�ecomposition en sous-espaces de racines:

g = g

0

�

M

�2�

g

�

;

o�u, pour � 2 a

�

un �el�ement du dual de a, on a pos�e

g

�

= fY 2 gjadH(Y ) = �(H)Y; 8H 2 ag (sous-espace de racines); m

�

= dim g

�

;

� = f� 2 a

�

nf0gjg

�

6= f0gg (ensemble des racines).

Le vecteur H 2 a est tangent en x

0

�a une g�eod�esique singuli�ere, si et seulement

si, il existe � 2 � tel que �(H) = 0. L'ensemble des �el�ements singuliers a

sing

= fH 2

aj 9� 2 � avec �(H) = 0g est donc une r�eunion �nie d'hyperplans fH 2 aj�(H) = 0g,

o�u � 2 �. Son compl�ementaire a

reg

= ana

sing

est l'ensemble des �el�ements r�eguliers de

a.

On appelle chambre de Weyl de a une composante connexe de a

reg

. Une chambre

de Weyl de F de sommet x

0

est l'image, via l'exponentielle riemannienne en x

0

, d'une

chambre de Weyl de a.

Fixons une chambre de Weyl a

+

dans a et posons A

+

= exp a

+

. Ce choix d�etermine

un sous-ensemble de racines positives �

+

= f� 2 �j�(H) > 0; 8H 2 a

+

g:

On peut lui associer un sous-groupe unipotent

N = exp n o�u n =

M

�2�

+

g

�

est une sous-alg�ebre nilpotente de g.

On a alors la d�ecomposition d'Iwasawa ([Hel1], chap.9, x1): G = KAN :
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Bord de Furstenberg

SoitM le centralisateur et M

0

le normalisateur de A dans K. M est le sous-groupe

de G qui �xe le plat F point par point, tandis que M

0

�xe x

0

et laisse F globalement

invariant. Le groupe de Weyl de W =M

0

=M est un groupe �ni qui agit simplement

transitivement sur les chambres de Weyl de (F; x

0

).

Consid�erons �a pr�esent l'espace CX de toutes les chambres de Weyl de X. L'action

de G sur CX est transitive et M est le groupe d'isotropie de la chambre de Weyl A

+

x

0

de F . On peut donc identi�er CX avec l'espace homog�ene G=M .

On dira que deux chambres de Weyl sont asymptotes si elles sont �a distance de

Hausdor� born�ee. On d�e�nit alors le bord de Furstenberg de X comme l'ensemble

des classes d'�equivalence de chambres de Weyl asymptotes ([Mos], [Fu]). Il existe une

unique chambre de Weyl de sommet x

0

dans chaque classe d'�equivalence .

Le groupe G agit transitivement sur le bord de Furstenberg de X et P =MAN est

le groupe d'isotropie de la classe deA

+

x

0

(i.e. P = fg 2 G j gA

+

x

0

asymptote �a A

+

x

0

g).

En fait, P est aussi le groupe d'isotropie de n'importe quel point � deA

+

x

0

(1) � X(1):

Ainsi on peut identi�er le bord de Furstenberg de X �a G=P = K=M , mais �egalement �a

l'orbite G� = K� de � dans X(1).

3. Support des mesures de Patterson-Sullivan

Rappelons que X = G=K est un espace sym�etrique de type non-compact de rang

rg(X) � 2 et x

0

2 X un point-base �x�e. On consid�ere la densit�e de Patterson-Sullivan

� associ�ee �a un r�eseau irr�eductible � de G.

Notations:

On �ecrira E(n; s) � E

0

(n; s), s'il existe des constantes C

1

; C

2

telles que C

1

E(n; s) �

E

0

(n; s) � C

2

E(n; s). Ces constantes seront toujours ind�ependantes de n et s. Lorsqu'il

n'y aura pas lieu d'expliciter une constante, elle sera simplement not�ee const.

L'�enonc�e du th�eor�eme suivant dont nous donnons une d�emonstration, nous a �et�e

propos�e par Marc Burger.

Th�eor�eme 2:

Soit � la densit�e de Patterson-Sullivan associ�ee �a un r�eseau irr�eductible � de G. Alors

supp(�

x

) = Gc(1) = Kc(1); 8x 2 X;

o�u c(t) = exp t(b=kbk)x

0

et b 2 a

+

est le vecteur dual �a la forme lin�eaire

P

�2�

+

m

�

�

(b est appel�e barycentre de la chambre de Weyl a

+

).

Preuve:

Les mesures de Patterson-Sullivan �

x

�etant absolument continues les unes par rapport

aux autres, on peut supposer x = x

0

.

On d�e�nit le cône d'axe u 2 a

+

(kuk = 1) et d'ouverture  :

C

u; 

=

S

n�1

C

u; 

(n) � A

+

;

o�u C

u; 

(n) = fexpHjhHjui � kHk cos ; n� 1 � kHk < n; H 2 a

+

g;

et la couronne obtenue en enlevant �a la boule de rayon n centr�ee en x

0

celle



- 6 -

de rayon n� 1:

Cour(n) = B(x

0

; n)nB(x

0

; n� 1):

On commence par montrer que

�

x

0

((KC

u; 

x

0

)(1)) = 0 ; si exp b 62 C

u; 

;

i.e. supp(�

x

0

) � Gc(1).

Dor�enavant, on �ecrira simplement C (resp. C(n)) �a la place de C

u; 

(resp. C

u; 

(n)).

Comme �

x

0

est une limite faible de f�

s;x

0

g

s>�

dans X, on a ([Bil]):

�

x

0

((KCx

0

)(1)) = lim

s&�

�

s;x

0

(KCx

0

):

On est donc ramen�e �a estimer la s�erie de Poincar�e g

s

(x

0

; x

0

) et la s�erie

X


2�

e

�sd(x

0

;
x

0

)

D


x

0

(KCx

0

) :

E�ectuons une premi�ere estimation:

g

s

(x

0

; x

0

) �

X

n>0

e

�sn

j�x

0

\ Cour(n)j ;

X


2�

e

�sd(x

0

;
x

0

)

D


x

0

(KCx

0

) �

X

n>0

e

�sn

j�x

0

\KC(n)x

0

j :

Un th�eor�eme de A.Eskin et C.Mac-Mullen ([Esk]), permet d'e�ectuer une deuxi�eme

estimation en approximant le nombre de points de l'orbite de �x

0

dans Cour(n)

(resp. KC(n)x

0

) par le volume de Cour(n) (resp. KC(n)x

0

).

Proposition 3:

Soit v

max

le vecteur unit�e de exp

�1

(C) qui maximise hbj: i. Alors:

V ol(KC(n)) � const � n

rg(X)

e

�hbjv

max

in

; 8n > 0:

Plus pr�ecis�ement:

V ol(KC(n)) � n

rg(X)�1

2

e

�kbkn

; si exp b 2 C; 8n > 0:

En particulier:

V ol(Cour(n)) � n

rg(X)�1

2

e

�kbkn

; 8n > 0:

Preuve: en annexe.

Proposition 4:

j�x

0

\ Cour(n)j � V ol(Cour(n))

j�x

0

\KC(n)x

0

j � V ol(KC(n)x

0

)

; 8n > 0:

Preuve: en annexe.
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On a comme cons�equence que

g

s

(x

0

; x

0

) �

X

n>0

n

rg(X)�1

2

e

(�s+kbk)n

:

On en d�eduit que

g

s

(x

0

; x

0

) =1 pour s � kbk ,

g

s

(x

0

; x

0

) <1 pour s > kbk .

Donc � = kbk et � est de type divergent (i.e g

�

(x; x

0

) =1).

On peut maintenant achever la preuve du th�eor�eme.

Si exp b 62 C (i.e. hbjv

max

i < kbk), alors en utilisant les propositions 3) et 4), on a:

�

x

0

((KCx

0

)(1)) = lim

s&�

1

g

s

(x

0

; x

0

)

X


2�

e

�sd(x

0

;
x

0

)

D


x

0

(KCx

0

)

� const � lim

s&�

0

B

B

B

@

X

n>0

n

rg(X)

e

(�s+hbjv

max

i)n

X

n>0

n

rg(X)�1

2

e

(�s+kbk)n

1

C

C

C

A

:

Dans le passage �a la limite s& � = kbk, le num�erateur reste �ni tandis que le d�enomina-

teur diverge, car hbjv

max

i < kbk. Donc, �

x

0

((KCx

0

)(1)) = 0. Nous avons ainsi montr�e

que le support de �

x

0

est contenu dans Kc(1) o�u c(t) = exp t(b=kbk)x

0

. Ce support est

un ferm�e �-invariant dans Kc(1). Or � agit minimalement sur Kc(1) ([Mos]). Par

cons�equent, supp(�

x

0

) = Kc(1) = Gc(1) (noter que ANc(1) = c(1)).

Corollaire 5:

Une densit�e de Patterson-Sullivan � associ�ee �a un r�eseau � de G appartient �a la classe

de la mesure de probabilit�e K-invariante sur Gc(1). En fait, �

x

0

est �egal �a cette mesure

de probabilit�e K-invariante.

4. Unicit�e des densit�es de Patterson-Sullivan

Une densit�e conforme � �-invariante de dimension � sur X(1) (en abr�eg�e,

une �-densit�e) est une application continue �-�equivariante

� : X !M

+

(X(1))

x 7! �

x

telle que

d�

x

0

d�

x

(�)

= e

��B

�

(x;x

0

)

; 8x 2 X; � 2 X(1);

o�u B

�

(x; x

0

) est la distance horosph�erique entre x et x

0

par rapport �a �.

La construction de Patterson, donn�ee au x1, fournit des exemples de densit�es con-

formes �-invariantes de dimension � �a support dans l'ensemble limite de �.
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Rappelons que c est un rayon g�eod�esique avec _c(0) = b=kbk.

Th�eor�eme 6 ([Al]):

Soit � un r�eseau irr�eductible de G. Alors � = kbk, et l'orbite Gc(1) � X(1) est le

support de toute �-densit�e.

Il est important de mentionner que toute densit�e est forc�ement de dimension � �.

Supposons que � est une �-densit�e. Alors l'action de � sur Gc(1) est ergodique par

rapport �a � ([Moo]). Il en d�ecoule qu'il existe une unique densit�e conforme �-invariante

de dimension � (�a multiplication par une constante pr�es). Celle-ci peut donc être obtenue

par la construction de Patterson, ou directement �a partir de la mesure de probabilit�e

K-invariante sur Gc(1). Si � est une �-densit�e avec � > �, alors � est singuli�ere par

rapport �a la mesure de probabilit�e K-invariante sur Gc(1). Pour plus de d�etails voir

[Al].

5. Annexes

5.1.Formule d'int�egration

Soit X = G=K un espace sym�etrique de type non-compact de rang rg(X). Le

groupe semi-simple G admet la d�ecomposition suivante ([Hel1], chap.9, x1):

G = KAK (d�ecomposition polaire).

Posons G

0

= KA

0

K o�u A

0

= exp(a

reg

). Le sous-espace X

0

= G

0

x

0

est un ouvert dense

de X et l'application:

K=M �A

+

! X

0

(kM; a) 7! kax

0

est un di��eomorphisme.

Il en d�ecoule la formule d'int�egration:

Th�eor�eme 7: ([Hel2], chap.1, x5)

Z

X

f(x)dx =

Z

K=M

�

Z

A

+

f(kax

0

)

Y

�2�

+

[sinh�(exp

�1

(a))]

m

�

da

�

dk

M

; 8f 2 C

c

(X)

o�u dk

M

est la mesure K-invariante sur K=M ,

dx est l'�el�ement de volume riemannien sur X,

da est la mesure invariante �a gauche sur A.

Nous obtiendrons, grâce �a cette formule, des estimations asymptotiques de volume.

Pour tout H 2 a

+

tel que �(H) � const > 0; 8� 2 �

+

, on a

Y

�2�

+

[sinh�(H)]

m

�

�

Y

�2�

+

e

m

�

�(H)

= exp[

X

�2�

+

m

�

�(H)] = e

hbjHi

:



- 9 -

Soit A

[

= exp a

[

un sous-ensemble de mesure �nie positive de A

+

satisfaisant �(a

[

) �

const; 8� 2 �

+

. Posons a = expH; da = exp

�

(dH). Alors

V ol(KA

[

x

0

) =

Z

K=M

�

Z

A

+

�

KA

[

x

0

(kax

0

)

Y

�2�

+

[sinh�(exp

�1

(a))]

m

�

da

�

dk

M

=

Z

K=M

�

K

(k)dk

M

Z

A

+

�

A

[

x

0

(ax

0

)

Y

�2�

+

[sinh�(exp

�1

(a))]

m

�

da

= const �

Z

a

[

Y

�2�

+

[sinh�(H)]

m

�

da :

Donc,

V ol(KA

[

x

0

) � const �

Z

a

[

e

hbjHi

dH :

5.2. Preuve des propositions 3) et 4)

Lemme technique:

Soit d < 1 et l � �1 un entier. Alors:

Z

1

d

e

rs

(1� s

2

)

l

2

ds �

e

b

r

l

2

+1

;

pour r > 0 assez grand.

Preuve:

Il su�t d'utiliser une m�ethode de pente raide.

Proposition 3:

Soit v

max

le vecteur unit�e de exp

�1

(C) qui maximise hbj:i. Alors:

V ol(KC(n)) � const � n

rg(X)

e

�hbjv

max

in

; 8n > 0:

Plus pr�ecis�ement:

V ol(KC(n)) � n

rg(X)�1

2

e

�kbkn

; si exp b 2 C; 8n > 0:

En particulier:

V ol(Cour(n)) � n

rg(X)�1

2

e

�kbkn

; 8n > 0:

Preuve:

Posons exp(C(n)) = C(n) et expC = C

D'apr�es ce qui a �et�e dit au x5.1., il su�t d'estimer

R

C(n)

e

hbjHi

dH:

Utilisons des coordonn�ees sph�eriques:

H

1

=

H

kHk

; r = kHk :
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On a:

Z

C(n)

e

hbjHi

dH =

Z

n

n�1

Z

C

e

hbjH

1

ir

dH

1

r

rg(X)�1

dr � const � n

rg(X)�1

e

hbjv

max

in

(rappellons que rg(X) est le rang de X).

Supposons que b 2 C (i.e. hbjv

max

i = kbk), et e�ectuons le changement de variables:

s = hb

1

jH

1

i; H

0

1

= H

1

� sb

1

Pour s = hb

1

jH

1

i � 1; �

s

:= fH

1

2 C j s = hb

1

jH

1

ig est une sph�ere de dimension rgX�2

et de rayon

p

1� s

2

, contenue dans l'orthogonal de b.

Z

C

e

hbjH

1

ir

dH

1

=

Z

1

hbjv

min

i

e

kbkrs

�

Z

�

s

dH

0

1

�

ds

p

1� s

2

�

Z

1

1�h

2

e

kbkrs

(1� s

2

)

rg(X)�3

2

ds ;

ceci pour r assez grand, et d'apr�es le lemme technique on a:

Z

1

1�h

2

e

kbkrs

(1� s

2

)

rg(X)�3

2

ds �

e

kbkr

r

rg(X)�1

2

:

Ainsi,

Z

C(n)

e

hbjHi

dH � n

rg(X)�1

2

e

kbkn

; si b 2 C :

Proposition 4:

j�x

0

\ Cour(n)j � V ol(Cour(n))

j�x

0

\KC(n)x

0

j � V ol(KC(n)x

0

)

; 8n > 0 :

La preuve de cette proposition n�ecessite quelques r�esultats pr�eliminaires.

D�e�nition: Une suite de sous-ensembles fC(n)g

n>0

de X est dite bien arrondie si:

8" > 0; 9 U un voisinage de l'identit�e e dans G tel que:

V ol(U@C(n))

V ol(C(n))

� "; 8n > 0;

o�u @C(n) d�esigne le bord de C(n) dansX. Il est important de signaler que U ne d�epend

pas de n.

On veut utiliser un cas particulier d'un th�eor�eme de comptage de A.Eskin et C.Mc-

Mullen ([Esk]).

Proposition i):

Soit X = G=K un espace riemannien sym�etrique de type non-compact et � un r�eseau

irr�eductible dans G.

Si fC(n)g

n>0

est une suite bien arrondie de sous-ensembles avec V ol(C(n)) !1 quand

n!1 ,alors

V ol(C(n)) � j�x

0

\ C(n)j :

Dans la suite, nous appliquerons ce r�esultat aux suites fKC(n)x

0

g

n>0

et fCour(n)g

n>0

.
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Notons @

"

(KC(n)x

0

) un "-voisinage du bord de KC(n)x

0

d�e�nit de la mani�ere suivante:

@

"

(KC(n)x

0

) = KT

1

x

0

[KT

2

x

0

[KT

3

x

0

;

o�u T

i

= expT

i

; (i = 1; 2; 3) avec

T

1

= fH 2 a

+

j hHjui � kHk cos � "=2; n� "=2 � kHk � n+ "=2g;

T

2

= fH 2 a

+

j hHjui � kHk cos � "=2; n� 1� "=2 � kHk � n� 1 + "=2g;

T

3

= fH 2 a

+

j jhHjui � kHk cos j � "=2; n� 1� "=2 � kHk � n+ "=2g:

Lemme ii):

8" > 0; 9 U un voisinage de e dans G tel que:

U@(KC(n)x

0

) � @

"

(KC(n)x

0

) :

Preuve du lemme ii):

Soit exp(rH

1

)x

0

2 @C(n):

Comme a est Ad(K)-invariant, on a k exp(rH

1

)x

0

2 @(KC(n)x

0

); 8k 2 K.

Soit g 2 G qu'on �ecrit g = kam dans la d�ecomposition G = KAN .

Le lemme d�ecoule alors du fait suivant ([BGS], appendix 5):

d(x

0

; ax

0

) � d(k exp(rH

1

)x

0

; kam exp(rH

1

)x

0

) = d(exp(rH

1

)x

0

; am exp(rH

1

)x

0

)

�! d(x

0

; ax

0

) quand r !1:

Lemme iii):

V ol(KT

i

x

0

) � "V ol(KC(n)x

0

); (i = 1; 2)

V ol(KT

3

x

0

) � const � "V ol(KC(n)x

0

) :

Preuve du lemme iii):

On obtient ces estimations de volumes en e�ectuant des calculs similaires �a ceux donn�es

dans la preuve de la proposition 3.

Preuve de la proposition 4):

Par les lemmes ii) et iii), on a:

8" > 0; 9 U un voisinage de e dans G tel que:

V ol(U@(KC(n)x

0

))

V ol(KC(n)x

0

)

�

V ol(@

"

(KC(n)x

0

)

V ol(KC(n)x

0

)

� const � " :

Ainsi, les suites fKC(n)x

0

g

n>0

et fCour(n)g

n>0

sont bien arrondies. On peut donc

leur appliquer la proposition i).
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