UNE SUITE SPECTRALE DU TYPE HOCHSCHILD-SERRE
POUR LES ALGEBRES DE LEIBNIZ

Pierre-Paul Grivel

Abstract

For the category of Leibniz algebras one can build an analogue to Hochschild-Serre spectrale sequence.

Introduction.

La notion d’algebre de Leibniz et d’homologie de Leibniz a été introduite par J.L.Loday dans [L1] et [L2].
Une algebre de Leibniz est un K-module g muni d’un crochet bilinéaire, non nécessairement antisymétrique,
qui satisfait la forme suivante de I'identité de Jacobi | appelée identité de Leibniz: pour tout z,y,z € g on
a [[x;y]; 2] = [[a; 2]; y] + [; [y; 2]]. En particulier une algébre de Lie est une algébre de Leibniz.

L’homologie de Leibniz de g est ’homologie du module tensoriel T'g muni d’une différentielle provenant
d’un relevé convenable de la différentielle de Chevalley-Eilenberg définie sur le module A g lorsque g est une
algébre de Lie. La cohomologie de Leibniz de g & valeurs dans un g-module M, notée H L*(g; M), est définie
en considérant le module gradué C*(g; M) = Homg (Tg; M) (voir [L1], [L2] ou [C] pour les définitions
précises et les détails).

De nombreuses notions concernants les algébres de Lie ont un analogue dans la catégorie des algébres de
Leibniz, par exemples algebre de Leibniz libre, algebre enveloppante, extensions, etc (voir [L-P]). Il est donc
naturel de regarder ce que devient, dans ce nouveau cadre, la suite spectrale de Hochschild-Serre ([H-S]).

Si h est un idéal bilatére de 'algébre de Leibniz g, on filtre le complexe C*(g; M) en considérant les
cochaines qui s’annullent lorsqu’on les restreint a4 un sous-module de T'g contenant un certain nombre de
facteurs h. On obtient ainsi une suite spectrale du premier quadrant qui converge vers HL*(g; M). D’un
autre coté on considére un module bigradué C'S**(h;g/h; M). En fixant le deuxiéme degré on définit des
complexes ”horizontaux” tels que si on fixe maintenant le degré d’homologie de ces complexes, on peut définir
des complexex ”verticaux” dont I’homologie est isomorphe au terme E5 de la suite spectrale.

De plus cette suite spectrale est multiplicative, relativement & un cup-produit défini sur C*(g; M).

Dans toute la suite K est un corps. Si g est une algébre de Leibniz, un g-module est un K-module M
muni d’une action M ® g — M , notée m.xz, qui vérifie la condition suivante: pour tout m € M et tout
z,y €gonamfry = (ma)y— (my)e.

1. La filtration du complexe C*(g; M)

1.1. Soit g une algébre de Leibniz et M un g-module. On définit un complexe C*(g; M) de g-modules
([L-P1,[C]) en posant, pour tout entier n > 0, C"(g; M) = Homg (g®"; M); la différentielle d : C"™(g; M) —
C"*l(g; M) est donnée par la formule

de)(z1®...@zpg1) = >, (-D)Me(@1@... 05 @ ... @ rpp).zit
1<i<n4+1

Z (—l)ic(xl ©..021Q[;2]02i11©® ... QF; @ ...Q Tpy1)
1<i<j<n+1

L’homologie de ce complexe est notée HL*(g; M) et s’appelle la cohomologie de ’algebre de Leibniz g &
coefficients dans M. C’est un g-module trivial.

1.2. Soit h un idéal bilatére de g.
On définit une filtration F du complexe C*(g; M) de la fagon suivante. On pose F'C*(g; M) = C*(g; M)
et pour tout n > 1 et tout j > 1, F/C™(g; M) est I'ensemble des cochaines ¢ € C"(g; M) telles que
e(z1 ®...Q x,) = 0 lorsque au moins n — j + 1 des éléments #; sont dans h.
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Cette filtration est décroissante, canoniquement bornée et compatible avec la différentielle d. De plus les
ensembles F/C"(g; M) sont des g - modules.

1.3. On va étudier la suite spectrale du premier quadrant associée a cette filtration. Elle converge
évidemment vers HL*(g; M).

2. Notations

2.1. Nous aurons a considérer des suites finies sur un ensemble & deux éléments que nous noterons{1;2}.
Plus précisément pour tout entier n et j tels que n > 0 et 0 < j < n on désignera par S, ; le sous-ensemble
de {1;2}" constitué par les suites contenant j éléments 2.

n!
On pose Spg=0. On a #S, ;, = ———— (sin > 1).
p 0,0 # \J j!(n—j)! ( = )

2.2. Soit I = (i1;42;...50n) € Sn ;.
On considére les deux sous-ensembles ordonnés I’ et I"” de I’ensemble ordonné {1;2;...;n} suivants:

I'={li;lo.. ;lh_5li, = 1 pour tout k=1,2,...,n— j}

I'" = {ri;re; .. ;7ilip, =2 pour tout k =1,2,...,j}.

2.3. Etant donnée une suite [ € S, ; on lui associe différentes autres suites.
Sike{l;2;...;n+1} on note Iy € Sy41; la suite qui se déduit de I en adjoignant un 1 aprés le terme 4,4
de la suite I. En particulier [y consiste a placer un 1 au début de la suite I.
Siu € I" on note Iy € Sy ;-1 la suite qui se déduit de I en remplagant le terme 4, = 2 par un 1.
Enfin si w € {1;2;...;n} on note I — {i,} la suite qui se déduit de I en supprimant le terme i,; on a
I—{iy} € Sp_1; (vesp. Sp_1j—1) siu € I'(resp. u € 1").

2.4. Soit g une algébre de Leibniz, h un idéal bilatére de g et considérons les modules N' = h et
N?=g/h.
Si 1= (i1;i2;...;8,) € Sy ; on pose NT = Nt @ N2 @ ...@ N'» . On notera en particulier que N? est le
corps de base, que si [ € S, g on a N =h®" et quesi I € 5, , on a NI = (g/h)®".

2.5. Si H et K sont des sous-ensembles ordonnés de N on posera A(H x K) = {(u;v) € H x K|u < v};
pour simplifier on écrira A(K) & la place de A(K x K).

3. Le complexe C'S**(h,g/h; M)

3.1. Soit g une algébre de Leibniz, h un idéal bilatére de g et M un g - module. On note 7 : g — g/h
la projection canonique. .
Pour tout entier p > 0 et ¢ > 0 on pose

CST?(h,g/h; M) = @ Hompg (NT; M)
Te€Sp4q,p

On remarquera qu’on a, en particulier, les isomorphismes C'S*°(h,g/h; M) = M, CS?°(h,g/h; M) =
Clh; M) et CS%P(h,g/h; M) = C?(g/h; M).

3.2. On définit sur C'S?? (h, g/h; M) une structure de g - module de la fagon suivante (voir Appendice
A2,A3)
Soit I € Spiqp w1 € Homg (NT; M) et € g. On définit wr.x en posant

(wr2)(z1 Q@ ... @ 2ptq) =wr(z21 ® ... @ Zpyq).C — Z wi(z1©...© (20.2) @ ... ® 2Zptq)
1<u<p+q

ol zy. = [zy; 2] siu €' et zy.x = w([xy; 2]) siu € I ol &y € g est tel que 7(zy) = 2y.
Soit alors w = (wr)res,,,, € CSTP(h,g/h; M) et x € g ; on pose w.x = (wWr.x)res
3.3. On définit maintenant une différentielle

r+a,p

d:CS? (h,g/h; M) — CSITHF (h g/h; M).

Soit w = (W1)1e5,4,., ; alors dw = ((dw)s) et il faut définir d(w)ys .

JESptqt1,p
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Soit J = ({1;42; ... iptg41) € Spgg+1,p ; O posSe

(dw)s(21® .. @ zppgr1) = D ()" Mws(1,1(21 @ ... O L2 @ . ..O Zpagr1) 2
ueJ’

+ Z (D)% in(1© .. ® 2uc1 @ [2u; 20] @ Z2ug1 @ ... © 20 @ ... @ Zpygs1)
(u,v)eA(J")

3.4. Exemples :
a) d: CS9%h,g/h; M) — CS?1.0(h, g/h; M) coincide avec la différentielle

d:Clh; M) — C?' (h; M)

b) d : CSY(h,g/h; M) — CS*'(h,g/h; M). Soit w = (w(i2y;wen) € CSY(h,g/h; M) ; alors
dw = ((dw)(nz); (dw)(lzl); (dw)(zn)) et on a par exemple

(dw)a2n)(y1 @7 @ y2) = wean (Y @ y2).y1 + w1 @79).y2 —waz)([v1; y2] @7)

3.5. Lemme :d est un morphisme de g - modules et on a d* = 0.

Démonstration : (voir Appendice A3 AT).

3.6. Pour comparer les modules précédents avec les modules de la filtration du complexe C*(g; M) on
va définir une application

¢ FPCPH(g; M) — CST? (h;g/h; M)

Soit ¢ € FPCPHi(g; M) salors ¢(c) = (¢(c)r)res,,., et il faut définir ¢(c);.
Soit s : g/h — g une section linéaire de 7 : g — g/h. Pour tout I € Sy, , on définit une application linéaire
sp: NT — g@@+9) en posant SI=851®...Q8pyqg, 008, =lpsiuel et s, =ssiuel’
On considere alors Iapplication linéaire co sy : NI — M.
3.7. Lemme: Soit s’ une autre section de 7 et soit c € FPCPT4(g; M); on a alors co sy = co s}
Démonstration: Soit ¢ = s — s’ : g/h — h. On a alors s; = s +{ ol { est une somme de termes qui
se déduisent de s; en remplacant des facteurs s par des facteurs . Donc dans chaque terme de £ il y a au
moins q+1 facteurs qui sont des applications dont le but est h . Il en résulte que ¢ s’annulle sur I'image de .
3.8. Pour tout I € Spyq, et tout ¢ € FFCPYI(g; M) on pose ¢(c)f = co sy
3.9. Lemme : ¢ est un morphisme de g - modules.
Démonstration : Il suffit de vérifier que pour tout I € Sp4q, , ¢ € FPCPTI(g; M) et z €gon a

(c.x)osy = (cosp).x.

Cela résulte, par calcul direct, des définitions si on remarque que pour tout w € I"” on a [s(zy);x] —
s[s(zy); 2] €.

3.10. Proposition : ¢ est un morphisme de complexes.

Démonstration : 1l faut vérifier que le diagramme suivant est commutatif

s
rrerti(gi M) ———  CS?P(h,g/h; M)

Froptati(gi M) ——— COS7'7(h, g/h; M)
p

Il suffit pour cela de vérifier que pour tout J € Spqq41p on a (dé(c))s = (é(de))s
Soit 21 @ ... @ Zpygt1 € N7 ;ily a donc au moins q+1 des éléments z; qui sont dans h .
En appliquant les définitions on obtient directement

(do(c))a(z1 @ ... ®@ 2ppgt1) = Z (_1)u+1c(51(21) @ @2 D @ Spyqtt (Zptgt1))-Zu
ueJ’



+ Z (=1)%(s1(21) @ ... @ [2u; 2] @ ... @ 2y @ .. D Spyga1 (Zptgt1))
(u,v)eA(J")

D’un autre coté on a

(¢(de))a(z1®@ ... ®@ 2ppgt1) = Z (_1)u+1c(51(21) @ @2 D @ Spyqtt (Zptgt1))-Zu
ueJ’

JE—

+ > (—D)"e(s1(21) @0 @ 5u(2u) © - @ sprgrt (Fpgtn)) su(2u)
ueJ

+ Z (=1)%c(s1(21) @ ... @ [2u; 2] @ ... @ 2y @ .. D Spyga1 (Zptgt1))
(u,v)eA(J")
+ > (=1)%c(s1(21) @ ... @ [sulzu); 80 (20)] @ ... @ 50 (20) @ ... @ Spyqt1 (Zp4a+1))
(u,0)EA(T X JYUA(J" X JYUA(J')

On vérifie immédiatement que dans la deuxiéme et la quatrieme somme le nombre de facteurs du produit
tensoriel qui sont dans h n’a pas diminué; donc ces sommes sont nulles puisque ¢ € FPCPT9(g; M).
On a ainsi obtenu 1’égalité désirée.
3.11. Lemme : Si ¢ : FPCPT4(g; M) — CS9? (h,g/h; M) alors Ker¢ = FPHLCPTe(g; M).
Démonstration : Soit ¢ € FPCPTi(g; M) , alors ¢ € Kerg si et seulement si ¢ o s = 0 pour tout
1€ Spiqp -
Il est immédiat de vérifier que si ¢ € FPT1CPT9(g; M) alors co sy = 0 pour tout I € Spiq,p -
Inversément supposons que co sy = 0 pour tout [ € Sp44p. Soit 21 @ ... R Zpyq € g®Pt9) tel que ¢ facteurs
z; sont dans h ; soit {a, |1 < k < ¢} I'ensemble de ces facteurs.
Soit I € Spiq,p la suite telle que I' = {lx|1 < k < ¢} et considérons ’élément 21 @ ... ® 2,44 € NT défini en
posant z, = x, si u € I' et z, = w(xy) sl u € I". Remarquons que si u € [ on a sz, — x, € h ; comme
c€ FPCPTe(g; M) on a alors 0 = cosr(21 @ ...@ zpqq) = c(21 @ ... @ Tpiq); donc ¢ € FPHICPTI(g; M).
3.12. On construit maintenant une application

W CSPP(h,g/h; M) — FPCP4(g; M)

Soit m : g — h un projecteur linéaire.
Pour tout I € Sp44, on définit une application linéaire my : g®te) 5 N1 en posant mr = m; @...® Mp g
oumy=msiuecl'etm,=nsiucli”
Soit alors w = (wr)res,,,, € CSTP(h,g/h; M). On pose ¢(w) = > wromy
Te€Sp4q,p

S121®...Q0 Tptq € g®(p+q) et s1 ¢ + 1 des facteurs z; sont dans h, il existe nécessairement un indice g
compris entre 1 et p+q tel que z;, € h et iy € I pour tout I € Spiq, ; donc Y(w)(z1 @ ... Q 2pyq) =0 .
3.13. Lemme : On a ¢ o) = lgsan(n,g/mm) ; (donc le morphisme ¢ est surjectif).
Démonstration : Il suffit de vérifier que si /,J € Spyqp on amrosy = 0lorsque J # [ et myosy = 1y1.
3.14. Lemme : Siw € CS??(h,g/h; M) alors ¢¥d(w) — di(w) € FPHLCPTIHL (g: M).

Démonstration : Si w = (wr)res,,, , alors dw = ((dw)J)Jesp+q+1 ) et on a

Yd(w) —dp(w) = > (dw)yomy— Y d(wromy).

JESp+q+1,p IESp+q,p

Soit 21 @ ... @ xprgr1 € g2PT9) tel que ¢ + 1 facteurs x; sont dans h; notons {2, |1 < k < ¢+ 1} I'ensemble
de ces facteurs et soit K € Spqq41p la suite telle que K/ = {{g|[1 <k <¢+1}. On a

Z (dw)roms(21®...Q Zpggr1) = (dw)g omg (21 Q ... @ Tpygt1);
JESptat1,p



en effet si J # K il existe un indice iy tel que iy € K’ et ig € J”, donc my,(2;,) = 7(xs,) = 0 puisque
T, € h.
D’un autre coté on a aussi

Z dlwromr)(21 @ ...@ Zpygt1) = (dw)g o mi (21 Q@ ... © Zpygt1)-
1€Sp4q,p

En effet on a, aprés échange des sommations,

Yo dwrom)(#1®. . Orprgr1) = Y S (=) wromp)(#1©®. . QT ©. @ Xprgst1)-Tu
Te€Sp4q,p 1<u<p+q+1 I€Sptq,p
+ > S (D) wrom) (1@ ... @ [Xui ] @ . O Ty @ ... @ Tpygp).

1<u<v<p+q+1 I€Sp4q,p

En analysant les différents cas on constate aisément que les seuls termes restants sont : u € K’ et I = K—{i,}
dans la premiére partie et (u,v) € A(K') et I = K — {i,} dans la deuxiéme partie. Les autres termes sont
nuls car on peut toujours trouver un indice iy tel que ig € K’ et ig € I''. Finalement si on remarque que
My (L) = 2y lorsque w € K’ on a

Z dlwromp)(21 @ ... Q Tptrgy1) =
1€Sp4q,p

S D) iy ((20) © o © ma2) © e © My () ()
ueK/’

+ Y (D) ek () © @ [mu ()i my (20)] © @ my (20) © L © Mg (Tpagi)
(u,v)EA(K')

= (dw)g omg (21 @ ... Q@ Tpygt1).

4. Les termes Ey , 1 et F»
4.1. D’aprés 3.11. et 3.13 le morphisme ¢ induit un isomorphisme
¢ : ENY — CSTP(h,g/h; M)

FPCP+i(g; M)
LRy gl /_ R B N T T P P9 _ i : :
caractérisé par la condition ¢g o’ = ¢ o «' : FPCPT(g; M) = EpY = FrriCra (g, M) est la projection

canonique.

4.2. Remarque: L’inverse du morphisme ¢q est le morphisme o = 7’ o ¢». En effet il résulte de 3.13.
que ¢g oo = losar(n,g/mm)- Pour voir que g o ¢g = lEg,q il faut vérifier que pour tout ¢ € FPCP¥I(g; M)
onaco( Y. sfomy— 1g®(p+q)) € Fricrte(g: M) . Soit 21 @ ... ® Tpyq € g®(p+q) tel que ¢ facteurs

Te€Sp4q,p
z; sont dans h et soit {z;, |1 < k < ¢} l'ensemble de ces facteurs. Soit J € Spi,, la suite telle que
J' = {lg|]l <k < q}. Sion évalue I'application . 52: spomy — lgo@ra SUr 1 @ ... @ Tptq ON VoIt
€S5p+a,p

facilement que le seul terme restant est celui pour lequel I = J. Si on remarque que som— 1g : g — h, alors

le méme argument que dans 3.7. montre que (syomy — 1g®(p+q))(x1 @ ...Q &pyq) est une somme de termes
dans lesquels il y a au moins ¢ + 1 facteurs qui sont dans h; donc ¢ est nul sur ces termes.

Puisque ¢q est bien défini, il résulte de cette remarque que g est bien défini, indépendant du choix du
projecteur m.



4.3. La différentielle dy est induite par la différentielle du complexe C*(g; M). On en déduit que le
diagramme suivant est commutatif

do
P9 p,g+1
Eo — Eo

.| E

CS?7 (b, g/l M) —— CSTTLr (b, g/h; M)

et par suite qu’on a un isomorphisme de complexes
o ¢ (BY"1do) = (CS™ (b, g/h; M); d)

dont I'inverse est 1y .
4.4. On notera que Eg’q = Ch; M) et que Eg’o =CP(g/h; M).
4.5. L’1somorphisme de complexes précédent induit un isomorphisme

¢1 =65 BY — HY(CS™(h,g/h; M); d)

dont I'inverse est 91 = ¢§.
4.6. Lemme : On a

EY? = HLI(h; M)

et
Bl = €7 (g/b; M)

ou

C?(g/h; M)* = {w € C*(g/h; M)|w.y = 0¥y € h}.

Démonstration: La premiére formule est évidente.
Pour démontrer la seconde formule on remarque tout d’abord que

EYY = Ker(d: CP(g/h; M) — ) Hom(N'; M)).
Iesp+1,p

Soit w € CP(g/h; M) ; alors dw = ((dw)1)1es,y,,- Doncw € Ezf’o si et seulement si (dw);r = 0 pour tout
I€ Spy1p. Les éléments de Sp41, sont les suites I, 1 < h < p+ 1, telles que I} = {h}.
Soit alors 21 ® ... ® zp41 € NTn:on a

(dw)r, (:1®@ ... @ %p11) = (—l)h'l'lw(zl @.. Q0 Q...Qzp41).2p = (—1)h+1(w.zh)(z1 ©..QQ...Q%41)

la derniére égalité provenant du fait que ’action de h sur g/h est triviale.

4.7. On rappelle que la différentielle d; : EY? — E’f“’q est définie de la fagon suivante. Soit € € E]"? et
soit e € FY'? un cocycle tel que [¢] = €. Soit ¢ € FPCPT4(g; M) tel que 7'(c) = e. On a alors dye = [7/(dc)]
(olt #/ : FPHICPtatl(g: M) — EPTLY),

4.8. Il y a une action bien définie de g/h sur C?(g/h; M)®. On peut donc définir une différentielle et
considérer le complexe C*(g/h; M)b.

Plus généralement la formule du lemme A.6. montre que H4(C'S*?(h,g/h; M)) a une structure de h -
module trivial, donc a une structure bien définie de g/h - module.
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4.9. L’isomorphisme ¢; : BV — HY(CS*? (h,g/h; M);d) permet de transporter la différentielle d; en
une différentielle § : H4(C'S**?(h,g/h; M)) — HI(C'S*P+1(h,g/h; M)) définie en posant § = ¢ o dy o ¥y
(ot 4y = ¢7 1, voir 4.5.).

4.10. On peut expliciter cette différentielle. Dans ce but il est commode d’introduire les deux opérateurs
suivants,

p: CSYP(h,g/h; M) — CSI™HP (b, g /h; M)
et
A HUCS™ (b, g/h; M) — HYCS T (h, g /h; M))
4.11. Soit w = (wr)res,,,, € CS?P(h,g/h; M); alors p(w) = (pu(w)s)
suivante.

Soit J € Spygpt1 ,w € J" et posons pry = 1@ .. @ plpgpq OU pty = lpsiu € J' | py = lgp siu € J" —{w}
et py = mos. Alors

JESptq.ppr €St défini de la fagon

pw)s = Y Wi, ©Haw
weJ!

4.12. Maintenant on définit A~ :CS?P(h,g/h; M) — CSPP+(h g/h; M).
Si w est comme ci-dessus alors A(w) = (A(W)7)seS,qgq1.40 €St défini de la fagon suivante. Soit J €

Sptg+1,p+1 ;5 alors
A@)r(z1@ . @ zprgrn) = D ()" My i) (51 0 02 @ O gpagan)sza) +
ueJ

> (1) wsi(:1@ ... @ (24 02)@...0 5% @...0 zpyqi1) +
(u)EA(T X YUA(S)

Y (D) Wi (1@ @ (w0 n)® .. @5 .. ® Zpggr1)
(u,0)EA(T" X J")

ol zy 0 2y = [zu; 5(20)] st (u,v) € A(J' x J") | 2y 0 2y = [s(24); 2] 81 (u,v) € A(J" x J') et zy 0 2y = [24; 20]
si (u,v) € A(J").
On va montrer dans le corollaire 4.15. que si w est un cocycle (resp. un cobord) alors A(w) est un cocycle
(resp un cobord).
On peut alors poser A([w]) = [Aw)] .

4.13. Soit [w] une classe de cohomologie représentée par un cocycle w € C'S??(h,g/h; M) . En utilisant
les définitions on a d([w]) = (¢1 o dy o ¢¥1)([w]) = [¢p o d o P(w)].

4.14. Lemme : On a ¢odop(w) = A(w) + d o p(w) pour tout cocycle w € CSTP (h,g/h; M).

Démonstration : On commence par faire la remarque suivante. Si [, K € Sp44p on a myosg = 0
si] # K et mg osg = Llyx (voir lemme 3.13.) Si 1 € Spiqp et K € Spiqpt1 on vérifie facilement que
My O SK = fiK,w S1 1 = Ky et que myosg =0 sinon.
Soit maintenant un cocycle w € C'S9? (h, g/h; M) et soit J € Sp1q41,p41. Pour faire le calcul de godoth(w) s
il est commode d’introduire la convention d’écriture suivante: si u,v € {1;2;...;p+ 1} et si u < v on pose
Su([2zu; 20]) = [Su(#u);sv(2y)]. Cette convention entraine la remarque suivante : si (u,v) € A(J" x J') ou
(u,v) € A(J" x J') on amy_{;,} ©S7—{i,} = Vic{i,}u = V1D ... D Vppq ol y est l'identité si [ # u et
Vy = Sy; autrement dit on a

My_{i,}057—{i,} (71 Q... ®2u;2]® ... Q5 Q... Q2Zp4e) =21Q ... 0 (2 02)D...0 % D ...® Zpyq-

On a alors
podop(w)s(z1® ... Q Zpygr1) = dip(w) 055(21 @ ... @ Zptgt1)

= > (W) oss (1 O A O @ Syg) sulz)
1<ulp+g+1

+ > (D)W osi—p (1@ @] @ 08 © ... @ 51e)
1<u<v<p+q+1



= Z (_1)u+1 Z onmIOSJ_{Z'u}(Zl®...®ZAU®...®Zp+q+1).8u(2u)

1<u<p+q+1 1€Sp4q,p
+ Z Z wromrosy_i1 (21 @ @[z 2] @ ... Q40 @ ... D Zppgr1)
1SU<vSp+q+1 I€Sp4q,p
=D D Y wu—qiay, M1 @ O 8 @ ® 2ty 2
ued! we(J—{iu})"

+ 3 ) e (1@ @8O ) sulz)

ueJ
+ Z (—=1)° Z W(T={iv}) () opfitw(21@ . Q[ 2] @ Q% @D Zptgtl)
(u,v)EA(J) (J={iv})

+ Z (—D)%wiginovi—fitu(z1®@ ... @7 2] 0. .. Q4 @ ... @ Zppgs1)
() EA(T % T
+ Y (D) wi -t o vi—fia(21© O [ 2] O @5 © @ Zpygi)
(u,v)eA(J!"xJ")
+ Y w010 0] ®.. . 08 ® ... @ 5re)

(u,v)eA(J")

= 3 D) W) (51 @ @ E O @ Zpygt) Fu

ueJ’
+ D D@y (519. .05 2] 0. 08 O © Zpgr)
(u,v)eA(J")
—I—Z o, (21 @ Q2 @ @ Zpgge1) -SulZu)
ueJ
+ > (1) 'wii3(51® .. ® (2 02)@...0 5 @...0 Zppqr1)

(u,0)EA(J X J)UA(SH)

+ Y (D) Wi (1@ O (w0 5) @ @5 D ... ® Zpggr1)
() EA(T X7

= dp(w)s + Aw).s.

4.15. Corollaire : Si w est un cocycle (resp. un cobord) de CS?P(h,g/h; M) , alors A(w) est un cocycle
(resp. un cobord) de C'STP+1(h, g/h; M) .

Démonstration : Soit un cocycle w € C'S9? (h,g/h; M). On a dédy(w) = dA(w) + ddp(w) = dA(w) .
Mais par 3.14. on a dy)(w) € FPTICPHatl(g: M) donc dgdiy(w) = ¢pddi(w) = 0. Ainsi dA(w) =0.
Soit maintenant w € C'S9=HF(h, g/h; M) ; de nouveau par 3.14. on a (vd — dy)(w) € FrHiCrtati(g
On en déduit ¢ (dw) = 6d(vd(w) — dib(w) + di(w)) = Gd(¥d(w) — db(w)) + Gddib(w) = do(vd(w) — di(w
On a donc A(dw) = d(¢(vd(w) — dy(w)) — p(d(w))).

4.16. Si [w] est une classe de cohomologie représentée par un cocycle w € CS?F(h,g/h; M) on a
(1)) = [A)] = Ale)).

4.17. Ainsi I'isomorphisme ¢; induit un isomorphisme

s M.
)

¢z = @7 : By — HP(HY(CS™"(h,g/h; M);d), A)



5. La structure multiplicative

5.1. Soit g une algebre de Leibniz et M et M’ deux g - modules. On rappelle que la structure de g -
module sur M @ M’ est donnée en posant (m@m').x = (m.x) @ m' +m@ (m'.x) pour tout m € M, m’ € M’
etx €g.

On définit une opération
U:CP(g; M) @ Cg; M) — C"(g; M © M)

en posant (fUg)(21®...Q&ptq) = > c(A)f(xa)@g(x ;) ou X(p+q,p) est I'ensemble de toutes les
AeX(p+q.p)

sous-suites de longueur p de la suite (1,2,...,p+4q), A est le complémentaire de la suite A dans (1,2,...,p+4q),

€(A) est la signature du (p,q)-shuffle défini par A et x4 est la restriction de # = 21 @ ... ® #p44 aux indices

figurant dans A (voir [C] ou [O] pour les détails). Le cup-produit U est associatif et la différentielle d est une

dérivation pour cette opération. On en déduit donc une opération

U: HIP(g; M) © HL(g; M) — HLM*(g; M @ M')

5.2. Soit h un idéal bilatére de g. La filtration du complexe C*(g; M) est compatible avec le cup-produit,
autrement dit on a une opération

U FICP (g5 M) @ FRC9(g; M') — FIHECTH (g M @ M),
Il en résulte que pour tout entier » > 0 on a des opérations
U: EPY g pPd 5 petrlatd
: r r r N

et les différentielles d, sont des dérivations pour ces opérations. L’opération sur E,i; est induite par
l'opération sur F,. .
5.3. On va définir maintenant une opération

U:CS9(h,g/h; M) @ CSY P (h,g/h; M') — CSH P+ (h g /h: M @ M').

Soit w = (wr)res,y,, ¢ W' = (W))ies, ., ; alors wUW = ((wUW)K) ou, si z =

p'+a’,p
21@ . @ Zpppipgrqg € NE on a posé

(WU )k(z) =D e(Awra(za) © Wi (24)

la sommation portant sur tous les A € X(p+p' + ¢+ ¢',p+ ¢) pour lesquels il existe 4 € Sp1qp tel que
24 € NTa (Ofl Ia=K—-14= ‘]A € Sp/+q/7p/ et Z; € NJA).
5.4. Lemme :Le diagramme suwant est commutatif

KE€S,4p tatal pts!

606
PO (g; M) @ FIC™(g; M) ——— CS"7PP(h,g/h; M) © CS™~%4(h,g/h; M')

FrHacn+m (g Mo M) —— Csm=r=arta(h, g /h; M © M')

Démonstration: Soit w € FPC"(g; M) et W' € FIC™ (g; M') ;0on a ¢(wUwW') = (¢(w UW ) K)KeSnim pia
ol p(wUW g = (wUwW')osk.
Soit 2 =21 @ ...® Zpim € N5, il y a donc dans ce terme n 4+ m — p — ¢ facteurs z; € h. On a

SlwUw)k(z) = (wUw)sxz) = D e(Aw((sx2)a) 9w ((sx2) ).
A€X(n4+m,n)
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Soit A € X(n+m,n). Si A est tel que n — p+ 1 facteurs de (sxz)4 sont dans h, ou m — ¢ + 1 facteurs
de (skz) 4 sont dans h, alors le terme correspondant de la somme est nul. Il ne reste donc dans la somme
que les termes tels que (sgz)a contient exactement n — p facteurs dans h (et par suite (sgz), contient
exactement m — ¢ facteurs dans h). Mais cela revient donc & dire qu’il existe Iy € S, , tel que z4 € NTa,

On a alors w((sg2)a) =w o sy, (z4) = ¢(w)r,(24). De méme on a w'(sgz)4) = qS(w’)IAA(zA).
On a alors, la somme portant sur tous les A € X (n+4m, n) pour lesquels il existe T4 € S,  tel que z4 € NTa

$lw Uk (2) = c(A)d(w)ra(2a) @ (&), (24) = ($(w) U (W) (2).

5.5. Corollaire : L’isomorphisme ¢q : EY? — C'STP (h,g/h; M) est multiplicatif, c’est-a-dire pour tout
ec EP? et e e Egl’ql on a ¢gole Ue’) = ¢ole) Ug(e).

5.6. Corollaire : La différentielle d du complexe CS™P(h,g/h; M) est une dérivation.

5.7. 1l en résulte qu’on a une opération

U: HY(CS™? (h,g/h; M)) ® H? (CS*F (h,g/h; M')) — HI (CS*PH (b, g/h; M @ M')).

5.8. Corollaire : L’isomorphisme ¢1 : EP'Y — HY(CS*P(h,g/h; M)) est multiplicatif, c’est-a-dire pour
tout e € BV et € € E7 % on a ¢1(eU€) = ¢1(€) U dr(€).
5.9.Corollaire : La différentielle

A HYCS*P(h,g/h; M)) — HY(CS™"t! (h,g/h; M))

est une dérivation.
5.10. 11 en résulte une opération

U: HP(HY(CS™* (h,g/h; M))) @ HY (H? (CS** (h,g/h; M'))) — HP*P' (HH (CS** (h, g/h; M @ M'))).
5.11. Corollaire : L’isomorphisme ¢» : E5Y — HP (HY(CS**(h,g/h; M)) est multiplicatif.

Appendice : Les formules de Cartan

A.1. Soit g une algebre de Leibniz, h un idéal bilatére de g et M un g - module.
L’opérateur d : CS?P(h,g/h; M) — CS9TLP (h g /h; M) a été défini au no 3.3.

A.2. Pour tout € g on définit un opérateur
0(x) : €SP (h, g/h; M) — C'S*? (h, g /h; M)

de la fagon suivante: siw = (wr)res,,, , alors 0(x)(w) = (0(x)(w)r)res,4,., O, Pour tout 21®. . .Qzp1q € NT,
on a posé

B(2)(wW)r(z1 @ ... Q@ zpyqg) =wr(21 @ ... @ 2Zptq). 2 — Z wi(z1©...9 (2.2) ©...® Zptq)
1<i<p+q

(zi.2 désignant I’action de g sur h si i € I’ et I’action de g sur g/hsii e I').
En particulier si y € h on a

W) (W)r(71Q ... @ Zptq) =wi(21 @ ... @ Zpyq).y — ij(zl @...0z;Yl ® ... Q Zpyq).
iel’

A.3. Proposition : Pour tout x,x' € g on a
0([w; 2"]) = [6(x'); 6(x)]

et
[6(x);d] = 0.
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Démonstration : Il suffit de vérifier la premieére formule au niveau des composantes; le calcul se fait
alors exactement comme dans [L-P].
La vérification de la deuxieme formule se fait par calcul direct au niveau des composantes.

A.4. Pour tout y € h et tout entier 1 < k < p+ ¢ (avec ¢ > 1), on définit un opérateur

ik(y) : CSTP (b, g/h; M) — CS4=1P (h, g /h; M)
de la fagon suivante : si w = (wr)res,,,., alors ix (y)(w) = (ix (¥)(W)7)I€S,4q_1.,,0U ON & POSE

i () (W) (71 ® . @ zprget) = (1) T (1@ Q1 QYD 2 D D Zprgat)

sily—1 < ket ix(y)(w)s = 0 sinon.
A.5. Finalement on définit encore un opérateur

O (y) : CS*7 (b, g/h; M) — C'S*?(h, g/h; M)
en posant, pour tout J € Spyqp , Ou(y)(w)s = 0(y)(w)s sily <k, Ox(y)(w)s =0sik <ly_q et

Ok (9) (@) (21 @ o @ 2ppg) = (=)' 0(z1, )ik (9) (W) i) (51 © . O Z, @D 2p1g)

sily1 <k<lIl;—1.
A.6. Lemme : Pour toutych ettout 1 <k<p+gqona

ikr1(y) o d+doir(y) = O (y).

Démonstration : La démonstration se fait par calculs directs au niveau des composantes, & condition de
faire les observations suivantes.
Soit J € Spiqp. On a évidemment Jypq — {ix41} = J. Soit w € J'on a J — {iy} € Sppq—1,. Posons
(J={iw}) =l sl ssiw#lgonall =l —letsiw=Il;onal,_;=1I.
Silg <k+Tlonadoncly ; <ket (J—{iw}k=Jp41 — {iw}
Supposons g > k+1;siw#lyousiw=1, et k <l,_q onal(’l_1 > k.
Enfin si lyoq < k <ly—1ona(J—{i, e =Jx— {it,41}-
A.7. Proposition : d? =0
Démonstration : Posons d, = d : C'S??(h,g/h; M) — CS1r (h,g/h; M).
La démonstration se fait par récurrence sur q.
Soit w € C'S%?(h,g/h; M) = CP(g/h; M) ; on a didg(w) = (di(dow) ) resypa., -
Soit J € Spqa, avec J' = {l1;l3}. On a

di(dow)s(21 @ ... Q zpya) =
(=D (dow)y—gi 3 (51 @ . OH, @ ... @ 2, @ ... © Zppa).a,
+(-1) M (dow)y—qi 3 (1@ .. @2, @ O T, © ... @ Zppa).al,
(=12 (dow) y—1i,} (21 @ .. @ [21,3 2] © ... Oy @ .. @ Zpya) =
(D) i (510 O @R, © .. © gpga).a,)
(-1 (Wi, i} (1O, © L @ F, @ © )AL,

F(=D) ety (51 ® 0, O O, ® . ® Zpga) a2, = 0

compte tenu des propriétés de 'action de h sur M.
Soit maintenant un entier ¢ > 2 et supposons que dq_1dg—2 = 0.
SOit W= (wI)IESp+q—l,p € CSq_Lp (h’ g/h’ M) ; on a dqdq—l(w) = (dq(dq—lw)‘])‘]esp+q+l,p :
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Soit J € Spig+1,p avec J' = {l1;..;lg41}
Soit 21 @ ... ® zprq41 E N'sona z1 @ ... @ 4, @ ... @ zpyq41 € NIt on g — {it, 11} € Sptqp et

(J =i D) = {ls5 5

On a l; < {441 donc compte tenu de la définition A.4. et du lemme A.6. on peut écrire
dy(dg—1w)s(21 @ ... @ 2ptqy1) =
(=D H i, (21,00 dg(dgm190) - 4iy, 1 (21 © 1 O T30 @@ Zpygrn) =

(_1)lq+1+1(91q+1_1(zlq+1)dq_l(w) — dq_1i1q+1_1(zlq+1)dq_1(w))J_{iqurl}(zl ®...Q Zl/q:l ®...Q Zp_|_q+1).

Or l; <ly41 — 1; donc compte tenu de la définition A.5., de la deuxiéme formule de A.3., du lemme A.6. et
de ’hypothese de récurrence on a

dg(dg—1)w)s (21 @ ... ® Zpygt1) =
(_1)lq+1+1(dq_109(zlq+l)(w)—dq_1091q+1_2(zlq+l)(w)—i—dq_ldq_ziqurl_z(zlq+1)(w))J_{iqurl}(. . .®Zl/q:1 .. ) =
(_1)lq+1+1(dq_1 [} 9(21q+1)(w) — dq—l [} 91q+1_2(21q+1)(w))J_{Z'lq+1}(Zl ® e ® Zl/q:l ® - ® Zp+q+1)~

Maintenant si w € J' —{lgq1} et si on pose (J —{ir ., }) = {01; .5l _ 1}, onall_y <l doncl]_; <lgp1—2.
On a alors, compte tenu de la définition A.5.

dg—10 01,4, -2 (21,4.) (W) —1ir 1 (51 O O FL OO ppg) =

Z (_1)“+1914+1—2(Zlq+1)(W)J—{iqurl;iu}(Zl ®...Q Zz ®...Q Zl/q:l ®...Q Zp+q+1)~zu
UE(J_{ilq+1})l

+ Z (_1)U9lq+1_2(zlq+l)(w)J_{Z»lq_Fl;Z'U}(Zl@...®[Zu;zv]®...®fa/®...®2l/q:l ®...®Zp+q+1) =
(u,v)EA((T—{ir 4, 1))

Z (_1)“+19(Zlq+1)(W)J—{iqurl;iu}(Zl X Zz X Zl/q:l ®X...Q Zp+q+1)~zu
UE(J_{ilq+1})l
+ > (=) 0(214) @)t} (1@ @[55 2] @ @R OO, @@ ppgpr) =
(uv)eA((I={ir 4, 1))
dg—100(z1, )W), (1@ ... @4, @ ... D Zpygy1)-

On a donc dg(dg—1w)1(21 @ ... @ Zppgt1) = 0.

g+1 }
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