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Abstract

For the category of Leibniz algebras one can build an analogue to Hochschild-Serre spectrale sequence.

Introduction.

La notion d'alg�ebre de Leibniz et d'homologie de Leibniz a �et�e introduite par J.L.Loday dans [L1] et [L2].

Une alg�ebre de Leibniz est un K-module g muni d'un crochet bilin�eaire, non n�ecessairement antisym�etrique,

qui satisfait la forme suivante de l'identit�e de Jacobi , appel�ee identit�e de Leibniz: pour tout x; y; z 2 g on

a [[x; y]; z] = [[x; z]; y] + [x; [y; z]]. En particulier une alg�ebre de Lie est une alg�ebre de Leibniz.

L'homologie de Leibniz de g est l'homologie du module tensoriel Tg muni d'une di��erentielle provenant

d'un relev�e convenable de la di��erentielle de Chevalley-Eilenberg d�e�nie sur le module

V

g lorsque g est une

alg�ebre de Lie. La cohomologie de Leibniz de g �a valeurs dans un g-moduleM , not�ee HL

�

(g;M ); est d�e�nie

en consid�erant le module gradu�e C

�

(g;M ) = Hom

K

(Tg;M ) (voir [L1], [L2] ou [C] pour les d�e�nitions

pr�ecises et les d�etails).

De nombreuses notions concernants les alg�ebres de Lie ont un analogue dans la cat�egorie des alg�ebres de

Leibniz, par exemples alg�ebre de Leibniz libre, alg�ebre enveloppante, extensions, etc (voir [L-P]). Il est donc

naturel de regarder ce que devient, dans ce nouveau cadre, la suite spectrale de Hochschild-Serre ([H-S]).

Si h est un id�eal bilat�ere de l'alg�ebre de Leibniz g, on �ltre le complexe C

�

(g;M ) en consid�erant les

cochâ�nes qui s'annullent lorsqu'on les restreint �a un sous-module de Tg contenant un certain nombre de

facteurs h. On obtient ainsi une suite spectrale du premier quadrant qui converge vers HL

�

(g;M ): D'un

autre côt�e on consid�ere un module bigradu�e CS

�;�

(h;g=h;M ). En �xant le deuxi�eme degr�e on d�e�nit des

complexes "horizontaux" tels que si on �xe maintenant le degr�e d'homologie de ces complexes, on peut d�e�nir

des complexex "verticaux" dont l'homologie est isomorphe au termeE

2

de la suite spectrale.

De plus cette suite spectrale est multiplicative, relativement �a un cup-produit d�e�ni sur C

�

(g;M ).

Dans toute la suite K est un corps. Si g est une alg�ebre de Leibniz, un g-module est un K-module M

muni d'une action M 
 g ! M , not�ee m:x, qui v�eri�e la condition suivante: pour tout m 2 M et tout

x; y 2 g on a m:[x; y] = (m:x):y � (m:y):x .

1. La �ltration du complexe C

�

(g;M )

1.1. Soit g une alg�ebre de Leibniz et M un g-module. On d�e�nit un complexe C

�

(g;M ) de g-modules

([L-P],[C]) en posant, pour tout entier n � 0, C

n

(g;M ) = Hom

K

(g


n

;M ); la di��erentielle d : C

n

(g;M )!

C

n+1

(g;M ) est donn�ee par la formule

(dc)(x

1


 : : :
 x

n+1

) =

X

1�i�n+1

(�1)

i+1

c(x

1


 : : :
 bx

i


 : : :
 x

n+1

):x

i

+

X

1�i<j�n+1

(�1)

i

c(x

1


 : : :
 x

i�1


 [x

i

;x

j

]
 x

i+1


 : : :
 bx

j


 : : :
 x

n+1

)

L'homologie de ce complexe est not�ee HL

�

(g;M ) et s'appelle la cohomologie de l'alg�ebre de Leibniz g �a

coe�cients dans M . C'est un g-module trivial.

1.2. Soit h un id�eal bilat�ere de g.

On d�e�nit une �ltration F du complexe C

�

(g;M ) de la fa�con suivante. On pose F

0

C

�

(g;M ) = C

�

(g;M )

et pour tout n � 1 et tout j � 1, F

j

C

n

(g;M ) est l'ensemble des cochâ�nes c 2 C

n

(g;M ) telles que

c(x

1


 : : :
 x

n

) = 0 lorsque au moins n� j + 1 des �el�ements x

i

sont dans h.

1



Cette �ltration est d�ecroissante, canoniquement born�ee et compatible avec la di��erentielle d. De plus les

ensembles F

j

C

n

(g;M ) sont des g - modules.

1.3. On va �etudier la suite spectrale du premier quadrant associ�ee �a cette �ltration. Elle converge

�evidemment vers HL

�

(g;M ):

2. Notations

2.1. Nous aurons �a consid�erer des suites �nies sur un ensemble �a deux �el�ements que nous noteronsf1; 2g.

Plus pr�ecis�ement pour tout entier n et j tels que n � 0 et 0 � j � n on d�esignera par S

n;j

le sous-ensemble

de f1; 2g

n

constitu�e par les suites contenant j �el�ements 2.

On pose S

0;0

= ;. On a #S

n;j

=

n!

j!(n � j)!

(si n � 1).

2.2. Soit I = (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) 2 S

n;j

.

On consid�ere les deux sous-ensembles ordonn�es I

0

et I

00

de l'ensemble ordonn�e f1; 2; : : : ;ng suivants:

I

0

= fl

1

; l

2

: : : ; l

n�j

ji

l

k

= 1 pour tout k = 1; 2; : : : ; n� jg

I

00

= fr

1

; r

2

; : : : ; r

j

ji

r

k

= 2 pour tout k = 1; 2; : : : ; jg.

2.3. Etant donn�ee une suite I 2 S

n;j

on lui associe di��erentes autres suites.

Si k 2 f1; 2; : : :;n+1g on note I

k

2 S

n+1;j

la suite qui se d�eduit de I en adjoignant un 1 apr�es le terme i

k�1

de la suite I. En particulier I

1

consiste �a placer un 1 au d�ebut de la suite I.

Si u 2 I

00

on note I

(u)

2 S

n;j�1

la suite qui se d�eduit de I en rempla�cant le terme i

u

= 2 par un 1.

En�n si u 2 f1; 2; : : :;ng on note I � fi

u

g la suite qui se d�eduit de I en supprimant le terme i

u

; on a

I � fi

u

g 2 S

n�1;j

(resp. S

n�1;j�1

) si u 2 I

0

(resp. u 2 I

00

).

2.4. Soit g une alg�ebre de Leibniz, h un id�eal bilat�ere de g et consid�erons les modules N

1

= h et

N

2

= g=h.

Si I = (i

1

; i

2

; : : : ; i

n

) 2 S

n;j

on pose N

I

= N

i

1


 N

i

2


 : : :
 N

i

n

. On notera en particulier que N

;

est le

corps de base, que si I 2 S

n;0

on a N

I

= h


n

et que si I 2 S

n;n

on a N

I

= (g=h)


n

.

2.5. Si H et K sont des sous-ensembles ordonn�es de N on posera A(H �K) = f(u; v) 2 H �Kju < vg;

pour simpli�er on �ecrira A(K) �a la place de A(K �K).

3. Le complexe CS

�;�

(h;g=h;M )

3.1. Soit g une alg�ebre de Leibniz, h un id�eal bilat�ere de g et M un g - module. On note � : g ! g=h

la projection canonique. .

Pour tout entier p � 0 et q � 0 on pose

CS

q;p

(h;g=h;M ) =

M

I2S

p+q;p

Hom

K

(N

I

;M )

On remarquera qu'on a, en particulier, les isomorphismes CS

0;0

(h;g=h;M ) = M , CS

q;0

(h;g=h;M ) =

C

q

(h;M ) et CS

0;p

(h;g=h;M ) = C

p

(g=h;M ).

3.2. On d�e�nit sur CS

q;p

(h;g=h;M ) une structure de g - module de la fa�con suivante (voir Appendice

A2,A3)

Soit I 2 S

p+q;p

,!

I

2 Hom

K

(N

I

;M ) et x 2 g. On d�e�nit !

I

:x en posant

(!

I

:x)(z

1


 : : :
 z

p+q

) = !

I

(z

1


 : : :
 z

p+q

):x�

X

1�u�p+q

!

I

(z

1


 : : :
 (z

u

:x)
 : : :
 z

p+q

)

o�u z

u

:x = [z

u

;x] si u 2 I

0

et z

u

:x = �([x

u

;x]) si u 2 I

00

o�u x

u

2 g est tel que �(x

u

) = z

u

.

Soit alors ! = (!

I

)

I2S

p+q;p

2 CS

q;p

(h;g=h;M ) et x 2 g ; on pose !:x = (!

I

:x)

I2S

p+q;p

.

3.3. On d�e�nit maintenant une di��erentielle

d : CS

q;p

(h;g=h;M )! CS

q+1;p

(h;g=h;M ):

Soit ! = (!

I

)

I2S

p+q;p

; alors d! = ((d!)

J

)

J2S

p+q+1;p

et il faut d�e�nir d(!)

J

.
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Soit J = (i

1

; i

2

; : : : ; i

p+q+1

) 2 S

p+q+1;p

; on pose

(d!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

) =

X

u2J

0

(�1)

u+1

!

J�fi

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 z

p+q+1

):z

u

+

X

(u;v)2A(J

0

)

(�1)

v

!

J�fi

v

g

(z

1


 : : :
 z

u�1


 [z

u

; z

v

]
 z

u+1


 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

3.4. Exemples :

a) d : CS

q;0

(h;g=h;M )! CS

q+1;0

(h;g=h;M ) co��ncide avec la di��erentielle

d : C

q

(h;M )! C

q+1

(h;M )

b) d : CS

1;1

(h;g=h;M ) ! CS

2;1

(h;g=h;M ). Soit ! = (!

(12)

;!

(21)

) 2 CS

1;1

(h;g=h;M ) ; alors

d! = ((d!)

(112)

; (d!)

(121)

; (d!)

(211)

) et on a par exemple

(d!)

(121)

(y

1


  
 y

2

) = !

(21)

( 
 y

2

):y

1

+ !

(12)

(y

1


 ):y

2

� !

(12)

([y

1

; y

2

]
 )

3.5. Lemme :d est un morphisme de g - modules et on a d

2

= 0.

D�emonstration : (voir Appendice A3,A7).

3.6. Pour comparer les modules pr�ec�edents avec les modules de la �ltration du complexe C

�

(g;M ) on

va d�e�nir une application

� : F

p

C

p+q

(g;M )! CS

q;p

(h;g=h;M )

Soit c 2 F

p

C

p+q

(g;M ) ;alors �(c) = (�(c)

I

)

I2S

p+q;p

et il faut d�e�nir �(c)

I

.

Soit s : g=h! g une section lin�eaire de � : g! g=h. Pour tout I 2 S

p+q;p

on d�e�nit une application lin�eaire

s

I

: N

I

! g


(p+q)

en posant s

I

= s

1


 : : :
 s

p+q

, o�u s

u

= 1

h

si u 2 I

0

et s

u

= s si u 2 I

00

On consid�ere alors l'application lin�eaire c � s

I

: N

I

!M .

3.7. Lemme: Soit s' une autre section de � et soit c 2 F

p

C

p+q

(g;M ); on a alors c � s

I

= c � s

0

I

D�emonstration: Soit t = s � s

0

: g=h ! h. On a alors s

I

= s

0

I

+

~

t o�u

~

t est une somme de termes qui

se d�eduisent de s

I

en rempla�cant des facteurs s par des facteurs t. Donc dans chaque terme de

~

t il y a au

moins q+1 facteurs qui sont des applications dont le but est h . Il en r�esulte que c s'annulle sur l'image de

~

t.

3.8. Pour tout I 2 S

p+q;p

et tout c 2 F

p

C

p+q

(g;M ) on pose �(c)

I

= c � s

I

3.9. Lemme : � est un morphisme de g - modules.

D�emonstration : Il su�t de v�eri�er que pour tout I 2 S

p+q;p

, c 2 F

p

C

p+q

(g;M ) et x 2 g on a

(c:x) � s

I

= (c � s

I

):x:

Cela r�esulte, par calcul direct, des d�e�nitions si on remarque que pour tout u 2 I

00

on a [s(z

u

);x] �

s�[s(z

u

);x] 2 h .

3.10. Proposition : � est un morphisme de complexes.

D�emonstration : Il faut v�eri�er que le diagramme suivant est commutatif

F

p

C

p+q

(g;M )

�

�����! CS

q;p

(h;g=h;M )

d

?

?

?

?

y

?

?

?

?

y

d

F

p

C

p+q+1

(g;M ) �����!

�

CS

q+1;p

(h;g=h;M )

Il su�t pour cela de v�eri�er que pour tout J 2 S

p+q+1;p

on a (d�(c))

J

= (�(dc))

J

Soit z

1


 : : :
 z

p+q+1

2 N

J

; il y a donc au moins q+1 des �el�ements z

i

qui sont dans h .

En appliquant les d�e�nitions on obtient directement

(d�(c))

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

) =

X

u2J

0

(�1)

u+1

c(s

1

(z

1

) 
 : : :
 bz

u


 : : :
 s

p+q+1

(z

p+q+1

)):z

u

3



+

X

(u;v)2A(J

0

)

(�1)

v

c(s

1

(z

1

)
 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 s

p+q+1

(z

p+q+1

))

D'un autre côt�e on a

(�(dc))

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

) =

X

u2J

0

(�1)

u+1

c(s

1

(z

1

) 
 : : :
 bz

u


 : : :
 s

p+q+1

(z

p+q+1

)):z

u

+

X

u2J

00

(�1)

u+1

c(s

1

(z

1

) 
 : : :


d

s

u

(z

u

)
 : : :
 s

p+q+1

(z

p+q+1

)):s

u

(z

u

)

+

X

(u;v)2A(J

0

)

(�1)

v

c(s

1

(z

1

)
 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 s

p+q+1

(z

p+q+1

))

+

X

(u;v)2A(J

0

�J

00

)[A(J

00

�J

0

)[A(J

00

)

(�1)

v

c(s

1

(z

1

) 
 : : :
 [s

u

(z

u

); s

v

(z

v

)]
 : : :


d

s

v

(z

v

)
 : : :
 s

p+q+1

(z

p+q+1

))

On v�eri�e imm�ediatement que dans la deuxi�eme et la quatri�eme somme le nombre de facteurs du produit

tensoriel qui sont dans h n'a pas diminu�e; donc ces sommes sont nulles puisque c 2 F

p

C

p+q

(g;M ).

On a ainsi obtenu l'�egalit�e d�esir�ee.

3.11. Lemme : Si � : F

p

C

p+q

(g;M )! CS

q;p

(h;g=h;M ) alors Ker� = F

p+1

C

p+q

(g;M ).

D�emonstration : Soit c 2 F

p

C

p+q

(g;M ) , alors c 2 Ker� si et seulement si c � s

I

= 0 pour tout

I 2 S

p+q;p

.

Il est imm�ediat de v�eri�er que si c 2 F

p+1

C

p+q

(g;M ) alors c � s

I

= 0 pour tout I 2 S

p+q;p

.

Invers�ement supposons que c � s

I

= 0 pour tout I 2 S

p+q;p

. Soit x

1


 : : :
x

p+q

2 g


(p+q)

tel que q facteurs

x

i

sont dans h ; soit fx

l

k

j1 � k � qg l'ensemble de ces facteurs.

Soit I 2 S

p+q;p

la suite telle que I

0

= fl

k

j1 � k � qg et consid�erons l'�el�ement z

1


 : : :
 z

p+q

2 N

I

d�e�ni en

posant z

u

= x

u

si u 2 I

0

et z

u

= �(x

u

) si u 2 I

00

. Remarquons que si u 2 I

00

on a sz

u

� x

u

2 h ; comme

c 2 F

p

C

p+q

(g;M ) on a alors 0 = c � s

I

(z

1


 : : :
 z

p+q

) = c(x

1


 : : :
 x

p+q

); donc c 2 F

p+1

C

p+q

(g;M ).

3.12. On construit maintenant une application

 : CS

q;p

(h;g=h;M )! F

p

C

p+q

(g;M )

Soit m : g! h un projecteur lin�eaire.

Pour tout I 2 S

p+q;p

on d�e�nit une application lin�eaire m

I

: g


(p+q)

! N

I

en posant m

I

= m

1


 : : :
m

p+q

o�u m

u

= m si u 2 I

0

et m

u

= � si u 2 I

00

.

Soit alors ! = (!

I

)

I2S

p+q;p

2 CS

q;p

(h;g=h;M ). On pose  (!) =

P

I2S

p+q;p

!

I

�m

I

Si x

1


 : : :
 x

p+q

2 g


(p+q)

et si q + 1 des facteurs x

i

sont dans h, il existe n�ecessairement un indice i

0

compris entre 1 et p+q tel que x

i

0

2 h et i

0

2 I

00

pour tout I 2 S

p+q;p

; donc  (!)(x

1


 : : :
 x

p+q

) = 0 .

3.13. Lemme : On a � �  = 1

CS

q;p

(h;g=h;M)

; (donc le morphisme � est surjectif).

D�emonstration : Il su�t de v�eri�er que si I; J 2 S

p+q;p

on a m

I

�s

J

= 0 lorsque J 6= I et m

I

�s

I

= 1

N

I .

3.14. Lemme : Si ! 2 CS

q;p

(h;g=h;M ) alors  d(!) � d (!) 2 F

p+1

C

p+q+1

(g;M ).

D�emonstration : Si ! = (!

I

)

I2S

p+q;p

alors d! = ((d!)

J

)

J2S

p+q+1;p

et on a

 d(!) � d (!) =

X

J2S

p+q+1;p

(d!)

J

�m

J

�

X

I2S

p+q;p

d(!

I

�m

I

):

Soit x

1


 : : :
x

p+q+1

2 g


(p+q)

tel que q+1 facteurs x

i

sont dans h; notons fx

l

k

j1 � k � q+1g l'ensemble

de ces facteurs et soit K 2 S

p+q+1;p

la suite telle que K

0

= fl

k

j1 � k � q + 1g. On a

X

J2S

p+q+1;p

(d!)

J

�m

J

(x

1


 : : :
 x

p+q+1

) = (d!)

K

�m

K

(x

1


 : : :
 x

p+q+1

);
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en e�et si J 6= K il existe un indice i

0

tel que i

0

2 K

0

et i

0

2 J

00

, donc m

i

0

(x

i

0

) = �(x

i

0

) = 0 puisque

x

i

0

2 h.

D'un autre côt�e on a aussi

X

I2S

p+q;p

d(!

I

�m

I

)(x

1


 : : :
 x

p+q+1

) = (d!)

K

�m

K

(x

1


 : : :
 x

p+q+1

):

En e�et on a, apr�es �echange des sommations,

X

I2S

p+q;p

d(!

I

�m

I

)(x

1


 : : :
x

p+q+1

) =

X

1�u�p+q+1

X

I2S

p+q;p

(�1)

u+1

(!

I

�m

I

)(x

1


 : : :
cx

u


 : : :
x

p+q++1

):x

u

+

X

1�u<v�p+q+1

X

I2S

p+q;p

(�1)

v

(!

I

�m

I

)(x

1


 : : :
 [x

u

;x

v

]
 : : :
cx

v


 : : :
 x

p+q+1

):

En analysant les di��erents cas on constate ais�ement que les seuls termes restants sont : u 2 K

0

et I = K�fi

u

g

dans la premi�ere partie et (u; v) 2 A(K

0

) et I = K � fi

v

g dans la deuxi�eme partie. Les autres termes sont

nuls car on peut toujours trouver un indice i

0

tel que i

0

2 K

0

et i

0

2 I

00

. Finalement si on remarque que

m

u

(x

u

) = x

u

lorsque u 2 K

0

, on a

X

I2S

p+q;p

d(!

I

�m

I

)(x

1


 : : :
 x

p+q+1

) =

X

u2K

0

(�1)

u+1

!

K�fi

u

g

(m

1

(x

1

)
 : : :


d

m

u

(x

u

) 
 : : :
m

p+q+1

(x

p+q+1

)):m

u

(x

u

)

+

X

(u;v)2A(K

0

)

(�1)

v

!

K�fi

v

g

(m

1

(x

1

)
 : : :
 [m

u

(x

u

);m

v

(x

v

)]
 : : :


d

m

v

(x

v

)
 : : :
m

p+q+1

(x

p+q+1

))

= (d!)

K

�m

K

(x

1


 : : :
 x

p+q+1

):

4. Les termes E

0

, E

1

et E

2

4.1. D'apr�es 3.11. et 3.13 le morphisme � induit un isomorphisme

�

0

: E

p;q

0

! CS

q;p

(h;g=h;M )

caract�eris�e par la condition �

0

� �

0

= � o�u �

0

: F

p

C

p+q

(g;M )! E

p;q

0

=

F

p

C

p+q

(g;M )

F

p+1

C

p+q

(g;M )

est la projection

canonique.

4.2. Remarque: L'inverse du morphisme �

0

est le morphisme  

0

= �

0

�  . En e�et il r�esulte de 3.13.

que �

0

� 

0

= 1

CS

q;p

(h;g=h;M)

. Pour voir que  

0

��

0

= 1

E

p;q

0

il faut v�eri�er que pour tout c 2 F

p

C

p+q

(g;M )

on a c � (

P

I2S

p+q;p

s

I

�m

I

� 1

g


(p+q)
) 2 F

p+1

C

p+q

(g;M ) . Soit x

1


 : : :
 x

p+q

2 g


(p+q)

tel que q facteurs

x

i

sont dans h et soit fx

l

k

j1 � k � qg l'ensemble de ces facteurs. Soit J 2 S

p+q;p

la suite telle que

J

0

= fl

k

j1 � k � qg. Si on �evalue l'application

P

I2S

p+q;p

s

I

� m

I

� 1

g


(p+q)

sur x

1


 : : : 
 x

p+q

on voit

facilement que le seul terme restant est celui pour lequel I = J . Si on remarque que s ��� 1

g

: g! h, alors

le même argument que dans 3.7. montre que (s

J

�m

J

� 1

g


(p+q)
)(x

1


 : : :
 x

p+q

) est une somme de termes

dans lesquels il y a au moins q + 1 facteurs qui sont dans h; donc c est nul sur ces termes.

Puisque �

0

est bien d�e�ni, il r�esulte de cette remarque que  

0

est bien d�e�ni, ind�ependant du choix du

projecteur m.
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4.3. La di��erentielle d

0

est induite par la di��erentielle du complexe C

�

(g;M ). On en d�eduit que le

diagramme suivant est commutatif

E

p;q

0

d

0

�����! E

p;q+1

0

�

0

?

?

?

?

y

?

?

?

?

y

�

0

CS

q;p

(h;g=h;M ) �����!

d

CS

q+1;p

(h;g=h;M )

et par suite qu'on a un isomorphisme de complexes

�

0

: (E

p;�

0

; d

0

)! (CS

�;p

(h;g=h;M ); d)

dont l'inverse est  

0

.

4.4. On notera que E

0;q

0

= C

q

(h;M ) et que E

p;0

0

= C

p

(g=h;M ).

4.5. L'isomorphisme de complexes pr�ec�edent induit un isomorphisme

�

1

= �

�

0

: E

p;q

1

! H

q

(CS

�;p

(h;g=h;M ); d)

dont l'inverse est  

1

=  

�

0

.

4.6. Lemme : On a

E

0;q

1

= HL

q

(h;M )

et

E

p;0

1

= C

p

(g=h;M )

h

o�u

C

p

(g=h;M )

h

= f! 2 C

p

(g=h;M )j!:y = 0 8y 2 hg:

D�emonstration: La premi�ere formule est �evidente.

Pour d�emontrer la seconde formule on remarque tout d'abord que

E

p;0

1

= Ker(d : C

p

(g=h;M )!

M

I2S

p+1;p

Hom(N

I

;M )):

Soit ! 2 C

p

(g=h;M ) ; alors d! = ((d!)

I

)

I2S

p+1;p

. Donc ! 2 E

p;0

1

si et seulement si (d!)

I

= 0 pour tout

I 2 S

p+1;p

. Les �el�ements de S

p+1;p

sont les suites I

h

; 1 � h � p+ 1, telles que I

0

h

= fhg.

Soit alors z

1


 : : :
 z

p+1

2 N

I

h

; on a

(d!)

I

h

(z

1


 : : :
 z

p+1

) = (�1)

h+1

!(z

1


 : : :
 bz

h


 : : :
 z

p+1

):z

h

= (�1)

h+1

(!:z

h

)(z

1


 : : :
 bz

h


 : : :
 z

p+1

)

la derni�ere �egalit�e provenant du fait que l'action de h sur g/h est triviale.

4.7. On rappelle que la di��erentielle d

1

: E

p;q

1

! E

p+1;q

1

est d�e�nie de la fa�con suivante. Soit � 2 E

p;q

1

et

soit e 2 E

p;q

0

un cocycle tel que [e] = �. Soit c 2 F

p

C

p+q

(g;M ) tel que �

0

(c) = e. On a alors d

1

� = [�

0

(dc)]

(o�u �

0

: F

p+1

C

p+q+1

(g;M )! E

p+1;q

0

).

4.8. Il y a une action bien d�e�nie de g/h sur C

p

(g=h;M )

h

. On peut donc d�e�nir une di��erentielle et

consid�erer le complexe C

�

(g=h;M )

h

.

Plus g�en�eralement la formule du lemme A.6. montre que H

q

(CS

�;p

(h;g=h;M )) a une structure de h -

module trivial, donc a une structure bien d�e�nie de g/h - module.
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4.9. L'isomorphisme �

1

: E

p;q

1

! H

q

(CS

�;p

(h;g=h;M ); d) permet de transporter la di��erentielle d

1

en

une di��erentielle � : H

q

(CS

�;p

(h;g=h;M )) ! H

q

(CS

�;p+1

(h;g=h;M )) d�e�nie en posant � = �

1

� d

1

�  

1

(o�u  

1

= �

�1

1

, voir 4.5.).

4.10. On peut expliciter cette di��erentielle. Dans ce but il est commode d'introduire les deux op�erateurs

suivants,

� : CS

q;p

(h;g=h;M )! CS

q�1;p+1

(h;g=h;M )

et

� : H

q

(CS

�;p

(h;g=h;M ))! H

q

(CS

�;p+1

(h;g=h;M ))

4.11. Soit ! = (!

I

)

I2S

p+q;p

2 CS

q;p

(h;g=h;M ); alors �(!) = (�(!)

J

)

J2S

p+q;p+1

est d�e�ni de la fa�con

suivante.

Soit J 2 S

p+q;p+1

,w 2 J

00

et posons �

J;w

= �

1


 : : :
�

p+q

o�u �

u

= 1

h

si u 2 J

0

, �

u

= 1

g=h

si u 2 J

00

�fwg

et �

w

= m � s. Alors

�(!)

J

=

X

w2J

00

!

J

(w)

� �

J;w

.

4.12. Maintenant on d�e�nit

~

� : CS

q;p

(h;g=h;M )! CS

q;p+1

(h;g=h;M ).

Si ! est comme ci-dessus alors

~

�(!) = (

~

�(!)

J

)

J2S

p+q+1;p+1

est d�e�ni de la fa�con suivante. Soit J 2

S

p+q+1;p+1

; alors

~

�(!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

) =

X

u2J

00

(�1)

u+1

!

J�fi

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 z

p+q+1

):s(z

u

) +

X

(u;v)2A(J

0

�J

00

)[A(J

00

)

(�1)

v

!

J�fi

v

g

(z

1


 : : :
 (z

u

� z

v

) 
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

) +

X

(u;v)2A(J

00

�J

0

)

(�1)

v

!

J

(u)

�fi

v

g

(z

1


 : : :
 (z

u

� z

v

)
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

o�u z

u

� z

v

= [z

u

; s(z

v

)] si (u; v) 2 A(J

0

� J

00

) , z

u

� z

v

= [s(z

u

); z

v

] si (u; v) 2 A(J

00

� J

0

) et z

u

� z

v

= [z

u

; z

v

]

si (u; v) 2 A(J

00

).

On va montrer dans le corollaire 4.15. que si ! est un cocycle (resp. un cobord) alors

~

�(!) est un cocycle

(resp un cobord).

On peut alors poser �([!]) = [

~

�(!)] .

4.13. Soit [!] une classe de cohomologie repr�esent�ee par un cocycle ! 2 CS

q;p

(h;g=h;M ) . En utilisant

les d�e�nitions on a �([!]) = (�

1

� d

1

� 

1

)([!]) = [� � d �  (!)].

4.14. Lemme : On a � � d �  (!) =

~

�(!) + d � �(!) pour tout cocycle ! 2 CS

q;p

(h;g=h;M ).

D�emonstration : On commence par faire la remarque suivante. Si I;K 2 S

p+q;p

on a m

I

� s

K

= 0

si I 6= K et m

K

� s

K

= 1

N

K (voir lemme 3.13.) Si I 2 S

p+q;p

et K 2 S

p+q;p+1

on v�eri�e facilement que

m

I

� s

K

= �

K;w

si I = K

(w)

et que m

I

� s

K

= 0 sinon.

Soit maintenant un cocycle ! 2 CS

q;p

(h;g=h;M ) et soit J 2 S

p+q+1;p+1

. Pour faire le calcul de ��d� (!)

J

il est commode d'introduire la convention d'�ecriture suivante: si u; v 2 f1; 2; : : :; p+ 1g et si u < v on pose

s

u

([z

u

; z

v

]) = [s

u

(z

u

); s

v

(z

v

)]. Cette convention entraine la remarque suivante : si (u; v) 2 A(J

0

� J

00

) ou

(u; v) 2 A(J

00

� J

0

) on a m

J�fi

v

g

� s

J�fi

v

g

= �

J�fi

v

g;u

= �

1


 : : : 
 �

p+q

o�u �

l

est l'identit�e si l 6= u et

�

u

= s

u

; autrement dit on a

m

J�fi

v

g

� s

J�fi

v

g

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q

) = z

1


 : : :
 (z

u

� z

v

)
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q

:

On a alors

� � d �  (!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

) = d (!) � s

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

)

=

X

1�u�p+q+1

(�1)

u+1

 (!) � s

J�fi

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 z

p+q+1

):s

u

(z

u

)

+

X

1�u<v�p+q+1

(�1)

v

 (!) � s

J�fi

v

g

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)
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=

X

1�u�p+q+1

(�1)

u+1

X

I2S

p+q;p

!

I

�m

I

� s

J�fi

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 z

p+q+1

):s

u

(z

u

)

+

X

1�u<v�p+q+1

(�1)

v

X

I2S

p+q;p

!

I

�m

I

� s

J�fi

v

g

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

=

X

u2J

0

(�1)

u+1

X

w2(J�fi

u

g)

00

!

(J�fi

u

g)

00

(w)

� �

J�fi

u

g;w

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 z

p+q+1

):z

u

+

X

u2J

00

(�1)

u+1

!

J�fi

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 z

p+q+1

):s

u

(z

u

)

+

X

(u;v)2A(J

0

)

(�1)

v

X

w2(J�fi

v

g)

00

!

(J�fi

v

g)

(w)

� �

J�fi

v

g;w

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

+

X

(u;v)2A(J

0

�J

00

)

(�1)

v

!

J�fi

v

g

� �

J�fi

v

g;u

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

+

X

(u;v)2A(J

00

�J

0

)

(�1)

v

!

J

(u)

�fi

v

g

� �

J�fi

v

g;u

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

+

X

(u;v)2A(J

00

)

!

J�fi

v

g

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

=

X

u2J

0

(�1)

u+1

�(!)

J�fi

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 z

p+q+1

):z

u

+

X

(u;v)2A(J

0

)

(�1)

v

�(!)

J�fi

v

g

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

+

X

u2J

00

(�1)

u+1

!

J�fi

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 z

p+q+1

):s

u

(z

u

)

+

X

(u;v)2A(J

0

�J

00

)[A(J

00

)

(�1)

v

!

J�fi

v

g

(z

1


 : : :
 (z

u

� z

v

)
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

+

X

(u;v)2A(J

00

�J

0

)

(�1)

v

!

J

(u)

�fi

v

g

(z

1


 : : :
 (z

u

� z

v

) 
 : : :
 bz

v


 : : :
 z

p+q+1

)

= d�(!)

J

+

~

�(!)

J

:

4.15. Corollaire : Si ! est un cocycle (resp. un cobord) de CS

q;p

(h;g=h;M ) , alors

~

�(!) est un cocycle

(resp. un cobord) de CS

q;p+1

(h;g=h;M ) .

D�emonstration : Soit un cocycle ! 2 CS

q;p

(h;g=h;M ). On a d�d (!) = d

~

�(!) + dd�(!) = d

~

�(!) .

Mais par 3.14. on a d (!) 2 F

p+1

C

p+q+1

(g;M ) donc d�d (!) = �dd (!) = 0. Ainsi d

~

�(!) = 0.

Soit maintenant ! 2 CS

q�1;p

(h;g=h;M ) ; de nouveau par 3.14. on a ( d � d )(!) 2 F

p+1

C

p+q+1

(g;M ).

On en d�eduit �d (d!) = �d( d(!)�d (!)+d (!)) = �d( d(!)�d (!))+�dd (!) = d�( d(!)�d (!)).

On a donc

~

�(d!) = d(�( d(!) � d (!)) � �(d(!))).

4.16. Si [!] est une classe de cohomologie repr�esent�ee par un cocycle ! 2 CS

q;p

(h;g=h;M ) on a

�([!]) = [

~

�(!)] = �([!]).

4.17. Ainsi l'isomorphisme �

1

induit un isomorphisme

�

2

= �

�

1

: E

p;q

2

! H

p

(H

q

(CS

�;�

(h;g=h;M ); d);�)
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5. La structure multiplicative

5.1. Soit g une alg�ebre de Leibniz et M et M

0

deux g - modules. On rappelle que la structure de g -

module sur M 
M

0

est donn�ee en posant (m
m

0

):x = (m:x)
m

0

+m
 (m

0

:x) pour tout m 2M;m

0

2M

0

et x 2 g.

On d�e�nit une op�eration

[ : C

p

(g;M )
C

q

(g;M )! C

p+q

(g;M 
M

0

)

en posant (f [ g)(x

1


 : : :
x

p+q

) =

P

A2X(p+q;p)

�(A)f(x

A

)
g(x

^

A

) o�u X(p+ q; p) est l'ensemble de toutes les

sous-suites de longueur p de la suite (1; 2; :::; p+q),

^

A est le compl�ementaire de la suite A dans (1; 2; :::; p+q),

�(A) est la signature du (p,q)-shu�e d�e�ni par A et x

A

est la restriction de x = x

1


 : : :
 x

p+q

aux indices

�gurant dans A (voir [C] ou [O] pour les d�etails). Le cup-produit [ est associatif et la di��erentielle d est une

d�erivation pour cette op�eration. On en d�eduit donc une op�eration

[ : HL

p

(g;M )
HL

q

(g;M )! HL

p+q

(g;M 
M

0

)

5.2. Soit h un id�eal bilat�ere de g. La �ltration du complexe C

�

(g;M ) est compatible avec le cup-produit,

autrement dit on a une op�eration

[ : F

j

C

p

(g;M )
 F

k

C

q

(g;M

0

)! F

j+k

C

p+q

(g;M 
M

0

):

Il en r�esulte que pour tout entier r � 0 on a des op�erations

[ : E

p;q

r


 E

p

0

;q

0

r

! E

p+p

0

;q+q

0

r

:

et les di��erentielles d

r

sont des d�erivations pour ces op�erations. L'op�eration sur E

r+1

est induite par

l'op�eration sur E

r

. .

5.3. On va d�e�nir maintenant une op�eration

[ : CS

q;p

(h;g=h;M )
CS

q

0

;p

0

(h;g=h;M

0

)! CS

q+q

0

;p+p

0

(h;g=h;M 
M

0

):

Soit ! = (!

I

)

I2S

p+q;p

et !

0

= (!

0

J

)

J2S

p

0

+q

0

;p

0

; alors ! [ !

0

= ((! [ !

0

)

K

)

K2S

p+p

0

+q+q

0

;p+p

0

o�u, si z =

z

1


 : : :
 z

p+p

0

+q+q

0

2 N

K

, on a pos�e

(! [ !

0

)

K

(z) =

X

�(A)!

I

A

(z

A

)
 !

0

b

I

A

(z

^

A

)

la sommation portant sur tous les A 2 X(p + p

0

+ q + q

0

; p + q) pour lesquels il existe I

A

2 S

p+q;p

tel que

z

A

2 N

I

A

(o�u

c

I

A

= K � I

A

= J

^

A

2 S

p

0

+q

0

;p

0

et z

^

A

2 N

J

^

A

).

5.4. Lemme :Le diagramme suivant est commutatif

F

p

C

n

(g;M )
 F

q

C

m

(g;M

0

)

�
�

�����! CS

n�p;p

(h;g=h;M )
CS

m�q;q

(h;g=h;M

0

)

[

?

?

?

?

y

?

?

?

?

y

[

F

p+q

C

n+m

(g;M 
M

0

) �����!

�

CS

n+m�p�q;p+q

(h;g=h;M 
M

0

)

D�emonstration: Soit ! 2 F

p

C

n

(g;M ) et !

0

2 F

q

C

m

(g;M

0

) ; on a �(! [!

0

) = (�(! [!

0

)

K

)

K2S

n+m;p+q

o�u �(! [ !

0

)

K

= (! [ !

0

) � s

K

.

Soit z = z

1


 : : :
 z

n+m

2 N

K

; il y a donc dans ce terme n +m � p� q facteurs z

i

2 h. On a

�(! [ !

0

)

K

(z) = (! [ !

0

)(s

K

z) =

X

A2X(n+m;n)

�(A)!((s

K

z)

A

) 
 !

0

((s

K

z)

^

A

):
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Soit A 2 X(n + m;n). Si A est tel que n � p + 1 facteurs de (s

K

z)

A

sont dans h, ou m � q + 1 facteurs

de (s

K

z)

^

A

sont dans h, alors le terme correspondant de la somme est nul. Il ne reste donc dans la somme

que les termes tels que (s

K

z)

A

contient exactement n � p facteurs dans h (et par suite (s

K

z)

^

A

contient

exactement m � q facteurs dans h). Mais cela revient donc �a dire qu'il existe I

A

2 S

n;p

tel que z

A

2 N

I

A

.

On a alors !((s

K

z)

A

) = ! � s

I

A

(z

A

) = �(!)

I

A

(z

A

). De même on a !

0

(s

K

z)

^

A

) = �(!

0

)

b

I

A

(z

^

A

).

On a alors, la somme portant sur tous les A 2 X(n+m;n) pour lesquels il existe I

A

2 S

n;p

tel que z

A

2 N

I

A

,

�(! [ !

0

)

K

(z) =

X

�(A)�(!)

I

A

(z

A

)
 �(!

0

)

b

I

A

(z

^

A

) = (�(!) [ �(!

0

))

K

(z):

5.5. Corollaire : L'isomorphisme �

0

: E

p;q

0

! CS

q;p

(h;g=h;M ) est multiplicatif, c'est-�a-dire pour tout

e 2 E

p;q

0

et e

0

2 E

p

0

;q

0

0

on a �

0

(e [ e

0

) = �

0

(e) [ �

0

(e

0

).

5.6. Corollaire : La di��erentielle d du complexe CS

�;p

(h;g=h;M ) est une d�erivation.

5.7. Il en r�esulte qu'on a une op�eration

[ : H

q

(CS

�;p

(h;g=h;M ))
H

q

0

(CS

�;p

0

(h;g=h;M

0

))! H

q+q

0

(CS

�;p+p

0

(h;g=h;M 
M

0

)):

5.8. Corollaire : L'isomorphisme �

1

: E

p;q

1

! H

q

(CS

�;p

(h;g=h;M )) est multiplicatif, c'est-�a-dire pour

tout � 2 E

p;q

1

et �

0

2 E

p

0

;q

0

1

on a �

1

(� [ �

0

) = �

1

(�) [ �

1

(�

0

).

5.9.Corollaire : La di��erentielle

� : H

q

(CS

�;p

(h;g=h;M ))! H

q

(CS

�;p+1

(h;g=h;M ))

est une d�erivation.

5.10. Il en r�esulte une op�eration

[ : H

p

(H

q

(CS

�;�

(h;g=h;M )))
H

p

0

(H

q

0

(CS

�;�

(h;g=h;M

0

)))! H

p+p

0

(H

q+q

0

(CS

�;�

(h;g=h;M 
M

0

))):

5.11. Corollaire : L'isomorphisme �

2

: E

p;q

2

! H

p

(H

q

(CS

�;�

(h;g=h;M )) est multiplicatif.

Appendice : Les formules de Cartan

A.1. Soit g une alg�ebre de Leibniz, h un id�eal bilat�ere de g et M un g - module.

L'op�erateur d : CS

q;p

(h;g=h;M )! CS

q+1;p

(h;g=h;M ) a �et�e d�e�ni au no 3.3.

A.2. Pour tout x 2 g on d�e�nit un op�erateur

�(x) : CS

q;p

(h;g=h;M )! CS

q;p

(h;g=h;M )

de la fa�con suivante: si ! = (!

I

)

I2S

p+q;p

alors �(x)(!) = (�(x)(!)

I

)

I2S

p+q;p

o�u, pour tout z

1


: : :
z

p+q

2 N

I

,

on a pos�e

�(x)(!)

I

(z

1


 : : :
 z

p+q

) = !

I

(z

1


 : : :
 z

p+q

):x�

X

1�i�p+q

!

I

(z

1


 : : :
 (z

i

:x)
 : : :
 z

p+q

)

(z

i

:x d�esignant l'action de g sur h si i 2 I

0

et l'action de g sur g/h si i 2 I

00

).

En particulier si y 2 h on a

�(y)(!)

I

(z

1


 : : :
 z

p+q

) = !

I

(z

1


 : : :
 z

p+q

):y �

X

i2I

0

!

I

(z

1


 : : :
 [z

i

; y]
 : : :
 z

p+q

):

A.3. Proposition : Pour tout x; x

0

2 g on a

�([x;x

0

]) = [�(x

0

); �(x)]

et

[�(x); d] = 0:
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D�emonstration : Il su�t de v�eri�er la premi�ere formule au niveau des composantes; le calcul se fait

alors exactement comme dans [L-P].

La v�eri�cation de la deuxi�eme formule se fait par calcul direct au niveau des composantes.

A.4. Pour tout y 2 h et tout entier 1 � k � p+ q (avec q � 1), on d�e�nit un op�erateur

i

k

(y) : CS

q;p

(h;g=h;M )! CS

q�1;p

(h;g=h;M )

de la fa�con suivante : si ! = (!

I

)

I2S

p+q;p

alors i

k

(y)(!) = (i

k

(y)(!)

J

)

J2S

p+q�1;p

,o�u on a pos�e

i

k

(y)(!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+q�1

) = (�1)

k+1

!

J

k

(z

1


 : : :
 z

k�1


 y 
 z

k


 : : :
 z

p+q�1

)

si l

q�1

< k et i

k

(y)(!)

J

= 0 sinon.

A.5. Finalement on d�e�nit encore un op�erateur

�

k

(y) : CS

q;p

(h;g=h;M )! CS

q;p

(h;g=h;M )

en posant, pour tout J 2 S

p+q;p

, �

k

(y)(!)

J

= �(y)(!)

J

si l

k

� k , �

k

(y)(!)

J

= 0 si k � l

q�1

et

�

k

(y)(!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+q

) = (�1)

l

q

+1

�(z

l

q

)i

k

(y)(!)

J�fi

l

q

g

(z

1


 : : :
 cz

l

q


 : : :
 z

p+q

)

si l

q�1

< k � l

q

� 1 .

A.6. Lemme : Pour tout y 2 h et tout 1 � k � p+ q on a

i

k+1

(y) � d+ d � i

k

(y) = �

k

(y):

D�emonstration : La d�emonstration se fait par calculs directs au niveau des composantes, �a condition de

faire les observations suivantes.

Soit J 2 S

p+q;p

. On a �evidemment J

k+1

� fi

k+1

g = J . Soit w 2 J

0

;on a J � fi

w

g 2 S

p+q�1;p

. Posons

(J � fi

w

g)

0

= fl

0

1

; :::; l

0

q�1

g ; si w 6= l

q

on a l

0

q�1

= l

q

� 1 et si w = l

q

on a l

0

q�1

= l

q�1

.

Si l

q

< k + 1 on a donc l

0

q�1

< k et (J � fi

w

g)

k

= J

k+1

� fi

w

g.

Supposons l

q

� k + 1 ; si w 6= l

q

ou si w = l

q

et k � l

q�1

on a l

0

q�1

� k.

En�n si l

q�1

< k � l

q

� 1 on a (J � fi

l

q

g)

k

= J

k

� fi

l

q

+1

g.

A.7. Proposition : d

2

= 0

D�emonstration : Posons d

q

= d : CS

q;p

(h;g=h;M )! CS

q+1;p

(h;g=h;M ).

La d�emonstration se fait par r�ecurrence sur q.

Soit ! 2 CS

0;p

(h;g=h;M ) = C

p

(g=h;M ) ; on a d

1

d

0

(!) = (d

1

(d

0

!)

J

)

J2S

p+2;p

.

Soit J 2 S

p+2;p

avec J

0

= fl

1

; l

2

g. On a

d

1

(d

0

!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+2

) =

(�1)

l

1

+1

(d

0

!)

J�fi

l

1

g

(z

1


 : : :
 cz

l

1


 : : :
 z

l

2


 : : :
 z

p+2

):z

l

1

+(�1)

l

2

+1

(d

0

!)

J�fi

l

2

g

(z

1


 : : :
 z

l

1


 : : :
 cz

l

2


 : : :
 z

p+2

):z

l

2

+(�1)

l

2

(d

0

!)

J�fi

l

2

g

(z

1


 : : :
 [z

l

1

; z

l

2

]
 : : :
 cz

l

2


 : : :
 z

p+2

) =

(�1)

l

1

+l

2

+1

(!

J�fi

l

1

;i

l

2

g

(z

1


 : : :
 cz

l

1


 : : :
 cz

l

2


 : : :
 z

p+2

):z

l

2

):z

l

1

+(�1)

l

1

+l

2

(!

J�fi

l

1

;i

l

2

g

(z

1


 : : :
 cz

l

1


 : : :
 cz

l

2


 : : :
 z

p+2

):z

l

1

):z

l

2

+(�1)

l

1

+l

2

+1

!

J�fi

l

1

;i

l

2

g

(z

1


 : : :
 cz

l

1


 : : :
 cz

l

2


 : : :
 z

p+2

):[z

l

1

; z

l

2

] = 0

compte tenu des propri�et�es de l'action de h sur M .

Soit maintenant un entier q � 2 et supposons que d

q�1

d

q�2

= 0.

Soit ! = (!

I

)

I2S

p+q�1;p

2 CS

q�1;p

(h;g=h;M ) ; on a d

q

d

q�1

(!) = (d

q

(d

q�1

!)

J

)

J2S

p+q+1;p

.
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Soit J 2 S

p+q+1;p

avec J

0

= fl

1

; :::; l

q+1

g.

Soit z

1


 : : :
 z

p+q+1

2 N

J

; on a z

1


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

2 N

J�fi

l

q+1

g

o�u J � fi

l

q+1

g 2 S

p+q;p

et

(J � fi

l

q+1

g)

0

= fl

1

; :::; l

q

g.

On a l

q

< l

q+1

donc compte tenu de la d�e�nition A.4. et du lemme A.6. on peut �ecrire

d

q

(d

q�1

!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

) =

(�1)

l

q+1

+1

i

l

q+1

(z

l

q+1

)d

q

(d

q�1

!)

J�fi

l

q+1

g

(z

1


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

) =

(�1)

l

q+1

+1

(�

l

q+1

�1

(z

l

q+1

)d

q�1

(!) � d

q�1

i

l

q+1

�1

(z

lq+1

)d

q�1

(!))

J�fi

l

q+1

g

(z

1


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

):

Or l

q

� l

q+1

� 1; donc compte tenu de la d�e�nition A.5., de la deuxi�eme formule de A.3., du lemme A.6. et

de l'hypoth�ese de r�ecurrence on a

d

q

(d

q�1

)!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

) =

(�1)

l

q+1

+1

(d

q�1

��(z

l

q+1

)(!)�d

q�1

��

l

q+1

�2

(z

l

q+1

)(!)+d

q�1

d

q�2

i

l

q+1

�2

(z

l

q+1

)(!))

J�fi

l

q+1

g

(: : :
dz

l

q+1


: : :) =

(�1)

l

q+1

+1

(d

q�1

� �(z

l

q+1

)(!) � d

q�1

� �

l

q+1

�2

(z

l

q+1

)(!))

J�fi

l

q+1

g

(z

1


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

):

Maintenant si w 2 J

0

�fl

q+1

g et si on pose (J�fi

l

q+1

g)

0

= fl

0

1

; :::; l

0

q�1

g, on a l

0

q�1

< l

q

, donc l

0

q�1

� l

q+1

�2.

On a alors, compte tenu de la d�e�nition A.5.

d

q�1

� �

l

q+1

�2

(z

l

q+1

)(!)

J�fi

l

q+1

g

(z

1


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

) =

X

u2(J�fi

l

q+1

g)

0

(�1)

u+1

�

l

q+1

�2

(z

l

q+1

)(!)

J�fi

l

q+1

;i

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

):z

u

+

X

(u;v)2A((J�fi

l

q+1

g)

0

)

(�1)

v

�

l

q+1

�2

(z

l

q+1

)(!)

J�fi

l

q+1

;i

v

g

(z

1


: : :
[z

u

; z

v

]
: : :
 bz

v


: : :
dz

l

q+1


: : :
z

p+q+1

) =

X

u2(J�fi

l

q+1

g)

0

(�1)

u+1

�(z

l

q+1

)(!)

J�fi

l

q+1

;i

u

g

(z

1


 : : :
 bz

u


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

):z

u

+

X

(u;v)2A((J�fi

l

q+1

g)

0

)

(�1)

v

�(z

l

q+1

)(!)

J�fi

l

q+1

;i

v

g

(z

1


 : : :
 [z

u

; z

v

]
 : : :
 bz

v


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

) =

d

q�1

� �(z

l

q+1

)(!)

J�fi

l

q+1

g

(z

1


 : : :
 dz

l

q+1


 : : :
 z

p+q+1

):

On a donc d

q

(d

q�1

!)

J

(z

1


 : : :
 z

p+q+1

) = 0.
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