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0.1 La mal�ediction

Newton qui inventa (avec Leibniz) le calcul in�nit�esimal et d�ecouvrit la loi de la gravitation

universelle peut être consid�er�e comme le p�ere fondateur de la th�eorie moderne des syst�emes

dynamiques. Si Newton sut r�esoudre le probl�eme des deux corps (ellipse), jamais il ne put

mettre le mouvement de la lune en accord avec sa fameuse �equation et la solution du probl�eme

des trois corps lui �echappa toujours. Les irr�egularit�es de l'orbite lunaire ne lui causaient que

maux de tête et insomnies. C'est au cours d'une de ces nuits sans sommeil, alors que la lune

�etait si pleine qu'elle semblait encore mieux le narguer que Newton, ce f�eru d'�esot�erisme rendu

plus irascible que d'habitude, aurait utilis�e ses connaissances diverses pour jeter ce sort qui

planera �eternellement sur les math�ematiciens : Il faudra d'abord tr�ebucher pour r�eussir l�a o�u j'ai

�echou�e. Je veux que parmi les plus dignes continuateurs de cette nouvelle th�eorie que je laisse

aux hommes, il s'en trouve un par si�ecle qui ne puisse faire de progr�es d�ecisifs sans se tromper

de mani�ere �eclatante auparavant. Que ma volont�e soit faite pour les si�ecles et les si�ecles.

C'est Clairaut (1713-1765) qui sut le premier calculer si �nement que le mouvement th�eorique

de la lune correspondit en�n avec son mouvement r�eel. Il fallait donc que ce soit lui qui subisse

d'abord la terrible mal�ediction de Newton. Ce sort est d'autant plus cruel que personne ne

�t plus que Clairaut pour convaincre les fran�cais des avantages du syst�eme newtonien sur le

syst�eme des tourbillons de Descartes. Quand Clairaut s'int�eresse au mouvement de la lune, ce

prodige, acad�emicien d�es l'âge de dix-huit ans, �etait d�ej�a revenu de Laponie o�u il avait con�rm�e

exp�erimentalement que la terre �etait applatie aux pôles comme le pr�evoyait Newton. Il n'avait

pas encore donn�e le rendez-vous que la com�ete de 1759 (Halley) honora avec tant de pr�ecision que

plus personne ne devait douter de la v�erit�e de la loi de l'attraction. On con�coit donc l'importance

du probl�eme de la lune �a cette �epoque non consensuelle. Les meilleurs math�ematiciens du

temps s'y consacrent, tous �egaux devant l'�echec. Pour expliquer la divergence entre l'orbite

calcul�ee et l'orbite r�eelle D'Alembert penche pour une force sp�eci�que �a la lune, Euler invoque

des tourbillons d'inspiration cart�esienne et Clairaut, pouss�e par le mauvais g�enie que l'on sait,

propose solennellement, lors de la s�eance du 15 novembre 1747 de l'Acad�emie des Sciences de

Paris, de modi�er la c�el�ebre loi du carr�e. Les cart�esiens ricanent, les newtoniens se d�echirent

et Clairaut, newtonien de la premi�ere heure, gên�e de semer la discorde dans son propre camp
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retourne �a ses calculs. Ce n'est qu'un an plus tard, apr�es avoir retrouv�e le terme qu'il avait eu

le tort de n�egliger, qu'il se r�etractera et annoncera qu'il a en�n d�eduit le mouvement correct de

la lune de la seule loi de l'attraction. Intrigu�e, Euler qui ne parvient toujours pas �a ce r�esultat,

sugg�ere �a l'Acad�emie de St Petersbourg de choisir la th�eorie de la lune comme sujet de concours,

re�coit le manuscrit de Clairaut (qui gagnera haut la main) et ne cache pas son admiration : Pour

moi je vous f�elicite en connaissance de cause, et j'ose même dire, que je regarde cette d�ecouverte,

comme la plus importante et la plus profonde, qui ait �et�e jamais faite en math�ematique [JT].

Qui d'autre que Poincar�e au dix-neuvi�eme si�ecle, pouvait encourir les foudres posthumes

de Newton ? Entre autres choses, il est en e�et consid�er�e comme le fondateur de la th�eorie

contemporaine des syst�emes dynamiques et ses phrases les plus c�el�ebres sont �a l'exergue de

tous nos livres. Il sut nous faire renoncer �a l'espoir longtemps caress�e d'obtenir des solutions

analytiques du probl�eme des trois corps et nous proposa �a la place une th�eorie qualitative d'un

int�erêt de premier ordre. Il nous montra comment ramener l'�etude d'une �equation di��erentielle au

voisinage d'une orbite p�eriodique �a l'�etude de l'it�eration d'une application continue sur un espace

un peu plus petit. L'it�eration entrait ainsi de plein pied dans la th�eorie des syst�emes dynamiques

et y prit une place croissante pour acqu�erir de nos jours un statut autonome. Poincar�e fut aussi

le premier qui mit en �evidence l'existence de points homoclines (pass�e=futur) dans le probl�eme

des trois corps et qui nota la dynamique compliqu�ee que leur pr�esence entrâ�nait. La phrase

est bien connue : On sera frapp�e de la complexit�e de cette �gure, que je ne cherche même pas �a

tracer. Rien n'est plus propre �a nous donner une id�ee de la complication du probl�eme des trois

corps et en g�en�eral de tous les probl�emes de la dynamique... Aujourd'hui, sous des hypoth�eses

convenables, la pr�esence de points homoclines est synonyme de chaos. Comme Clairaut, c'est

sur ce fameux probl�eme des trois corps que Poincar�e devait tr�ebucher. Dans l'�edition corrig�ee

de Sur le probl�eme des trois corps et les �equations de la dynamique : M�emoire couronn�e par le

prix de S.M. le roi Oscar de Su�ede le 21 janvier 1889 se trouve la ligne suivante o�u Poincar�e,

�evoquant le coll�egue qui relut avec soin son m�emoire, �ecrit que c'est même lui qui, appellant

mon attention sur un point d�elicat, m'a permis de d�ecouvrir et recti�er une importante erreur.

L'erreur dut être importante, au moins �a ses yeux, car on dit que Poincar�e d�epensa bien plus

d'argent que ne lui en avait rapport�e le prix pour racheter tous les exemplaires de l'�edition

erron�ee.
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Parmi toutes les mains qui cherch�erent �a dessiner la �gure �a laquelle Poincar�e faisait al-

lusion, une main fut si sûre qu'elle tra�ca fermement la forme d'un fer �a cheval. Cette simple

image donnait tant d'information sur la complexit�e de la dynamique engendr�ee par les points

homoclines que Newton ne pouvait le tol�erer qu'�a l'expresse condition que ce fer �a cheval fut le

point d'orgue de la chute de cet insolent dessinateur.

Stephen Smale a d�ebut�e dans le m�etier en retournant des sph�eres par la seule force de sa

pens�ee avant de d�emontrer la \conjecture de Poincar�e" en dimension grande puis de s'illustrer

dans un nombre impressionant de divers domaines des math�ematiques [HMS] dont la th�eorie

des syst�emes dynamiques. Smale s'est tout bonnement propos�e de caract�eriser les syst�emes qui

existent dans la nature, les syst�emes structurellement stables, c'est-�a-dire ceux qui l�eg�erement

perturb�es conservent qualitativement la même dynamique. Le croche-pied s�eculaire de Newton

�t conjecturer �a Smale en 1959 que ces syst�emes avaient tous une dynamique particuli�erement

simple puisque tout devait converger vers un nombre �ni d'orbites p�eriodiques. On l'a vu, c'est

en �etudiant la dynamique au voisinage d'un point homocline que Smale trouva son fameux fer �a

cheval qui devint le premier exemple de di��eomorphisme structurellement stable avec une in�nit�e

d'orbites p�eriodiques. Smale ne s'est pas content�e de r�epondre n�egativement �a sa conjecture, il

sut donner la bonne caract�erisation des di��eomorphismes structurellement stables (Axiom A +

Transversalit�e) bien que la d�emonstration de son intuition se soit �etal�ee sur plusieurs d�ecennies

et �t appel �a de nombreux math�ematiciens dont Ricardo Ma~n�e qui (essentiellement) clôtura ce

sujet en un th�eor�eme que l'on a coutume de r�esumer par la formule : stabilit�e = hyperbolicit�e.
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0.2 Introduction

Un syst�eme dynamique sera pour nous la donn�ee d'un espace topologique (compact) X et d'une

application continue f : X �! X . L'orbite d'un point x de X est l'ensemble fx; f(x); f

2

(x); :::g

o�u f

n

d�esigne l'it�er�ee n-i�eme de f . Un point x est p�eriodique s'il existe un entier n > 0 tel que

f

n

(x) = x. Le plus petit entier p v�eri�ant cette propri�et�e est appel�e la p�eriode de x. L'orbite

de x est dite p�eriodique, elle est �nie de cardinal p.

Deux syst�emes dynamiques f : X �! X et f

0

: X

0

�! X

0

ont qualitativement la même

dynamique s'ils sont topologiquement conjugu�es c'est-�a-dire s'il existe un hom�eomorphisme

h : X �! X

0

tel que f

0

= hfh

�1

. Les points p�eriodiques de f se transportent alors par h

pour donner des points p�eriodiques de f

0

de même p�eriode. Plus g�en�eralement, l'objet de la

th�eorie qualitative des syst�emes dynamiques est l'�etude des propri�et�es invariantes par conjugai-

son topologique. On est donc naturellement amen�e �a rechercher des invariants topologiques,

c'est-�a-dire des quantit�es I(f) qui v�eri�ent I(f) = I(hfh

�1

).

L'une de ces quantit�es, un r�eel positif, est l'entropie topologique qui fut introduite par Adler,

Konheim et Mc Andrew. On peut alors �etudier les propri�et�es dynamiques d'un syst�eme selon la

valeur de son entropie.

Nous allons nous int�eresser exclusivement aux deux classes de syst�emes dynamiques form�ees

des applications continues et di��erentiables de l'intervalle I = [0; 1] d'une part et des di��eomor-

phismes du disque D = fz 2 C; jzj � 1g pr�eservant l'orientation d'autre part. Nous m�enerons

ces deux �etudes de mani�ere parall�ele a�n d'insister sur les similitudes des dynamiques de ces

deux classes de syst�emes.

L'un de ces points communs est la pr�esence, quand l'entropie topologique est strictement

positive (application chaotique), d'une in�nit�e d'orbites p�eriodiques f�

n

g

n�0

de p�eriode fp

n

g

n�0

structur�ee sous forme de cascade en un sens qui sera pr�ecis�e dans le courant du texte. L'�etude

de ces cascades est l'objet de cette th�ese.

En dimension 1, les cascades les plus connues sont les cascades de d�edoublement qui appa-

raissent quand une famille param�etr�ee d'applications de l'intervalle \transite vers le chaos par

d�edoublement de p�eriode". La plus c�el�ebre de toutes est sans conteste celle cr�e�ee quand chaque

application de la famille est unimodale (un seul extremum relatif) �a cause de l'universalit�e de

la vitesse de cr�eation des orbites p�eriodiques de la cascade.

Cette universalit�e inattendue a pu être expliqu�ee par l'�etude d'un point �xe d'un \op�erateur
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de renormalisation" agissant sur des applications \in�niment renormalisables". Il se trouve

qu'aux applications in�niment renormalisables, tant en dimension 1 qu'en dimension 2, sont

naturellement associ�ees des cascades d'orbites p�eriodiques et l'�etude de celles correspondant �a

des points �xes d'op�erateurs de renormalisation seront l'objet de nos soins attentifs. Auparavant,

nous allons nous int�eresser aux cascades d'orbites p�eriodiques hyperboliques car elles r�esistent

aux perturbations.

Cette th�ese est divis�ee en deux chapitres traitant respectivement de la dimension 1 et de la

dimension 2

0.2.1 R�esultats en dimension 1

En dimension 1, une cascade d'orbites p�eriodiques se caract�erise par une suite (cascade) de

cycles que l'on peut alors consid�erer comme un objet abstrait.

On se propose dans un premier temps de d�eterminer toutes les cascades de cycles qui peuvent

exister dans une application de l'intervalle de fa�con que la fermeture des points p�eriodiques qui

lui correspondent soit un ensemble hyperbolique (cascades hyperbolisables). A cette �n, nous

introduisons la notion de nombre de points critiques d'une cascade de cycle qui est le nombre mi-

nimum (�eventuellement in�ni) de points critiques que doit poss�eder une application di��erentiable

de l'intervalle pour exhiber cette cascade et nous montrons le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 1.13 : Une cascade de cycle est hyperbolisable si et seulement si son nombre de

points critiques est �ni.

Quand le nombre de points critiques d'une cascade de cycles est �ni et vaut q, on dira que la

cascade est q-modale. On montre notamment que toutes les cascades q-modales sont pr�esentes

dans les application q-modales (i.e exactement q extr�emums relatifs) sugg�er�ee sur la �gure 1

auxquelles on se r�ef�erera sous le nom de q-horseshoes unidimensionnels.
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Figure 1

Dans un second temps, nous nous int�eresserons aux ph�enom�enes qui se produisent quand

une cascade passe d'un �etat non hyperbolique �a un �etat hyperbolique, notamment dans le cas

des cascades de d�edoublement obtenues lorsque une famille d'applications q-modale transite

vers le chaos par d�edoublement de p�eriode. Utilisant des r�esultats de Hu et Tresser et moyen-

nant quelques hypoth�eses de non-d�egen�erescence (points critiques non plats), nos observations

peuvent se r�esumer par la formule lapidaire suivante :

Corollaire 1.22 : Une familles d'application q-modales qui transite vers le chaos par d�edouble-

ment de p�eriode transite vers l'hyperbolicit�e par d�edoublement de cantor.

Finalement, pour clore ce chapitre consacr�e �a la dynamique unidimensionnelle, on s'int�eresse

aux cascades de cycles q-modales qui sont associ�ees �a des applications de l'intervalle q-modales

points �xes d'op�erateurs de renormalisation. A cet e�et, on introduit dans ce travail la no-

tion de signature qui est un vecteur �a q +1 composantes dont la k-i�eme composante est la suite

f�(k; n)=p

n

g

n�0

o�u �(k; n) est le nombre de points p�eriodiques de p�eriode p

n

de la cascade situ�es

dans le k-i�eme intervalle de monotonicit�e de l'application. On montre que quand cette applica-

tion est point �xe d'un op�erateur de renormalisation, la cascade associ�ee a une signature qui com-

porte des aspects p�eriodiques. Plus pr�ecis�ement, posant r(k; n) = �(k; n+ 1)� p

n+1

=p

n

�(k; n)

pour tout n et tout k entre 0 et q, on montre le r�esultat suivant qui sera utile en dimension 2 :

Th�eor�eme 1.31 : Une cascade de cycles q-modale associ�ee �a une application q-modale point

�xe d'un op�erateur de renormalisation a une signature qui v�eri�e pour tout n su�samment

grand et tout k entre 0 et q : r(k; n+ q

�

) = r(k; n) o�u q

�

est un entier ind�ependant de k et n.

On se r�ef�erera par la suite �a ces cascades sous le nom de \cascades points �xes".
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0.2.2 R�esultats en dimension 2

En dimension 2, une cascade d'orbites p�eriodiques d'un di��eomorphisme du disque pr�eservant

l'orientation se caract�erise par une suite ou cascade de (types de) tresses. Concernant l'hyperbo-

lisation, nos r�esultats sont moins aboutis qu'en dimension 1. Le fait que toutes les cascades

unidimensionnelles hyperbolisables soient pr�esentes dans des q-horseshoes unidimensionnels peut

laisser penser que les cascades bidimensionnelles hyperbolisables sont exactement celles exhib�ees

par les applications inspir�ees par le fer �a cheval de Smale [Sm] (�gure 2) auxquelles on se

r�ef�erera sous le nom d'�epaississements de q-horseshoes unidimensionnels ou encore de horseshoes

g�en�eralis�es.

Figure 2

A ce stade de nos travaux, nous n'avons pu qu'�etudier les propri�et�es communes des cas-

cades de types de tresses obtenues en �epaississant les cascades de cycles q-modales de d�edouble-

ment repr�esent�ees par les q-horseshoes unidimensionnels pour tenter de d�egager une obstruction

topologique �a l'hyperbolisation des cascades de tresses.

Comme en dimension 1, on introduit la notion de signature d'une cascade de tresses qui est

une suite de r�eels qui mesure la \vitesse de rotation" de l'orbite p�eriodique de g�en�eration n+ 1

autour de l'orbite de g�en�eration n [GST]. La propri�et�e commune aux cascades de d�edoublement

�epaissies est la suivante :

Th�eor�eme 2.12 : Une cascade de types de tresses obtenue en �epaississant une cascade de cycle

q-modale de d�edoublement a une signature qui converge exponentiellement vite en oscillant.

Finalement, on �etudie les cascades de tresses du point de vue de la renormalisation et on

verra que les op�erateurs de renormalisation agissent sur les signatures des cascades de tresses es-

sentiellement comme l'op�erateur de d�ecalage. L'�epaississement d'une cascade de cycles q-modale

�evoqu�ee plus haut est un moyen de passer de la dimension 1 �a la dimension 2 et donc de d�egager
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des �eventuels liens entre la renormalisation en dimension 1 et 2. Nos travaux sugg�erent qu'une

cascade de cycles q-modale point �xe s'�epaissit pour donner une orbite p�eriodique des op�erateurs

de renormalisation sur les cascades de types de tresses, la p�eriode de cette orbite p�eriodique �etant

en g�en�eral plus grande que 1 �a la seule exception de la fameuse cascade unimodale qui s'�epaissit

(fer �a cheval de Smale) pour donner un point �xe d'un op�erateur de renormalisation sur les

tresses.

De fait on montre seulement le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.15 : Une cascade de cycles q-modale de d�edoublement point �xe s'�epaissit pour

donner une orbite pr�ep�eriodique

1

des op�erateurs de renormalisation sur les cascades de tresses.

Signalons pour terminer que la lecture des d�emonstrations de tous ces r�esultats, si nous avions

insist�e sur leurs aspects les plus combinatoires, aurait rebut�e le mieux dispos�e de nos lecteurs.

Nous avons donc choisi de d�ebuter cette th�ese par une section concernant les cascades obtenues

par bifurcation de d�edoublement de p�eriode. Cette partie est inutile sur le plan strictement

technique mais elle justi�e l'emploi d'une terminologie qui permet alors une r�edaction moins

aust�ere.

1

apr�es un nombre �ni d'it�erations, le point devient p�eriodique.

13



Chapitre 1

Cascades d'orbites p�eriodiques en

dimension 1

Le mieux pour introduire la notion de cascade d'orbites p�eriodiques de l'intervalle est proba-

blement de se souvenir de la c�el�ebre cascade de bifurcations qui apparâ�t dans une famille

d'applications unimodales convenablement param�etr�ee et qui permit �a Coullet-Tresser et Feigen-

baum de d�ecouvrir \l'universalit�e dans la transition vers le chaos par d�edoublement de p�eriode"

[CT, Fe].

1.1 Cascades de bifurcations

Consid�erons une application F : R� I �! R, (�; x) �! F (�; x), F di��erentiable, que l'on note

f

�

pour mieux montrer qu'�a la valeur � du param�etre, on it�ere x �! F (�; x) = f

�

(x).

Supposons que pour la valeur �

0

, f

�

0

admette un point �xe x(�

0

). En vertu du th�eor�eme

des fonctions implicites, si f

0

�

0

(x(�

0

)) 6= 1, pour des valeurs � proches de �

0

, f

�

admet un point

�xe x(�) qui d�epend r�eguli�erement de �, ce point �xe existant en fait tant que f

0

�

(x(�)) 6= 1.

Un point �xe x(�

0

) bifurque �a la valeur du param�etre �

0

si pour toute valeur � aussi proche

soit-elle de �

0

, soit le point �xe disparâ�t, soit une orbite p�eriodique (distincte du point �xe)

apparâ�t, aussi proche que l'on veut du point �xe pourvu que � soit assez proche de �

0

. Toujours

en raison du th�eor�eme des fonctions implicites (appliqu�e en consid�erant aussi les it�er�ees de f

�

0

)

un point �xe ne peut bifurquer que si j f

0

�

0

(x(�

0

)) j= 1.

Dans le cas o�u cette d�eriv�ee est 1, comme pour � su�samment proche de �

0

, f

�

est croissante

14



au voisinage de x(�), si une orbite p�eriodique apparâ�t, c'est obligatoirement un point �xe

(bifurcation noeud-col).

Si au contraire la d�eriv�ee du point �xe est �1, on ne peut pas cr�eer d'autres points �xes

car pour � su�samment proche de �

0

, f

�

est d�ecroissante au voisinage de x(�) alors que f

�

devrait pr�eserver l'ordre de ces points �xes. Cette propri�et�e de d�ecroissance implique aussi que

seules des orbites de p�eriode 2 peuvent apparâ�tre. Si c'est le cas, les deux points p�eriodiques

de p�eriode 2 sont dits fr�eres, �ls de leur p�ere qui est le point �xe. Comme l'enveloppe convexe

des deux fr�eres est incluse dans son image par f

�

, f

�

poss�ede un point �xe entre les deux fr�eres

qui est forc�ement le point �xe x(�). On a donc la propri�et�e g�en�ealogique suivante : le p�ere est

entre ses deux �ls. Ce fait est conserv�e tant que ces orbites p�eriodiques existent car ces trois

points d�ependent continûment du param�etre �.

µ0

µ

Figure 3

Signalons en�n qu'il su�t que des coe�cients bien pr�ecis du d�eveloppement limit�e de F

au voisinage de (�

0

; x(�

0

)) ne soient pas nuls pour que cette orbite de p�eriode 2 apparaisse

e�ectivement, la situation que l'on vient de d�ecrire est g�en�erique et porte le nom de bifurcation

de d�edoublement de p�eriode [dMvS].

En consid�erant f

p

�

0

et en changeant ce qui doit être chang�e, on peut adapter ces notions

et r�esultats �a une orbite de p�eriode p au lieu d'un point �xe. Une telle orbite qui bifurque ne

peut que disparâ�tre ou cr�eer des orbites de même p�eriode (si la d�eriv�ee de l'orbite p�eriodique

15



(f

p

�

0

)

0

(x(�

0

)) = 1 o�u x(�

0

) est un des points de l'orbite, la d�eriv�ee ne d�ependant pas du choix

de ce point) ou cr�eer des orbites de p�eriode 2p si (f

p

�

0

)

0

(x(�

0

)) = �1.

Dans ce dernier cas, chaque point de l'orbite de p�eriode p (un p�ere) est situ�e entre deux

points de l'orbite de p�eriode 2p (ses �ls, deux fr�eres) qui sont aussi proches que l'on veut du

point de p�eriode p pourvu que � soit assez proche de �

0

(�gure 4).

µ0

µ

Figure 4

On a donc la propri�et�e g�en�ealogique suivante, conserv�ee tant que les orbites existent : l'int�e-

rieur de l'enveloppe convexe d'un couple de fr�eres ne contient qu'un de leur ascendant qui est

leur p�ere.

Remarquons aussi que la permutation associ�ee �a l'orbite de p�eriode 2p envoie un couple de

fr�eres sur un couple de fr�eres et permute ces couples comme les points de l'orbite de p�eriode

p sont permut�es. Ce fait nous permettra plus tard d'abstraire la notion de cascade d'orbites

p�eriodiques.

On peut maintenant donner la d�e�nition d'une cascade de bifurcations o�u un point �xe

bifurque pour donner une orbite de p�eriode 2 qui va bifurquer pour donner naissance �a une

orbite de p�eriode 4...

D�e�nition 1.1 Une famille param�etr�ee d'applications de l'intervalle (f

�

)

�2R

poss�ede une cas-

cade de bifurcations de d�edoublement de p�eriode s'il existe une suite (born�ee) de valeur du

param�etre �

0

< �

1

< :::: < �

n

< ::: < �

1

= lim

n!1

�

n

telle que :

Pour tout n, pour tout � > �

n

, f

�

poss�ede une orbite p�eriodique �

n

(�) de p�eriode 2

n

o�u

�

n+1

(�) est n�ee du d�edoublement de �

n

(�) �a la valeur du param�etre �

n

, �

n

(�) ne bifurquant

plus pour des valeurs � > �

n

(�gure 5).
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µ0

µ

µ1

µ2

µ3

Figure 5

Pour ne pas alourdir les notations, on marque �

n

pour �

n

(�) ce qui est sans grandes con-

s�equences puisque la fa�con dont sont ordonn�es sur l'intervalle les points p�eriodiques de la cascade

(ainsi que la fa�con dont ils sont permut�es) ne varie plus une fois qu'ils sont apparus.

Les termes g�en�ealogiques seront toujours pris dans leur sens commun, �a titre d'exemple une

lign�ee est une suite fx

n

2 �

n

g

n�0

o�u pour chaque n, x

n+1

est le p�ere de x

n

.

Comme d'habitude, on a la propri�et�e g�en�ealogique : �a chaque g�en�eration, l'int�erieur de

l'enveloppe convexe d'un couple de fr�eres ne contient qu'un de leur ascendant qui est leur p�ere.

On a vu que cette propri�et�e �etait vraie �a la g�en�eration 1, on l'�etablit dans le cas g�en�eral en se

pla�cant juste apr�es que les fr�eres sont apparus.

On sait par ailleurs que de telles cascades existent, par exemple dans la famille d'applications

unimodales +�, f

�

(x) = �x(1 � x) qui pour tout � > 0 ne poss�ede qu'un point critique

c(�) = 1=2 et qui est croissante sur I

+

= [0; c] et d�ecroissante sur I

�

= [c; 1]. Cet exemple bien

connu nous sera tr�es instructif.

Quand le point �xe bifurque, il est dans I

�

car sa d�eriv�ee doit être �1 et juste apr�es la

bifurcation ses deux �ls sont donc aussi dans I

�

. A ce stade l'orbite de p�eriode 2 ne peut

bifurquer puisque sa d�eriv�ee est positive (environ �1 � �1 = 1). Pour bifurquer un des �ls du

point �xe devra devenir critique pour se trouver ensuite dans I

+

, ce �ls �etant forc�ement celui

qui �etait le plus proche du point critique juste apr�es la premi�ere bifurcation. Son p�ere (ainsi

que son fr�ere) ne peut pas devenir critique car sinon ce couple p�ere-�ls s'enverrait de fa�con

croissante alors qu'il s'envoyait de fa�con d�ecroissante juste apr�es la premi�ere bifurcation. La
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position mutuelle de tous ces points est sch�ematis�ee sur la �gure 6.

µ0

µ

c+ -

Figure 6

L'orbite �

2

est maintenant en �etat de bifurquer et elle le fait. Juste un peu apr�es l'orbite de

p�eriode 4 a deux points dans I

+

et deux points dans I

�

. Pour des raisons d�ej�a expos�ees, un de

ces points doit devenir critique et changer d'intervalle de monotonicit�e pour pouvoir bifurquer et

donner naissance �a l'orbite de p�eriode 8. Ce point est forc�ement un des �ls du point de p�eriode

2 qui avait jadis pass�e le point critique puisque les autres sont \bloqu�es" par le point �xe ; et

c'est celui qui �etait le plus proche du point critique, son p�ere ne pouvant plus devenir critique.

On peut r�ep�eter ces arguments ind�e�niment pour obtenir le diagramme suivant :
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c+ -

Figure 7

Notant �(0; n) et �(1; n), le nombre de points de �

n

respectivement dans I

+

et I

�

quand

toutes les orbites p�eriodiques de la cascade sont apparues, on a �(0; 0) = 0, �(1; 0) = 1 et pour

tout n :

�(0; n+ 1) = 2�(0; n) + (�1)

n

�(1; n+ 1) = 2�(1; n)� (�1)

n

Remarquons par ailleurs que ce diagramme permet de connâ�tre la fa�con dont sont permut�es

les points p�eriodiques (par r�ecurrence, en se pla�cant juste apr�es que l'orbite naisse et en tenant

compte de l'intervalle de monotonicit�e o�u se trouvent les couples de fr�eres).

Notons que jamais nous n'avons utilis�e la formule analytique de f

�

mais uniquement le fait

que, pour toute valeur du param�etre, f

�

ne poss�ede qu'un point critique, qu'elle est d'abord

croissante puis d�ecroissante (type +�) et que cette famille poss�ede une cascade de bifurcations.

On obtient donc les mêmes r�esultats pour n'importe quelle famille qui v�eri�e ces propri�et�es.

Le cas o�u la famille serait de type �+, c'est-�a-dire que f

�

serait d'abord d�ecroissante ensuite

croissante, se traite de mani�ere analogue, son diagramme est pr�esent�e ci-apr�es.
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+- c

Figure 8

Proposons-nous maintenant d'�etudier les cascades de bifurcations de d�edoublement de p�eri-

ode qui apparaissent dans des familles d'applications multimodales. Une application continue

de l'intervalle f est q-modale si elle a exactement q extremums relatifs c

1

< c

2

< ::: < c

q

. Posant

c

0

= 0 et c

q+1

= 1, les q + 1 intervalles [c

i

; c

i+1

] sont appel�es intervalles de monotonicit�e de f .

Par famille d'applications q-modales, on entend que pour chaque valeur � du param�etre, f

�

est

q-modale.

Supposons maintenant qu'une telle famille poss�ede une cascade de bifurcations de d�edou-

blement de p�eriode et pla�cons-nous �a une valeur du param�etre proche de �

n

quand �

n+1

vient

de nâ�tre. La d�eriv�ee de �

n+1

est positive proche de 1 alors qu'elle doit être n�egative �a la

prochaine bifurcation. A nouveau un point de �

n+1

doit devenir critique et changer d'intervalle

de monotonicit�e. Contrairement au cas unimodal, il y a maintenant le choix puisque l'application

poss�ede plusieurs points critiques. En fait, plusieurs points de �

n+1

peuvent devenir critiques

et pire encore, ils peuvent franchir plusieurs points critiques (�gure 9) .
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c1 c2 c3 c4 c5+ - + - + - c6

Figure 9

Pour ajouter �a la confusion, il n'est pas exclu que des ascendants de points de �

n+1

changent

eux aussi d'intervalle de monotonicit�e (�gure 10).

Figure 10

C'est la propri�et�e g�en�ealogique (A chaque g�en�eration, l'int�erieur de l'enveloppe convexe d'un

couple de fr�eres ne contient qu'un de leur ascendant qui est leur p�ere) qui va nous permettre

de d�egager des r�esultats g�en�eraux mais il est maintenant temps de conceptualiser la notion

de cascade d'orbites p�eriodiques a�n de nous a�ranchir des ph�enom�enes de bifurcation et des

familles param�etr�ees �a l'usage si malais�e.
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1.2 Cascades de cycles

1.2.1 Quelques d�e�nitions

Le lecteur pourra avantageusement consulter Combinatorial dynamics and entropy in dimension

one [ALM] pour ce qui concerne les cycles associ�es aux orbites p�eriodiques d'une application de

l'intervalle.

Dans notre contexte, il est commode d'identi�er tous les ensembles totalement ordonn�es de

même cardinal �ni, ce que nous ferons implicitement. Si P

p

= fx

1

< x

2

< ::: < x

p

g est un tel

ensemble, un bloc de taille k est un ensemble de k points cons�ecutifs de p. Les blocs disjoints

de P

p

sont naturellement ordonn�es par la formule B < B

0

si maxB < minB

0

. Les blocs de

taille 1 et p sont dits triviaux. Un cycle � de P

p

est renormalisable (ou r�eductible, ou ayant

une structure de blocs) s'il laisse invariant une partition de P

p

par des blocs non triviaux. Les

blocs de la partition ont alors tous la même taille et leur nombre divise p. La fa�con dont sont

permut�es les blocs d'une telle partition d�e�nit un autre cycle qui est dit induit par �.

D�e�nition 1.2 Une cascade de cycles est une suite f�

n

g

n�0

de cycles renormalisables o�u pour

tout n, �

n

est un cycle induit par �

n+1

.

Notant p

n

l'ordre des cycles �

n

, comme p

n

divise p

n+1

, on a p

n+1

= b

n+1

p

n

o�u b

n+1

> 1. Pour

avoir des formules plus homog�enes on pose b

0

= p

0

. Si b

n

= 2 pour tout n, la cascade est dite

de d�edoublement.

Remarquons qu'un cycle renormalisable, en g�en�eral, laisse invariant plusieurs partitions par

des blocs non triviaux. Toutefois, la donn�ee d'une cascade de cycles f�

n

g

n�0

permet de retrouver

pour tout n la partition de P

p

n+1

dont les p

n

blocs sont permut�es comme �

n

. On se r�ef�erera �a

cette partition de P

p

n+1

sous le nom de partition standard.

Cette d�e�nition est justi��ee par la dynamique de l'intervalle, notamment �a cause de la

prori�et�e de for�cage suivante : la restriction d'une application continue f de l'intervalle �a une

de ses orbites p�eriodiques (naturellement ordonn�ee par l'ordre de l'intervalle) est un cycle. Si

celui-ci est un des cycles �

n+1

d'une cascade de cycles, alors f poss�ede des orbites p�eriodiques

�

i

dont les cycles associ�es sont �

i

pour i � n [BGMY] ; on dit que �

n+1

force �

i

. De plus,

l'enveloppe convexe de chacuns des blocs de la partition standard de �

n+1

contient exactement

un point de

S

i=n

i=0

�

i

qui est dans �

n

[BGMY]. Les points de �

n+1

situ�es dans un même bloc

de la partition standard sont dits fr�eres, �ls de leur p�ere qui est l'unique point de �

n

d�etermin�e
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par la remarque pr�ec�edente. Pour tout n on a donc la propri�et�e g�en�ealogique : l'int�erieur de

l'enveloppe convexe d'un b

n+1

-uplet de fr�eres ne contient qu'un de leur ascendant qui est leur

p�ere.

La d�e�nition suivante est donc naturelle :

D�e�nition 1.3 Une application continue f : I �! R poss�ede une cascade d'orbites p�eriodiques

repr�esentant la cascade de cycles f�

n

g

n�0

si elle a une suite d'orbites p�eriodiques f�

n

g

n�0

v�eri�ant pour tout n :

1) f

j�

n

= �

n

2) L'enveloppe convexe de chacuns des blocs de la partition standard de �

n+1

contient un

unique point de

S

i=n

i=0

�

i

qui est dans �

n

(propri�et�e g�en�ealogique).

On dira alors que (f; f�

n

g

n�0

) repr�esente f�

n

g

n�0

et même pour faire encore plus court que f

repr�esente f�

n

g

n�0

.

Si b = fb

n

g

n�0

est une suite d'entiers strictement sup�erieurs �a 1, on note �

b

l'ensemble des

suites fa

n

g

n�0

o�u pour tout n, 1 � a

n

� b

n

. Il est bien connu que �

b

, muni de la distance

d(fa

n

g

n�0

; fa

0

n

g

n�0

) = 1=2

minfn;a

n

6=a

0

n

g

(i.e deux suites sont �a une distance 1=2

k

si elles di��erent

�a partir de leur k-i�eme terme), est un ensemble de Cantor

1

.

Si f poss�ede une cascade d'orbites p�eriodiques de p�eriode p

n+1

= b

n+1

p

n

, b

0

= p

0

, l'espace

des lign�ees X

b

= ffx

n

2 �

n

g

n�0

o�u pour tout n, x

n

est le p�ere de x

n+1

g s'identi�e naturellement

�a �

b

en proc�edant de la mani�ere suivante : x

0

est le le a

0

-i�eme point de �

0

et pour tout n, x

n+1

est le a

n+1

-i�eme point du a

n

-i�eme bloc de la partition standard de �

n+1

. Muni de la distance

d(fx

n

g

n�0

; fx

0

n

g

n�0

) = 1=2

minfn;x

n

6=x

0

n

g

, l'espace des lign�ees X

b

est donc un ensemble de Cantor.

D'apr�es la d�e�nition même d'une cascade de cycles, f envoie une lign�ee sur une autre lign�ee (de

fa�con bijective car les cycles le sont) et induit sur X

b

un hom�eomorphisme (une isom�etrie) que

l'on appelle odom�etre

2

. Ces remarques sur la topologie des lign�ees nous seront utiles pour

1

compact, parfait et totalement d�econnect�e.

2

parce qu'il est topologiquement conjugu�e �a \l'odom�etre" �

b

: �

b

�! �

b

o�u

�

b

(a

0

; a

1

; :::) =

8

>

<

>

:

(

l�1

z }| {

1; 1; ::;1; a

l

+ 1; a

l+1

; :::) si a

l

< b

l

et a

i

= b

i

pour i < l

(1; 1; :::) si a

i

= b

i

pour tout i
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d�ecrire la topologie des points d'accumulation d'une cascade d'orbites p�eriodiques.

1.2.2 Cascades de cycles et entropie topologique

Le concept d'entropie topologique, on l'a vu, a �et�e �elabor�e par Adler, Konheim et Mc Andrew

[AKM]. La d�e�nition qui suit est due �a Bowen [Bow].

Soit (X; d) un espace m�etrique compact et f : X �! X une application continue. Pour

n 2 N et � > 0, on dira que S 2 X est un ensemble (n; �) s�epar�e si :

8 (x; y) 2 S

2

avec x 6= y; 9 m ; 0 � m < n tel que d(f

m

(x); f

m

(y)) � �

C'est-�a-dire que si toutes les mesures sont faites avec une pr�ecision �, toutes les orbites de S sont

distinguables quand on les suit pendant n it�erations. Comme X est compact, S �a un nombre

�ni d'�el�ements que l'on note #S. Posant alors s(n; �) = supf#S;S est (n; �) s�epar�eg, on montre

que :

h(f) = lim

�!0

lim sup

n!1

1

n

log s(n; �)

existe (eventuellement 1).

D�e�nition 1.4 Le nombre h(f) est l'entropie topologique de f . L'application f est dite chao-

tique si son entropie topologique est strictement positive.

Quand X =M est une vari�et�e di��erentiable, on note C

k

(M) l'ensemble des applications C

k

de M dans M muni de la topologie C

k

. La C

k

fronti�ere du chaos est l'ensemble des applications

f 2 C

k

(M) dont tout (C

k

)-voisinage contient �a la fois une application d'entropie nulle et une

application d'entropie positive.

L'�etude des cascades de cycles ou cascades d'orbites p�eriodiques est en partie motiv�ee par

les th�eor�emes suivants qui pr�ecisent comment l'entropie est li�ee aux cascades de d�edoublement.

Th�eor�eme 1.5 [M] Une application continue de l'intervalle chaotique poss�ede une cascade de

d�edoublement.

Th�eor�eme 1.6 [M;BF ] Si une application continue d'entropie nulle poss�ede une cascade, c'est

une cascade de d�edoublement.

Th�eor�eme 1.7 [M;BF ] Une application C

1

de l'intervalle �a la C

1

-fronti�ere du chaos poss�ede

une cascade de d�edoublement.
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Pour ces raisons, les cascades de cycles de d�edoublement sont aussi fr�equemment appel�ees

cascades sans entropie. Les cascades qui ne sont pas des cascades de d�edoublement existent

aussi en dynamique de l'intervalle comme nous allons le constater. D�e�nissons auparavant le

nombre de points critiques d'une cascade.

1.2.3 Cascades q-modales

Si � est une permutation de P

p

= f0 = x

1

< x

2

< ::: < x

p

= 1g � I = [0; 1], l'application a�ne

par morceaux qui envoie chaque [x

i

; x

i+1

] sur l'intervalle de bornes �(x

i

) et �(x

i+1

) a un certain

nombre d'extr�emaux relatifs, ceux-ci sont des points de P

p

, on les appelle les points critiques

de �, leur nombre est not�e C(�) et la permutation est dite C(�)-modale. Si une application

continue de l'intervalle poss�ede une orbite p�eriodique dont le cycle associ�e est �, elle a au moins

C(�) extremaux relatifs, si elle est di��erentiable, elle a au moins autant de points critiques.

Si f�

n

g

n�0

est une cascade de cycles, �a cause de la propri�et�e de for�cage, fC(�

n

)g

n�0

est une

suite croissante. Sa borne sup�erieure (au moins 1, eventuellement in�nie) est appel�ee le nombre

de points critiques de la cascade. Si ce nombre est �ni, il est atteint pour tout n su�samment

grand.

D�e�nition 1.8 Une cascade de cycles est q-modale si son nombre de points critiques est �ni

et vaut q.

Le probl�eme de l'existence d'une application C

k

de l'intervalle qui repr�esente une cascade

de cycles donn�ee est d�elicat quand le nombre de points critiques de la cascade est in�ni (voir

cependant [TW]). En revanche, une cascade q-modale est repr�esent�ee par une application C

1

[dMvS]. Nous retrouverons ce r�esultat d'existence en montrant que toutes les cascades q-modales

sont repr�esent�ees par des applications C

1

avec q points critiques, a�nes sur des intervalles

qui contiennent tous les points de la cascade. A cette �n nous introduisons maintenant les

q-horseshoes lin�eaires unidimensionnels qui nous seront fort utiles pour la suite.

1.2.4 Les q-horseshoes

Soit q � 1. On consid�ere le recouvrement de I = [0; 1] par les familles d'intervalles d'int�erieurs

disjoints I

k

= [

2k

2q+1

;

2k+1

2q+1

], k = 0; 1; :::; q et J

k

= [

2k�1

2q+1

;

2k

2q+1

], k = 1; 2; :::; q.
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Sur chaque I

k

, on consid�ere l'application a�ne f

k

qui envoie I

k

sur I en pr�eservant l'orienta-

tion si k est pair, en la renversant sinon. Celle-ci est donn�ee par l'�equation f

k

(x) = (2q+1)x�2k

dans le premier cas et par f

k

(x) = �(2q+1)x+2k dans le second. L'application ainsi d�e�nie sur

la r�eunion des I

k

s'�etend clairement en une application C

1

, avec q extremums relatifs f : I �! R

o�u f(

�

J

k

)

T

I = ; pour tout k (�gure11).

Figure 11

Une telle extension est appel�ee un q-horseshoe lin�eaire unidimensionnel de type +, les horse-

shoes de type � �etant obtenus en rempla�cant pair par impair dans la d�e�nition pr�ec�edente (�gure

12).

Figure 12

Ces horseshoes unidimensionnels sont not�es �

+

q

, �

�

q

ou simplement �

q

selon la pr�ecision de

l'information d�esir�ee.
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Si �

q

est un tel horseshoe, il est bien connu que �

q

=

T

n�0

�

�n

q

(I), l'ensemble des points de I

que l'on peut it�erer ind�e�niment, muni de la topologie induite par l'intervalle, est hom�eomorphe �a

l'espace des suites de q+1 symboles �

q

= f0; 1; :::; qg

N

muni de la distance d(fa

n

g

n�0

; fa

0

n

g

n�0

) =

1=2

minfn;a

n

6=a

0

n

g

. Plus pr�ecis�ement, l'application itin�eraire i

�

q

: �

q

�! �

q

, x �! fa

i

g

i�0

o�u

a

i

= k si et seulement si �

i

q

(x) 2 I

k

est un hom�eomorphisme qui conjugue la dynamique de �

q

�a celle de l'op�erateur de d�ecalage fa

i

g

i�0

�! fa

i+1

g

i�0

.

Notons que pour retrouver le cycle associ�e �a une orbite p�eriodique � de �

q

�a partir de son

code i

�

q

(�), il su�t de connâ�tre l'ordre sur �

q

pour lequel i

�

q

est croissante. Cet ordre est

obtenu en proc�edant de la mani�ere suivante [MT, dMvS] : on a�ecte chaque symbole k de �

q

d'un signe �(k) = +1 ou �1 selon que �

q

est croissante ou d�ecroissante sur I

k

. On prend

i

�

q

(x) = fa

i

g

i�0

6= i

�

q

(x

0

) = fa

0

i

g

i�0

, on note l le plus petit indice pour lequel a

l

6= a

0

l

et l'ordre

en question est donn�e par la formule :

(�) i

�

q

(x) < i

�

q

(x

0

)() (

l�1

Y

i=0

�(a

i

))a

l

< (

l�1

Y

i=0

�(a

0

i

))a

0

l

(si l = 0, on sous-entend a

0

< a

0

0

).

Th�eor�eme 1.9 Toute cascade q-modale est repr�esent�ee par un q-horseshoe.

Preuve : Soit f�

n

g

n�0

une cascade de cycles q-modale et notons fP

n

g

n�0

l'ensemble des

points sur lesquels elle agit. Si n est su�samment grand, ce que nous supposerons d�esormais,

�

n

a exactement q points critiques c

n

1

< c

n

2

< ::: < c

n

q

. Pour avoir des formules plus homog�enes,

on note c

n

0

(resp. c

n

q+1

) le plus petit (resp. le plus grand) point de P

n

. On appelle bloc de

monotonicit�e de �

n

les q + 1 blocs d'extr�emit�es c

n

i

(inclus) et c

n

i+1

(exclus sauf si i = q).

Dans un premier temps, on place dans I

k

le k-i�eme bloc de monotonicit�e de �

n

. A la

permutation �

n

, on peut d�esormais associer un code p�eriodique grâce �a l'application \itin�eraire"

i

�

n

: P

n

�! �

q

= f0; 1; :::; qg

N

, x �! i

�

n

(x) = a

0

a

1

::: o�u a

i

= k si et seulement si �

i

n

(x) 2 I

k

.

De plus �

n

agit sur i

�

n

(P

n

) comme l'op�erateur de d�ecalage.

A ce stade, il se peut que i

�

n

ne soit pas injective. Si c'est le cas, c'est qu'il y a un bloc non

trivial B, situ�e dans un même bloc de monotonicit�e, dont tous les points ont même itin�eraire.

Ce bloc B est n�ecessairement de taille 2 car sinon, en it�erant un point x �a \l'int�erieur" de B

jusqu'�a ce qu'il devienne critique, on trouverait que les points adjacents situ�es de part et d'autre
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de x n'auraient pas le même itin�eraire. Quitte donc �a d�eplacer un point critique c

n

k

de I

k

dans

I

k+1

, on peut supposer i

�

n

injective.

Pour retrouver �

n

�a partir de son code, il su�t de connâ�tre le seul ordre sur i

�

n

(P

n

) pour

lequel i

�

n

est croissante. Cet ordre est d�etermin�e par la formule (*) d�ecrite plus haut en rem-

pla�cant �

q

par �

n

.

Supposons maintenant que �

n

est croissante sur son premier bloc de monotonicit�e (propri�et�e

ind�ependante de n). Il existe une orbite p�eriodique �

n

de �

+

q

et donc un cycle associ�e �

0

n

qui

a le même itin�eraire que �

n

. Comme l'ordre sur i

�

+

q

(�

n

) est le même que celui sur i

�

n

(P

n

) (cf

formule (*)), on en d�eduit que �

0

n

= �

n

. Ainsi, pour n su�samment grand, �

+

q

poss�ede une

orbite p�eriodique dont le cycle associ�e est �

n

. La propri�et�e de for�cage implique que ce r�esultat

est vrai pour tout n. Si �

n

�etait d�ecroissante sur son premier bloc de monotonicit�e, nous aurions

montr�e de mani�ere analogue que la cascade �etait repr�esent�ee par �

�

q

�

Remarquons au passage que nous avons montr�e que tous les cycles q-modaux �etaient repr�e-

sent�es par un q-horseshoe. Comme ce r�esultat est notable, on le met sous forme de corollaire :

Corollaire 1.10 Soit � un cycle q-modal. Il existe une orbite p�eriodique � d'un q-horseshoe

�

q

(�

+

q

ou �

�

q

) tel que �

qj�

= �

Dans un autre ordre d'id�ees, pour q

0

< q, nous aurions pu placer les q

0

+1 blocs de monotonicit�e

d'une cascade q

0

-modale dans les intervalles I

k

d'un q-horseshoe, et ce de di��erentes mani�eres.

Un q-horseshoe poss�ede donc toutes les cascades q

0

-modales, q

0

< q, en nombre d'autant plus

grand que q est grand et q

0

petit. En ce sens, les cascades unimodales sont les plus pr�esentes de

toutes.

En fait, quitte �a identi�er deux orbites p�eriodiques dont les points sont permut�es de la même

fa�con, toutes les orbites p�eriodiques d'un q-horseshoe font partie d'une (in�nit�e de) cascade(s).

Pour s'en convaincre, en utilisant le th�eor�eme pr�ec�edent, il su�t de montrer le r�esultat suivant

qui a par ailleurs le m�erite d'assurer l'existence de cascades de cycles q-modales.

Proposition 1.11 Soient q � 1, � un cycle q-modal d'ordre p

0

et une suite fb

n

� 1g

n�1

. Il

existe une cascade de cycles q-modale f�

n

g

n�0

de p�eriode fp

n

g

n�0

o�u p

n+1

= b

n+1

p

n

pour tout

n, v�eri�ant �

0

= �
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Preuve: Il su�t de montrer que pour tout b � 1, il existe un cycle renormalisable �

0

q-modal

d'ordre p

1

= bp

0

qui induit le cycle �, la cascade enti�ere �etant obtenue par r�ecurrence �a partir

de ce r�esultat.

Le cycle � est repr�esent�e par un q-horseshoe �

q

(corollaire 1.10). On consid�ere donc une

orbite p�eriodique � de �

q

dont la permutation associ�ee est � et, au voisinage de chacun de

ses points, on place un bloc de taille b de fa�con �a ce que le bloc tout entier soit dans le même

intervalle que le point de � qui lui est associ�e (�gure 13).

+ - + -

Figure 13

On d�e�nit une permutation �

00

sur ces p

1

= bp

0

points en disant que le i-i�eme bloc s'envoie

sur le �(i)-i�eme en pr�eservant l'ordre de ses points s'il est dans un intervalle de monotonicit�e

o�u �

q

est croissante, en le renversant sinon. Cette permutation est �evidemment q-modale mais

elle n'est pas toujours un cycle. On modi�e donc �

00

sur le bloc correspondant au premier

point critique de �, que l'on suppose d'abord être un maximum relatif, en demandant que ce

bloc critique B s'envoie sur le bloc de jadis mais en permutant les points selon la permutation

circulaire �(i) = (i + 1) mod b. Par cette notation on sous-entend que l'on a identi��e comme

d'habitude le bloc B �a son image alors il vaut mieux regarder la �gure 14.

Figure 14
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Cette permutation est unimodale, d'abord croissante ensuite d�ecroissante (�gure 15) c'est-

�a-dire que notre nouvelle permutation, notons-la �

0

, est elle aussi q-modale.

Figure 15

Cette permutation est un cycle car, sauf sur B, elle est monotone sur chacun des blocs de

taille b, c'est-�a-dire qu'au renversement de l'ordre pr�es, l'application de premier retour �

0p

0

jB

est

la permutation circulaire qui est un cycle. Par construction, le cycle �

0

est renormalisable et

induit le cycle �, il a donc toutes les qualit�es voulues.

Si maintenant le premier point critique de � est un minimum relatif, soit on modi�e �

00

comme pr�ec�edemment mais au voisinage du deuxi�eme point critique de � qui est un maximum

relatif ; soit on demande que le bloc correspondant au premier point critique de � s'envoie sur

le bloc de jadis en permutant les points selon le cycle dessin�e �gure 16 �

Figure 16

La �n de cette preuve convaincra le lecteur que même �a p�eriode fp

n+1

= b

n+1

p

n

g

n�0

�x�ee,

il existe une in�nit�e de cascades q-modales de p�eriode fp

n

g

n�0

d�es que q � 2 puisque l'on peut

modi�er �

00

au voisinage de n'importe quel point critique, obtenant ainsi des cycles �

0

distincts.
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Au contraire, comme on l'a sugg�er�e dans la section concernant les cascades de bifurcations, au

renversement de l'ordre pr�es, il n'y a qu'une cascade de d�edoublement unimodale. En ce sens,

la cascade la plus abondante est aussi la plus pr�ecieuse.
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1.3 Cascades d'orbites p�eriodiques hyperboliques

L'objet de cette section est de caract�eriser les cascades de cycles qui sont repr�esent�ees de fa�con

hyperbolique par des applications de l'intervalle. Nous discuterons ensuite des ph�enom�enes qui

se produisent quand une cascade passe d'un �etat non hyperbolique �a un �etat hyperbolique.

1.3.1 Cascades hyperbolisables

Rappelons qu'un compact K invariant par une application di��erentiable f : I �! R est hy-

perbolique (dilatant) s'il existe C > 0; � > 1 tel que j Df

n

x

j� C�

n

, pour tout x de K et tout

n > 0.

D�e�nition 1.12 Une cascade de cycles sera dite hyperbolisable si elle est repr�esent�ee par

(f�

n

g

n�0

; f), f di��erentiable, o�u K =

S

n�0

�

n

est hyperbolique.

Th�eor�eme 1.13 Une cascade de cycles est hyperbolisable si et seulement si son nombre de

points critiques est �ni.

Preuve : Soit f�

n

g

n�0

une cascade de cycles. Si son nombre de points critiques est �ni et vaut

q, elle est repr�esent�ee par un q-horseshoe en vertu du th�eor�eme 1.9, elle est donc hyperbolisable

(C = 1; � = 2q + 1)

On suppose maintenant que son nombre de points critiques est in�ni et on montre qu'elle

n'est pas hyperbolisable. Si cette cascade n'est repr�esent�ee par aucune application di��erentiable

de l'intervalle, elle n'est sûrement pas hyperbolisable. Dans le cas contraire, l'application f en

question a un nombre in�ni de points critiques et, en gardant les notations pr�ec�edentes, on va

montrer que l'un de ces points critiques appartient �aK, ce qui impliquera le r�esultat. Supposons

donc qu'aucun des points de K ne soient critiques pour f . Alors autour de chaque point de K,

il existe un petit intervalle ouvert o�u f ne poss�ede aucun point critique. Du recouvrement du

compact K ainsi obtenu, on en extrait un sous recouvrement �ni de cardinal q. Sur ces nouveaux

intervalles, f est monotone et les applications a�nes par morceaux associ�ees �a chacun des cycles

�

n

ont donc un nombre d'extremaux relatifs inf�erieur �a q, la cascade a donc un nombre �ni de

points critiques ce qui est en contradiction avec notre hypoth�ese �
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A partir de maintenant, on se donne une cascade de cycles que l'on supposera repr�esent�ee

par une application di��erentiable de l'intervalle f . On notera f�

n

g

n�0

la cascade d'orbites

p�eriodiques de p�eriode fp

n

g

n�0

qui lui correspond et K sa fermeture. Rappelons que nous

avions d�e�ni le concept de p�ere, de �ls et qu'une lign�ee est une suite fx

n

2 �

n

g

n�0

o�u pour tout

n, x

n

est le p�ere de x

n+1

. Nous n'osons r�ep�eter la propri�et�e g�en�ealogique de peur de lasser.

La notion d'hyperbolicit�e faisant intervenir les points d'accumulation de la cascade, il est

bon de les �etudier.

Lemme 1.14 Si une application continue de l'intervalle f poss�ede une cascade d'orbites p�e-

riodiques f�

n

g

n�0

alors :

1) Les points p�eriodiques

S

n�0

�

n

sont des points isol�es de K.

2) Deux lign�ees distinctes s'accumulent sur des points distincts.

3) Une lign�ee a un ou deux points d'accumulation.

Preuve :

1) Soit x

r

2 �

r

, r donn�e, notons fx

n

2 �

n

g

n�r

ses ascendants et montrons que x

r

est isol�e.

On pose x

+

n

= x

�

n

= x

n

pour n � r et x

+

n

= maxfx 2 �

n

; x < x

r

g, x

�

n

= minfx 2 �

n

; x

r

< xg

pour n � r + 1.

A cause de la propri�et�e g�en�ealogique, fx

+

n

g

n�0

et fx

�

n

g

n�0

sont des lign�ees, respectivement

croissante et d�ecroissante pour n � r + 1 (voir �gure 17).

xr

Figure 17
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Par conception, si x

r

est accumul�e par des points de K =

S

n�0

�

n

, ce que nous supposons

d�esormais, il est point limite d'au moins une de ces suites.

Supposons donc, sans nuire �a la g�en�eralit�e du raisonnement que lim

n!1

x

+

n

= x

r

et aboutis-

sons �a une contradiction.

On consid�ere ff

p

r+1

(x

+

n

)g

n�0

. C'est une lign�ee qui v�eri�e f

p

r+1

(x

+

n

) = x

+

n

pour n � r + 1

et f

p

r+1

(x

+

r+2

) < x

+

r+2

d'apr�es la d�e�nition de fx

+

n

g

n�0

et donc f

p

r+1

(x

+

n

) < x

+

r+2

pour tout

n � r+2 du fait de la propri�et�e g�en�ealogique. Faisant tendre n vers l'in�ni, on obtient l'in�egalit�e

f

p

r+1

(x

r

) = f

b

r

p

r

(x

r

) = x

r

� x

+

r+2

< x

r

qui est absurde.

2) Soient fx

n

g

n�0

et fx

0

n

g

n�0

deux lign�ees distinctes, soit n

0

le plus petit entier pour lequel

x

n

0

6= x

0

n

0

et supposons par exemple x

n

0

< x

0

n

0

.

Par suite de la propri�et�e g�en�ealogique on a les quatre possibilit�es suivantes

x

n

< x

n

0

< x

0

n

< x

0

n

0

pour tout n > n

0

x

n

< x

n

0

< x

0

n

0

< x

0

n

pour tout n > n

0

x

n

0

< x

n

< x

0

n

0

< x

0

n

pour tout n > n

0

ou

x

n

0

< x

n

< x

0

n

< x

0

n

0

pour tout n > n

0

c'est-�a-dire, pour tout point d'accumulation x de fx

n

g

n�0

et x

0

de fx

0

n

g

n�0

:

x � x

n

0

� x

0

� x

0

n

0

x � x

n

0

< x

0

n

0

� x

0

x

n

0

� x � x

0

n

0

� x

0

ou

x

n

0

� x � x

0

� x

0

n

0

Comme les points p�eriodiques x

n

0

et x

0

n

0

sont isol�es en raison du r�esultat pr�ec�edent, dans les

trois premiers cas, x 6= x

0

. Le dernier cas se traite en it�erant les lign�ees fx

n

g

n�0

et fx

0

n

g

n�0

par

un multiple de p

n

0

jusqu'�a se retrouver dans un des autres cas.

3) Soit fx

n

g

n�0

une lign�ee.

On montre que si fx

n

g

n�0

n'est pas monotone �a partir d'un certain rang, il existe une

suite extraite fx

'(n)

g

n�0

croissante et une suite extraite fx

'

0

(n)

g

n�0

d�ecroissante telles que

fx

n

g

n�0

= fx

'(n)

g

n�0

S

fx

'

0

(n)

g

n�0

et v�eri�ant :
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x

'(0)

< x

'(1)

< ::: < x

'(n)

< :::x � x

0

< ::: < x

'

0

(n)

< ::: < x

'

0

(1)

< x

'

0

(0)

o�u x et x

0

sont les limites respectives de fx

'(n)

g

n�0

et fx

'

0

(n)

g

n�0

.

Supposons que fx

n

g

n�0

ne soit pas monotone et soit n

0

� 1 tel que

x

0

< x

1

< ::: < x

n

0

�1

< x

n

0

+1

< x

n

0

ou

x

n

0

+1

< x

n

0

< x

n

0

�1

< ::: < x

1

< x

0

(x

n

0

est forc�ement entre x

n

0

�1

et x

n

0

+1

�a cause de la propri�et�e g�en�ealogique)

Dans le premier cas, on pose '(i) = i pour i entre 0 et n

0

� 1, '

0

(0) = n

0

et dans le second

'(0) = n

0

, '

0

(i) = i pour i entre 0 et n

0

� 1.

Plus g�en�eralement, supposant que pour n � n

0

, il existe s

n

et s

0

n

tel que fx

i

g

i�n

=

fx

'(i)

g

i�s

n

S

fx

'

0

(i)

g

i�s

0

n

avec

x

'(0)

< x

'(1)

< ::: < x

'(s

n

)

< x

n+1

< x

'

0

(s

0

n

)

< ::: < x

'

0

(1)

< x

'

0

(0)

;

on montre que l'on a la même propri�et�e pour n+ 1.

A cause de la propri�et�e g�en�ealogique, x

n+2

est entre x

'(s

n

)

et x

'

0

(s

0

n

)

�a gauche ou �a droite

de x

n+1

. Prenant s

0

n+1

= s

0

n

+ 1 et '

0

(s

0

n+1

) = n + 1 dans le premier cas et s

n+1

= s

n

+ 1,

'(s

n+1

) = n+ 1 dans le second, on a la propri�et�e annonc�ee.

De plus, si ' (resp.'

0

) n'est pas d�e�nie sur N entier, c'est que fx

n

g

n�0

est croissante (resp.

d�ecroissante) �a partir d'un certain rang, d'ou le lemme �

Le lemme pr�ec�edent permet d'associer de mani�ere canonique �a un point d'accumulation d'une

cascade d'orbites p�eriodiques l'unique lign�ee qui l'accumule. Cette application est �evidemment

surjective (une lign�ee a toujours un point d'accumulation) et elle est injective si et seulement si

toutes les lign�ees convergent.

D�e�nition 1.15 Une cascade d'orbites p�eriodiques sera dite convergente si et seulement si

toutes ses lign�ees convergent
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Une cascade non convergente sera dite divergente et dans ce cas, chaque lign�ee a au plus deux

pr�eimages. Cette surjection, dite surjection canonique, est continue car, du fait de la propri�et�e

g�en�ealogique, deux lign�ees sont d'autant plus proches que leurs points d'accumulation sont

proches. Comme l'application f envoie les points d'accumulation d'une lign�ee sur les points

d'accumulation de l'image de la lign�ee, on a le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 1.16 La dynamique des points d'accumulation d'une cascade d'orbites p�eriodiques

est semi-conjugu�ee �a un odom�etre par la surjection canonique dont chaque �bre a au plus deux

�el�ements. Cette surjection est une conjugaison si et seulement si la cascade est convergente.

Les cascades convergentes existent (nous verrons plus tard que leur pr�esence est �equivalente

au fait que l'application soit in�niment renormalisable). On sait par exemple qu'�a la valeur du

param�etre � = �

1

, la cascade de d�edoublement repr�esent�ee par la famille unimodale f

�

(x) =

�x(1� x) a toutes ses lign�ees convergentes (voir par ex. [HT]).

En revanche, ces cascades ne sont pas hyperboliques :

Th�eor�eme 1.17 Une cascade d'orbites p�eriodiques convergente d'une application di��erentiable

contient un point critique dans sa fermeture.

Preuve : Si K =

S

n�0

�

n

ne contient aucun point critique, comme K est compact, autour

de chaque point critique on peut trouver un petit intervalle qui ne contient aucun point de

K. De ce recouvrement de l'ensemble des points critiques qui est compact, on en extrait un

sous recouvrement �ni et on note � le diam�etre du plus petit de ces intervalles. Tout est con�cu

pour que f soit monotone sur l'enveloppe convexe de deux points de K situ�es �a une distance

plus petite que �. Comme par hypoth�ese toutes les lign�ees convergent, pour n su�samment

grand, tous les couples p�ere-�ls v�eri�ent cette derni�ere propri�et�e. L'enveloppe convexe de l'un

de ces couples, s'enverra alors sur elle même de fa�con monotone par une it�er�ee de f et ne pourra

donc pas contenir tous les descendants dont l'existence est pourtant assur�ee par la propri�et�e

g�en�ealogique �
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1.3.2 Hyperbolisation

Reprenons notre famille unimodale f

�

(x) = �x(1 � x) et augmentons la valeur du param�etre

jusqu'�a � = �

�

o�u la bosse est si haute qu'elle sort de l'intervalle et que les points qui n'en

sortent pas ont tous une pente sup�erieur �a 1 en valeur absolue. La cascade de d�edoublement est

alors hyperbolique et n'est donc plus convergente en vertu du r�esultat pr�ec�edent.

Il s'est produit le ph�enom�ene suivant : une lign�ee qui �etait convergente (� = �

1

) a deux

points d'accumulation (� = �

�

), la surjection canonique est pass�ee d'un hom�eomorphisme �a une

surjection o�u certains points ont deux pr�eimages, en d'autres termes le Cantor form�e des points

d'accumulation de la cascade s'est d�edoubl�e (�gure 18).

c+ -

Figure 18

La lign�ee qui a des points alternativement situ�es �a droite et �a gauche du point critique (lign�ee
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critique) converge quand � = �

1

et le point critique est dans la fermeture de cette lign�ee mais

d�es qu'il n'y est plus, la lign�ee critique (ainsi que ses pr�eimages) a deux points d'accumulation.

Il s'est produit par ailleurs un v�eritable changement qualitatif de la dynamique. En e�et, pour

� = �

�

, la lign�ee critique (deux points d'accumulation) s'envoie par f

�

sur la plus grande lign�ee

fmax�

n

g

n�0

qui est croissante et n'a donc qu'un point d'accumulation. En d'autres termes,

l'application n'est plus inversible sur les points d'accumulation de la cascade alors qu'elle l'�etait

pour � = �

1

(odom�etre).

Ce ph�enom�ene de \d�edoublement de Cantor" peut être g�en�eralis�e �a des familles q-modales

moyennant quelques hypoth�eses de non-d�eg�en�erescence.

D�e�nition 1.18 Soit f une application C

2

de l'intervalle.

1) Un point critique c de f est non-plat si il existe un C

2

-di��eomorphisme local � v�eri�ant

�(c) = 0 tel que f(x)� f(c) = � j �(x) j

�

o�u � � 2.

2) L'application f est non-d�eg�en�er�ee si elle a un nombre �ni de points critiques, tous non-

plats.

Ces hypoth�eses sont essentielles notamment �a cause du th�eor�eme suivant:

Th�eor�eme 1.19 [dMvS] Une application non d�eg�en�er�ee n'a pas d'intervalle errant

3

.

Hu et Tresser ont montr�e le r�esultat suivant:

Th�eor�eme 1.20 [HT ] Toutes les cascades d'une application non-d�eg�en�er�ee de l'intervalle �a la

C

1

fronti�ere du chaos sont convergentes.

La preuve de ce th�eor�eme fait appel �a un r�esultat de Misiurewicz [M2] qui a�rme que les

seuls compacts invariants in�nis topologiquement transitifs d'une application �a la fronti�ere de

l'entropie sont pr�ecis�ement les points d'accumulation d'une cascade de d�edoublement et que la

dynamique de l'application sur un tel compact est semi-conjugu�ee �a un odom�etre. Hu et Tresser

parviennent �a montrer que sous les hypoth�eses de non-d�eg�enerescence evoqu�ees plus haut, cette

semi-conjugaison est en fait une conjugaison.

Il est alors plus que temps de d�e�nir ce que l'on entend par \transition vers le chaos par

d�edoublement de p�eriode" :

3

une application de l'intervalle a un intervalle errant s'il existe un intervalle non trivial J tel que les intervalles

J; f(J); :::; f

n

(J); ::: soient disjoints et f

n

(J) ne converge pas vers une orbite p�eriodique.
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D�e�nition 1.21 Une famille d'applications C

2

de l'intervalle (f

�

)

�2R

transite vers le chaos

par d�edoublement de p�eriode si elle poss�ede une cascade de bifurcations de d�edoublement de

p�eriode (c.f. d�e�nition 1.1) o�u :

1) h(f

�

) = 0 pour � < �

1

.

2) f

�

1

est �a la C

1

-fronti�ere du chaos.

De plus, la famille (f

�

) sera dite non-d�eg�en�er�ee si f

�

1

est non-d�eg�en�er�ee.

Si maintenant on veut bien dire que la cascade de bifurcations d'une famille d'applications q-

modale non-d�eg�en�er�ee qui transite vers le chaos transite vers l'hyperbolicit�e si pour une valeur

�

�

> �

1

la cascade est hyperbolique ; si l'on veut bien appeler d�edoublement de Cantor le

passage d'un �etat o�u la cascade a sa surjection canonique inversible �a un autre �etat o�u cette

surjection a au moins un point avec deux preimages, alors le r�esultat d�ej�a cit�e de Hu et Tresser

permet de mettre nos observations sous la forme suivante :

Corollaire 1.22 La cascade d'une famille d'applications q-modales non-d�eg�en�er�ee qui transite

vers le chaos par d�edoublement de p�eriode transite vers l'hyperbolicit�e par d�edoublement de

Cantor.
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1.4 Renormalisation

1.4.1 Applications in�niment renormalisables et renormalisation fonction-

nelle

Une application continue de l'intervalle est in�niment renormalisable si pour tout n, elle permute

p

n

intervalles ferm�es disjoints (ni vides ni r�eduits �a un point) J

n

; f(J

n

); :::; f

p

n

�1

(J

n

); f

p

n

(J

n

) =

J

n

; chaque intervalle de g�en�eration n contenant exactement b

n+1

> 1 intervalles de g�en�eration

n + 1 (�gure 19).

n=0

n=1

Figure 19

On a donc p

n+1

= b

n+1

p

n

pour tout n et notant �

n

la fa�con dont sont permut�es les p

n

in-

tervalles de g�en�eration n (intervalles de renormalisation) naturellement ordonn�es par l'ordre de

l'intervalle, on voit que f�

n

g

n�0

est une cascade de cycles. En fait, en utilisant le th�eor�eme de

Brouwer, on constate qu'une application in�niment renormalisable poss�ede une cascade d'orbites

p�eriodiques f�

n

g

n�0

de p�eriode fp

n

g

n�0

, chaque intervalle de renormalisation de g�en�eration n

contenant exactement un point de �

n

, dont la cascade de cycles correspondante est pr�ecis�ement

f�

n

g

n�0

. Comme une application non-d�eg�en�er�ee de l'intervalle ne contient pas d'intervalle er-

rant, si elle est in�niment renormalisable, les intervalles de renormalisation doivent tendre vers

un point au �l des g�en�erations et la cascade d'orbite p�eriodique associ�ee est convergente. La

r�eciproque est vraie aussi :

Proposition 1.23 Une application non-d�eg�en�er�ee est in�niment renormalisable si et seule-

ment si elle poss�ede une cascade d'orbites p�eriodiques convergente.

Preuve : Nous venons de voir qu'une application non-d�eg�en�er�ee in�niment renormalisable

poss�edait une cascade d'orbites p�eriodiques convergente. Soit maintenant f une application q-

modale qui poss�ede une cascade d'orbites p�eriodiques convergente f�

n

g

n�0

de p�eriodes fp

n

g

n�0
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o�u pour tout n, p

n+1

= b

n+1

p

n

. On montre que f est in�niment renormalisable. Nous avons vu

que sous ces hypoth�eses, l'ensemble des points d'accumulation de la cascade K

0

=

S

n�0

�

n

�

S

n�0

�

n

�etait hom�eomorphe �a l'espace des lign�ees via l'hom�eomorphisme p qui �a chaque point

de K

0

associe l'unique lign�ee qui l'accumule. Le temps de cette d�emonstration on munit K

0

de

la distance d

�

issue des lign�ees : si x; y 2 K

0

, notant p(x) = fx

n

g

n�0

et p(y) = fy

n

g

n�0

, d

�

est d�e�nie par d

�

(x; y) = d(p(x); p(y)) = 2

�minfn;x

n

6=y

n

g

. Avec cette distance, K

0

a exactement

p

n

boules distinctes de rayon 1=2

n

, elles sont disjointes, cycliquement permut�ees et chaque

boule de rayon 1=2

n

contient b

n+1

boules de rayon 1=2

n+1

. Les intervalles de renormalisation

recherch�es sont les enveloppes convexes de ces boules pour n su�samment grand. Le fait que

ces intervalles soient disjoints est une cons�equence imm�ediate de la propri�et�e g�en�ealogique et ils

sont correctement embô�t�es en vertu de la remarque pr�ec�edente. Il reste �a voir qu'un point de

l'enveloppe convexe d'une de ces boules ne peut pas s'envoyer en dehors de l'enveloppe convexe

de l'image de cette boule. Comme les extr�emit�es d'un tel intervalle sont des points de K

0

, c'est

imm�ediat si f y est monotone ou si tous les extremums relatifs de f dans cet intervalle sont des

points de K

0

, ce qui est le cas d�es que n est su�samment grand puisqu'alors, tous les points

critiques de f qui ne sont pas dans K

0

sont �evit�es �

Renormaliser consiste �a choisir un des b

0

= p

0

intervalles de renormalisation, l'envoyer

de mani�ere a�ne (en pr�eservant l'orientation) sur [0; 1] et consid�erer l'application induite par

l'application de premier retour. Il y a donc b

0

fa�cons de renormaliser. Une fois que l'on a renor-

malis�e, on peut �a nouveau renormaliser, encore et encore, le choix des intervalles sur lequel on

renormalise �etant �equivalent �a la donn�ee d'un �el�ement de �

b

avec notre terminologie ant�erieure.

Nous aurions aussi pu renormaliser en demandant que l'application a�ne renverse l'orientation

au lieu de la pr�eserver et d�e�nir ainsi des op�erateurs de renormalisation R

+

a

et R

�

a

o�u a 2 �

b

.

Ce concept de renormalisation a �et�e introduit en th�eorie des syst�emes dynamiques ind�e-

pendamment par Feigenbaum [Fe] et Coullet-Tresser [CT]. L'op�eration fut un succ�es puisqu'elle

permit d'expliquer l'universalit�e dans la transition vers le chaos pour les applications unimodales

en terme de point �xe et de valeur propre d'un op�erateur de renormalisation. La renormalisation

a ensuite �et�e utilis�ee dans d'autres domaines des syst�emes dynamiques. On pourra consulter

[dMvS] pour ce qui concerne la dynamique unidimensionnelle. Les travaux les plus profonds

sont probablement ceux de Sullivan [Su] dont les r�esultats ne s'appliquent pourtant qu'aux ap-
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plications unimodales. Nous avons pris ici le parti de tenter de caract�eriser les cascades d'orbites

p�eriodiques repr�esent�ees par les points �xes de ces op�erateurs de renormalisation fonctionnels.

1.4.2 Op�erateurs de renormalisation

Soit b = fb

n

� 1g

n�0

. On note Cas(b) l'ensemble des cascades de cycles f�

n

g

n�0

d'ordre

fp

n

g

n�0

o�u p

0

= b

0

et p

n+1

= b

n+1

p

n

pour tout n. Le cycle �

1

permute donc la partition form�ee

de b

0

blocs et d'apr�es la d�e�nition d'une cascade de cycles, pour tout n � 1, �

n

permute aussi

la partition en b

0

blocs des points sur lesquels elle agit. On notera B

i;n

les b

0

blocs de cette

partition. Si P est un ensemble �ni totalement ordonn�e, on notera S

P

la bijection d�ecroissante

de P (sym�etrie) ou même S quand le contexte le permettra sans risque de confusion. En�n, si

e = fe

n

g

n�0

est une suite, on notera � l'op�erateur de d�ecalage d�e�ni par �(e) = fe

n+1

g

n�0

.

On d�e�nit maintenant les op�erateurs de renormalisation suivants :

R

+

: �

b

� Cas(b) �! �

�(b)

� Cas(�(b))

(a; f�

n

g

n�0

) �! (�(a); f�

b

0

n+1jB

a

0

;n+1

g

n�0

)

et

R

�

: �

b

� Cas(b) �! �

�(b)

� Cas(�(b))

(a; f�

n

g

n�0

) �! (�(a); fS

B

a

0

;n+1

�

b

0

n+1jB

a

0

;n+1

S

B

a

0

;n+1

g

n�0

)

Dans un premier temps, on interpr�ete ces op�erateurs de renormalisation comme la restric-

tion des op�erateurs de renormalisation fonctionnels d�ecrits plus haut aux cascades d'orbites

p�eriodiques associ�ees �a une application in�niment renormalisable.

Les points �xes de ces op�erateurs v�eri�ent �(b) = b, c'est-�a-dire p

n

= p

n+1

0

= b

n+1

0

pour tout

n, et �(a) = a, c'est-�a-dire que fa

n

g

n�0

est une suite constante.

Comme nous nous bornerons �a l'�etude des points �xes, on peut reformuler, avec des notations

qui se comprennent, nos op�erateurs de renormalisation de la mani�ere suivante :
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R

+

i

: Cas(p

0

) �! Cas(p

0

)

f�

n

g

n�0

�! f�

p

0

n+1jB

i;n+1

g

n�0

)

et

R

�

i

: Cas(p

0

) �! Cas(p

0

)

f�

n

g

n�0

�! fS

B

i;n+1

�

p

0

n+1jB

i;n+1

S

B

i;n+1

g

n�0

)

pour i entre 1 et p

0

.

Les points �xes de ces op�erateurs de renormalisation ont d�ej�a �et�e �etudi�es dans le cas des

cascades de d�edoublement (p

0

= 2) [GLOT, LGT, OT, O]. On a notamment le th�eor�eme suivant

que l'on peut appr�ecier en disant qu'il n'y a pas d'obstacle combinatoire �a l'existence d'une

application q-modale point �xe d'un op�erateur de renormalisation fonctionnel :

Th�eor�eme 1.24 [O]

1) Pour tout q � 1, il existe une cascade de cycles q-modale point �xe de R

�

1

et une cascade

de cycles q-modale point �xe de R

�

2

.

2) Pour tout q 6= 2; 3; 4, il existe une cascade de cycles q-modale point �xe de R

+

1

et une

cascade de cycles q-modale point �xe de R

+

2

.

En particulier les deux cascades de d�edoublement unimodales (+� et �+) sont des points

�xes d'op�erateurs de renormalisation (R

�

0

, R

+

1

pour la premi�ere et R

+

0

, R

�

1

pour la seconde)

On peut aussi interpr�eter ces op�erateurs de renormalisation comme les op�erateurs de renor-

malisation fonctionnels d�ecrits plus haut o�u l'on aurait identi��e les intervalles de renormalisation

J

1

n

< J

2

n

< ::: < J

p

n

n

�a leur indice.

Pour caract�eriser les cascades d'orbites p�eriodiques associ�ees aux applications in�niment

renormalisables points �xes de ces op�erateurs de renormalisation fonctionnels, nous introduisons

maintenant la notion de signature d'une cascade d'orbites p�eriodiques sur laquelle nous allons

un temps nous attarder.
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1.4.3 Signature d'une cascade d'orbites p�eriodiques

Soit f�

n

g

n�0

une cascade de cycles d'ordre fp

n

g

n�0

repr�esent�ee par (f�

n

g

n�0

; f) o�u f est q-

modale. On note I

0

< I

1

< ::: < I

q

les intervalles de monotonicit�e de f .

D�e�nition 1.25 La signature de f�

n

g

n�0

relativement �a f est le q + 1-uplet de suites

(f�(0; n)=p

n

g

n�0

; f�(1; n)=p

n

g

n�0

; :::; f�(q; n)=p

n

g

n�0

)

o�u �(k; n) = #(�

n

\ I

k

) est le nombre de points de �

n

dans I

k

.

On peut interpr�eter �(k; n)=p

n

comme la probabilit�e pour un point de �

n

d'être dans I

k

et

la limite, dont on va montrer l'existence, comme la proportion des points d'accumulation de la

cascade situ�es dans I

k

.

La signature d'une cascade d'orbites p�eriodiques est un invariant topologique. Plus pr�eci-

s�ement, si une application q-modale f poss�ede une cascade d'orbites p�eriodiques f�

n

g

n�0

et si

h est un hom�eomorphisme de l'intervalle, les signatures de la cascade f�

n

g

n�0

de f et celle de

fh(�

n

)g

n�0

de hfh

�1

seront identiques si h pr�eserve l'orientation, sinon une signature se d�eduit

de l'autre en renversant l'ordre de ses q + 1 composantes.

Comme les points de �

n

situ�es dans I

k

, �a l'exception peut-être de deux d'entre eux (le plus

petit et le plus grand), ont leurs �ls dans le même intervalle I

k

, il est judicieux de poser

�(k; n+ 1) = b

n+1

�(k; n) + r(k; n)

pour tout n. On peut interpr�eter r(k; n) en a�ectant chaque extremum relatif c

1

< ::: < c

k

<

::: < c

q

de f d'un coe�cient R(k; n) d�e�ni de la fa�con suivante (�gures 20, 21) :

c1 c2 c3 c4 c5+ - + - + - c6

n

n+1

R(1,n)=1 R(2,n)=-1 R(3,n)=-1 R(4,n)=-1 R(5,n)=0 R(6,n)=-1

Figure 20
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c1 c2 c3 c4+ - + -

n

n+1

R(1,n)=2 R(2,n)=-2 R(3,n)=-1 R(4,n)=-1

Figure 21

R(k; n) = r > 0 si un point de �

n

situ�e �a droite de l'extremum relatif c

k

a exactement r �ls

situ�es �a gauche de cet extremum,

R(k; n) = �r si un point de �

n

situ�e �a gauche de l'extremum relatif c

k

a exactement r �ls

situ�es �a droite de cet extremum,

R(k; n) = 0 si aucune de ces situations ne se produit.

On pose �nalement R(0; n) = R(q+1; n) = 0 pour tout n a�n d'obtenir la formule homog�ene :

�(k; n+ 1) = b

n+1

�(k; n) + R(k+ 1; n)�R(k; n)

pour tout k entre 0 et q et tout n.

Th�eor�eme 1.26 La signature d'une cascade d'orbites p�eriodiques converge exponentiellement

vite.

Preuve : Posons �(k; n) = �(k; n)=p

n

.

On a la formule : �(k; n+ 1) = �(k; n) + (R(k+ 1; n)�R(k; n))=p

n+1

car p

n+1

= b

n+1

p

n

.

Comme par d�e�nition R(k; n) < b

n+1

pour tout k, on a :

j �(k; n+ 1)� �(k; n) j< 2b

n+1

=p

n+1

= 2=p

n

< 2=2

n+1

= 1=2

n

d'o�u le r�esultat �

Remarquons que nous aurions pu d�e�nir une signature abstraite associ�ee �a une cascade de

cycles q-modale f�

n

g

n�0

en comptant le nombre de points de chaque bloc de monotonicit�e de

�

n

(quand n est assez grand de fa�con �a ce que �

n

ait exactement q points critiques) d�e�nissant

ainsi des �

a

(k; n). Par rapport �a la signature de cette même cascade relativement �a une certaine
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application q-modale f , on aurait eu la relation j�

a

(k; n)� �(k; n)j � 2, cette di��erence �etant

due �a la position des points critiques de �

n

qui peuvent être �a droite ou �a gauche des extremums

relatifs de f . On a donc le r�esultat suivant :

Proposition 1.27 La limite d'une signature d'une cascade de cycles ne d�epend pas de l'appli-

cation qui la repr�esente.

En fait, on a mieux, au moins pour les cascades de d�edoublement :

Proposition 1.28 A partir d'une certaine g�en�eration, la signature d'une cascade de d�edou-

blement ne d�epend plus de l'application qui la repr�esente.

Preuve : Soit f�

n

g

n�0

une cascade de cycle q-modale de d�edoublement repr�esent�ee par

(f; f�

n

g

n�0

) et (f

0

; f�

0

n

g

n�0

) o�u f et f

0

sont q-modales. On note �(k; n) et �

0

(k; n) le nombre

de points de �

n

et �

0

n

dans le k-i�eme intervalle de monotonicit�e de f et f

0

et on montre que

pour tout n su�samment grand �(k; n) = �

0

(k; n).

Soit n

0

tel que �

n

0

ait exactement q points critiques et supposons qu'il existe n � n

0

et k

entre 0 et q tel que �(k; n) 6= �

0

(k; n). Il y a donc un point critique de �

n

, disons le k-i�eme sinon

ce serait le k+1-i�eme, qui est �a gauche du k-i�eme extremum relatif d'une des deux applications,

disons f et qui est �a droite du k-i�eme extremum relatif de f

0

(�gure 22).

ck c’k

ck
n ck

n

f f’

Figure 22

On regarde maintenant les �ls de ce k-i�eme point critique de �

n

que l'on suppose, tou-

jours sans nuire �a la g�en�eralit�e du raisonnement, être un maximum relatif de �

n

. Toutes les

con�gurations possibles sont esquiss�ees �gure 23.
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f f’

3
+ - + -

f f’

1
+ - + -

f f’

2
+ - + -

f f’

4
+ - + -

Figure 23

Dans tous les cas, le couple de fr�eres s'envoie en pr�eservant son ordre par f . C'est �evident

dans le premier et deuxi�eme cas, c'est aussi vrai pour les autres car le p�ere doit s'envoyer entre

ses �ls par f . Pour les mêmes raisons, le couple de fr�eres doit s'envoyer en renversant son ordre

par f

0

dans les quatre cas. Toutes ces con�gurations sont donc impossibles car les points sont

permut�es de la même mani�ere par f et f

0

d'o�u le r�esultat �

On montre maintenant une sorte de r�eciproque un peu plus faible de la pr�ec�edente propo-

sition : deux cascades de cycles de d�edoublement qui ont même premiers termes pendant suf-

�samment longtemps mais qui sont n�eanmoins di��erentes ont des signatures distinctes.

Proposition 1.29 Soient f et f

0

deux applications q-modales poss�edant chacune une cascade

de cycles q-modale de d�edoublement f�

n

g

n�0

et f�

0

n

g

n�0

o�u �(k; n) = �

0

(k; n) pour tout k entre

0 et q et tout n. Soit n

0

le plus petit entier tel que �

n

0

et �

0

n

0

aient q points critiques.

Si �

n

= �

0

n

pour tout n � n

0

alors �

n

= �

0

n

pour tout n.

Preuve : Sous les hypoth�eses pr�ec�edentes, on montre que si �

n

= �

0

n

pour n � n

0

alors

�

n+1

= �

0

n+1

. Grâce �a cette hypoth�ese de r�ecurrence on sait que le i-�eme couple de fr�eres

s'envoie par �

n+1

et par �

0

n+1

sur le �

n

(i)-i�eme. Il reste �a voir que la fa�con dont est permut�e

ce couple de points (ordre pr�eserv�e ou renvers�e) est la même par �

n+1

et �

0

n+1

. C'est �evident si
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ce couple de point est tout entier dans un intervalle de monotonicit�e I

k

de f (et donc le k-i�eme

intervalle de monotonicit�e I

0

k

de f

0

), c'est aussi vrai dans le cas ou ce couple est �a cheval sur un

extremum relatif c

k

de f (et donc �a cheval sur le k-i�eme point critique c

0

k

de f

0

) pour des raisons

d�ej�a �evoqu�ees dans la d�emonstration de la proposition pr�ec�edente : pour que le p�ere situ�e entre

ces deux �ls s'envoie par f et f

0

entre l'image de ses �ls, il faut que l'ordre du couple de fr�eres

soit pr�eserv�e si le p�ere est dans un intervalle o�u f (et donc f

0

) est croissante et soit renvers�e si

au contraire le p�ere est dans un intervalle de monotonicit�e o�u f (et f

0

) est d�ecroissante (�gure

24) �

f, f’

+ -
1 2 1 2

+-
1 2 12

f, f’

Figure 24

Finalement, pour les cascades de d�edoublement, on calcule plus �nement �(k; n + 1) en

fonction de �(k; n). Le lemme qui suit nous sera utile dans le chapitre concernant la dimension 2.

Lemme 1.30 Soit f�

n

g

n�0

une cascade de d�edoublement repr�esent�ee par (f; f�

n

g

n�0

) o�u f

est q-modale. Pour tout k entre 0 et q et tout n, on a :

�(k; n+ 1) = 2�(k; n) + r(k; n) o�u

8p; p

0

� 0, j

P

p+p

0

m=p

r(k;m) j� 2.
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Preuve : Soit n et k entre 0 et q. On a �(k; n + 1) = 2�(k; n) + r(k; n) o�u r(k; n) =

R(k + 1; n)�R(k; n) d'apr�es la d�e�nition des R(k; n).

Par ailleurs, si pour n et k, R(k; n) 6= 0 et si il existe n

0

> n tel que R(k; n

0

) 6= 0 alors pour

le plus petit entier n

00

> n qui v�eri�e cette propri�et�e on a R(k; n

00

) = �R(k; n). En e�et, les

descendants x

n+p+1

de x

n+1

forment une suite monotone tant que R(k; n+ p) = 0, croissante si

R(k; n) = 1, d�ecroissante sinon (�gure 25).

Ck

R(k,n)=1

R(k,n’’)=-1

Figure 25

Par suite, on a la relation j

P

p+p

0

m=p

R(k;m) j� 1 pour tout p; p

0

� 0 et donc le r�esultat annonc�e

avec r(k; n) = R(k + 1; n)�R(k; n) �

1.4.4 Cascades points �xes

A partir de maintenant, par cascade q-modale point �xe d'un op�erateur de renormalisation R

+

i

ou R

�

i

, on entendra une cascade q-modale correspondant �a une application q-modale in�ni-

ment renormalisable f point �xe d'un R

+

i

ou d'un R

�

i

interpr�et�e comme op�erateur fonctionnel.

Consid�erant sa signature relativement �a f , avec les notations pr�ec�edentes, on est en mesure de

d�emontrer le th�eor�eme suivant :
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Th�eor�eme 1.31 Il existe q

�

tel que pour tout n su�samment grand et tout k entre 0 et q + 1,

R(k; n+ q

�

) = R(k; n).

Preuve : Soit f une application q-modale point �xe de R

+

i

, i entre 1 et p

0

. On note J

i

l'intervalle de renormalisation correspondant et f�

n

g

n�0

et f�

n

g

n�0

la cascade d'orbites p�eri-

odiques et la cascade de cycles qui sont associ�ees �a f .

Une lign�ee fx

n

2 �

n

g

n�0

est critique si pour tout n su�samment grand, x

n

est point critique

de �

n

. Une cascade q-modale poss�ede donc q lign�ees critiques.

Les lign�ees critiques de R

+

i

(f�

n

g

n�0

) sont de la forme fx

0

n

g

n�0

= ff

�l

(x

n

)g

n�0

o�u fx

n

g

n�0

est une lign�ee critique de f�

n

g

n�0

qui est dans f

l

(J

i

).

Comme f�

n

g

n�0

est aussi point �xe de R

+

i

, la cascade renormalis�ee a elle aussi q lign�ees

critiques, c'est-�a-dire que quand on a it�er�e en arri�ere une lign�ee critique de f�

n

g

n�0

jusqu'�a ce

qu'elle arrive dans J

i

, elle ne s'est jamais envoy�ee sur une autre lign�ee critique de f�

n

g

n�0

; en

d'autres termes, une lign�ee critique du renormalis�e s'envoie de fa�con monotone quand on l'it�ere

jusqu'�a ce qu'elle devienne lign�ee critique de f�

n

g

n�0

.

Ordonnons canoniquement les lign�ees en les identi�ant �a leurs points d'accumulation :

fx

n

g

n�0

< fy

n

g

n�0

si et seulement si lim

n!1

x

n

< lim

n!1

y

n

.

On note fx

1

n

g

n�0

< fx

2

n

g

n�0

< ::: < fx

q

n

g

n�0

les lign�ees critiques de f�

n

g

n�0

et

fx

01

n

g

n�0

< fx

02

n

g

n�0

< ::: < fx

0q

n

g

n�0

les lign�ees critiques de son renormalis�e.

On a donc une permutation � d�e�nie par :

fx

0k

n

g

n�0

= ff

�l

k

(x

�(k)

n

)g

n�0

o�u l

k

est le nombre de fois qu'il a fallu it�erer fx

�(k)

n

g en arri�ere

pour arriver dans J

i

.

Si on renormalise le renormalis�e, la permutation des lign�ees critiques sera evidemment la

même.

Du point de vue fonctionnel, si on note c

1

< :::: < c

q

les extremums relatifs de f et

c

0

1

< ::: < c

0

q

les extremums relatifs de son renormalis�e, on a la relation c

0

k

= f

�l

k

(c

�(k)

) et de

plus f

l

k

est monotone au voisinage de c

0

k

. Pour n su�samment grand, tous les couples p�ere-�ls

de la cascade renormalis�ee �a cheval sur l'extremum relatif c

0

k

seront dans ce voisinage et donc,

notant R

0

(k; n) les R(k; n) du renormalis�e, on a d'une part R

0

(k; n) = �R(�(k); n+1) et d'autre

part R

0

(k; n) = R(k; n) (point �xe).

Notant q l'ordre de la permutation � , en renormalisant la cascade q fois, on a, pour n

su�samment grand R(k; n) = �R(k; n+ q).
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Posant q

�

= 2q, on a donc le r�esultat annonc�e.

Le cas d'un op�erateur de la forme R

�

i

se traite en changeant ce qui doit être chang�e. Au

bout du compte, on obtient la relation R(k; n) = �R(S�(k); n+1) d'o�u l'on d�eduit le r�esultat �
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Chapitre 2

Cascades d'orbites p�eriodiques en

dimension 2

2.1 Cascades de tresses

2.1.1 Tresses et types de tresse

On a vu qu'une orbite p�eriodique d'une application de l'intervalle �etait caract�eris�ee par le cycle

qui lui �etait associ�e. En dimension 2, l'objet analogue est le type de tresse. Une tresse �etant

un objet moins familier qu'une permutation, il n'est pas peut-être pas inutile d'en rappeler la

d�e�nition. La r�ef�erence classique en ce domaine est [Bir].

On consid�ere le cylindre solide D � I et on se donne P

p

= fx

1

; x

2

; :::; x

p

g � D, p points de

D. Une tresse g�eom�etrique (d'extr�emit�e P

p

) est un p-uplet de chemins de D � I deux �a deux

disjoints de la forme (b

i

(t); t) dont les extr�emit�es (b

i

(0); 0) et (b

i

(1); 1) sont respectivement dans

P

p

� f0g et P

p

� f1g (�gure 26).
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x1

x2 x3x1

x2
x3

Figure 26

Deux tresses g�eom�etriques sont alors dites �equivalentes si on peut d�eformer continûment la

premi�ere pour arriver sur la seconde en restant dans la classe des tresses g�eom�etriques d'extr�emit�e

P

p

. Le quotient, muni de l'op�eration de concat�enation sugg�er�ee �gure 17 est un groupe que l'on

note B(P

p

) et qui est appel�e le groupe des tresses (d'extr�emit�es P

p

).

Figure 27

Quand on change le point de base P

p

pour un autre P

0

p

de même cardinal, le groupe obtenu
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est isomorphe au premier et si la confusion n'est pas �a craindre on notera simplement B

p

ce

groupe que l'on appelle le groupe des tresses �a p brins.

Notons maintenant Hom

+

(D;P

p

) le groupe des hom�eomorphismes du disque pr�eservant l'o-

rientation pour lesquels P

p

est un ensemble invariant (c'est-�a-dire une r�eunion �nie d'orbites

p�eriodiques) et Aut

+

(D;P

p

) ses classes d'isotopie. Le groupe Aut

+

(D;P

p

) est isomorphe au

groupe des tresses �a p brins quotient�e par son centre [Bi]. La description (partielle) de cet

isomorphisme nous sera pro�table.

Tout hom�eomorphisme du disque pr�eservant l'orientation �etant isotope �a l'identit�e, si f est

un �el�ement de Hom

+

(D;P

p

) et f

t

une isotopie de l'identit�e �a f , les chemins (f

t

(x

i

); t) o�u x

i

2 P

p

d�eterminent une tresse g�eom�etrique d'extr�emit�e P

p

et donc un �el�ement de B(P

p

) (�gure 28).

x2 x3x1

x1 x2
x3

(ft(x2),t)

Id

ft

f

x1
x2 x3

Figure 28

La loi de groupe sur les tresses peut être vue sur les isotopies en proc�edant de la mani�ere

suivante : Si f et g sont deux �el�ements de Hom

+

(D;P

p

) et si f

t

(resp. g

t

) est une isotopie de

l'identit�e �a f (resp. g) induisant la tresse � (resp. �), l'isotopie de l'identit�e �a f � g obtenue en

concat�enant f

t

�a f � g

t

induit la tresse �� (�gure 29). De même, l'isotopie de l'identit�e �a f

�1

donn�ee par la formule f

�1

� f

1�t

induit la tresse �

�1

.
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Id

ft

fogt

fog

f

Figure 29

Si maintenant on choisit une autre isotopie f

0

t

de l'identit�e �a f et si on note �

0

la tresse qu'elle

induit, l'isotopie obtenue en concat�enant f

t

�a f

�1

� f

0

1�t

est une isotopie de l'identit�e �a l'identit�e

qui induit la tresse ��

0�1

. On voit facilement qu'une isotopie de l'identit�e �a l'identit�e induit la

tresse d'une rotation d'angle 2m�

1

que l'on note �

m

et que l'on appelle un m-tours entiers. Ces

tours entiers forment le centre du groupe des tresses. Comme on a la relation ��

0�1

= �

m

, aux

tours entiers pr�es, la tresse associ�ee �a f 2 Hom

+

(D;P

p

) ne d�epend pas du choix de l'isotopie

de l'identit�e �a f .

Pour pouvoir comparer les tresses induites par des orbites p�eriodiques de deux applications

di��erentes, on est amen�e �a consid�erer les classes de conjugaison de Hom

+

(D;P

p

). En e�et,

si f 2 Hom

+

(D;P

p

) et g 2 Aut

+

(D;P

0

p

), on peut comparer leur tresses en se donnant un

hom�eomorphisme h du disque (pr�eservant l'orientation) qui envoie P

0

p

sur P

p

et en regardant

le tresse induite par hgh

�1

qui, comme f , est un �el�ement de Hom

+

(D;P

p

). Le choix d'un

autre hom�eomorphisme pr�eservant l'orientation h

0

aurait conduit (car hgh

�1

et h

0

gh

0�1

sont

topologiquement conjugu�es), aux tours entiers pr�es, �a deux tresses conjugu�ees.

Une fa�con particuli�erement �el�egante de visualiser ces classes de conjugaison est de coller les

deux extr�emit�es du cylindre pour obtenir le tore solide D � S

1

= D � I=

(x;0)�(x;1)

dans lequel

1

car deux points distincts tournent d'un nombre entier de tours quand on les suit le long d'une isotopie de

l'identit�e �a l'identit�e. Ce nombre de tours est ind�ependant des deux points distincts choisis car D�D�f(x;x);x 2

Dg est connexe.
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les extr�emit�es de la tresse se recollent pour donner un noeud

2

ind�ependant de la classe de

conjugaison de la tresse comme l'�evoque la �gure 30.

α
α

β
β

β-1

β-1

Figure 30

Pour r�esumer, le type de tresse d'une orbite p�eriodique (ou d'une r�eunion �nie d'orbites

p�eriodiques) d'un hom�eomorphisme du disque pr�eservant l'orientation est la tresse obtenue en

suivant l'orbite p�eriodique le long d'une isotopie de l'identit�e �a f , aux tours entiers et �a conjugai-

son pr�es. D�esignant par Z(B

p

) le centre du groupe des tresses, on notera BT

p

=< B

p

=Z(B

p

) >

les classes de conjugaison de B

p

=Z(B

p

), c'est-a-dire l'ensemble de tous les types de tresse et

CBT

p

l'ensemble des types de tresses correspondant �a une seule orbite p�eriodique (et non �a

plusieurs).

2.1.2 R�eductibilit�e et cascades de tresses

Dans toute la suite f d�esignera un �el�ement de Hom

+

(D;P

p

) pour lequel P

p

est une orbite p�eri-

odique. La d�e�nition suivante est directement issue des travaux de Thurston sur la classi�cation

des hom�eomorphismes de surfaces �a isotopie pr�es [Th, FLP].

D�e�nition 2.1 Un syst�eme de courbes de r�eduction pour f est une famille de courbes simples

ferm�ees disjointes C

0

; C

1

; :::; C

p

0

�1

de D�P

p

bordant des disques disjoints D

0

; D

1

; :::; D

p

0

�1

telle

que :

1) Les D

i

T

P

p

forment une partition de P

p

2) f(C

i

) est isotope �a C

i+1(modp

0

)

dans D � P

p

pour tout i entre 0 et p

0

� 1.

2

d'habitude un noeud est d�e�ni dans S

3

. On peut le d�e�nir de mani�ere analogue dans le tore solide.

56



Remarquons que chacun des disques D

i

contient le même nombre b de points de P

p

qui v�eri�e

donc p = bp

0

.

Un tel syst�eme est dit essentiel (non trivial) si p

0

6= 1 et p

0

6= p et l'application f est dite

r�eductible si elle admet un syst�eme de courbes de r�eduction essentiel. Dans ce cas, le type de

tresse qui lui correspond est dit r�eductible ou renormalisable pour mieux marquer l'analogie

avec la dimension 1.

C2C1

f(C1)

C3

Figure 31

Si f admet un syst�eme de courbes de r�eduction C

0

; C

1

; :::; C

p

0

�1

, on peut trouver un g 2

Hom

+

(D;P

p

) isotope �a f relativement P

p

qui �xe ce syst�eme de courbes (i.e. g(C

i

) = C

i+1(modp

0

)

).

En appliquant le th�eor�eme de Brouwer, on voit que g poss�ede une orbite p�eriodique de p�eriode

p

0

avec un point dans chaque disque D

i

. Le type de tresse de cette orbite p�eriodique peut être

visualis�e en suivant les cercles C

i

le long d'une isotopie �a g et en identi�ant les cylindres obtenus

aux brins de la tresse (�gure 32).

Figure 32
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Ce type de tresse � ne d�epend pas du choix de l'application g qui �xe les courbes et si �

est le type de tresse de f 2 Hom

+

(D;P

p

), on dit que � est induit par � (pour les courbes

C

0

; C

1

; :::; C

p

0

�1

) ; cette terminologie provenant du fait que l'on peut montrer que l'application

f elle-même poss�ede une orbite p�eriodique dont le type de tresse est � [AF, Ha].

D�e�nition 2.2 Une cascade de types de tresses est une suite f�

n

2 CBT

p

n

g

n�0

de types de

tresses r�eductibles o�u pour tout n, �

n

est induit par �

n+1

.

On a �evidemment p

n+1

= b

n+1

p

n

o�u b

n+1

> 1 pour tout n, et pour avoir des formules plus

homog�enes, on note b

0

= p

0

. Si b

n

= 2 pour tout n la cascade est dite de d�edoublement.

En vertu de ce qui pr�ec�ede, la d�e�nition suivante est naturelle :

D�e�nition 2.3 Un hom�eomorphisme f du disque pr�eservant l'orientation poss�ede une cascade

d'orbites p�eriodiques repr�esentant la cascade de types de tresses f�

n

g

n�0

(�gure 33) si elle a une

suite d'orbites p�eriodiques f�

n

g

n�0

de p�eriode fp

n

g

n�0

v�eri�ant pour tout n :

1) p

n+1

= b

n+1

p

n

2) Le type de tresse de �

n

est �

n

3) Il existe une collection de courbes simples ferm�ees disjointes C

n+1

0

; C

n+1

1

; :::; C

n+1

p

n

�1

de

D �

S

n+1

i=0

�

i

bordant des disques disjoints D

n+1

0

; D

n+1

1

; :::; D

n+1

p

n

�1

v�eri�ant :

- Chaque D

n+1

i

contient un point de �

n

et b

n+1

points de �

n+1

- f(C

n+1

i

) est isotope �a C

n+1

i+1modp

n

dans D �

S

n+1

i=0

�

i

-

S

0�i�p

n+1

�1

D

n+2

i

�

S

0�i�p

n

�1

D

n+1

i

D1
2

D0
2

f(D
1
)0

D0
1

D


Figure 33
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L'unique point de �

n

qui est dans D

n+1

i

est appel�e le p�ere des b

n+1

points de �

n+1

qui sont

dans ce même disque. Comme en dimension 1, si b = fb

n

g

n�0

, l'espace des lign�ees :

X

b

= ffx

n

2 �

n

g

n�0

o�u pour tout n, x

n

est le p�ere de x

n+1

g

muni de la distance d(fx

n

g

n�0

; fx

0

n

g

n�0

) = 1=2

minfn;x

n

6=x

0

n

g

est hom�eomorphe �a �

b

.

A n �x�e, les b

n+1

points de �

n+1

qui sont dans un des disques D

i

n+1

forment une orbite

p�eriodique de f

p

n

. Si pour tout n, le type de tresse de ces orbites p�eriodiques est celui de

l'orbite p�eriodique d'une rotation, la cascade est dite de rotation. Par exemple les cascades de

d�edoublement sont des cascades de rotation (d'angle �). Ces cascades de rotation sont aussi

fr�equemment appel�ees cascades sans entropie en vertu du second des th�eor�emes suivants qui

motivent l'�etude des cascades de types de tresses pour elles-même.

Th�eor�eme 2.4 [GGH ] Un di��eomorphisme C

2

chaotique du disque pr�eservant l'orientation

poss�ede une cascade de rotation.

Th�eor�eme 2.5 [GvST ] Si un di��eomorphisme C

2

du disque pr�eservant l'orientation d'entropie

nulle poss�ede une cascade, c'est une cascade de rotation.

Nous avons vu qu'en dimension 1, le probl�eme de l'existence d'une application C

k

repr�esentant

une cascade de cycles donn�ee �etait d�elicat quand le nombre de points critiques �etait in�ni mais

qu'il ne l'�etait gu�ere dans le cas contraire. De plus, quand une application q-modale repr�esentait

une cascade de cycles nous avions pu d�e�nir une signature qui convergeait. En dimension 2,

comme nous nous concentrons sur les di��eomorphismes, il n'y a plus de notion de points critiques.

Gambaudo, Sullivan et Tresser [GST] ont proc�ed�e �a rebours : ils d�e�nissent une signature qui,

sous bien des aspects, est le pendant de la signature que nous avions d�e�ni en dimension 1 et

montrent que pour une signature convergente donn�ee, il existe un di��eomorphisme qui poss�ede

une cascade d'orbites p�eriodiques avec cette signature.

2.1.3 Signature d'une cascade de tresses

La signature d'une cascade d'orbites p�eriodiques f�

n

g

n�0

de p�eriode fp

n

g

n�0

d'un hom�eomor-

phisme f du disque pr�eservant l'orientation est la suite f�

n

= l

n

=p

n+1

g

n�0

o�u l

n

est d�e�ni de la

mani�ere suivante [GST] :
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Soit ff

t

g

t2[0;1]

une isotopie de l'identit�e �a f que l'on �etend �a une isotopie ff

t

g

t2R

de l'identit�e

�a ses it�er�ees en posant : f

t

= f

[t]

� f

ftg

(o�u [t] et ftg repr�esentent respectivement les parties

enti�ere et d�ecimale de t). Dans un des disques D

n+1

i

, on choisit un point x

n

de �

n

et un

point x

n+1

de �

n+1

. L'entier l

n

est alors le nombre alg�ebrique de tours que fait le vecteur

(f

t

(x

n+1

)� f

t

(x

n

))=jjf

t

(x

n+1

)� f

t

(x

n

)jj sur le cercle unit�e quand t va de 0 �a p

n+1

(o�u jj:jj est la

norme dans R

2

). Il est clair que ce nombre l

n

est ind�ependant des choix du disque D

n+1

i

et du

point x

n+1

de �

n+1

dans D

i

n+1

. La �gure 34, due �a l'extrême obligeance de Slimane ben Miled,

sugg�ere l'enlacement des premi�eres orbites p�eriodiques d'une cascade.

f

f

f

Figure 34

Nous avions vu que le choix d'une autre isotopie ff

0

t

g

t2[0;1]

de l'identit�e �a f aurait donn�e

les même tresses, �a un nombre m de tours entiers pr�es. Pour cette raison, notant l

0

n

et �

0

n

les

quantit�es d�e�nies pr�ec�edemment et calcul�ees pour ff

0

t

g

t2[0;1]

, il est facile de montrer qu'il existe
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un entier m tel que l

0

n

= l

n

+ mp

n+1

et donc �

0

n

= �

n

+ m pour tout n � 0, c'est-�a-dire qu'a

l'addition d'un entier pr�es, ce que nous supposerons toujours, cette signature ne d�epend pas du

choix de l'isotopie de l'identit�e �a f .

Par ailleurs, cette signature est un invariant topologique en ce sens que si h d�esigne un

hom�eomorphisme du disque pr�eservant l'orientation de disque, la cascade h(�

n

) de hfh

�1

�a la

même signature, c'est-�a-dire, au fond, que la signature ne d�epend pas de l'hom�eomorphisme qui

repr�esente une cascade de types de tresses donn�ee. Si au contraire, le changement de variable

h avait renvers�e l'orientation, la signature correspondante aurait �et�e f�l

n

=p

n+1

g

n�0

. Cette

signature a en�n l'avantage de caract�eriser compl�etement les cascades sans entropie puisque la

simple connaissance de la suite des couples (l

n

; p

n

) permet de retrouver l'unique cascade sans

entropie qui a cette signature.

Le th�eor�eme est le suivant :

Th�eor�eme 2.6 [GST ]

1) Toutes les cascades sont repr�esent�ees par un hom�eomorphisme du disque pr�eservant l'orientation.

2) Une cascade sans entropie avec une signature qui converge est repr�esent�ee par un C

1

-

di��eomorphisme.
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2.2 Cascades d'orbites p�eriodiques hyperboliques

En dimension 1 nous avions su caract�eriser les cascades d'orbites p�eriodiques hyperbolisables et

nous avions montr�e qu'un nombre in�ni de points critiques �etait la seule obstruction pour une

cascade de cycles d'être repr�esent�ee par une application de l'intervalle de fa�con hyperbolique.

En dimension 2, la situation n'est pas si claire.

Rappelons qu'un compact K invariant par un di��eomorphisme f du disque est hyperbolique

(contracto-dilatant) si T

K

D se d�ecompose continûment en somme directe, invariante par Df

jK

,

de deux sous-espaces E

s

K

� E

u

K

de dimension 1 et si il existe C > 0, 0 < � < 1 tels que pour

tout n de N :

k Df

n

(x)

u k� C�

n

k u k pour tout x 2 K et tout u 2 E

s

x

k Df

�n

(x)

u k� C�

n

k u k pour tout x 2 K et tout u 2 E

u

x

D�e�nition 2.7 Une cascade de types de tresses est hyperbolisable si elle est repr�esent�ee par

(f�

n

g

n�0

; f), f di��erentiable, o�u K =

S

n�0

�

n

est hyperbolique.

Nous avons vu que la topologie des points d'accumulation d'une cascade d'orbites p�eriodiques

jouait un role crucial du point de vue de l'hyperbolicit�e en dimension 1. Les points p�eriodiques

�etaient isol�es et deux lign�ees distinctes s'accumulaient sur des points distincts. En dimension

2, on a evidemment le même ph�enom�ene car les disques D

i

n

sont disjoints. Par contre, alors

qu'en dimension 1 une lign�ee avait au plus deux points d'accumulation, la dimension 2 autorise

a priori plus de libert�e. A ce stade on a donc seulement le lemme suivant :

Lemme 2.8

1) Les points p�eriodiques

S

n�0

�

n

sont des points isol�es de K.

2) Deux lign�ees distinctes s'accumulent sur des points distincts.

Ce lemme est toutefois su�sant pour nous permettre d'associer �a un point d'accumulation de la

fermeture de la cascade l'unique lign�ee qui l'accumule et de d�e�nir ainsi une surjection canonique

qui est une semi-conjugaison entre la dynamique des points d'accumulation de la cascade et un

odom�etre. Cette surjection est injective si et seulement si toutes les lign�ees convergent et dans

ce cas, la cascade est dite convergente. R�ep�etons-le, la di��erence essentielle entre la dimension

1 et 2 est a priori le nombre de pr�eimages de cette surjection qui en dimension 1 ne peut être

sup�erieur �a 2. Nous posons donc la question suivante :
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Question :

1) Une lign�ee peut-elle avoir une in�nit�e de valeurs d'adh�erence ?

2) Sinon, peut-elle en avoir un nombre plus grand que 2 ?

3) Et si on suppose en plus que la fermeture K de la cascade est hyperbolique ...?

Par ailleurs, les cascades convergentes existent en dimension 2, c'est le cas par exemple des

cascades exhib�ees par Gambaudo, Sullivan et Tresser dans le th�eor�eme cit�e pr�ec�edemment. En

revanche, comme en dimension 1, ces cascades ne peuvent pas être hyperboliques.

Th�eor�eme 2.9 Une cascade d'orbites p�eriodiques hyperbolique ne peut pas être convergente.

Preuve : Il est bien connu [Sh] que si K est un compact invariant hyperbolique d'un di��eo-

morphisme f , pour � su�samment petit et x 2 K, les points y v�eri�ant d(f

p

(x); f

p

(y)) � � sont

sur la vari�et�e stable de x c'est-�a-dire que lim

p!1

d(f

p

(x); f

p

(y)) = 0 ; cette vari�et�e stable ne

contenant �evidemment au plus qu'un point p�eriodique.

Supposons donc qu'un di��eomorphisme du disque f poss�ede une cascade d'orbites p�eriodi-

ques f�

n

g

n�0

convergente dont la fermeture K =

S

n�0

�

n

est hyperbolique. On pose K

0

=

S

n�0

�

n

�

S

n�0

�

n

l'ensemble des points d'accumulation de la cascade et si x 2 K

0

on note

fx

n

g

n�0

l'unique lign�ee qui converge vers x. Comme toute les lign�ees convergent on a :

8� > 0 9n

0

= 8n � n

0

d(x

n

; x) � � 8x 2 K

0

et donc d(f

p

(x

n

); f

p

(x)) � � pour tout p � 0.

En d'autres termes, les points p�eriodiques de grandes p�eriodes de la cascade qui accumulent x

sont sur la vari�et�e stable de x ce qui est une contradiction �

La question reste cependant pos�ee : Quelles sont les cascades de tresses hyperbolisables ?

Une premi�ere fa�con d'aborder ce probl�eme est d'�etudier des classes de cascades que l'on

sait être repr�esent�ees de fa�con hyperbolique et de tenter d'en d�egager des propri�et�es communes

qui permettraient de d�etecter une possible obstruction �a l'hyperbolicit�e. Une seconde mani�ere

de proc�eder consiste �a, frapp�e par les analogies entre la dimension 1 et 2, essayer de jeter des

passerelles entre les cascades de cycles hyperboliques et les cascades de tresses en esp�erant que

les cascades de tresses hors de port�ee de ces passerelles soient pr�ecis�ement les cascades non

hyperbolisables.

Notre strat�egie, qui combine ces deux approches, a �et�e la suivante : partant d'une cascade
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de cycles q-modale (i.e. hyperbolisable), on consid�ere le q-horseshoe unidimensionnel qui la

repr�esente et on �epaissit cette application de l'intervalle pour obtenir un mod�ele qui est ce que le

fer �a cheval de Smale est �a l'unimodale. Les cascades d'orbites p�eriodiques correspondantes sont

hyperboliques et on peut se demander s'il n'y a pas d'autres cascades de tresses hyperbolisables

que celles ainsi obtenues.

D�e�nition 2.10 Soit �

q

un q-horseshoe unidimensionnel g�en�eralis�e avec les intervalles I

k

et

J

k

comme dans le premier chapitre. Un �epaississement de �

q

est l'extension �a un disque d'un

plongement du carr�e I � I dans le plan pr�eservant l'orientation qui envoie chaque bande I � I

k

dans le carr�e de fa�con �a pr�eserver le feuilletage horizontal en en contractant les feuilles et de

fa�con �a pr�eserver le feuilletage vertical en le dilatant et en permutant ses feuilles comme �

q

permute les points de l'intervalle. En d'autres termes, sur I � I

k

, F est de la forme F (x; y) =

(g(x);�

q

(y)) o�u j g

0

j< 1.

Au contraire, sur les bandes I � J

k

, le plongement a l'allure sugg�er�ee par la �gure 35.

Ik

Jk

Ik+1

Figure 35

Divers �epaississements de �

+

3

sont indiqu�es �gure 36.

Figure 36
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Remarquons que F a autant d'orbites p�eriodiques sur I � I que �

q

. Plus pr�ecis�ement,

(x; y) est point p�eriodique de F si et seulement si y est point p�eriodique de même p�eriode

de �

q

. En e�et, comme F contracte le feuilletage horizontal, une feuille de ce feuilletage ne

contient au plus qu'un point p�eriodique. Une orbite p�eriodique de F se projette donc sur l'axe

vertical pour donner une orbite p�eriodique de �

q

de même p�eriode. R�eciproquement, si �

q

permute cycliquement p points de l'intervalle, F permute p feuilles du feuilletage horizontal en

les contractant. It�erant ind�e�niment F , ces feuilles convergent vers p points qui forment une

orbite p�eriodique de F .

Il vaut mieux avoir les deux faits pr�esents �a l'esprit :

1) Il n'est pas impossible a priori qu'un �epaississement d'un �

q

ait des cascades d'orbites

p�eriodiques qui se projettent sur l'axe des y pour donner une suite de cycles qui n'est pas une

cascade de cycles.

2) Inversement, on peut trouver un exemple de suite d'orbites p�eriodiques d'un �epaississement

d'un �

q

qui n'est pas une cascade d'orbites p�eriodiques mais qui se projette sur l'axe vertical

pour donner une cascade de cycles de �

q

. Cependant, Slimane ben Miled �a montr�e dans sa th�ese

[bM] que ce n'�etait pas le cas dans le fer �a cheval de Smale (q = 1).

D�e�nition 2.11 Une cascade de types de tresses est dite cascade q-modale �epaissie si elle est

repr�esent�ee par l'�epaississement d'un �

q

de fa�con �a ce que les points p�eriodiques correspondants

se projettent sur l'axe vertical pour donner une cascade de cycles q-modale de �

q

.

Comme la th�eorie est loin d'être aboutie, nous nous bornerons de plus aux cascades de d�edou-

blement.

La propri�et�e commune aux cascades de d�edoublement q-modales �epaissies est la suivante :

Th�eor�eme 2.12 Une cascade q-modale �epaissie de d�edoublement de p�eriode a une signature

qui converge exponentiellement vite en oscillant. Plus pr�ecis�ement, pour tout n su�samment

grand,

l

n+1

= 2l

n

+ r

n

o�u pour tout p

j

n+p

X

j=n

r

j

j� q
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Preuve : Soit F un �epaississement d'un �

q

. Une isotopie \naturelle" de l'identit�e �a F peut

être d�ecrite de la mani�ere suivante : Partant du carr�e I � I , on le contracte le long de l'axe des

x, on le dilate le long de l'axe des y, et en q endroits on plie (�1=2 tours) successivement la �ne

et longue bande obtenue (�gure 37).

Figure 37

On code l'�epaississement par un (q+ 1)-uplet d'entiers et de demi-entiers (m

0

; :::; m

k

; :::m

q

)

o�um

k

est le nombre de tours �a " < 1=2 pr�es que fait le vecteur form�e par deux points quelconques

situ�es dans une même bande I � I

k

quand on le suit le long de l'isotopie naturelle de l'identit�e

�a F . Ce nombre m

k

est un entier si �

q

est croissante sur I

k

, c'est un demi-entier si �

q

est

d�ecroissante sur I

k

. Divers exemples sont montr�es �gure 38.

(0,-1/2,-1,-1/2)

(0,-1/2,0,-1/2)

Figure 38
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Remarquons que m

k+1

= m

k

� 1=2 pour tout k entre 0 et q � 1 et qu'un vecteur form�e d'un

couple de points dont l'un est situ�e dans une bande I�I

k

et l'autre dans une bande \adjacente"

I � I

k+1

tourne, �a " < 1=2 pr�es d'un angle m

k

ou m

k+1

. Plus pr�ecis�ement, si le projet�e sur l'axe

vertical de ce couple s'envoie par �

q

en pr�eservant l'ordre de ces deux points, le couple tourne

d'un angle m

k

si m

k

est entier ou d'un angle m

k+1

si c'est celui-ci qui est entier, si au contraire

le projet�e du couple s'envoie en renversant l'ordre des points, le couple tourne d'un angle m

k

si

m

k

est un demi-entier, m

k+1

sinon.

On consid�ere maintenant une cascade d'orbites p�eriodiques q-modale �epaissie f�

n

g

n�0

repr�e-

sent�ee par cet �epaississement F et, �a la mani�ere du premier chapitre, on note �(k; n) le nombre

de points de �

n

situ�es dans la bande I � I

k

.

Il faut d'abord remarquer que le codage de l'�epaississement est �elabor�e de fa�con que

l

n

=

q

X

k=0

2m

k

�(k; n)

pour n su�samment grand.

En e�et, la projection de la cascade f�

n

g

n�0

sur l'axe vertical donnant une cascade de cycles

q-modale de �

q

, pour une g�en�eration su�samment grande, ce que nous supposerons d�esormais,

un p�ere situ�e dans une bande I � I

k

a l'un de ses �ls situ�e dans la même bande et si son second

�ls n'est pas dans cette bande, il est dans une bande adjacente I � I

k�1

ou I � I

k+1

.

Comme le projet�e, sur l'axe vertical, du triplet form�e du p�ere et de ses deux �ls doit s'envoyer

en pr�eservant ou en renversant son ordre a�n que pour le triplet image par �

q

, le p�ere soit entre

ses deux �ls, les deux vecteurs form�es par les deux couples p�ere-�ls tournent tous deux, �a " < 1=2

pr�es, d'un même angle m

k

.

Pour un point p�eriodique x de F , on pose i(x) = k 2 f0; 1; :::; qg si x 2 I � I

k

. A priori, en

deux it�erations, le vecteur form�e par un couple p�ere-�ls (x; y) tourne d'un anglem

i(x)

+m

i(F (x))

�"

o�u 0 � " < 1. En fait " < 1=2. En e�et, si le projet�e sur l'axe vertical ce ce couple s'envoie

par �

2

q

en pr�eservant l'ordre, d'une part l'angle dont tourne ce couple en deux it�erations �a

moins d'un demi pr�es est un entier et d'autre part, m

i(x)

+ m

i(F (x))

est le seul entier dans

]m

i(x)

+ m

i(F (x))

� ";m

i(x)

+ m

i(F (x))

+ "[. De même, si le projet�e de ce couple s'envoie par

�

2

q

en renversant l'ordre, d'une part l'angle dont tourne ce couple en deux it�erations �a moins

d'un demi pr�es est un demi-entier et d'autre part, m

i(x)

+m

i(F (x))

est le seul demi-entier dans

]m

i(x)

+m

i(F (x))

� ";m

i(x)

+m

i(F (x))

+ "[.
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En faisant le même raisonnement pour les it�er�es successifs, on obtient

l

n

=

2

n+1

�1

X

j=0

m

i(F

j

(x))

� " =

q

X

k=0

2m

k

�(k; n)� "

o�u 0 � " < 1=2.

Comme l

n

et

P

q

k=0

2m

k

�(k; n) sont entiers, " = 0, d'o�u la formule

l

n

=

q

X

k=0

2m

k

�(k; n)

annonc�ee.

Rappelons maintenant que nous avions d�e�ni au premier chapitre des coe�cients R(k; n)

pour tout k entre 0 et q + 1 et tout n qui v�eri�aient R(0; n) = R(q + 1; n) = 0 et �(k; n+ 1) =

2�(k; n) +R(k + 1; n)�R(k; n) o�u pour tout p (lemme 1.30),

j

P

n+p

j=n

R(k; j) j� 1.

On a donc, pour tout n su�samment grand :

l

n+1

=

q

X

k=0

2m

k

�(k; n+ 1) =

q

X

k=0

2m

k

(2�(k; n) +R(k + 1; n)� R(k; n)) = 2l

n

+ r

n

o�u

r

n

=

q

X

k=0

2m

k

(R(k + 1; n)� R(k; n)) =

q

X

q=1

2m

k�1

R(k; n)�

q

X

q=1

2m

k

R(k; n)

= 2

q

X

k=1

(m

k�1

�m

k

)R(k; n);

c'est-�a-dire que pour tout p � 0

j

n+p

X

j=n

r

j

j= 2 j

q

X

k=1

(m

k�1

�m

k

)(

n+p

X

j=n

R(k; j)) j� 2

q

X

k=1

j (m

k�1

�m

k

) jj

n+p

X

j=n

R(k; j) j� q

car

jm

k�1

�m

k

j=

1

2

et j

n+p

X

j=n

R(k; j) j� 1:

La formule j

P

n+p

j=n

r

j

j� q appliqu�ee avec p = 0 donne j r

n

j� q, c'est-�a-dire que posant

�

n

= l

n

=2

n+1

on a :

j �

n+1

� �

n

j�

q

2

n+2
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d'o�u la convergence exponentielle de la signature f�

n

g

n�0

. Cette même formule implique d'autre

part que les r

n

doivent être tantôt positifs, tantôt n�egatifs, d'o�u la convergence en oscillant de

la signature �

Alors, y-a-t'il d'autres cascades de tresses hyperbolisables que celles repr�esent�ees par ces

�epaississements d'applications hyperboliques de l'intervalle ? Du point de vue des cascades, la

dynamique hyperbolique est-elle essentiellement unidimensionnelle ? La convergence exponen-

tielle en oscillant de la signature est-elle l'indice de l'hyperbolisabilit�e d'une cascade de d�edou-

blement ? A cet �egard, l'exhibition d'un di��eomorphisme du disque repr�esentant une cascade de

tresses hyperbolique avec une signature fl

n

= 1g

n�0

ou encore fr

n

= �1g

n�0

avec nos notations

ant�erieures (mod�ele de Bowen-Franks) qui converge exponentiellement vite de fa�con monotone

in�rmerait ces intuitions.
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2.3 Renormalisation

On a vu que l'�etude des cascades d'orbites p�eriodiques hyperboliques �etait plus d�elicate en

dimension 2 qu'en dimension 1. Au contraire, nous verrons qu'il est plus facile de renormaliser

les cascades de types de tresses que les cascades de cycles.

Consid�erons un hom�eomorphisme du disque pr�eservant l'orientation f qui poss�ede une cas-

cade d'orbites p�eriodiques f�

n

g

n�0

de p�eriode fp

n+1

= b

n+1

p

n

g

n�0

dont les courbes de r�eduction

C

n

i

v�eri�ent f(C

n

i

) = C

n

i+1(modp

n�1

)

au lieu que f(C

n

i

) soit simplement isotope �a C

n

i+1modp

n�1

dans D �

S

n

i=0

�

i

. De tels hom�eomorphismes existent, c'est le cas par exemple de ceux ex-

hib�es par Gambaudo, Sullivan et Tresser et on peut les d�ecr�eter \ind�e�niment renormalisables".

Renormaliser un tel hom�eomorphisme consiste �a choisir un des disques D

0

i

qui est donc invariant

par f

p

0

, �a choisir un hom�eomorphisme h : D �! D

0

i

qui pr�eserve l'orientation, le renormal-

is�e de f �etant hf

p

0

h

�1

. Ce renormalis�e ne d�epend pas du choix de h en ce sens qu'un autre

hom�eomorphisme h

0

: D �! D

0

i

aurait donn�e un renormalis�e topologiquement conjugu�e au

premier. De même, contrairement �a la situation en dimension 1, ce renormalis�e de f ne d�epend

pas du choix du disque D

0

i

dans la mesure o�u un autre D

0

i0

aurait lui aussi donn�e un renormalis�e

topologiquement conjugu�e au premier. Dans un autre esprit, au lieu de choisir un changement

de variable h qui pr�eserve l'orientation, nous aurions pu en choisir un qui la renversait et d�e�nir

ainsi deux op�erateurs de renormalisation que nous aurions pu nommer R

+

et R

�

.

Nous resterons �d�ele �a notre strat�egie de ne renormaliser que les cascades de tresses. De

ce point de vue, si f�

n

g

n�0

est la cascade de tresses repr�esent�ee par f , la cascade de tresses

renormalis�eeR

+

f�

n

g

n�0

peut être visualis�ee en proc�edant comme suit : f

t

d�esignant une isotopie

de l'identit�e �a f que l'on �etend en une isotopie de l'identit�e �a f

p

0

en posant, pour t entre 0 et

p

0

, f

t

= f

[t]

� f

ftg

, un disque D

0

i

�etant choisi, la cascade de tresses renormalis�ee est la suite

de tresses obtenue en suivant les �

n+1

T

D

0

i

le long de cette isotopie �etendue. Si fl

n

=p

n+1

g

n�0

d�esigne la signature de la cascade f�

n

g

n�0

, la signature de la cascade renormalis�ee R

+

f�

n

g

n�0

est fl

n+1

=p

n+2

g

n�0

, c'est-�a-dire que R

+

agit sur les signatures comme l'op�erateur de d�ecalage.

De même, pour des raisons �evoqu�ees plus haut, la cascade renormalis�ee R

�

f�

n

g

n�0

�a pour

signature f�l

n+1

=p

n+2

g

n�0

. Comme d'une part ces signatures sont d�e�nies �a l'addition d'un

entier m pr�es �a cause du choix de l'isotopie de l'identit�e �a f et que d'autre part les p�eriodes des

cascades de tresses points �xes de ces op�erateurs de renormalisation doivent v�eri�er p

n+1

= bp

n

pour tout n, on a le th�eor�eme suivant :
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Th�eor�eme 2.13 Si une cascade de types de tresses est point �xe de R

+

alors il existe un entier

m tel que sa signature v�eri�e l'�equation :

l

n+1

= l

n

+mb

n+2

pour tout n:

Si une cascade de types de tresses est point �xe de R

�

alors il existe un entier m tel que sa

signature v�eri�e l'�equation :

l

n+1

= �l

n

+mb

n+2

pour tout n:

Comme de plus, la signature caract�erise compl�etement une cascade de types de tresses de rota-

tion, on a :

Th�eor�eme 2.14 Une cascade de types de tresse de rotation est point �xe de R

+

si et seulement

si il existe un entier m tel que sa signature v�eri�e l'�equation :

l

n+1

= l

n

+mb

n+2

pour tout n:

Une cascade de types de tresse de rotation est point �xe de R

�

si et seulement si il existe un

entier m tel que sa signature v�eri�e l'�equation :

l

n+1

= �l

n

+mb

n+2

pour tout n:

L'existence d'hom�eomorphismes repr�esentant une cascade de tresses point �xe de ces op�erateurs

de renormalisation est assur�ee par le th�eor�eme de Gambaudo, Sullivan et Tresser pr�ec�edemment

cit�e (th�eor�eme 2.6).

On peut tout naturellement �epaissir les cascades de cycles q-modales point �xe des op�erateurs

de renormalisation sur les cascades de cycles pour observer le comportement des op�erateurs de

renormalisation sur les tresses a�n de tenter de d�egager des liens subtils entre les renormalisations

en dimension 1 et 2. On montre le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.15 Une cascade de cycles q-modale de d�edoublement point �xe d'un R

+

i

ou d'un

R

�

i

s'�epaissit pour donner une cascade de tresses pr�ep�eriodique de R

+

et R

�

.
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Preuve : Remarquons qu'une cascade de types de tresses de d�edoublement est un point

p�eriodique de R

+

si et seulement si il existe deux entiers p et m tels que

l

n+p

= l

n

+m2

n+p+1

pour tout n;

c'est-�a-dire qu'une cascade de d�edoublement est pr�ep�eriodique si sa signature v�eri�e cette �equa-

tion pour tout n su�samment grand. Posant l

n+1

= 2l

n

+ r

n

, on v�eri�e facilement que cette

�equation est �equivalente r

n+p

= r

n

pour tout n su�samment grand.

Comme d'une part, avec nos notations de d'habitude, la signature d'une cascade q-modale

�epaissie de d�edoublement v�eri�e :

r

n

=

q

X

k=0

2m

k

(R(k+ 1; n)�R(k; n))

pour tout n su�samment grand et que d'autre part, si une cascade de cycle est point �xe d'un

R

s

i

, s = +;�, il existe un entier q

�

tels que pour tout n su�samment grand (proposition 1.28,

th�eor�eme 1.31) :

R(k; n+ q

�

) = R(k; n);

l'�epaississement d'une cascade q-modale de d�edoublement donne bien un point pr�ep�eriodique

de R

+

.

Pour montrer que c'est aussi un point pr�ep�eriodique deR

�

, il faut faire le même raisonnement

mutatis mutandis �

Par exemple, les cascades de d�edoublement unimodales (+� et �+) qui sont points �xes

d'op�erateurs de renormalisation sur les cycles et dont les signatures v�eri�ent R(k; n + 1) =

�R(k; n) s'�epaississent pour donner un point �xe de R

�

. Ce sont probablement les seules

cascades de cycles points �xes �a s'�epaissir ainsi en points �xes des op�erateurs sur les types de

tresses et non en une orbite de p�eriode plus grande. La �gure 39 montre une cascade de cycles

bimodale qui sur le plan combinatoire est un point �xe de de R

�

0

mais qui ne peut s'�epaissir que

pour donner une orbite de p�eriode 2 de R

�

.
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R�esum�e :

Cette th�ese est consacr�ee aux cascades de cycles repr�esent�ees par les applications de l'intervalle et

aux cascades de tresses repr�esent�ees par les hom�eomorphismes du disque pr�eservant l'orientation.

Dans un premier temps, on s'int�eresse aux cascades hyperbolisables, c'est-�a-dire aux cascades qui

peuvent être repr�esent�ees de fa�con hyperbolique par les applications en question. En dimension

1, on montre qu'une cascade de cycles est hyperbolisable si et seulement si elle a un nombre

�ni de points critiques, c'est-�a-dire si elle est represent�ee par une application de l'intervalle qui

a un nombre �ni de points critiques. Nos travaux en dimension 1 sugg�erent par ailleurs de

s'int�eresser aux cascades de tresses obtenues en �epaississant des cascades de cycles (cascades de

tresses �epaissies). On donne un crit�ere que v�eri�e toutes ces cascades de tresses �epaissies qui

permet de prouver que toutes les cascades de tresses ne sont pas des cascades de tresses �epaissies

et on esp�ere que la non v�eri�cation de ce crit�ere est la seule obstruction �a l'hyperbolisabilit�e

d'une cascade de tresses.

Dans un second temps, on s'interesse aux cascades du point de vue de la renormalisation. A

une application in�niment renormalisable de l'intervalle ou du disque est naturellement asso-

ci�ee une cascade et les op�erateurs de renormalisation fonctionnels induisent des operateurs de

renormalisasion sur les cascades. On montre qu'une cascade de cycles de d�edoublement associ�ee

�a un point �xe d'un op�erateur de renormalisation fonctionnel s'�epaissit pour donner une orbite

pr�ep�eriodique pour les op�erateurs de renormalisation sur les cascades de tresses.

Mots clefs : syst�emes dynamiques, dynamique di��erentiable, dynamique hyperbolique, renor-

malisation, cascade d'orbites p�eriodiques, fer �a cheval.


