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1. Définitions et notations

L'origine des probabilités est I'analyse de jeux de hasard, tels que pile ou face,
les dés, les cartes, etc.

Une expérience est un processus dont le résultats n'est pas connu a I'avance.
On dit que le résultat est aléatoire.

A toute expérience, on associe |'ensemble des résultats possibles appelés
réalisations. C'est |'ensemble fondamental noté Q. Il est fini (ex. {1,2,3,4,5,6})
ou infini (ex. IR). On va principalement s'intéressé au cas fini dans ce cours.

Un évenement est un sous-ensemble de |'ensemble fondamental. Le but des
probabilités est de calculer la probabilité d'événements.
Exemple : I'évenement qu’'un dé sorte un nombre pair. Quelle est la probabilité
d'un tel évenement :

P({2,4,6})7
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Opérations sur les ensembles :

— A C B : I'ensemble A est un sous-ensemble de B.
Ex.: {2,4,6} C {1,2,3,4,5,6}.

— Al J B : I'union des ensembles A et B.
Ex. :{2,4,6}(J{1,3,5,6} ={1,2,3,4,5,6}.

— A() B : I'intersection des ensembles A et B.
Ex.:{2,4,6}({1,3,5,6} = {6}.

— () : I'ensemble vide ne contient aucune réalisation.
Ex. : 'ensemble contenant les réalisations de I'expérience "somme de deux

dés inférieure ou égale a 1".
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Deux ensembles sont disjoints s'ils n'ont aucune réalisation en commun.
Ex.: {2,4,6}({1,3,5} = 0 : les ensembles pairs et impairs sont disjoints.

A€ . le complément de A dans ().
Ex.: {1,6}¢={2,3,4,5}.

B — A : I'ensemble des réalisations dans B mais pas dans A. Ou B[] A“.

Ex.: {1,6} — {1} = {6},

Une partition de () est un ensemble de sous-ensembles (), de () tels que
tous les éléments de () sont dans exactement un de ces sous-ensembles.

En d'autres termes :

- U, Q=

— Q1 (2 = 0 pour tout k # k' : disjoints deux-a-deux.

Ex. : {{1,2},{3,4},{5},{6}} est une partition de {1,2,3,4,5,6}.
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Propriétés :

- ANBUC)=ANB)UANC) et AUBNC)=(AUB)N(AUC).
— (AN B)° = A°|J B¢ et (A|JB)° = A°( BC.

‘Q
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2. Axiomes de probabilités

Définition : Une tribu sur () est une famille 7 de sous-ensembles de () qui
possede les trois propriétés suivantes :

-QeF

— si F' € F, alors F¢© e F
— si Fy, Fy, ... est une suite d'éléments de F alors | J~ | F), € F.

Les éléments de la tribu F sont appelés les évenements.

Les singletons {w} tels que w € () sont appelés évenements élémentaires.
L'ensemble () est appelé |'évenement certain.

| 'ensemble vide est appelé |'évenement impossible.

L'exemple de base d'une tribu est 7 = P({2) I'ensemble de tous les sous-
ensembles de (2. Que vaut [P(Q2)|?
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Axiomes des probabilités : Une fonction de probabilité sur (2, F) est une

application
P: F—|0,1]

qui vérifie les deux axiomes :
1. Evenement certain : P(Q2) =1

2. o-additivité : Si Fi, Fh, ... est une suite d'éléments de F deux-a-deux disjoints,

alors
P (U Fn> =) P(F.).

n=1
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Conséquences des deux axiomes, les propriétés suivantes :
- e FetP(D)=0.

— Additivité finie : Soit G,Go, ... G, m < oo évenements deux-a-deux
disjoints. Alors

P(Gi| ... JGm) =P(G1) + - + P(Gn).

- P(G°) =1-P(G).
— Monotonies : Si G C H, alors P(G) < P(H).
— Union : P(G|JH) = P(G) + P(H) — P(G(H).

Démonstration.
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Exemple : Soit A et B deux ensembles disjoints tels que P(A) = 0.3 et
P(B) = 0.5. Que vaut P(A°(B°)?

P(A°(BY) = 1-P((A°[)B))
= 1—P((A9)°[JB)9)
= P(AUB
= 1—(P(A)+P(B)—P(A[)B))
= 1-(0.340.5-0)
= 0.2
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Exemple : Supposons que €2 = {1,2,3} and

P({1}) =p1 P({2}) =p2 P({3}) = ps.

Une tribu possible est P(Q2) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
de cardinalité 2°.

Ainsi on a :
P({1,2}) = PH1})+P{2}) =p1+Dp2
P({1,3}) = P{1})+P{3})=p1+ps
P({2,3}) = P{2})+P{3}) =p2+ps
P{1,2,3} = P{1})+P{2})+P{3}) =p1+Dp2+ps
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La derniere équation implique que : p1 + po + p3 = 1.

Réciproquement, si on choisit pi1,po, p3 = 0 tels que py + pa + p3 = 1, alors
P({i}) = p; définit une probabilité.
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3. Espaces de probabilité finis

Soit 2 = {1,2,...,k}, ou k = [Q2] < oo. On définit une probabilité en
choisissant pq,...,pr = 0 tels que p; + -+ - + pr. = 1 et en définissant

Pi = P({l})

Une fois qu’'une probabilité est ainsi définie, on peut calculer pour tout

G e P(Q)
P(G) =) P{i})=> m,
ieG icG
qui est la probabilité de réaliser un des ¢ dans .
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Cas particulier important : quand les évenements élémentaires sont
équiprobables

Pr=pP2=...= Pk =D
et la condition p; + -+ pr = 1 implique que p1 = ... = pip = % = T
Par conséquent :

PG) = Sp=p3 1=

1eG el
I
i

Nombre de cas favorables pour G

nombre de cas possibles
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Exemple : On jette 2 dés. Quelle est la probabilité que la somme est 87

L'ensemble fondamental est 2 = {1,2,3,4,5,6}%, de cardinalité |Q2| = 36.
Les cas favorables sont G = {(2,6),(3,5),(4,4),(5,3),(2,6)}.

G
Donc P(G) = H ==

Exemple : On jette trois pieces équitables. Quelle est la probabilité d'avoir au
moins un pile?

L’ensemble fondamental est ) = { P, '}, de cardinalité |Q)| = 8.
Le complémentaire de |'ensemble d'évenements favorables est G¢, |'ensemble
"sans pile”, c'est-a-dire que G¢ = {F, F, F'}. Donc P(G®) = £. Par conséquent :
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Exemple : On jette 3 dés. Quelle est la probabilité d'obtenir au moins un 67

L'ensemble fondamental est Q0 = {1,2,3,4,5,6}°, de cardinalité |Q| = 216.
Soit (; I'ensemble des réalisations "le zeme dé donne 6" . Clairement :

P@Q:P@gzpmgzé

La probabilité cherchée est
P(Gi| JG2| JGs) = P(G1)+P(Gz) + P(Gs)
—P(G1[)G2) — P(G1( ) Gs) — P(Ga[ ) Gs)

+P(G1( ) Gz[ ) Ga)

1 1 1 91
= 3(2)—-3(—) 4+ — =",

(&) 3G T 216 ~ 216
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On vérifie par le complémentaire G¢, I'ensemble des réalisations "aucun 6 parmi
les 3 dés”

C 53
125
136
Donc P(G) =1 — 122 = 5.
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Exemple : Eve lance une piece équitable et gagne si Pile. Sinon Adam lance la
piece et gagne si Face. lls répetent le jeu jusqu'a ce que le premier gagne. Quelle
est la probabilité que Eve gagne ? Quelle est la probabilité qu'ils y jouent encore ?

Exemple : en 1654, de Méré propose a Pascal le probleme suivant : " Est-il plus
probable d'obtenir au moins un 6 avec 4 dés que d'obtenir au moins un double 6
avec 24 jets de deux dés?"’ Qu'en pensez-vous ?

La premiere probabilité vaut 1 — (2)* ~ 0.518.

La deuxieme probabilité vaut 1 — (52)** ~ 0.491.
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Exemple : Estimation de 7 par une expérience de Monte Carlo.

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Par intuition, quelle est la probabilité que des points tombent dans le cercle?
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Exemple : on compte la somme S des valeurs de 3 dés simultanément. Il y a
6 configurations différentes qui permettent d'obtenir 9 et 10 :

—pour9:6+2+1,54+3+1,54+2+2,4+4+1,44+3+2et3+3+ 3.

—pourl0:6+3+1,64+24+2,54+4+1,5+3+2,44+4+2et4d+3+3.
Peut-on en conclure que
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Exemple : On tire 5 cartes d'un jeu de 52 cartes. Quelle est la probabilité
d'obtenir exactement une paire?

L 'univers () est |'ensemble de tous les sous-ensembles de 5 cartes sans remise
d'un jeu de 52 cartes. Donc [ = C5y 5.

On rappelle qu'il y a 13 = 52/4 valeurs possibles.

Le nombre de possibilité d'obtenir une paire implique :

— choisir une valeur qui sera la base de notre paire, soit (31 possibilités.

— parmi ces 4 cartes il faut en choisir 2 pour former la paire, soit Cy
possibilités.

— choisir 3 valeurs différentes parmi 13 — 1 = 12, soit (2 3.

— enfin pour chaque valeur, il y a (4 ; possibilités.
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Donc la probabilité d'avoir exactement une paire est

C13,104,2C12.3C4,1C4,1C4 1

= (0.422569
Cs2.5
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